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oz
Bu c¢aligmada dalga teorisinin zamana gore periyodik problemleri i¢in
uygun baz fonksiyonlari ve kalan terimi integral seklinde olan interpolasyon

kuadratur kurallari kullanilarak ii¢ kath fark semas: kurma prosesi sunulmus,

yaklasik ¢6ziimiin hatasinin degerlendirilmesi yapilmigtir.

ABSTRACT

In this study, for periodic problems with respect to time of wave
theory, presented to the process three-level difference schemes is constructed
by the method of integral identities with the use of fitting basis functions and
interpolating quadrature rules and remainder term in integral form. Error of

difference solution is estimated.
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1. BOLUM

GIRIS
Bu calismada adi diferensiyel denklem ve dissipative terime sahip dalga

denklemi i¢in zamana gére periyodik sinirdeger problemlerinin niimerik ¢6zimi igin

fark semalarmin kurulmas: ve bunlann nitelik dzelliklerinin incelenmesi sunulmugtur.

Bu tip denklemlerin matematiksel fizigin veA akigkanlar mekaniginin bir ¢ok
alanlarinda ortaya c¢iktii iyi bilinmektedir. Bunlar iletisim hatlar, plazmalardaki
elektron plazma dalgalani ve iyon akustik dalgalan ve bagka fiziksel modelleri
hakkinda yapilan ¢aligmalarda kullanmilirlar. (Bullough 1980, Longren 1978, Ikezi
1978).

Zamana gére periyodik clan bu tiir problemlerin nimerik ¢éziimleri clduk¢a

az incelenmistir (Amiraliyev 1988).

Ele alinan problemler igin i¢ kathh fark semast sunulmaktadir. Bu semalar
cebirsel baz fonksiyonlarindan, kalan terimleri integral formunda olan interpolasyon
kuadratur formiillerinden yararlanarak kurulmustur. Kurulmus fark semalarmn
kararliligr ve yakinsama sartlari incelenmis ve her bir durum i¢in vakinsama hizi

degerlendirilmigtir.

Ayrica incelenen bu tip problemlerin kesin ¢6ziminin varlifi, tekligi ve
diizginligi bir ¢ok matematikgi tarafindan incelenmistir. (Leopold, H.. 1985, Webb,
G.F., 1980).

ki bolimde inceledigimiz zamana gore periyodik problemler asagidaki
sekildedir.

Lu=u"+a(t)u'+b()u=f(1) , o<t<T

u(0)=u(T)



S u'(0)=u'(T)
ve
Lus%+ L, [%] +Lou=f(x,t),
(x,)eD=(0, £ )x(0,T],
u(0,1)=u(£ ,H)=0,
u(x,0)=u(x,T),
%(X,OF%(X,T).
Burada
L [%] _ ——g[a(x, t)_) bt
Lou= ——g(—(c(x, t) %)+d(x, t)u

ve a,b,c.d.f fonksiyonlan yeterince diizgindiirler.
Bu ¢aligma dort b6limden olugmaktadir.
Birinci bolam giris bélimidir.
Ikinci bolimde gerekli 6n bilgiler ve notasyonlar verilmisgtir.

Ugiincii  bolimde (3.1)-(3.3) zamana gore perivodik problemi igin fark
semasinin kurulusu ve kurulmus semamin kararlihii, yakinsakhigi ispatlanmuis,

yakinsama hiz1 degerlendirilmistir.
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Dérdiincii bélimde (4.1)-(4.4) zamana goére periyodik problemi igin de
d¢inci bolimde belirtilen incelemeler tekrarlanmig, hatanin degerlendirilmesi

verilmigtir.

Ek boélimde alinan teorik sonuglar 6rnek #izerinde degerlendirilmistir. Bu
denetimler QBASIC programlama diliyle, her kattaki degerlerin bulunmas: kovma

yontemiyle yapilmigtir.



2. BOLUM

ON BILGILER

Bu bolimde galigmamizda ihtiyag duydugumuz ve kullanacagimiz baz

Ozdeslikleri ve egsizlikleri ispatsiz olarak verecegiz.

2.1. Baz: Interpolasyon Kuadratur Formiilleri

Fark semalarimn kurulmast ve incelenmesinde asagidaki kuadratur

formiillerini kullanacagiz (Krilov, Babkov and Manastirniy 1976)-

[ pof eax=tiab) | peoax+R(, @13

{n}
RO=-[dxp'e) [ (IK,.(x,HdE  n=1veva2.

K,(x,8)=T(x-£)-(b-a) (x-a)(b-£)". $=0,1,

T.(3) ;—l,x >0; T.(A) =0, A<0.
S!

[ p(x)f(x)dx=r[a—f,’3) [ pooax+R (@ 2.2)

a+b
2

R'0= ax o0 [ 19 @K}, £)de+a-Dfarb) | (x -

n=] veya 2

K08 =T8T 22t )+ o-0) (o222 0

—

)P(N)d?\s

E4



2.2. Diferensiyel ve integral Esitsizligin Fark Benzeri
Lemma 2.1. (Amiraliyev, G.M., 1988). 8(t)=0 olmak iizere,

@, ={t.=jz j=0M, r=T/M|

gibi bir gebeke i¢in
Oy Scdp +¢0,+px, K=1,2,.M,

5(0) <A3(T)+9 ve 220, 9=sabit,

I-tc,>0. K=1,2,... M,

x<exp[—tz GG }

1-1c,

1s€ 0 zaman,

[1 - Z.exp[(—cgcl)—’{DA{S + 2 ZIp IeXp[ c°1+ C;():tM ‘ ]}

e < exp[(co"'c) j] ZIP.ICXP[ C0+cl)tl\ ~i

1- =, Ty =1 Ty

z1/’1<|/(1— ,); 1+ w, <0 ise

J I+ w, >0 ise,

dir.

2.3. Kullanilan Bazi Notasyonlar

=[x



sebeke fonksiyonlari igin,

_YinTYi o _YiTYia
Y _—h > ¥z _h s
y. = Ve =¥z _ Yin —2¥i+¥i,
> h h? ’
1 Yia ~¥Yia
e = — +vVv. )| =-—
yo=7 (v, +yz) ==

(y,_s>:§yisih, b= Gy)

, @, ={x,=ih, h>0, i=0,1,..,N; h=¢/N}

Iyl = maxly(x,)

C™(D):D bolgesinde tanimh x ‘e ve t 'ye gére m-inci dereceden karisik,

stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar kiimesi.

1
p-esitsizligi : |a.bj<pa’ +4—b2, u>0.
u



ADI DIFERENSIYEL DENKLEME AIT PERIYODIK PROBLEM ICIN
FARK SEMASININ INCELENMESI

3.1. Fark Semasinin Kurulmas:

(3.1)-(3.3) zamana gore perivodik problemi igin fark semasinin kurulusu
verilir; ayrica kurulmus fark semasinin kararlilig1, yakinsaklig: ispatlanir ve kesin
¢6zimin gerekli diizgiinlik sartlann dahilinde yaklasik ¢6ziimiin kesin ¢6zime

yakinsama hiz1 degerlendirilir.

Lu=u"+a(t)u'+b(t)u=f(t), 3.1
0<t<T, -
u(0)=ul(T),. (3.2)
u'(0)=u'(T) (3.3)

seklindeki problemi inceleyelim.

(3.1)-(3.3)'de a(t)2a>0. b(1)=0. f(t) yeteri kadar dizgin ve T periyotlu
fonksivonlardir.
(3.1)-(3.3) problemine fark yéntemini uygulamak igin (0, T]'de

o,={t;=jr, j=12,.,M-1, =T/M}

sebekesini alalm. Eger (3.1)'de t=t, alip bu noktadaki tirrevlerin degerleri uygun

sonlu farklarla degistirilirse,

uﬁ'j+a(t.)u‘. +b(tj)uj+Rj:fj (3.4)

T

seklinde klasik bir bagint1 alinir. Burada,



2 2

R, =~(altR, +R,) = —[a(tj)l-u"'(a,)+f—uW(az>].

6 12
dir. (§,,€, Taylor agilimindan gelen aralik noktalaridir.)

Simdi de (3.3) sartimin yaklagimina bakalim.

u(tM—l) = u(tM) - w'(tM) + %u"(tm) - ; "'(m) M1 ST Sty
o ¢
u(tMﬂ) = u(tM)+ w'(ty,) +E—u"(t ) 31 "'(112) ty ST, Sty

seklindeki Taylor agilimlarindan yararlanarak kolayca goériiliir ki,

7 ‘C ” tz "
Ugyy = U (tM)_Eu (tM)+?u (Th)

2

0, =01,) + Tu(t,) + S ()

dir. (3.1)'den yararlanarak,
T I ' I’ Tz 144
Ui m +5[_a(tM)uM - b(tM)uM +fM] =u (tM)+';‘u (Th)
——[ )u0 +f, ] u (t —U'"(le)

bulunur. Periyodiklik sartlarindan dolay: son iki bagintidan,

2

Uio _1[_a(to)u6 - b(to)uo + fo]_ 6 m('r\v)

= Uim +;,:'[—a(tm)u;vi - b(tM)uM +fM]—}6—u'"(T]])

L

A%

(3.5)



w"' a(tM)u;A + b(tM)uM —fu - %[U'"(m)— um(nx )] =0 (3.6)
yazilabilir.
2
uft,)=u. ——u"(8), (t,, <O<ty.,)
W™ 6
oldugunu dikkate alirsak u, = u,,,, yiklenir ve ayrica X :ui’M =y ,, asikar ifadesi
(3.6) denkleminde yazilirsa
U +a(tM)u:M +b(ty )u, +R,, = f, (3.7
elde edilir. Burada
Ry = -alt,) % w0)~ () -w(n,)] 69)

dir. (3.4) ve (3.7)'deki kalan terimler atilirsa (3.1)-(3.3) problemi igin séyle bir fark

semast verilebilir.

b=y, +a(t)y, +b(t)y =f, tea’, (3.9)
y(0)=y(T), (3.10)
y(1)=y(T+r). 3.11)

Burada o =0,U{t= T} dir.

3.2. Yaklasik Céziimiin Hatasinin Degerlendirilmesi

Yaklagik ¢6zamiin hatasinin degerlendirilmesi i¢in asagidaki Lemma'y:

verelim.
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Lemma 3.1.0<a<a()<a,0<B<b()s<b vea <a(t)<a <o,

b. < b'(t) <b" <0, olmak iizere yaklasik ¢6zimiin z=y—u hatas: igin asagidaki

degerlendirme dogrudur:

e[ +[2 4| < Ce >[R[ exp(-Cityr),  teo, (3.12)
i=1

Burada ve sonraki kisimlarda C,C, (i=1,2,...), t'ya bagh olmayan sabitlerdir.

Ispat. z=y —u diyelim, y=z+u 'yu fark denkleminde yerine yazarsak,

zsz&+a(t)z,+b(t)z:R, teo], (3.13)
z(0)=z(T), (3.14)
z(1)=z(T+7) (3.15)

elde edilir. R,=f —fu;, yaklagm hatasi j=1,2,..,M—1 degerlerinde (3.5) ve

j=1,2,...,M degerlerinde ise (3.8) ile verilir.

Cozimiin degerlendirilmesi i¢in

tz(z, +Az) =R(z, +Az)

ozdesligiyle baslayalim. Burada A>0 daha sonra segilecek olaﬁ recl parametredir.

z,z, +Az,z+az,z, + Aaz,z+ bz, z+ Abzz =z R + AzR (3.16)
t t

Bunun igin keyfi 3 gebeke fonksiyonu igin dogru olan asagidaki bagintilan
dikkate alalim.

9.9 :;)l—(Sf)i+-;—rS§,

~

A9:9 =1(8,8). -197,

2 T 2 T 2 T 2
23,9, = a9, —Z(ast)l_ a8 - ad],
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19,9 = %[a(éz +97)] —%ai(Sz ﬂuéz)—%tz(asf)i +—:irzaf9§,

1

59,9 =+ (b82) —Lp,92 —%bsf.

1 _
2 t 2
Bu degerleri (3.16) esitliginde yerlerine yazalim.

lzf +Az,z——az’ +&a(22 +zz)—&1:2a.zl2 +Lp? <Az —az]
47y 4 2. .

L

2 A v 1
Laz —%tza;zf +—;jbz; +u,z +Zai(z2 +zz)+;b;z2 —Abz?® +Ap,z’

+[L+ A )Rz.
4u, 4y,

Simdi de su ¢evrimleri kullanirsak,

~a9’ = —;Sf - t(an)

i’

Tp92 =192+ (b92)
o

I3
t

1:2
9
w87 =1, 87 +w(93)p

2
l—za-&‘tza+‘ta—}-—b—u,‘t zl + Az z+ da b 22+&az2
2 4 4 2 4 2) T4

L e

v . v 1 v
< X—a—ia;—i'c“aﬁzbﬂl, zZ+ &ai+—bi—Xb+xu, zz+laiz2
47" 4 2 470 2 2 4

+[;+ A )Rz
au, 4u,

elde edilir.

Ayrica sagdaki ikinci terimin yarisint liglinca terime ekleyerek,



{ 2
l—Ea—&'c a+ta——b— Wt |22 +2Az z+(—)\ﬁ+b)zz+
2 4 4 2 4

-
+ E_E(&a{+lbi—Xb+wz)]Zz}
|4 2147 2 :

v T A, TY 1{ A 1 )
s(?&—a—zai —Zrai +§-b+ul)z§+5(za; +§bi —Xb+ku2)z +

P4

+—1— la +)"a +1b kb+ku2)z + —1—+ A R*? (3.17)
2\2 4 4u, 4,

seklinde yazalim.

2
8(t) = (——— LI p,t)z +)\.zz+(——;\"3+b) 2y
4 2 4 2

Aa T A 1 2
+[7—§(Zai+5bi—kb+7kuzﬂz (3.18)

seklinde bir sebeke fonksiyonu tanimlayalim. &(t)'yi asafidan ve vukandan

degerlendirelim.
1 T+ A T’ Ao B).-
8(t) 2| =—-—a"-=7’a"+ ———b T-AY; |z, +H| —+ = |27+
{15 et Z o o128
B l§‘+—1—5‘——kﬁ+ku,) z’ (3.19)
4 4u, 2\4 2 i
8(t)s(%—£a—%tza+ta*—%B—u,r+7xw)z§+(%+%)iz+
+P;+L—1(7‘: +15. Xb'+xu2) 2. (3.20)
4 ap, 2042

Simdi (3.17)'nin sag tarafim yukaridan soyle degerlendirelim.
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‘[_ x 2_ T * 2 1 A:__lx l_l— 2
(k—a—za.—zt a.+;b +”')z‘+5(2{a +2b AB+Au, jz°+

+1(£5*+%5‘+%E*—XB+lu2);2+(;—l—+ A )Rz. (3.21)

1 2
A, =—2——7L|.13—Za -—7t’a" +1——b -t
A =228
4 2
a2 d t Tg )
4 4u, 2\4 2

(3.20)'nin sag t_arafmdaki katsayilart;

1 A 7’

T .
B, =—+Ap,——a-—to+1a ——B-u,1,
T T 2 P
Bz_}"a +b—
4 2
Bsz)”—a+ Az l§,+lf5.—7kb'+ku, ,
4 ap, 2042 2

(3.21)'in katsayilarini da;

D, :a—k—ul+£§*+&tzii.—1b‘ .
47" 4 2
1 X_A- l"t
Dz—g(xﬁ-za _Eb *Mlz) ;

! Ao Ao 1o
D,=—|[AB-Z2" -=7" ——b"-Ap,
’ ,)(B 27 74 T2 ”-)

4

seklinde adlandiralim
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Simdi gosterelim ki lemmadaki sartlar dahilinde yeteri kadar kigik t igin

A, >0,D,>0, i=1,23 secilebilir. Bunun i¢in, kolayca goériilebilir ki

%—7\,;,% >0, (3.22)

L:‘-+B>o, (3.23)
1

a-—>0, (3.24)
K

a—-A—u, >0, (3.25)
)\',_* l_d-

)»B—Za —Eb —Au, >0, (3.26)
A-__ir K_4- 1_1‘

lB—Ea —Za —Eb —)\.u2>0 (3.27)

sartlarinin saglanmasi yeterlidir.

A>0 oldugundan agikardir ki (3.23) her zaman saglamir. {,'nin yeteri kadar

kugiik segimiyle (].12 < B) (3.26) ve (3.27) saglanir. Kolayca gorilebilir ki.

a " 1
?»<0._ a <p.3<7)‘ ve W, <a-A

— -

secimiyle (3.22), (3.24) ve (3.25) sartlan da saglanacaktir.

Boylece (3.17)'den asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

8-S—Dlzf—Dzzz—D3zz+ps—min{D D, D,

i B—:,BZ B, }(B,zf+Bzzz+Bszz)+p

veya
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8, <-C,8+p
Burada
Clzmm{—l—)l,Dz,Ei}>0 ve p:(—l—+ A )Rz
1 B, B, 4, 4,
dir.

Son olarak periyodik sarta sahip diferensiyel esitsizligin fark benzerini

uygularsak,

Oy < [1 - exp(—ClT)]q {Tilpile’(p(_cxtm—i)}- exp(-C,ty ) +

i=1

K
+1Y i exp(=City ), K=1,2.... M

i=1
seklinde bir esitsizlik alinabilir. Buradan da lemmanin ispat1 gorilir.

Simdi kavdedecegimiz Uyari, Lemma 3.1'in daha genel halidir. Daha dogrusu
b(t), a'(t) ve b'(t) 'nin isaretlerine konmus olan sartlarin kaldirilmig halidir. Lemma

3.1 'deki a 'min disindaki katsayilara olan sartlar sdyle olsun:

b, <b(t), 3. <a'(t)<3" ve b, <b'(t)<b"

UYARI 3.1. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin

}_(ﬁ.*_ b* > 0’
2
Aob. BT S
4 2
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Burada 2, <%— ve N=max (5*,35*) dir. O zaman (3.12) seklinde degerlendirme

<

dogru olacaktir. Bunun dogrulugu Lemma 3.1 'deki ispata benzer olarak goriilebilir.
Boylece alinan sonuglara dayanarak soyle bir teorem verilebilir.

Teorem 3.1. ueC* olmak @izere Lemma 3.1 veya Uyar 3.1'deki sartlar
saglanirsa o zaman (3.9)-(3.11) fark probleminin ¢6zimi ®;'da (3.3)"iin ¢oziimiine

yakinsar ve yakinsama hiz i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.

|z.|+|2)+]7 < C<? (3.28)

Ispat. Bu degerlendirmenin ispat1 direkt olarak (3.12)'den alinir. Bunun igin
(3.12)'nin sag tarafinin 0(1:2) seklinde oldugunu gostermek yeterlidir. (3.5) ve (3.8)

dikkate alinirsa,

9

alt)) S u(6) + S u" (8)

=

+

M M-1
CtZ'leexp(-C,tM_i) <Ct),
=1 j=1

2

a(ty) Su(0)+ S{u(m,) - u(n))

—
[93)
3%
O

N’

+Crt

yazilabilir.

ue C* oldugundan (3.29)'un sagindaki her iki terimin de O(‘cz) hizina sahip oldugu

asikardir. Béylece teorem ispatlanmis olur.
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4. BOLUM

KUVVETLI DiSSIPATIVE TERIME SAHIP DALGA DENKLEMI ICIN
FARK SEMALARI

4.1. Fark Semasinin Kurulmasi

Bu bolimde asagidaki problem igin fark semalar1 incelenecektir.

Luiﬂ_i(a(x,t) Ou )+b(x,t)%-§(c(x,t)@)+

o ox Otox x
+ d(x,u=f(x,t), 4.1

(x,t)eD=(0, ¢ )x(0,T],

u(0,t)=u(¢ ,t)=0, (4.2)
u(x,0)=u(x,T), (4.3)
R(,0)= 2 1) (4.4)

Burada ab,c,d ve f verilmiy yeteri kadar dizgin ve T-periyodik
fonksiyonlardir. Aynca, O<a<a(x,t)<a’, 0<b,<b(x,t)<b’, 0<c.<c(x,t)<c,
0<d.<d(x,t)<d" ve 2. <a'(x,t)<a, b, <b'(x,1)<b’, C.<c'(x,t)<T,

d, <d'(x,t) <d" 'dir.

Problemi fark yontemiyle ¢6zmek igin D bolgesinde o, =0, x0,
sebekesini kuralim, éyle ki

o, ={x,=ih, i=12, . N-1, h=¢/N},
o, ={t;=jt, j=1,2,..M-1, t=T/M}

ve @, =0, u{x=0¢} , 0! =0_ uf{t=T} dir
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(4.1)-(4.4) fark problemi i¢in fark semasinin kurulmas: iki agamadan

olusacaktir. Once {(pi(x)} baz fonksiyonlan uygulanarak bir yanim diskret fark

bagintis1 alinacak, daha sonra da {(p j(t)} baz fonksiyonlarinin uygulanmasiyla

tam diskret fark semas: alinmis olacaktir.
Simdi,

h? j Lug, (x)dx =h™ j:‘*‘f(x, thp, (x)dx (4.5)

denkligiyle baglayalim. Buradaki baz fonksiyonlan su sekildedir.

[ —x.
¢§])(X)Ex ;l > X <X<X,
(pi(x) - { (‘PSZ)(X) = Xiﬂh_ = 3 X <X< x1+1 3
0 L] X e(xi-hxiﬂ)a
1=1,2,... N-1

(4.5) denkligindeki her bir integralin degerinin, sonlu farklarla yaklagimini
verelim. Bu islemlerde kalan terimlerin yazilislarinda (2.1), (2.2)

formiillerinden yararlanacagiz.

ma“u _ azu (1)
h e a7 (x)dx_atz (x,,t)+ R (1) (4.6)
VAN R w O'u
R™(t)=h" [ " dxo;(x )j s (G UK (x2)d
=h" "R, (8) 5 axz S (8.1)de

Burada
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8 @=20-0[ e w) 1|+ Bt )

3h

!
2

dir. a katsayili terim igin $oyle yazalim.

h™ :i"—%(a(x,t)—gal;)(p( Jdx=h J a(x,t —;ax(p (x)dx

2 2

2 e O0°u -2 o'u
=h J‘xua(x )8t6xdx h (x’t)(')tax

=_((h" J7 a2 )) o] axZatef af;:z(é,t)KI(x,é)dﬁ)

dx

X1

. —((h' T al, t)dx)(%)_ ) HR; (1), @)

X

(&, 0K (x,8)dg

R = I} J dx—a(x t)L e

Simdi (4.7)'nin sag tarafinin birinci terimindeki integral igin (2.2)'y

uygulayarak soyle yazalim

hj a(x,t)dx = a(x, o5, 1) +R}(1), (4.8)

ax]] =" v ;1 a(g, t)dg
Burada,

v,(8)= 2 (x,~&) ~hT,(x, ., )

dir. Boylece (4.7) ve (4.8)'den,



h"j::'—%(a(x,t)%)<pi(x)dx = —[a(xi_o‘s,t)(%)i) | ."(R(o‘])(‘))x‘l
RE(1) =R} (1) +R:“(t).(@)ﬁ

elde edilir. §imdi Ggiinci integrafe gecelim.
h_l “-:.:‘b(x’ t) %¢l (X)dx = b(xl ? t) %:-(x; 3 t)"'REIZ)(t) £

R{(t)=n" [~ dxq)s(X)Lt:l&{b(é,t)-:—(é,t))Kf(x,E.)dé

=0 [~ (b(& )= (é,t))dé'

i-1

Simdi de ikinci terim igin yapilan islemleré benzer islemler sonucunda,

h” J M__(C(x 0= ax)q’ (x)dx (C(xi- c,s’t)u"“)x.i +(R(0‘2)(t))x-= @2

elde edilir. Burada

cx

RO = 0 2l 22020 [ w6) T ol o,

dir. (4.5)'deki beginci terime gelince,

h j (x,t)uo (x)dx = d(x., hu(x,, 1)+ R" (1), (4.10)

RO =[x, (-2 e, e, G x.E)ee

2

=0 [R5 (d(f..,t)u(&,t))dé

dir. Son olarak (4.5)"in sag tarafi i¢in de benzer islemlerle,
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h j £(x, ), (x)dx = f(x,,1) +R\" (1), (4.11)

RO() =™ [“dxo, () j;:'g—zf(a,t)K:(x,&)d&

elde edilir.

Béylece (4.6)-(4.11)'1 (4.5)'de dikkate alirsak,

£ ()= 20, 1) (a(xi_o,s,t)(éu_)i ) +b(xi,t)%(xi,t)_(c(xi_o,s,t)u;) R

at X,1
+d(xivt)u(xi’t) = f(xi’t) _Ri(t), (4 ]2)
i=1,2,..N-1, te(0,T],

R,()=(R"(®) +RV()

bulunur. Burada
ROM=R(O+R0  ve  RIO=R+R+RVO-RM W)
dir.

Simdi o, 'da yaklagim almak igin (4.12)'de ¢,(t) baz fonksiyonlarindan
yararlanarak asagidaki bagintiyla baglayalim.

[ (e (Dde =[x, o, (0dt - TR, (Do, (dt (4.13)

by s §-1

Burada,



[ o t—t.,
?; (t)E—rJ Lt <t<t,
(2) t'+1_t
(pj(t)E{(Pj (t)E'l'_c_ , 4 <t<t,,,
0 et ),

i=1,2,.. . M-1

dir. Baz fonksiyonlarinin 6zelligine gore kolayca goriilebilir ki,

2
—1 tj*la u

o (x;, tho; (t)dt =l ;

dir. (4.13)'deki R,'nin disindaki terimlere uygun yaklasim kurallan uygularsak,

sOyle bir tam diskret fark bagintis1 yazilabilir.

ol =ul, —(a(xi_oj,tj)(u.’;_)) .+b(xi,tj)u3," —(c(xi_o_s,tj)uf_:)x'i +d(xi,tj)u(xi,tj)

x,1

=f(x,,t,)- R/, (4.14)
i=1,2, N-1 ; j=1,2, M-1.

Burada,

R =(R®) +(RO) (4.15)

x,1 i
1 [l ; 21 [tin du
Rf(o) =1 ILI (p'j(t)Rfo)(t)dt +{a(xi_o‘5,tj)u§i‘i -1 ‘J:H (a(xiﬁo,s,t)(a)i )(pj(t)dt}+

[ 4
)

+{°(xi-o.s’tj)ui.i -1 :_Hc(xi—oyt)uiq’j(t)dt}

RE = [0, (IR (a+{ [ bl 0 2, o ()bl o |-

Lia i
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1

+{t"'f}"d(xi,t)u(xi,t)(pj(t)dt-d(xi,tj)u(xi,tj)}+{f(xi,tj) ©["f(x,.0o ()dt}

Simdi kolayca goriilebilir ki (4.1)-(4.4) problemindeki baslangi¢ verileri
yeteri kadar duzgiin ise R\ ve R ‘in lokal hatalars O(h2 +'tz) olacaktir.

[R#|, [RE|=0(n’ +7*)

Ornegin b 'li terim igin bunu gosterelim. Once (2.2) uygulanirsa,

t"‘J':j:’b(x.,t)au(x t)o,(t)dt= b(xl,tj)au(xl,tj)

H R ; ot

o g, (0 2| bl 8) 20,0 J3 1. 2)0e

elde edilir. Burada sag taraftaki birinci terimi fark tireviyle degistirirsek,

r-'f"“b(xi,t)gt“(x t)o,(t)dt =b(x,,t, Jui +

1 Il

e [ 2 b 22 )l 1) S Y )

Q)

2 3
yazilabilir. Buradan da asikardir ki, gt—b eC(D) ve % eC( ) 1se lokal hata

o(h? +1?) dir.

Simdi ise (4.4) sartimn yaklagimina gegelim. Onceki baz

fonksiyonlarina ilave olarak géyle bir baz fonksiyonu ele alalim

(@L‘)(t)atl-t » L <t<yy,
T

o) ={oP(t) =220 cr<ty,

0 ’ tg(to’t])kj(tM-]’tM)'
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(4.12) yarim diskret bagintisim @,(t) ile ¢arparak (0,T) araliginda integre
edersek,

B Eéhui(pg)(t)dt +t"‘[: 002 (1)dt = t"’L:f¢gl)(t)dt+T‘lﬁtl f o (t)dt—

—o ["Ry()o ()t -t [~ Ry(t)ol (t)ae (4.16)

M-1
olacaktir.

(4.4) sartindan yararlanarak,

- luaz _ !152 -1 [t 62 2
[ 22 okt [, b (e [ 2, 9o

M-1

o u 2 Ou
=1 1(--5(&,'(0)-!-ui,l)'*'E ](E(xi’tM)_ui,M)

=T—l(ui_1 - ui.M)

(4.17)

=uft,M

yazilabilir. Burada u(xi,tl)zu(xi,tMﬂ) periyodiklik sarti dikkate alinmigtir.
Simdi (4.16)'daki diger terimler ig¢in katsayilarin t 'ye goére periyodikligi

dikkate alinarak asagidaki yaklagimlar: yazabiliriz

gt Ju L Py du "
-1 IJ‘(O(a(Xi—omt)(g)i)x‘i (Pg)(t)dt —T “[M_‘[a(xi_oj,t)(gl ]xvi (pg' (t)dt

='"'1"(a(xi-o.5 ) to)ug) - l(a(xi-o.s > tM)uz)x‘i +(R(0‘!)(xi »tM ))x

X.i 2
Z

= —(a(x‘_o_S,tM)uZ‘) +(R(°")(x,,tM))x, (4.18)

R(m)(xi,tM) _ la(xi-o,sato)ug B T_l‘l‘:n a(x.-o,sat)(%) (pgl)(t)dt +



b ‘'li terim igin,
1 {4 6u 1 (™ au
T IJ.; b(xi,t)a(xi,tmg)(t)dt+T ]J:M_I b(xi,t)g(xi,t)(pf,z)(t)dt
1 o 1 M ).
=§b(xi,t0)ul +;b(xi,tM)u{ +R (xi,tM)
= b(x,, t, Jup + R (x,,t,,), (4.19)

1 du 1 _y ftu du
R (x, ) =77, b(xi,t)a(&,t)wﬁ‘)(t)dt—;b(xi,to)u? 77 b0k, 0 O et (1)t~

1
—;b(xi,tM)ui“

<

yazilabilir. Yine ¢ 'li terim igin de,

- J-:l(c(xi~o,5 ) t)ui)x i(PE;)(t)dt —t! J:M_ (c(xi_05 , t)u’—‘)x_; (pf,Z)(t)dt

:—%(c(xi-o,s’to)ux) A"l(c(xi-oth)ux) +(R(0'2)(xi’tM)) i

xi 9 X,1 X,i

L 4

:_(C(xi—O,S’tM)ui) +(R(0.2)(xi’tM)) > (420)

X, x

R(o.z)(xi SWE %C(xi—o,s»to )ui - fl C(xi—o.s , t)ui(Pf)l)(t)dt"L

+%C(xi~0.5’ LY )ui - J'tM C(xa»o,s > t)ui(p?)(t)dt

[SYS

bulunur. d 'li terim i¢in ise,

T“lf:d(xi,t)U(xi oy (dt 417 | ': d(x..Ou(x,. o (t)dt

= %d(xi,to)u(xi o) +%—d(xi,tM)u(xi,tM)+ R(u)(xi,tM)
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= d(x,, t, Julx,,t,,) +R"(x,,t,,), (4.21)

RO(x..t,,) =" j ‘d(x,, ulx,. )t )dt—%d(xi,to)u(xi,to)ﬂ"‘ jt"‘ d(x;, u(x,,t)e(t)dt -
1
_Ed(xi,tm)u(xth)

elde edilir. $1mdi de f'li terim i¢in $6yle yazabiliriz

o ["50x,, 0P (Dt +1 [ £, Do (Dat
_1 1 (13)
—Ef(xi,t0)+5f(xl,tM)+R (x,,ty,)

= f(x,,ty) ~R*(x,, 1), (4.22)

Rus)(xntM):Zlf(xiato)_'f ]_': (X,,t)(pm( )dt+ f(X t\/x) T j_)f(xi’t)(ps’Z)(t)dt

Boylece (4.16)-(4.22) bagintilarim (4.16)'da dikkate alirsak t=t,,

noktasina uygun olan s6yle bir fark bagintisi alinmis olur

ug - (a(xiho's’tM )u:“'f) +b(x;,ty, )U?A - (c(xi—o,s,tM )u;")x'i + d(xi, tM)u(x1 , tM)

X x1i
= f(x,,1,,)-RY, (4.23)

RM = (RM‘°’) +RMO, (4.24)

H .
x,1

RMY = RO®(x,,1,,) + RV (x.,t, )+ j "oV (R(t)dt + 17 j q)"’(t)Rﬁ“’(t)dt,

R =3 R (e, )47 [Pof (ORD (a7 [ o R (t)at

k=1
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Burada kolayca goriilebilir ki yeteri kadar dizginlik sartlari dahilinde

RMO RMY terimlerinin her biri 0(h2+'t) bigimine sahiptir. Sonug¢ olarak

1 > 1

yaklagim hatalar i¢in

R ,IR(')‘sC(h2+tz), (x,t) co, x0.,

(4.25)

!RM(O)

, IRM(’)I < C(h2 +‘t) , X€E,

yazilabilir.

Béylece (4.14) ve (4.23) bagintilarina dayanarak (4.1)-(4.4) problemi

i¢in §oyle bir fark gemas: verilebilir

by=y, —(a(x~ h/2,t)y, ) +b(x,t)y, —(c(x—h/Z,t)y’_()x +

+d(x,t)y(x,t) = f(x,t), (4.26)

(x,t)ew, xo_,
y(0,t)=y(¢ ,t)=0 , teo,

Y(X,O)-—-Y(X,T) ’ xemh:

y(x,1)=y(x,T+1) , x€®,.
4.2. Yaklasik Coziimiin Hatasinin Degerlendirilmesi

Simdi ise yaklagtk ¢6zimin hatasimin degerlendirilmesine gegelim.

z=y~—u alirsak hata i¢in $oyle bir fark problemi alinabilir



¢z=R , (x,t)en, xo,;

z(0,t)=z(£,t)=0 , teo,
z(x,0)=z(x,T) , XED,,
z(x,7)=z(x,T+1) , x€®,.

Burada R yaklagim hatasi (4.15) ve (4.24) formilleriyle verilir.

Lemma 4.1. Asagidaki sart dahilinde,

4

L

EZ 1 ez 1 P
Zd-Sn N o2 2
lo(c‘+ 3 d. o 32N,) 7(c+d)>0, (4.27)

dyle ki burada

Ao <é—a+£‘— ve ¥, = max(gl,3;1), N, :max(i),3i))
¢ 2

olup fark probleminin hatas: i¢in agsagidaki degerlendirme dogru olacaktir

olef <y

AR S R

p +"Rfl)"2)exp(—C,tM‘,),tea);4 (4.28)

Burada C ve C, , h ve 7 'ya bagl olmayan pozitif sabitlerdir.

Ispat. Ispat siirecine asagidaki 6zdeslikle baslayalim

(¢z,z, +2z)= ((REO))X +R(il), z, + kz).

Burada A>0 daha sonra segilecek olan reel parametredir Bu 6zdesligi agik

olarak soyle yazalim

(zﬁ,zt)—((az., )x,z,)+(bzf,zt)—((czi)x,zl)+(dz,zl)+(zﬁ,7kz)—

tx
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—((azo )x, Xz)'*'(bzg, }\.Z) - ((czi )x, lz) +(dz,22)

[ $4

R W) (529

(4.29)'daki terimlerin herbirini asagidaki sekilde ¢evirelim
1 1
(z2) =5 (), + 5 ol

AT RGNS S s

txX

, T T T
(bZ:,Z‘ ) = (bztizt)_Z[(bZt’zl)]i +Z(bfzf7zi)——4—(bzﬁ7zﬁ)7

_((czi )x’zt) = (czi’zi() = ‘1"[(02?’2;—()] _l(cizi’zi)—l(czit’zm):

2 t 2 2
(d2,2,) = =[(d2,2)]. = (d,2.2)~~(dz,, 2,),
2 i 2 1 2 t t

A v v A A
_Z(ai Zi,Zi)—ZTZ[(aZm,Zm)]i +th(afz"xt'azii)a
X . ;L ?\' VoV x n
A’(bzf’z):z[(bz’z +(bZ,Z)]i—Z(biZ,Z wz(b{ Z’Z)_Zt-[(bzl’zl)]i+

+—}tz(bfzi,zi),

_k((czi)x7 Z) = }\'(CZR »Zg )a
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(R0, 2) <l g R

(20l < hale + 2R

(r®) ,zt+A.z)=—(kgo),zﬁ)—X(Rfo),zi)SIRfO) [zl + ARz
<zl +rnfl + 2RO
4 4

Simdi bunlar (4.29)'da yerlerine yazalim
Lo - Hazg, 2) ~ S(bze, 2.) + S (ckg, 2,) + 2 (d2,2) + (20, 2) +2 (a5, 24) +
2 1 4 xto> Xt 4 tr> &t 2 X &K 2 K t 4 X X
A, Arfin A A,
+(a.z,_(,zi)]—zt (azy,,z,,) + Z[(bz,z)+(bz,z)]—-4—'c (bz,,z,)t <-(azy,z.)-
1 T 1 _
- (at Zgs ) (bzt’ t) 4(btzt’zt)+2(ctz§’ ‘{) E(Clit,Z,—(‘)'Q'E(diZ,Z)-f—

T 2 A VY A A ‘
+E(dzt’zt)+x"2f” Tt alzxazx)+4(a’t Zxazx)_ztz(aizii’zﬁi)+z—(bizaz)—r

+-}(b;;,;)—%tz(bizi,zi)—k(czi,zi) Mdz,z) + |z’ ]+
1+?\. )2
A —_— g 430
Atz +( i )IIR ™ R (4.30)

Burada yeter:i kadar kigik 1 i¢in,

1
Lo~ lazg )~ S (b2,7,) 20

oldugunu ve
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(bz,.2,) = (ﬁzi,zi)_T[(bzt,zl)]i,
Haz2) =2z )+ (e, 2)]
wll = wlal i),
(a2 = 32,2 = [z )]

v T
(cz,.“,zm)=g(czﬁ,zﬁ)ﬁ[(czm,zﬁ)]i,

Ik

N A

tolzal = wollzs] +uet [“z‘

bagintilarin1 dikkate alirsak,

1 3t A 3t A, T \
{{{54—7—2 b——d mT }zt,zt)+({7a—z‘r a——c }14'[}2“ ZmJ )\.
+ lc+la Z..z, +(&azi,z* + g+&b 2,z +(&bz,z < {—g—
2 4 4 2 4 4 ;
T TV A, voT TV A
——Zbi+5d+)»—z1: bi+u1}z;,z{)+({—a—zai +§c—z‘tzaf +H4}Z,—({,Z§a)+
1 A . AV 1 A . v
+({Ec;+Zai—M+Ap4}zx,zx)+(zaizi,sz+({Edi+Zbi-/\.d+)»p2}z,z) ( bLz)}+
{ara
4u,

Simdi (4.31)'in sag tarafindaki Gigiinci terimin yarisini dordiinci terime,

R(O)

1+ll
4u,

(4.31)

besinci terimin yarnisini da altinciya ekleyelim
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+

([ v = ¥ &, 1([1 A 1{[a

\ —a—zai+5c—z‘r a; Yy (Zg.Zxg +E ECi+zai—)\.C+l}L4 Z,,Z; +-£ Eai+
1v AV v vov 1{]1 A 1{ A 1v
+§c;+za;—kc+Xu4}zi,zi)+5[{5di+Zbi—Xd+ku2}z,z)+5({—2—bi+2dl+

%ﬁf—xcvi+xu2}2,2)+(z_:l_]+__)|ll{u " 14;;L|

RO (4.32)

Buradan,

[yl 3t A, 1 31_&2_i_
S(t)—({g-r—l—i—b—zt b- 3 d—p,‘r}zt,zlj+[{4a 4'ta 5 c p4t}z§1,z§t)+l(z‘,z)

seklinde bir sebeke fonksiyonu tamimlayalim. 6(t) 'yt agagidan ve yukaridan

sOyle degerlendirelim

6(t)2f R )llz [+

2 Ce A
Zg ( + T)

2 (d.  Ab,
T2'4l

X
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— *

8laa tlc 2ra Ab. A
H—| === Z+———Ac.+Ap, ||+ —
2l a 202 a 4 a4y,
T ;i‘ lg 2
- —+—=—=—-2d.+A zll . 4.33
1317 w, | il (4.33)

Burada (4.33)'in ikinci ve dordiincii terimleri pozitif yapilabildifinden

ihmal edilerek yeteri kadar kiigiik 7T igin,

(1 3t, A ,. T . AT
5(t)_2@+71b‘—ztzb —12—d -u,r—lm)”z, I +((—:2—+—4—)]|z,_(|[2 +
8|2 tfc A
+ﬁ2; —i——g §+—a—lc.+ku4 +
)\-b-e )\. T ;i. A.i)‘ 2
173 W —2—+——4——?»d*+)»u2 I (4.34)

elde edilir. Kolayca goriilebilir ki Lemma 4.1 'in sartlarinin saglanmas: halinde,
1
E - Xl‘j'3>0)

8
—o+b, —i>0

¢ ",

seklinde esitsizlikler elde edilebilir. Boylece 5(t) sebeke fonksiyonu i¢in goyle
bir degerlendirme dogru olacaktir.

o), c0. (4.35)

8(02C{Je.[ +[z

Ayrica d(t)'nin,
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S(t)<[ L d.—u,t+lu3)||z‘||2+

+(——3Ta'__x_tza———tzc T (&+&a‘)i' :
L4 4 g TRt e 2 4 "
')\'a* T C. K d‘ ;\.b
+_T—5(2 +'Za¢ Ac +lp,4)]"2-" +( 2 )" " +
Ab° A d, A- |
177 Ty, _5(7 taoe M +xu2)}||z||’ o

yukaridan degerlendirmesi igin,

F <l B <5l 1o <5 s

X

2

imbedding esitsizlikler1 geregince goyle yazalim

8()<B,|za| + B,z + B,z - (4.37)

Burada

—_ a
8 4 4

B,=Lmax| 0| 2+ ATl A g 2RI A e,
8 4 " au, 212 4 212

B,,B, ve B, ifadelerinin yeteri kadar kigik t i¢in pozitif oldugu

agikardir.
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Simdi de (4.32) esitsizliinin  sag tarafim  yukaridan §oyle
degerlendirelim

T T ) T T« A,
S(—b*—zb‘&gd +K—thb*+ul)”zi”2 +(—a—za*+5c —Zrza,,+p.4)

Zg g
11 A 2 (AT 10 A v I
+5(5c+za—)»c,+7»u4)"zi“ +5(5a+§c+za—m*+7\.u4) z | +
—* % e 1 e . v 2
+i(1d+§b—xd.+xp2)||z||2+1(§b+—d+lb—m.+xuz)z "
22 4 22 2 4
2 2
+(L+L)“ng Lk g (4.38)
4,  4u, 4u,
Yine 6nceki esitsizlikte oldugu gibi,
R4 22 O 2 M v I
YA S"“‘Zﬁi,z S—gazs_zi
=i < bzl I < 5
esitsizlikleri geregince soyle yazalim
<-D |z, : -D, |z, ? - D,z +(L+L)"Rf”“; +ﬂ Rf") T (4.39)
4u, 4y, 4u,
Burada
e T— T e - T_ . .
DI:?mm 0,b.+—b.—;d —A+—Tb.—n, +oc+za ~=C +—Ta.-l,
{{'_’ ) _% o 1 % %
D, =—min O,l{—ld—lb+ld..—Xuz})+—{—lc—5a+kct—ku4} ,
-8 21 2 4 21 2 4
D3:£min O,l 3k |
8 2

17 1 1 3~
{—Ed‘7b+ld.—7\,u2})+5{—:; C—Ta+7»c_—ku4} .



36

Buradan kolayca goriilir ki lemmadaki (4.27) sarti dahilinde yeter1 kadar
kiigiik segilen p,, u, igin,

2

a+£8~(b,,—?»—p,)>0,

" 2 #
LY PSR DNV L WY —ld—l"-x,) 0
2 273 e 297

esitsizlikleri saglanir. Dolayisiyla D;>0, (i=1,2,3) dir.

Béylece (4.37) ve (4.39) dikkate alinarak (4.32)'den soyle bir esitsizlik

alinacaktir
d;<-D Mzl —Dsjlzef +0
D, D, D, ’
—min dzell |+p

B B B

veya
5. <—C,5+p
Burada
C] = min &’Dz’D3 >0 ve p= __1__+_L "REI) - l+?\.“R(0)
B, B, B, 4p, 4y,

dir.

Periyodik sarta sahip diferensiyel esitsizligin fark benzerini uygularsak,
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[ M ,,,7,,”' 7 K
oy S[l_exp(—ClT)] I{tZIPilexp(_Clt}wi)}exp(—clt}()+TZ|pxlexp(—C]tK‘-i)w
i=1 i=1
K=1,2,... M

seklinde bir esitsizlik alinabilir. Buradan da (4.35) dikkate alinarak lemmanin

ispatt gorulir.
Boylece alinan sonuglara dayanarak soyle bir teorem verilebilir.
Teorem 4.1. uc C*(D) olmak iizere Lemma 4.1 'deki sartlar dahilinde

(4.26) fark probleminin ¢ozimi o, xm;' 'da (4.4)un ¢oziimine yakinsar ve

yakinsama hiz1 igin agagidaki degerlendirme dogrudur

lz ]+ |zl + 2] = Clb® +72), tewl.

Ispat. Bu degerlendirmenin ispat1 direkt olarak Lemma 4.1 'deki (4.28)
esitsizlii ve (4.25)'den alimr. Gergekten (4.28)'in sag tarafi igin soyle

yazabiliriz

+ "R(J!)") +Ct(“Rm(o~,H +i -

)

R(jo)i

+ lIRgl) “) exp(—C,t,,.,) SC'cg (Il

Cri‘ (”R(jo)

Bu da (4.25) ile birlikte teoremin dogrulugunu gosterir.
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EK BOLUM
ORNEK VE PROGRAM
ORNEK

(4.1)-(4.4) problemi ¢in alinmis teorik sonuglar asagidaki érnek igin

denetlenmigtir:
f(x,t)=n" sin Txe**2™ (4 cos® 27t — 4 sin 27t + 21w cos 27t + 1),
a(x,t)=1 , b(x,t)=0 , c(x,t)=1 , d(x,t)=0,

T=1 , ¢=1.

Uygun problemin kesin ¢ozimi agagidaki gibi verilir

sin2m

u(x,t)=sinmx.e™™.
Islemler i¢in (4.26) denklemi esas alinarak goyle bir iterasyon prosesi
uygulanmistir:

ygn‘ﬂ) (Ay(n-ﬂ)) + Byéni—l) _ (Cy(n+1))x + Dy(n+l) =f, ( 1)

t,i 0 k3
tx

y(n+1)(o’t) - y(n-l-l)(e,t) -0 i
y"(x,0) =y (x,T),
y"U(x,1) =y (x, T+1),

n=0,1,2,... , y(o)(x,T) ve y(o)(x,T+t) keyfi fonksiyonlar.
Kovma metodundan yararlanarak (1) algoritmasi $dyle uygulanmigtir

K.y —Ly!" +Myl} = -F, (2)

i+]



39

i=1,2, . N-1 , j=1,2,. .M.

Burada

_Aij(n+l)
'o2n’t

L :L_*_Aff,!;“) +A;|'(n+l) Bii(n”)
‘¢ 2h*t 2h’%t 2t
j(n+1)
v ALY
) Y

Fi = 7h21: i-1 hz i-1

j(n+1) ) j(n+1) ] jla+1) ?'(I'H'l) :i(m-l) .
AT e G e 1A AT BT e,
v 2h't  2ht 27

1 2h21 i+l h2 i+l i

) .j(n+1) .j(n+1) ] _ :i(n+1) A :i(n+]) ] )
—l{—%—— C’}:i _ Clhz —Df(nﬂ) in=1) _ A (i=1)(n+1) + Cia yJ(n+1) +fi
1 2

Uygulanan kovma yontemi su sekildedir

M,

o, =——i—  i=1,2, N-1 ; a,=0,
L, -K.q,

=022 =12 ..N-1; B,=0,

P L, -Ko, P,

vl =a,,yin 4B, , =N-1, N-2,...,1,0 ; yi'=0.

Bu ornek igin bir QBASIC programi hazirlanmis ve IBM 'de
daha etkin bellek kullanimyla yapilmistir. Varilan bazi sonuglar agagidaki
tabloda verilmigtir. H ve TO sirayla h ve t adimlarini gostermektedir.



DIM AaLFAa(e3), BETA(25), Y83, 85), Weo,
DEFDBL A-D, F, H, F-I, T—u. X=-Y

INPFUT H, TO, N, M, K

FI = 3.141592653589795#

DEF FNA (X, T) = 1

DEF FNB (X, T} =

DEF FNC (X, T: = 1

DEF FND (X, T} = 3

DEF FNF (X, T} = PI # PI # SIN(FI % X) #

(4 » ((COS(2 *

FI # T}

2 — SIN(2 # FI

EXP(SIN(Z * FI ¥ TY) *
* T))y +

2 % PI ®¥ COS(2 ¥ FI = Ty + 1)

DEF FNU (X, T} = SIN(FI % X) % EXF(SIN(2 * PI # T))
L= 1

REM KEESIN COEUMUN HESAFLANMASI

FOR J = 0 TO M + 1

T=J % TOQ

FOR I = O TO M

¥ =1 % H

Uel, J» = FNUL{X, T3

MEXT I: NEXT J

REM YAKLASIK COZUMUN HESARI

REM SINIR SARTLARININ BELIRLENMESI

FOR J = 0 TO M + 1

Y(O, J) = 0Oz YN, J) = O

NEXT J

FOR I =1 TO N - 1

Y{iIgy M) = 1.5

Y{i, ¥ + 1) = 1.5

Y{I, O3 = YL, I

Y(l, 1Y = ¥(I, I + i3}

NEXT I

REM EOVMA YONTEMININ UYGULANMASI

FOR 1 = 1 TO M

T = To % J: ALF&E(1) = O BETA(LY = 0
FOR T o= 1 TO M ~ 1

X = § % H

X1 = (I + 13 % K

Hi = 2 # H #* H =« 70

H2 = H % H

TOl =2 % TO

TO2 = TO ¥ TO

FEM xxx

&1 = FHAXL, T /7 Hi: A2 = FHA(X, T) / Hi
£1 = FNC(X, T3 He: L8 = FNO(X1, T: / HE
Bl = FNB(X, T T

D1 = FND(X, T:

REM EOVMA EATSAVILARI

Al = o2

BY = Al

CYy = (1 /7 TG2 + & f7 + B1)

REM #u%+%

Gl = ~-QA2 % Y(I N B

Q2 = (~1 / TOZ 4+ Al o+ &+ BLY # Y(I, I - 13}
3 = -fl % Y(I SR ST

e = 01 % Y(I -~ 1, J:

8 = (28 7 TOo2 - . - 2 DLy = ¥Y{(I, I}
D& = C2 % YL + 1, J:

F1o= FNF(X, T3

FTo= Q1 4+ Q2 + 403 4+ 04 + 05 + 06 + F1
L3 = LI - Al % ALF&(D)

SMFACL + 1y = BI /7 C3

BETA(I + 1) = (F1 + Al % BETA(IY) /7 C3
NEXT I

FIOR I = N - 1 TS O STERF -1



= ALFACT + 1 % ¥Y(I + 1, J + 1) + BETA(I + 1)

GOSUR 3
GOTO 4
ELSE
IF H
0
=
M N/ 2
GOsUR 3
N ==nN% 2: 8070 4
ELSE

T /2 THEN

LI U
o

IF = TO THEN

i~

Y e F1Y

3
i
i

a2

HxTOoxT

]
@
H

it
~

£ R AN

M
ELSE
LPRINT "BU VERI YAZDIRILAMAZY
END IF
EMND IF
END IF
L=1L+1
IF K = L THEN &

2: GOTO 4

FOR I = § TOD N - 1
YiI, O = YLI, ™
YOI, 1) = Y(I, 1)

NEXT I

GOTO 1

END

LFRINT

PRINT

SHS = “Hedt . ## To=# . #8 ##. ADIM"

LERINT USING A&ty Hp TOs L

LPRINT

A% = (X, T U(I,T YI,J) N. HaTA  ©

UL, BOEHE) HEBEBEEEER L SRR 4 R EET

J =0 TO K 4+ 1
F= 5 % J % T
ORI = GOT K

IF WMo, P <x & THEN
ek Py o= YLD, Py / WD, F31?

EiGE
INH = O
END IF
LIPRINT USING ESts X3 Ty UD, F)g Y(D, Fig XNH




0,007
Q.20
0500
0607
0.80)
1,00}

(0.00,
(0.20,
(0.40,
(0.&60,
(0.80,
(1.00,

pou

L &

(OG0 “
(0.80,

(0.45,

0. OOO0Go00
1.62402820
1.&69430932
0.049904643
017314443

ADIM

YT,

"L Q00
1.4 RE5E0
i & 314
0,3 5371
G 1as01i708
B3 TITele

HU

0, Q0COO000
Q.Q56741838
0.01015819
0. B0SS45868

23732006

1.000 300

HATA
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OZET

Bu ¢aligmada dissipative dalga teorisinin zamana gore periyodik
problemlerinin sonlu farklar yontemiyle nimerik ¢oziimu aragtinlmistir. Bu tip
denklemler matematiksel fizigin ve akigkanlar mekaniginin g¢esitli alanlarinda

kullanilmaktadir.

Bu calisma dért boliim ve bir de ek boliimden olusmaktadir.
Birinci bélim girig béliimi olup problem tanitilmigtir.

Ikinci bolimde bu g¢alijmada kullanilan formiller ve notasyonlar

ispatsiz olarak verilmigtir.

Ugiincii bolimde adi diferensiyel denkleme ait periyodik problem igin

fark semasinin kurulmasi ve matematiksel aragtirmalar: yapilmigtir.

Dérdiincii bolimde kuvvetli dissipative terime sahip dalga denklemi igin
fark semasinin kurulmas: ve de matematiksel aragtirmalari yapilarak yaklagik
¢6zim verilmig ve yaklasik ¢6zimiin 0(h2+'tz) yakinsamasina sahip oldugu

ispatlanmugtir.
Ek boliimde elde edilen teorik sonuglar bir 6rnek tzerinde denetlenmis

ve ¢alismaya QBASIC programlama dilinde bir programla bilgisayar destegi
saglanmigtir. Program ¢iktis1 tablo haline sunulmustur.
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SUMMARY

In this study, the numerical solution of the periodicproblem with regard
to time for dissipative wave theory by finite difference method was
investigated. The equations of this type arise in many areas of mathematical

physics and fluid mechanics.
This work consists of four chapters and an appendix.
In the first chapter, the problem has been introduced.

In the second chapter, some notations and basic formulas without proof

has been presented.

In the third chapter, for periodic problem of ordinary differential
equation, difference schemes construction and mathematical researches were

done.

In the fourth chapter, for wave equation with strong dissipative term.
difference schemes is contructed, mathematical researches are done and
approximation error is presented that the approximation is O(h2 + 'c,z) has been

proved.
In the appendix, theoretical results are controlled on the example and

are computed in QBASIC Programming Language. Some output of this

program 1s given by a table.
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