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OZET
Bu ¢aliyma li¢ béliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, galigmamiza kaynak olugturan genel tamimlar ve
ozelikler; ikinci bélimde yine galigmamiza kaynak olusturan (von Neumann)
regiiler, sag self-injektif halkalar, halka tipleri ve boyut fonksiyonlanyla ilgili
tanimlar, Snermeler ve teoremler detaya girilmeden verilmigtir.

Ugiincih bolim dort kesimden olugmaktadir. ilk kesimde idempotent
matrislerin garpimlarinin  bir kisa 6zeti verilmigtir. Ikinci kesimde bu
idempotent matrislerin ¢arpim sonuglarinin bir genisle'mesi olarak, regiler
(von Neumann) halkalarda idempotentlerin ¢arpimlari incelenmistir. Uglincii
ve dordiinci kesimde sirasiyla Unit-regiiler halkalar ve sag self-injektif
halkalarda idempotent ¢arpimlarinin bir karakterizasyonu verilmisgtir.
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SUMMARY

This work consists of three chapters.

In the first and the second chapters, the general definitions properties,
propositions and theorems related to regular (von Neumann), right self-
injektive rings, ring types and dimension functions, both of which constitutes
the origin of our work, are given vithout going into details.

The third chapter consists of four sections. In the first section, a brief
study of products of idempotent matrices is performed. In the second section,
products of idempotents are searched in regular rings as extensions of results
of products of idempotent matrices. In the third and fourth sections, a
characterization of products of idempotents are given in unit-regular rings and
right self-injektive rings.
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1. ONBILGILER
1.1. Halkalar ve idealler

1.1.1. Tammm: R bos olmayan bir kiime ve R iizerinde +: (a,b)—a+b,
.. (a,b)—>a.b seklinde tanimli toplama ve ¢arpma iglemleri verilmis olsun.

(i) (R,+) bir degismeli grup;

(i1) Her a,b,ceR igin,
a.(b.c)=(a.b.).c

(11i) Her a,b,ceR igin,
a.(b+c)=a.bta.c

(atb).c=a.ctb.c

ozelikleri saglanirsa (R,+,.) tgli yapisina bir halka denir ve kisaca R ile
gosterilir,

Va,beR igin a.b=b.a ise R halkasina bir degismeli halka denir.

R de a.1;=1;.a=a olacak sekilde bir 1;eR varsa R ye bir birimli halka
ve 1; elemanina da R nin birimi denir.

1.1.2. Tanmm: R bir halka ve OzaeR olsun. ab=0 (ba=0) olacak sekilde
bir beR varsa a ya bir sel sifir bélen (sag sifir bélen) denir. Ayn1 zamanda a
hem sag hem de sol sifir bolen ise a ya sifir bélen denir.

1.1.3. Tamm: R birimli bir halka ve 0#acR olsun. ba=1; (ab=1,)
olacak gekilde bir beR varsa b ye a nimn bir sol tersi (sag tersi) ve a ya sol
tersinir (sag tersinir) eleman denir. a hem sol tersinir hem de sad tersinir ise
a ya bir tersinir eleman ya da iinit eleman denir.

1.1.4. Tamm: D birimli bir halka olsun. D nin sifir olmayan her
eleman tersinir ise D ye bir bdliimlii halka denir. Degismeli bir bolimli
halkaya bir cisim denir.

1.1.5. Tammm: R bir halka olsun. R nin bos olmayan bir I altkiimesi R
deki islemlere gore bir halka ise I ye R nin bir althalkas: denir.
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1.1.6. Tamim: I, R halkasinin bir alt halkasi olsun. Her xeI ve her reR
i¢in xrel (rxel) ise I ya R nin bir sag (sol) ideali denir. I hem bir sol ideal ve
hem de bir sa§ ideal ise I ya R nin iki-yonlii ideali veya kisaca ideali denir,
I<R ile belirtilir. |

1.1.7. Tamim: R bir halka ve XcR olsun. R nin X i kapsayan biitiin
(sol) ideallerinin kﬁmesi_ {A;: 1€l} ise QxA‘ bir ideal olup, buna R nin X
tarafindan iiretilen (sol) ideali denir ve < X > ile gosterilir. X in elemanlarina
< X > idealinin iiretecleri denir. X={x} ise < X > idealine x tarafindan
tiretilen esas ideal denir ve < x > ile gosterilir. X= ise < X > = 0 dir. Her
ideali esas ideal olan bir halkaya bir esas ideal halkas: denir.

1.1.8. Tanim: R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. PR ve her A B
<R idealleri i¢in ABCP iken ACP veya BCP ise P ye R nin bir asal ideali
denir.

1.1.9. Tamm: R halkasinda M bir ideal (sol ideal) olsun. M<N<R iken
ya N=M ya da N=R ise M ye R nin bir maksimal ideali denir.

1.1.10. Tanim: R bir halka olsun. (0) bir asal ideal ise R ye asal bir
halka denir.

1.1.11, Tanmm: R bir halka ise R nin tim asal ideallerinin arakesiti
P(R) ye R nin asal radikali denir. R nin asal idealleri yoksa P(R)=R dir.
P(R)=0 ise R ye yar: asal bir halka denir.

1.1.12, Tanmm: R halkasinin bir S altkiimesi ig¢in r(S,R)={acR: Sa=0}
ve £(S,R) = {acR: aS=0} ye S nin, sira ile, sag ve sol sifirlayicilar: denir.

1.1.13. Tamim: R bir halka olsun. R de (0) ve R den bagka ideal yoksa
R ye bir basit halka denir.

1.1.14, Tanim: R'nin tim maksimal ideallerinin kesisimine R nin
Jacobson Radikali denir ve J(R) ile gosterilir.

Ornegin, J (Z)=0 ve J(F[x])=(x), J(F)=0

1.1.15, Tanimm: R bir halka olsun. J(R)=0 ise R ye bir yar: basit halka,
J(R)=R ise R ye bir radikal halka denir.



12 Idempotentler ve Peirce Ayrisimi

1.2.1. Tanmm: R bir halka olsun. e>=e olacak sekilde bir eeR elemanina
bir idempotent denir. e ve f idempotentler olsun. ef=0 ise e ile f ye dik
idempotentler denir. f=1-e, e ye dik bir idempotent olup f ye e nin dik
tiimleyeni denir.

Her elemani idempotent olan halkaya bir Boolean halka denir. 0 ve 1
agikar idempotentlerdir.

1.2.2. Ornek: 0<t<n ve N bir (n-t)xt matris, M bir tx(n-t) matris ise;

E=S[M,N,1] =[_(Ni11va +N) NMl\fI;-t]

matrisleri nxn matris halkasinin tim idempotentlerini tanimlar. (Barnett and
Camillo 1994).

1.2.3. Tanim:ecR ve e?=e olsun. e agikdr olmayan iki dik idempotentin
toplam: seklinde yazilamaz ise e ye bir ilkel idempotent denir.

1.2.4. Onerme (Peirce Ayrisimi): R birimli bir halka olsun. e?=ecR ve
=feR ve f=1-¢, e nin dik tiimleyeni ise;

(1) R= eR@fR, R nin sa§ ideal direkt toplam ayrigimi,
(i) R=Re®Rf, R nin sol ideal direkt toplam ayrigimi,

(iii) R=eRe@eRf®fRe@fRf R nin Peirce ayngimidir. eRe ile fRf de e ve
f birimlerdir.

eRe = {reRler=r=re}, fRf={reR‘fr=r=rf} (Lam 1991).

1.2.5. Uyari: eRe, R nin bir althalkasidir, ancak ideali degildir. Ciinkii
AeR igin A(ere)¢eRe dir.

1.2.6. Onerme: e=e?cR bir merkezi idempotenttir (ecZ(R)) <
eRf=fRe=0 dir. (Lam_ 1991)

1.2.7. Onerme: R bir halka ve e ile f, R de idempotent elemanlar olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

(1) eR=fR, sag R-modiiller olarak,
(11) Re=Rf sol R-modiiller olarak,



(iii) e=ab ve f=ba olacak sekilde aceRf ve befRe vardir.
(iv) e=ab ve f=ba olacak sekilde a,beR vardir.

e ile f bu sartlardan herhangi birini saglar ise e ile f ye izomorfik
idempotentler denir ve e=f seklinde gosterilir (Lam 1991).

2. REGULER HALKALAR
2.1. Modiiller

2.1.1. Tamm: R bir halka ve A bir toplamsal degigmeli grup olsun. A
tizerinde bir RxA—A, (r,a)—ra sol (skalar) ¢carpimi tanimlansin. Her a,be A ve
her r,seR igin,

(1) r(atb)=ratrb,
(i) (rts)a=ratsa,
(iii) (rs) a=r(sa),
ise A ya bir sol R-modiil denir.
R birimli ve her acA igin 1;a=a ise A ya bir birimsel sol R-modiil denir.

R bolimli halka ise birimsel sol R-modillere R iizerinde birer sol
vektor uzayi denir.

2.1.2. Tanim: R bir halka olsun. A bir R-modiil ve A nmin bos olmayan
bir altkimesi B olsun.

(1) B, A nin bir altgrubu,
(1)) Her beB ve reR igin rbeB,

ise B ye A nin bir altmodiilii denir. R bir béliimli halka ise B ye A nin bir
altuzay: denir.

2.1.3. Tamim: A ve B iki R-modiil olsun. Eger bir f:A—B fonksiyonu
her a,be A ve reR igin,

(i) fla+b)=f(a)+i(b),
(i) f(ra)=rf(a),



sartlarim saglarsa f ye A dan B ye bir R-modiil homomorfizmas: ya da
kisaca R-homomorfizma denir. Eger f 1-1 ise f ye R-monomorfizma, f 6rten
ise f ye R-epimorfizma denir. Eger f 1-1 ve 6rten R-homomorfizma ise, f ye
R-izomorfizma denir. R bolimli halka ise R-homomorfizmasina bir lineer
doniisiim denir.

2.1.4. Tanim: A bir R modiil olsun. Eger A,B nin bir alt modiiliine
izomorf ise A,B modiiliine altizomorf denir ve A<B ile belirtilir.

Herhangi bir A modiili ve o kardinali igin A nin o kopyasinin direkt
toplami, oA ile belirtilir.

‘ 2.1.5. Tanmm: I bir indeks kiimesi, {A, IieI} bir R-modiiller ailesi ise
gAi={(ai)]ieI} direkt ¢arpim kimesi de bir R-modiil olup buna {A, : iel}
ailesinin  direkt c¢arpim modili denir. A‘SsIeIlAi - oldugu agiktir.
%Ai ={(a;) eiIgAi:ai =0 en ¢ok sonlu tane i hari¢} ile verilen altkiime gAi

nin bir altmodiilii olup buna {A, : iel} ailesinin direkt toplamr denir.

2.1.6. Tammm: A,B,C R-modiiller ve¢ A—-3B—£3C R-homomorfiz-
malan olsun. Cek g=Imf olmasi durumunda yukardakine bir tam dizi denir.

2.1.7. Tanim: P,A B, R-modiller olsun. A—2-—3sB——0 dizisi tam
olmak iizere R-modiil homomorfizmalarinin herhangi bir diyagrami verilmis
olsun: Her f: P—>B homomorfizmas: igin

P

f

g
A—@8—> B —0
diyagrami degigsmeli (gh=f) olacak sekilde bir h: P—A, R-modil
homomorfizmas: varsa P ye bir projektif modiil denir.
2.1.8. Tanim: JJA.B  R-modiiller olsun. 0——> A — 3B dizisi tam

olmak iizere R-modiil homomorfizmalarinin herhangi bir diyagrami verilmis
olsun: Her f: A —J homomorfizmasi igin
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diyagrami  degismeli (hg=f) olacak sekilde bir h:B—J, R-modiil
homomorfizmasi varsa J ye bir injektif modiil denir.

2.1.9. Tanim: R bir halka olsun. Her xeR i¢in xyx=x olacak sekilde bir
yeR varsa R ye bir (von Neumann) regiiler halka denir.

2.1.10. Tanim: A bir regiiler halka iizerinde sonlu iretilmig projektif
bir modiil olsun. A nin tiim sonlu iiretilmis altmodiillerinin kiimesi L (A) ile
gosterilsin. Buna gore L(Ry),R nin tiim esas saf ideallerini belirtir.

2.1.11. Teorem: Bir regiiler halka ilizerinde A ;®...©A =B, ®...©B,
sonlu tretilmis projektif modiiller olsun. Bu durumda j=1, ..., k igin A/ ®..®
A =B, olacak sekilde, i=1, ..., n igin A=A,;®...0A, ayngimlan vardir.
(Goodearl 1979)

2.1.12. Sonug: A®..0A, < B,®..®B, bir regiller halka iizerinde

sonlu dretilmig projektif modiiller olsun.

(i) 1sj<k igin, A,;®...®A,;<B, olacak gekilde 1<i<n i¢in, A=A,;©...0
A, aynsimlan vardir.

(ii) 1<i<n-1 igin, A=B,®...€B,; ve A <B, ®...8B, olacak gekilde
1<j<k igin, B=B,®...®B,, aynsimlan vardir. (Goodearl 1979)

2.1.13. Onerme: R bir regiiler halka, J<R bir sag ideal olup A, sonlu

uiretilmis bir projektif sa R-modiil olsun. Buna gére A=AJ<> bir n pozitif
tamsayis1 i¢in, A<n]J dir (Goodearl 1979).

2.1.14. Sonuc: R bir regiiler halka, H ve J, R nin sag idealleri olsun ve

H nin sonlu iretilmis oldugunu kabul edelim. O zaman H<RJ dir < bir n
pozitif tamsayis: i¢in, H<nJ dir (Goodearl 1979).



2.1.15. Tammm: R bir regiiler halka olsun. R de tiim idempotentler
merkezi ise R ye bir degismeli regiiler halka denir.

2.1.16. Tanim: R bir halka ve aeR olsun. a=aua olacak gekilde R nin
bir u iinit elemani varsa a ya R nin bir {init-regiiler elemani denir.

2.1.17. Tamm: R bir halka olsun. R nin tiim elemanlan tnit-regiler
elemanlar ise R ye bir iinit regiiler halka denir.

2.1.18. Teorem: T=End; (A) halkas: regiiler olacak gekilde A bir saj
R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(1) T unit-regilerdir.

(i) A=A, olmak tzere A=A ©B,=A,®B, ise B,=B, dir.

(iii) VxeT igin ¢ek x=yancek x dir.

(iv) eT=fT olacak sgekilde e’=e, f>=feT ise (1-e)T=(1-NT dir.
(Goodearl, 1979)

2.1.19. Teorem: R regiiler bir halka olsun. Bu durumda R {init-regiiler

bir halkadir <> tim sonlu tretilmis A,B,C projektif sag R-modiiller igin,
A®B=A®C=B=C dir. (Goodear] 1979)

2.1.20. Sonuc: R bir iinit-regiiler halka olsun. A,B,C R iizerinde sonlu
iiretilmis projektif sag modiiller olsun. A@B<A®C ise B<C olur. (Goodearl,

1979)

. 2.1.21. Sonu¢: R bir init-regiiller halka olsun. A, R iizerinde sonlu
iretilmis bir projektif sa modal ise, End; (A) unit-regiiler halkadir.
(Goodearl, 1979)

2.1.22, Tanmm: A bir modil olsun. A kendinin bir direkt toplananina
izomorf degil ise A ya bir direkt sonlu (von Neumann-Sonlu) modiil denir.
Denk bir ifadeyle, A direkt sonlu modildir <& A®B=A olmas: ancak, B=0
i¢in miimkiindiir. Aksi halde A direkt sonsuz yani, A=B ve C#0 olmak iizere
A=B®C dir.

2.1.23. Onerme: Bir A sag R-modili direkt sonludur <> her x,ye
End,(A) i¢in xy=1 iken yx=1 dir. (Goodearl 1979)



2.1.24. Tamim: R bir halka olsun. Her x,yeR igin xy=1 iken yx=1
oluyorsa R ye direkt sonlu halka denir.

Ornegin, V sonlu boyutlu bir F-uzay; R=End,V ise R direkt sonludur.
V=F{v,, v,, ...} sonsuz boyutlu ise;

x: v;—0 y: ViV,
v,V v,V
v,V Vv,V

ile tanimh eslemeler V ye lineerlikte genisletilerek elde edilen x ve y
endomorfizmalari igin xy=1, yx#1 olup R direkt sonsuzdur.

2.1.25. Onerme: R bir iinit-regiiler halka ise tiim sonlu iretilmis
projektif R-modiiller direkt sonludur. Sonug¢ olarak her n i¢in M _(R) direkt
sonludur. (Goodearl. 1979)

2.1.26. Tanim: R bir halka ve M bir sol ya da sag R-modiil olsun. M
nin tiilm altmodiillerinin ailesi sirasiyla, artan zincir kurali veya azalan zincir
kuralini saglar ise, M ye noetherian veya artinian denir.

2.1.27. Tanim: A bir (sol) R-modiil olsun. A nin sifirlayicis1 0 ise A ya
bir sadik modiil denir. R nin basit, sadik, sirasiyla, sol ve sa§ modiilii varsa R
ye sol ya da sag ilkel bir halka denir.

2.1.28. Tanim: I, R nin bir ideali olsun. R/I bolim halkas: sirasiyla, sol
ya da sag ilkel ise I ya sol ya da sag ilkel ideal denir.

2.1.29. Teorem: Ilkel bolim halkalar artinian olacak sekilde R bir
regiiler halka ise, R iinit-regtler halkadir. (Goodearl, 1979)

2.1.30. Tanim: xeR bir nilpotent eleman olsun. x*=0 olacak sekilde en
kiigiik n doZal sayisina x 1n nilpotentlik indeksi denir. R halkasinda, iki-
y6nlii bir J idealinin indeksi, J nin tiim nilpotent elemanlarinin indekslerinin
supremumudur. Bu supremum sonlu ise J ye simirh indekse sahip bir ideal
denir.



2.1.31. Teorem: n bir pozitif tamsayr ve R en ¢ok n indeksli bir
regiiler halka olsun. R/P (bir halka olarak) ayrisamaz olacak sekilde P, R nin
bir 6z iki-yonli ideali olsun. Bu durumda, bir k<n pozitif tamsayis1 ve bir D
bolamli halka igin, R/P=M, (D) dir. (Goodearl 1979)

2.1.32. Sonu¢: R, siirh indekse sahip bir regiiler halka ise, R iinit-
regiilerdir. (Goodearl 1979) |

2.1.33. Tammm: R .bir regiiler halka olsun. Her x,yeR i¢in xR<yR ya
da yR<xR oluyorsa R ye karsilastirma aksiyomunu saglar denir. Bagka bir

ifade ile, R karsilastirma aksiyomunu saglayan regiiler bir halkadir <
herhangi e’=e, f2=feR i¢in ya st=e ya da ts=f olacak sekilde seeRf ve tefRe
vardir.

2.1.34. Onerme: R karsilastirma aksiyomunu s'aglayan regiiler bir
halka olsun. A ile B sonlu tiretilmig projektif sag R-modiiller ise, ya A<B ya
daB<A dir. (Goodearl, 1979).

2.1.35. Sonug¢: A, bir regiler R halkast Gizerinde sonlu Uretilmis
projektif bir sag modiil olsun. R kargilastirma aksiyomunu saglar ise, End; (A)
halkasi da kargilagtirma aksiyomunu saglar. (Goodearl 1979)

2.1.36. Tanim: R herhangi bir halka ise R deki tim merkezi
idempotentlerin kimesini B(R) ile gosteriyoruz. B(R), enf=ef, evf=e+f-ef
islemleri altinda bir halka olup B(R) bir Boolean Cebirdir.

2.1.37. Tanimm: Bir R halkasinin BS(R) ile gosterilen Boolean tayfi
(spectrum) B(R) Boolean cebirinin tayfidir. Yani, B(R) de kapali kiimeler
herhangi bir XcB(R) i¢in {MeBS(R): XcM} olacak sekilde B(R) yi
topolojilendirdigimizde BS(R), B(R) nin tiim maksimal M idaeller ailesi
olmaktadir. Ayrica BS(R) kompakt, hausdorff, tamamen baglantisiz bir
uzaydir.

2.1.38. Tanmm: R regiiler bir halka olsun. Her x,yeR igin, exR<eyR
ve (1-e)yR<(1-e)xR olacak sekilde eeB(R) varsa R ye genel karsilagtirma

aksiyomunu saglar denir.
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2.1.39. Teorem: R, genel kargilagtirma aksiyomunu saglayan direkt
sonlu regiiler bir halka ise, R bir tnit-regiiler halkadir. (Goodearl. 1979)

2.2. Regiiler Sag Self-Injektif Halkalar ve Regiiler Halka Tipleri

2.2.1. Tammm: R; modili injektif ise, yani ACB olacak sekildeki her
AB R-modiiller ve her f:A—R, R-homomorfizmalan i¢in f nin bir g:zB-R
genislemesi olmas1 durumunda, R ye bir sag self-injektif halka denir.

2.2.2. Tanim: R herhangi bir halka ve A bir R-modiil olsun. RA=0 ise
A ya singiiler olmayan injektif halka modili denir.

2.2.3. Teorem: R bir regiiler halka ise, asagidaki ifadeler denktir:

(i) R sag self-injektiftir.

(ii) Tim sonlu iiretilmis singiiler olmayan sag R-modiiller projektiftir.
(iii) Tam sonlu tretilmis singiiler olmayan sag R-modiiller injektiftir.
2.2.4. Sonu¢: R regiler sag self-injektif bir halka olsun. A herhangi

bir sonlu iretilmis singiiler olmayan sag R-modiil ise End, (A) da regiiler ve
sag self-injektif bir halkadir. (Goodearl 1979)

2.2.5. Tammm: Bir bolimlii halka tzerinde herhangi bir sag (sol)
vekt6r uzayinin tiim lineer donigimlerinin halkasina, sag (sol) tam lineer
halka denir.

2.2.6. Tanim: R, herhangi bir halka olsun. R nin biitiin minimal sag
(sol) ideallerinin toplamma R nin soclesi denir ve soc(R;) ya da soc(zR)
seklinde gosterilir. Eger boyle higbir minimal sag (sol) ideal yoksa soc(Ry)=0
dir.

2.2.7. Teorem: R sifir olmayan bir halka olsun. R bir sag tam lineer
halkaya izomorftur <> R asal, sa§ self-injektif bir halka ve soc(Ry)#0 dir.
(Goodearl, 1979)

2.2.8. Teorem: R regiiler, sag self-injektif bir halka ve A ile B singiiler
olmayan injektif saf R-modiiller olsun. Bu durumda Ae<Be ve B(l-e)<

A(l-e) olacak sekilde, eeB(R) vardir. (Goodearl, 1979)
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2.2.9. Sonug¢: Her regiiler, sag self-injektif halka genel karsilagtirma
aksiyomunu saglar. (Goodearl, 1979)

2.2.10. Tammm: R regiiler sag self-injektif bir halka ve bir e=e2eR
olsun. 0, e ye dik olacak gekilde R nin tek merkezi idempotenti ise, e ye
sadik (faithful) idempotent denir.

2.2.11. Ornek: R bir asal halka olsun. Bu durumda B(R)={0,1} olup
R nin sifir olmayan her idempotenti sadiktir.

2.2.12. Tanim: e?>=ecR olsun. eRe althalkasinin direkt sonlu; veya
buna denk olarak eR sa§ idealinin direkt sonlu olmas: durumunda e ye R nin
bir direkt sonlu idempotenti denir. R regiiler sag self-injektif bir halka olsun.
R sifir olmayan direkt sonlu merkezi idempotentler kapsamaz ise, R ye bir
sirfi (purely) sonsuz halka denir.

2.2.13. Tammm: R regiiler sad self-injektif bir halka olsun. R, sadik
degismeli bir idempotent kapsar ise, R ye Tip I sartin1 saglar denir. R, Tip I
sartin1 saglar ve direkt sonlu bir halka ise R ye Tip I, ve R Tipl sartin1 saglar
ve sirfi sonsuz halka ise R ye Tip I denir. '

2.2.14. Ornek: D bir bslimlii halka ve V, D iizerinde sonlu-boyutlu
bir sag vektor uzay:r olsun. Tip I; sartim saglayan bir R asali, R=End; (V)
olup, End; (V) sonlu-boyutlu bir tam lineer halkadir. Tip I, sartini saglayan R

asal halkasi da sonsuz-boyutlu bir tam lineer halkadir.

2.2.15. Onerme: R regiiler, asal ve sag self-injektif bir halka olsun. Bu
durumda, R Tip I dendir < R bir sag§ tam lineer halkaya izomorftur.
(Goodearl. 1979)

2.2.16. Tanim: R regiler ve sag self-injektif bir halka olsun. R, sadik
direkt sonlu. bir idempotent kapsar, ancak sifir olmayan degismeli
idempotentler kapsamaz ise R ye Tip II sartim1 saglar denir. R Tip II sartim

saglayan bir halka ve sirasiyla direkt sonlu ya da sirfi sonsuz ise R ye Tip II;
ya da Tip II_ sartin1 saglayan halka denir.

2.2.17. Ornek: Tip II den basit, iinit-regiiler sag ve sol self-injektif bir
halka vardir.
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F,, F,, ..., cisimlerini segip, her n i¢in R =M, (F)) yi ve R=[]R yi
yazalim. Her R, unit-regiiler ve self-injektif halka oldugundan R de iinit-
regiler ve self-injektif halkadir. M, @ R yi kapsayan R nin iki-yonli bir
maksimal ideali olsun. R/M nin bir basit init-regiiler halka oldugunu
gorebiliriz (R, direkt sonlu, regiiler, sag self-injektif bir halka ve P R nin bir
asal ideali olsun. R/P bir sag self-injektif halkadir <> P, R nin bir maksimal iki-
yonli idealidir [Goodearl 1979]). Buna gére R/M de sag ve sol-injektiftir.

Bir k pozitif tamsay: alalim. Her n=k, k+1, ..., i¢in ¢, ..., €,€R, dik
idempotentler vardir; dyle ki e, +...+e,_ =1 ve her ¢ R =e R, olur. Her =1,...k
ve her n=1,.._ k-1 i¢in e, =0 alarak, e, ...,e,.eR dik idempotentlér elde ederiz,
oyle ki 1-(e,+...+e,), R,x..xR,, in birim elemanlaridir ve her e¢R=eR olur. ®
R <M oldugundan, o halde §,,...,&, €R/M dik idempotentler buluruz; 6yleki
€ +...+¢, =1 dir ve her & (R/M)=¢;(R/M) olur. Boylece, R/M, gifter cifter
izomorfik k tane sag ideallerin bir direkt toplamidir.

Her k igin bu saglandlgmdaﬁ, R/M nin artinian olamayacagini goériiriiz
ki, buradan (Goodearl. 1979) R/M Tip I den degildir. O halde R/M, sadik
degismeli idempotentleri kapsamaz. Bununla birlikte R/M basit halka
oldugundan, R/M de tim sifir olmayan idempotentler sadiktir. Boylece R/M,
sifir olmayan degismeli idempotentleri kapsamaz. Madem ki 1, R/M de bir
sadik direkt sonlu idempotenttir, oyle ise R/M Tipll den bir halka oldugu
sonucuna variriz.

2.2.18. Tamm: R regiiler, sag self-injektif bir halka olsun. R sifir
olmayan direkt sonlu idempotentleri kapsamaz ise, R ye Tip III sartin1 saglar
denir.

2.2.19. Ornek: Tip III ten basit, regiler ve saj self-injektif halkalar
vardir.

V, bir F cisminde sonsuz-boyutlu bir vektér uzayi, Q=End. (V) ve
M={xeQ:boy (xV)<boy.(V)} olsun.  Verilen bir xeQ-M  igin,
boy(xV)=boy (V) yazanz ve xV=V dir, ki buradan xQ=Q,, dir. Sonug olarak
her xeQ-M i¢in, QxQ=Q oldugu goérilir, boylece Q/M bir basit regiiler
halkadir. Simdi R, Q/M in maksimal sag bolim halkas: olsun. R basit, regiiler
ve sag self-injektif bir halka oldugu gorilir. V, sonsuz-boyutlu oldugundan,
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V=2V dir ki buradan Q,=2Q, olur ve sonug olarak RRE(QQ)®Q(QRR)£(2QQ)®
o(oRr)=2R; dir. Bu yiizden R, direkt sonsuzdur. R, basit halka oldugundan,
her 0#xeR igin (xR),, (Goodearl, 1979) direkt sonsuzdur.O halde R, sifir
olmayan direkt sonlu idempotentleri kapsamaz.

2.2.20. Tammm: M bir modiil olsun. i:M—Q, “bir esas monoformizma
(i(M)nN=#0 her N<Q) olacak sekilde bir Q injektif modiilii varsa Q ya, M nin
bir injektif zarfi (hull) denir ve E(Q) ile gésterilir.

2.2.21. Teorem: R regiiler ve sag self-injektif bir halka olsun. Bu
durumda asafidaki ifadeler denktir.

(1) R sirfi sonsuz bir halkadir.

(i) 3 n22 igin, nR <R, dir.

(ii1) Tam pozitif n tamsayilar igin, nR =R, dir.
(v) E(X R)=R; dir. (Goodearl 1979)

2.2.22. Onerme: R herhangi regiler ve sag self-injektif bir halka olsun.
Bu durumda R direkt sonlu bir halka ve sirfi sonsuz bir halkanin tek tiirlii bir
direkt ¢arpimidir (Goodearl 1979).

2.2.23. Teorem: A ile B, R halkasinda singiiler olmayan injektif sag
moduller ve n bir pozitif tam say1 olsun.

(i) nA<nB ise, A<B dir.

(i1)) nA=nB ise, A=B dir. (Goodearl, 1979)

2.3. Boyut Fonksiyonlari

2.3.1. Tanmm: p fonksiyonu asafidaki iki temel 6zeligi saglar ise p ye
bir boyut fonksiyonu denir.

() A<B ise p(A)<u(B),

(i) p(A®B)=p(A)*+u(B).
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2.3.2. Onerme: R regiiler, sag self-injektif bir halka; MeBS(R) ve A
ile B singiiler olmayan injektif sag R-modiller olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler vardir.

(i) Tum n pozitif tamsayilar igin, p,,(nA)=n,,(A),

(ii) Bir eeB(R)-M i¢in, Ae<Be ise p,,(A)<p,(B),

(iii) p (A®B)=mak{p,(A), p,(B)} dir. (Goodearl 1979)

2.3.3. Uyar1: A ile B direkt sonsuz modiiller ise 2.3.1. (i)nin kargit1
H(A)<u(B) iken A<B olur. Ciinkii u, direkt sonsuz, singiiler olmayan injektif

modiillerin izomorfizma siniflarin1 tam olarak tamimlar.
2.3.4. Sonug: R regiiler sag self-injektif bir halka ve A ile B singiiler

olmayan injektif sag R-modiiller olsun. B bir sirfi sonsuz modiil ise;
(1) A<B«< her MeBS(R) igin, py,(A)<p,,(B)

(1) A=B < her MeBS(R) igin, p,,(A)=p,,(B) dir. (Goodearl 1979)

2.3.5. Tanmm: xR, R nin bir esas saj ideali olsun. xR idealinin
herhangi yR timleyeni (R=xR®yR) icin, p-yanboy(xR)=u(yR) ile belirli
boyuta xR nin p-yanboyutu denir. i

2.3.6. Onerme: R asal, regiiler ve sag self-injektif bir halka olsun. Bu
durumda,; |

(1) Her a kardinali igin, H(a)={x€R: p,(xR)<a} kiimesi R nin iki-
‘yonli bir idealidir. '

(i) H, R nin herhangi bir iki-yonli ideali ise bir a kardinali igin
H=H(a) dir. (Goodearl 1979)

2.3.7. Tanim: R regiiler, sag self-injektif bir halka, MeBS(R) ve A
singiiler olmayan injektif bir sag R-modiil olsun. Buna gére

0; eger bir e eB(R)-M igin Ae=0 ise,
bire e B(R)—M igin

Mu(A) = min{ sonsuz a kardinali | Ae ikiserli alt mod illerin (= O)aix >

direkt toplammm kapsamaz

eger VeeB(R)-M i¢in Ae=0 ise,
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i ye sonsuz boyut fonksiyonu denir.

2.3.8. Ornek: R bir cisim ve A sifir olmayan bir R-vektér uzay olsun.
[A:R]<o ise: B(R)={0,1}, M={0}; B(R)-M={1} oldugundan bu durumda
e=1 olup, Ae=A#0 ve A sonlu boyutlu oldugundan Ae, higbir sonsuz o
kardinali i¢in a Ir direkt toplam kapsamaz. Yani p,, (A)=R, dir. [A:R]=B
sonsuz ise: Az% Ru,, |I| = B olup A, B<a i¢in a I direkt toplam kapsamaz ve
H; (A), bu B dan buyik o kardinallerinin en kigugi; yani p,, (A)=p* dir.

Bu ornekte su sezilebilir: X, digindaki kardinal limitler p,, degeri olarak
ortaya ¢ikmaz. Bu sezgi R nin asal oldugu durumda dogru olabilir. (Goodearl,
1979) Ancak genelde her sonsuz kardinal bir p,, degeri olarak goéziikebilir.

2.3.9. Ornek: vy herhangi bir sonsuz kardinal ise, bir degismel,
regiiler, self-injektif R halkasi ve singiiler olmayan bir injektif R-modial A
vardir; 6yle ki bir MeBS(R) i¢in p,, (A)=y dir.

y=N, ise, R yi bir cisim se¢ip A=R; yazalim; Oyle ki u, (A)=y dir.
Eger v limit olmayan bir kardinal ise B gibi bir sonsuz kardinal vardir; 6yle ki
y, B nin ardippgidir. Bu durumda R cisim ve A, R ilizerinde B-boyutlu bir
vektor uzay: olarak segebiliriz, dyle ki p,, (A)=y dir.

Simdi, y nin bir sayilamaz limit kardinal oldugunu varsayahm ve X,a<y
olacak gekildeki biitiin sonsuz kardinallerin kiimesi olsun. Her aeX igin bir F

cismi segelim ve R=[] _, F, yazalim. Yine her aeX i¢in F, izerinde o
boyutlu bir V, vektdr uzay: segelim ve A=]] ., V., yazalim. Bu A singiiler
olmayan bir injektif R-modildiir.

Her BeX igin e(B)eB(R) yi a<B igin e(B),=0 ve tim a>B igin e(B), =1
olarak tammlayalim. B<p’ iken 1-e(B)<1-e(f’)<1 oldugunu gézoniine alarak
{1-e(B) | BeX} kimesinin B(R) nin bir 6z idealini Urettigini gorebiliriz.
Sonug olarak, bir MeBS(R) vardir; 6yle ki tim 1-¢(B) lar eM; boylece her B
eX ig¢in e(B)eM dir.

Her V, nin boyutu = o<y oldugundan, A mmn sifir olmayan cifter cifter
izomorfik ¥y b altmodiillerinin direkt toplamini kapsamadigini goéririz. O
‘halde p,,(A)<y dir. Her eeB(R)-M i¢gin Ae#0 oldugundan p,, (A)2N, dir.
Simdi, eger p,, (A)<y ise bir feX igin p,(A)=B olup bir eeB(R)-M vardir;
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Oyle ki Ae sifir olmayan ¢ifter ¢ifter izomorfik B I altmodiillerin direkt
toplamin: kapsamaz. Her a>B igin BV =V, oldugu gozlenerek E(BAe(B))=
Ae(B) ve sonug olarak BAe(B)e<Ae altizomorfizmasi oldugu gorilir. Madem

ki, Ae sifir olmayan ikiser ikiser izomorfik B 11 altmodillerin direkt toplamini
kapsamaz; oyleyse Ae(B)e=0 ve buradan e(f)e=0 oldugu goriilir. e(B)eM ve
e¢M oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde p,, (A)=y dir.

2.3.10. Tanmm: L bir tam latis ve her acL ve tim lineer sirali {b,}cL
altkiimeleri igin, an(vb,) = v(anb,) ise L latisine iist siirekli latis ve L tam,
av(ab)=n(avb,) ise alt siirekli latis denir. L hem iist hem de alt siirekli bir
latis ise L ye bir siirekli latis denir.

2.3.11. Tanmm: R regiiler bir halka olsun. L (Ry) ust siirekli ise R ye
sag siirekli ve L ({R) ust stirekli 1se R ye sol siirekli denir.

L(Ry), LGGR) ye anti-izomorfik oldugundan R nin sol siirekli olmasi
i¢in gerek ve yeter sart L(R;) nin alt sirekli olmasidir. Eger R hem sag
stirekli hem de sol siirekli halka ise R ye bir siirekli regiiler halka denir.

2.3.12. Teorem: Regiler bir R halkasi sag siirekli halkadir < R
halkas: degismeli siirekli regiiler bir halka ve regiler, sag self injektif bir
halkanin bir direkt garpimina izomorftur. (Goodearl 1979)

2.3.13. Tanmm: R regiler bir halka olsun. R halkasinda asafidaki
kosullan saglayan bir N:R—[0,1];fonksiyonuna rank fonksiyonu denir.

(i) NQ1)=1.

(i1) Her x,yeR igin, N(xy)<N(x) ve N(xy)<N(y).

(iii) Her e,feR dik idempotentleri igin, N(e+f)=N(e)+N(f).
(iv) Her 0=xeR i¢in N(x)>0.

xeR ise x=0 <> N(x)=0 dir.

(iv) kosulu eksik olursa N ye bir yari-rank fonksiyonu denir.

2.3.14. Onerme: R, bir regﬁler‘ halka ve N, R de bir yari-rank
fonksiyonu olsun. N(e)#0 olacak sekilde e=e?eR ise,
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(i) eRe halkasinda P(x)=N(x)/N(e) ile verilen P bir yari-rank
fonksiyonu tanimlar.

(ii) e merkezi idempotent ise R de Q(x)=N(ex)/N(e) ile verilen Q bir
yari-rank fonksiyonu tanimlar.

(iii) N(e)=1 ise her xeR icin N(ex)=N(x) dir. (Goodearl 1979)

2.3.15. Sonug: R kargilagtirma aksiyomunu saglayan regiler direkt

sonlu basit bir halka olsun. Bu durumda,

(i) R halkasinda bir tek N rank fonksiyonu vardir.
(i) x,yeR igin, xR<yR < N(x)<N(y).

(iii) xR=yR < N(x)=N(y). (Goodearl 1979)
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3. IDEMPOTENT CARPIMLARI
3.1. idempotent Matrislerin Carpimlari

3.1.1. Tamm: R bir halka olsun. M,(R)={(a,): a,eR, 1<i, j<n} kimesi
matris toplama ve matris ¢arpma altinda bir halka olup, buna R iizerinde nxn
matris halkasi denir.

3.1.2. Tanim: A ve B bir F cismi lizerinde nxn matrisler olsun. Eger
B=P-1AP olacak gekilde nxn terslenir bir P matrisi varsa B, A ya benzer denir
ve A~B seklinde gosterilir.

3.1.3. Teorem: Her singiiler(kare) matris idempotent matrislerin bir
¢arpimi olarak yazilabilir.

Ispat: E idempotent bir matris, P singiiler olmayan bir matris ise P-! EP
de idempotenttir. Teoremin ispat: iki basamakta yapilacaktir.

I. Ucgensel matrislere benzer matrisler icin ispat: Ispati matrisin
derecesi n lizerinde tiimevarimla yapacagiz. Bunun igin teoremin, derecesi n-1
olan singiiler matrisler icin dogru oldugunu varsayalim ve A derecesi n olan
singiiler bir matris olsun. A singiler oldugundan elemanter siitun iglemleriyle
A ilk siitunu sifir olan bir st Giggensel matrise benzer hale getirebilir ve bunun
sonucu olarak bu son matris T, (n-2). dereceden bir matris olmak iizere s6yle
aynigtirlabilir,

IO O
O =]
>R

T singiiler ise

T Y

|0 A

matrisi de singiiler dir, ve tiimevarim hipotezinden
1 0 0

0T Y
0 0 A

olup, bu matrisi idempotentlerin bir ¢garpimi olarak yazilabilir.
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1 0 00 X «a 0 X a
0T Y|fo I o|=|]0 T Y
0 0 A0 O 1 0 0 A

Esitliginde sagdaki son matris idempotenttir, ilk matris tiimevarimdan
idempotentlerin bir ¢arpimi oldugundan A da bu idempotentlerin bir
carpimudir. T singiiler degilse

0 X 0

Z=XT* i¢cin B={0 T 0

0 0 1

olsun. Bu durumda B matrisi timevarim hipotezinden idempotent matrislerin
carpimi olarak yazilir. Buna goére:

(1) ZY=o+A ise

0 Z
F=|10 1 Y
' 0 0 O

matrisi idempotentlerin bir ¢carpimi olarak yazilir ve

0 Z O
E=[0 I O
1 -Z 1

idempotent olan E matrisiyle X=ZT degisimi kullamilarak

0 Z ofo z A+af0 X ©
EFB=|0 I 0f0 I Y {0 T 0
1 -Z 1j0 0 o0 f0 0 1
0 X a
=0 T Y|=A
0 0 A

ve A matrisi idempotent matrislerin ¢arpimi olarak yazilir.

(i) ZY-a=k=0 ise
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1 0 0
E=| o I 0
A’k (AMK)Z 0

ve

"
]
o O =
o —~ o
© < R

olsun. E ve F matrisleri idempotentler olup X=ZT degisimini de kullanarak;
1 0 o1 0 af0 X O
EFB={ 0 I offo I YO T 0
-2k (A/K)Z OO0 O O}f0 O 1

0 X
=0 T =A
0 O

> =< R

idempotent matrislerin ¢arpimi olarak bulunur. Sonug, derecesi 2 olan

matrisler i¢in de dogrudur. a#0 igin,

0 o] [ 1 o1 af0 0
0 A] [A/k 0fjo 0f0 1

0 0] [o of1 Ao o
0 a] [1 1]o ofo 1

idempotent matrislerin ¢arpim: olarak yazihir.

ve a=0 i¢in,

I1. Genel Durumda Ispat

01 0 .0
0 01 .. 0
C=| . .
0 0 O 1
(a2, b ¢ z; |

bir n,x n; kare matris olmak lizere her A matrisi (van der Waerden, 1950).



A~diag{C,, ..., C,}

olarak yazlabilir. A singiiler oldugundan C, blok matrislerinden en az biri
ornegin; C, singiiler olup bu durumda a,=0 dir. n, = 1 ise C, = [a,] olur. Bu
indirgeme iglemi her cisim {izerinde yapilabilir.

0 O
E, =
o)

ve 1I<i<n-1 igin I , t dereceden birim matris olup

1, 0 i 0]
..~$‘.::.l.,....upl.:...u....
E,=|0 0
o 0
KR RR S e

olsun. Bu durumda herhangi bir matrisin soldan E, ile ¢arpiminda bu matrisin
(i+1). satir1i. satira eklenir ve (i+1). satin1 sifira indirgenir.

E, matrislerinin idempotent oldugu agiktir.
N=E_,E ,..E E|

olsun. Bu durumda

01 0 0]

001 ...0

000 ...0
N=

000 1

0 0 0 0]

oldugu goriliir.
i-1
i<k igin r, =) n; olsun ve i<k icin,
=1



L, 0 0
e .
f0 1 0 0
E=[0:. . 0
10 0 1 0
‘a, b, . z, 0
et )

olsun. Bu durumda herbir i i¢in F, idempotenttir.

B=NF/F, ... F,, ise, son satir disinda A ile aym olup B nin son satini

sifirdir.
—Irk 3 o .
100 e s
‘0 1 0 0 0
G= ;
0 : .
i0 0 O .10
| ib, ¢, d, . . . z 0]

olsun. Buna gore a,=0 oldufundan, GB=A ve G bir idempotent matristir.
Baylece A matrisi

A=GE_,E_,..E EFF, .F,,

seklinde idempotent matrislerin garpimi olarak yazilir.

0 2 2
3.1.4. Ornek: A={0 1 2 [ matrisi idempotent matrislerin bir garpimi
0 01
olarak §6yle yazilabilir.
(
0 0
E,=| 0 1 0|, E}=E, dir.
1
-— 10
\ 2
(1 0 2
E,={0 1 2|, E=E,dir.
0 00




020
E,=|0 1 0| E=E, dir.
00 1
1 0 off1 6 2)(0o 2 0) (0 2 2
A=EEE, =l 0 1 oflo 1 2flo 1 ol=|0 1 2
—%10000001 00 1

3.2. Regiiler Halkalarda idempotent Carpimlan

3.2.1. Onerme: R asal, regiiler ve sag self-injektif bir halka olsun. a,b
eR igin, p(aR)=p(bR) ise RaR=RbR dir. (O'Meara 1986)

3.2.2. Onerme: R regiiler bir halka ve eR<(1-e)R olacak sekilde bir

=e2eR oldugunu varsayalim. Bu durumda her xeeRe elemani1 R halkasinin
idempotentlerinin bir ¢arpimi olarak ifade edilir.

Ispat: eR<(1-e)R oldugundan, yz=e olmak iizere yceR(l-e) ve

ze(1-e)Re vardir. xeeRe, yeeR(1-e) ve ze(1-e)Re i¢in x=er,e, y=er,(1-e) ve
z=(1-e)r,e ver,, 1,, 1,€R olsun. [etxy]*=(etxy) (etxy)=e*texy+xyet+xyxy

= e+xy dir.
Aynica
[1-e]2 = (1-¢) (1-e) = 1-e-ete’=1-¢ ve

[e+z]? = (et+z)(e+z) = e*+eztze+z?=e+z dir. Buna gore, [e+xy], [1-€]
ve [e+z] terimleri idempotentler olmak tlizere r,, r,, r, € R igin,

[etxy][1-e][et+z]=[e+(er,e)(er,(1-€))][1-e][e+(1-e)r,e]

= [e-e?+(er,€) ‘(erz(l-e)) - (er,e) (er, (1-e)) €] [e+(1-€)r,€e]
= [(er,e) (er,(1-e))] [e+(1-e)rse]

= (er,e) (er,(1-€)) € + (er,e) (er(1-€)) (1-¢) r,e

= (er,e) er,(1-€) (1-e) r,e

=e r ¢ = x idempotentlerin bir garpimidir.



3.2.3. Aciklama: R regiiler bir halka ve aeR oldugunu varsayalim. be
Rigin a = aba ise, e=ab ile f=ba elemanlar1 birer idempotent olup, eR=fR
olacak sekilde aR=eR ve Ra=Rf esitlikleri vardir. Aym1 zamanda herhangi bir
e,feR idempotent ¢ifti igin, eR= fR (sag R-modiiller olarak) <> bir yeeRf ve z
efRe igin, yz=e ve zy=f ifadeleri vardir (1.2.7. Onerme).

3.2.4. Direkt Sonlu I, II, Halka Tipleri: Asagidaki teorem, 3.1.3.
Teoremin sonucunun (Erdos, 1967) bir geniglemesi olarak; direkt sonlu, asal,
regiler ve sag self-injektif bir halkada idempotent g¢arpimlarimi veren
elemanlarin bir karakterizasyonudur.

3.2.5. Teorem: R kargilagtirma aksiyomunu saglayan direkt sonlu,
basit, regiiler bir halka ve 1#aeR olsun. Bu durumda a, idempotentlerin bir
carpimidir < a birimsel olmayan bir elemandir.

Ispat: a idempotentlerin bir carpimi ise, a#1 oldugundan a nin birimsel
olmadif: aciktir.

Teoremin kargit1 i¢in 2.3.15 Sonugtan, R nin tek bir N rank fonksiyonu
vardir. Tim n pozitif tamsayilar (her R) igin, n lizerine tiimevarimla

N(a)<(n-1)/n=>a , idempotentlerin bir garpim

oldugunu gésterecediz. n=1 i¢in a=0 oldugundan yukardaki hiikiim dogrudur.
Sonucun bir n (her R) i¢in ve N(a)<n/(n+1) nin dogru oldufunu varsayalim. a
#0 oldugunu varsayabiliriz. N(a)=r ve bir e=e?’cR igin aR=eR olsun.
N(e)=N(a)=r oldugu goériiliir. A=eRe, b=ae, c=a(1-e) olsun.

bA=fA , Ab=Ag

esitlikleri olacak sekilde, f=f2e A ve g=g2c A alalim. 2.1.39.Teoremden,
kargilagtirma aksiyomunu saglayan direkt sonlu ve regiiler bir R halkas: Gnit-
regiller oldugundan, R init-regiilerdir ve bdylece 2.1.21. Sonugtan, A da init-
regillerdir. gA=fA olusundan 2.1.19. Teoremden, (e-g)A=(e-f)A oldugu
goriliir. Boylece b+d , A halkasinin bir birimseli olacak sekilde de(e-f)A(e-
g) vardir. u=b+deA ve veA, u nun tersi olsun.

[e+vc]?=[e+ere a(1-e)] [et+ere a(l-€)]

= [et+ere a(1-e)]=[e+vc]
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ve
[g+(1-e))> = [g+(1-e)] [g+(1-e)]=[g+(1-€)]
olmak lizere, |
=b+c=((b+d)+c) (g+(1-¢))
= u [etvc] [gH(1-e)]

olarak a, idempotentlerin bir ¢arpimidir. Bu yiizden her ueA nin R nin
idempotentlerinin bir ¢arpimi oldugunu gdstermek yeterlidir.

eR<(1-e)R ise, 3.2.2.0nermeden u, idempotentlerin bir

carpimidir ve ispat tamamlanir. R kargilagtirma aksiyomunu sagladifindan (1-
e)R<eR oldugunu kabul edebiliriz. e, e,, A nin dik idempotentleri olmak

lizere
e=e, te,

olarak yazahm; 6yle ki e,R=(1-¢)R dir. wx=e, olacak sekilde wee,R(1-¢) ve
xe(1-e)Re, elemanlarin: segelim. a,=ue, olsun. 2.1.35. Sonugtan A halkas1 da
kargilastirma aksiyomunu saglayan direkt sonlu, basit, regiiler bir halka oldugu
gorilir. N, R nin tek rank fonksiyonu olsun, N(e,)=N(1-e)=1-N(e)=1-r
olmak tlizere e=e,te, oldugundan, N(e, )=N(e)-N(e,)=r-(1-r)=2r-1 olur.
Boylece 2.3.14. Onermeden

N, (e,)=N(e,)/N(e)=(2r-1)/r dir.

Simdi, r<n/(n+1)=>(2r-1)/r<(n-1)/n dir, ki buradan N,(a,)<N,(e,)=

(2r-1)/r<(n-1)/n dir. O halde,

N,;(2,)<(n-1)/n

bulunur. A=eRe halkasinin bir eleman:i olan a,eA ya tiimevarim hipotezini
uygulayarak bir takim f,eeRe idempotentleri igin,

a,=ff .. f
olarak idempotentlerin bir ¢arpimini bulabiliriz. Bu durumda,

[f,+(1-e)P=[f, +1(1-€)], [f, +(1-e)]>=[f,+(1-€)], ..., [f.+(1-e)]>=[f,+(1-€)]
olmak tizere, '



a,t(1-e)=[f,+(1-e)]l[f,+(1-e)] .. [f,t(1-e)] olarak a,*+(1-e),
idempotentlerin bir garpimidir. Ayrica [e+tuw]? = [etuw] ve [e+x]*=[e+x]
olmak lizere,

u=[e+uw] [a,+(1-e)] [e+x]

oldugundan u, idempotentlerin bir ¢arpimi olarak vardir. Béylece, timevarim
hipotezini kullanarak a, R nin bir birimsel eleman degil ise, N(a)<1 dir ve
bundan dolay: bir n igin N(a)<(n-1)/n dir. O halde a idempotentlerin bir
carpimudir.

3.2.6. Sonug: Q direkt sonlu, asal, regiiler ve sag self-injektif bir halka
ve l1#ae Q olsun. Bu durumda a, idempotentlerin bir ¢arpimidir <> a bir
birimsel eleman degildir. (O'Meara, 1986)

3.2.7. Sonug: D bir boliimli halka ve n pozitif tamsay: olsun. Bir ae
M,(D), 6z (#1) idempotentlerin bir ¢arpimidir<> a bir singiiler matristir.
(Erdos 1967; Dawlings. 1981)

3.2.8. Genel Durum: Bu kisimda Q halkasimi asal, regiiler, sag self-
injektif bir halka olarak alacagiz. M, Q nun (tek) maksimal ideali ve xeQ igin,
X=x+M e Q/M olsun. 2.1.14. Sonugtan Q direkt sonsuz oldugunda, X # 0<>
xQ=Q dir.

3.2.9. Onerme: e=e2eQ ve f=f2Q olsun. (l—f)Qgﬁ ise, eQfcgQg
ve 1-g#0 olmak iizere bir g=g2eQ vardir.

Ispat: f,, heQ igin,
(1-HQ= ((1-)QeQ)
ve
(1-e)Q=((1-e)Qn[(1-1)Q+eQ])®hQ
esitliklerini yazalim. Bu durumda
Q=eQ+(1-€)Q
= eQ®hQef,Q

dir. Ayrica gQ=eQ®hQ ve (1-g)Q=f,Q olacak sekilde g=g>eQ olsun. eQcgQ
ve (1-g)Qc(1-)Q olup buradan eQfcgQg dir. 1-g=0 ise



{Q_ =0 ve (1-f)Q=(1-)QneQ dir. Bu egitlikler (1-f)Qc ﬁ celigkisini
verir; o halde 1-g#0 olur.

3.2.10. Onerme: J, Q nun (iki-yonli) bir ideali olsun. Her xeJ igin, x
€gQg olmak lizere bir g=g2€] vardir.

Ispat: xQ=eQ ve Qx=Qf olacak sekilde e=e2eQ ve f=f2eQ olsun.
3.2.9. Onermede oldugu gibi gQ=eQ®hQ olacak sekilde, g=g2eQ yi
olusturalim. Bu durumda hQn(1-f)Q=0 ise hQ<fQcJ olur ve Q regiiler bir

halka oldugundan heJ olur ve gQ=eQ+hQcJ olusundan geJ ve ayni zamanda
xeeQfcgQg olur.

3.2.11. Onerme: acQ, K=r(a,Q) ve C, aQ nun (Q ya gore) bir
timleyen sag idealt olsun.

QK=Q ve QC=Q (1)

esitliklerinin - dogru oldugunu varsayalm. Q direkt sonsuz ise a
idempotentlerin bir ¢arpimudir.

Ispat: Q nun direkt sonsuz oldugunu varsayahm.

aQ=eQ ve Qa=Qf olacak sekilde e=e?, f=f2€Q olsun. Bu durumda (1)
varsayimmndan 1-f#0 ve 1-e#0 olur. b=ae ve c=a(l-e) olsun. Buna gore
iki durum dikkate alacagiz.

(a) bir h i¢in h=0 olmak tzere, Qe=Qb®Qh olduunu varsayalim. Bu
durumda Qe=Qb=Qae=Qfe=r(f,eQ)=0 olur ve buradan (1-f#0
oldugundan) (1-f)QzeQ olur. 3.2.9. Onermeden, bir g=g?€Q icin 1-g=0
olmak iizere, aceQfcgQg vardir. Q direkt sonsuz halka ve T——giﬁ
oldugundan, (1-g)Q=Q olup; buradan gQ<(1-g)Q dir. acgQg oldugundan, a

idempotentlerin bir garptm oldugu 3.2.2. Onermeden ¢ikar.

(b) h#0 olmak iizere Qe=Qb®Qh oldugunu varsayahm. g ve h, eQe
de dik idempotentler ve Qb=Qg olmak iizere, e=g+h oldugunu varsayabiliriz.
Q direkt sonsuz bir halka ve h =0 oldugundan, hQ=Q olur ve buradan bir ue
Qh igin, Q=uQ dir. e=uw olacak sekilde veeQh ve wehQ bulabiliriz. Simdi

=b+c=(b+v)[e+twc] [g+(1-¢)]



yazabiliriz. Burada koseli parantez terimleri birer idempotent olup, b+veeQe
3.2.2. Onermeden idempotentlerin bir garpimidir; ¢iinkii 1-e#0 olusundan

eQ<(1-€)Q dur.

3.2.12. Onerme: R herhangi bir regiiler halka, J, R nin bir ideali ve
acRk olsun.

(1) xeRigin, xR< Jise xel.

(1) r(a,R)c] ise r(at+], R/J)=0.

(iii) J, (R ye gore) aR nin bir tiimleyenini kapsarsa, £(a+J,R/ =0
(iv) a, idempotentlerin bir ¢arpim ve r(a,R)c] ise, 1-ae].

) a, idempotentlerin bir ¢arpimi ve J, aR nin bir tiimleyenini
kapsarsa, 1-ac]J dir. (O'Meara 1986)

3.2.13. Teorem: Q asal, regiiler, sag self-injektif bir halka ve 1#acQ
olsun. Buna gore a, idempotentlerin bir ¢arpimidir < -
ya
(1) p (r(a,Q))=p-yanboy (aQ)= p((1-2)Q)>X,
ya da
(i) a, 1+x formunda olup, xeH(N,) ve a, Q nun bir birimseli degildir.
Agiklama: (ii) ifadesi agagidaki ifadeye denktir;
0<u(r(a,Q))=p-yanboy(aQ)=p((1-2)Q)=X,

ancak, A direkt sonlu oldugunda pu(A) nin tanimindan dolayi, bu son ifade
aydinlatic: degildir. Bununla birlikte bu son ifade, asagidaki tek ifadeden (i) ve
(ii) ifadelerinin yerine kullanmamiza imkan verir.

0<p(r(a,Q))=p-yanboy (aQ)=p((1-2)Q) dir.

Ispat: Once (i) ve (ii) ifadelerinin dogru oldugunu varsayalim. Ilk
olarak (i) ifadesinin dogrulugunu kabul edelim.
oa=p((1-2)Q), J=H(a) ve x=a-1 olsun. xeJ olusundan 3.2.10.

Onermeden xegQg olacak sekilde g=g?eJ bulabiliriz. y=g+xegQg olsun.o=
u(xQ)<u(gQ)<a, ki buradan pu(gQ)=a oldugu goriiliir.
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iddia: y, gQg halkasina gore 3.2.11. Onermenin (1) ifadesini saglar.

Bu iddiay1 gergeklemek i¢in, A=gQg, K=r(a,Q) ve K,=r(y,A) olsun.
yegQ olmak iizere, a=1+x=(1-g)+y oldugundan K=1(y,Q)~gQ elde ederiz.
Buradan K,=r(y,gQg)=KnQg=Kg olur. Kabulden dolay1 u(K)=a dir, buradan
n(K)=u(gQ) olur. Boylece 3.2.1. 6nermeden QK=QgQ dir. §imdi,

AK, = (gQg) (Kg)=g(QK)g, (gK=K oldugundan)
=g (QgQ)g, (QK=QgQ dan)
=8Qg =A

dir. Bu yiizden AK,=A olur. yA=eA olacak sekilde e ve f, A min dik
idempotentleri olmak iizere, g=e+f yazalim. Bu durumda aQ=(1-g) Q®yQ=
(1-2)Q®eQ ve gQ=eQ®fQ dir; buradan fQ , aQ nun bir tiimleyeni olur.
Varsayimdan p(fQ) = u-yanboy (aQ) = o olusundan p(fQ)=p(gQ) dir. Béylece
3.2.1. Onermeden QfQ=QgQ yazlir. Buna gére

AfA=(2Qe)f(2Qe)=8(QfQ)g=8(QeQ)g
=gQg
=A
olur. A da fA, yA nin bir tiimleyeni oldufundan, bu (1)in dogrulugunu

gosterir.

Q asal, regiiler ve sag self-injektif bir halka oldugundan gQg nin da
asal, regiller ve sag self-injektif bir halka oldugu gorillir. Aym zamanda
u(gQ)=a>N, oldugundan gQ da direkt sonsuz halkadir. Béylece gQg direkt
sonsuz bir halkadir 3.2.11. Onermeden, g, =g’ egQg ler igin y=g, g, ... g,

olur. O halde [(1-g)tg,]= [(1-g)*g, 1% [(1-g)+g.J=[(1-g)te, )%, [(1-g)*g.l=
[(1-g)+g. ]* olmak iizere, a asagidaki gibi bu idempotent terimlerin bir
carpimdir;

a=(1-g)%y
= [(1-g)+g,] [(1-g)*g,] ... [(1-g)tg,].

Ikinci olarak (ii) ifadesinin dogru oldugunu varsayalim. x=a-1 olsun. x
e€gQg olacak sekilde g=g>cH(N,) y1 olusturmak i¢in yukardaki yolu takip
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edecediz. y=g+xegQg olsun. gQ, direkt sonlu oldugundan gQg de direkt
sonlu, asal, regiiler ve sag self-injektif bir halkadir. Aym1 zamanda a=(1-g)+y
Q nun bir birimseli olmadigindan y, gQg nin bir birimseli degildir.
3.2.6.Sonugdan g, = g’ cgQg ler i¢in y=g, g, ... g, dir. Béylece asafidaki gibi

a, idempotentlerin bir ¢arpimi olarak yazilir:
a=(1-g)+y
=[(1-g)*+g,] [(1-g)*g,] ... [(1-8)*g,].

Simdi teoremin kargiti dogru olsun; yani a, idempotentlerin bir ¢arpim
oldugunu varsayalim. Daima r(a,Q)c(1-2)Q oldugu goriilir ve boylece
u(r(a,Q))<p((1-a)Q) dir. Aym:1 zamanda bir beQ igin (1-2)Q=((1-2)QMaQ)®
bQ vyazarsak bQ, aQ nun (1-a)Q da kapsanan bir timleyenidir ki, buradan p-
yanboy (aQ)<p((1-2)Q) dir.

I={yeQ: p(yQ)<(r(a,Q))} bir ideal ve r(a,Q)cJ oldugundan, 3.2.12.
Onerme (iv) den 1l-aeJ olur. Boylece u((1-2)Q)<u(r(a,Q)) dir ki,
u(r(a,Q))=p((1-2)Q) yazilir. (3.2.12. Omermeden ve 3.2.1. Onermenin kargits
kullamlarak Q(1-2)Q=Qr(a,Q) oldugu gorulir). Aym sekilde, I={yeQ: u(yQ)<
u(bQ)} bir ideal ve bQclI olur. Buradan 3.2.12. Onerme (v) den 1-a€l olur.
Bu yiizden p((1-a)Q)<p-yanboy (aQ), nu((1-a)Q)=p-yanboy (aQ) yu verir.

Boylece p ((1-a)Q>¥, ise, p (r(a,Q))=p-yanboy (aQ)=p((1-2)Q)>N,
olur ve (i) saglanmis olur. p ((1-a)Q)<N, ise, idempotentlerin bir ¢arpimi olan
tek birimsel 1 oldugundan, a-1€H (¥X,) ve a=1+(a-1) elemaninn (ii) formunda
oldugu gérilir.

Sonu¢ olarak, Q direkt sonlu (I; Tip veya II; Tip) bir halka ise

Q=H(¥,) dir. Q Tip III sartim saglayan bir halka ise H(X,)=0 dir. Q basit bir
halka ise a, ne sol ne de sag birimsel elemandir.

3.2.14. Sonug¢: Q herhangi bir basit, sag self-injektif halka ve 12aeQ
olsun. Bu durumda a idempotentlerin bir ¢arpimidir < a ne sag ne de sol
terslenebilirdir. (O'Meara. 1986).

3.2.15. Sonu¢ (Reynolds and Sullivan, 1985): D bir boliimlii halka V,
D iizerinde keyfi bir (sag) vektor uzayr ve L(V), V den V ye tiim lineer
doéniigiimlerin ¢arpimsal yar1 grubu olsun. Bu durumda
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aeL (V), 6z (#1) idempotentlerin bir ¢arpimi olarak yaleabilir =
n (a) = boy ¢ek (a), (a nin sifirhi@, (nullity))
d (a) = yanboy Im (a), (a nin eksikligi, (defect))
s (a) = yanboy {ueV: a(u)=u}, (a nin kaymasi, (shift))
olmak ilizere,
(MDn@)=d(a)=s() =N,
ya da
(2) 0<n(a)=d(a)<s(a)<¥, dir.

Ispat: Q = End, (V) genel lineer halka olsun. Bilindigi gibi, 2.2.7.
Teoremden Q nun asal, regiiler ve sag self-injektif (Tip I den) bir halka
oldugu bellidir. Buna goére (1) ve (2) kosullari, 3.2.13. Teoremin sirasiyla, (i)
ve (ii) kosullarina denk olduklarimi gosterecegiz.

Ik olarak x,yeQ igin, xQ=yQ (sag Q-modiiler olarak) olur < xV=yV
(vektor uzaylan olarak) dir. Dolayisiyla, xeQ ve bir a kardinali igin,

a(xQ) <xQea(xV) <xV

olup buradan, (a*, a nin ardigik kardinali olmak iizere),
0, boy(xV) =0 ise;
u(xQ)= No> 0 <boy(xV) <, ise;
((boy)xV)*, boy (xV) 2R, ise.

acQ olsun. Bir beQ igin a=aba yazalim ve e=ab, f=ba olsun. Bu
durumda n(a)=boy(1-f)V, d(a)=boy(1-e)V ve s(a)=boy (1-a)V olur. Buradan
n(a)=d(a)=s(a)>¥,
on(a)t = d(a)t = s(a)>N,
<u((1-HQ)=p((1-)Q)=u((1-2)Q)>K,
<u(r(a,Q))=p-yanboy (aQ)=u((1-2)Q)>R,
dir. Boylece (1) ve (1) ifadeleri denktirler.
Aym zamanda 0<n(a)=d(a)<s(a)<,



< boy (1-a)V<¥, ve a, bir birimsel degil,
(boy(1-a)V<¥, oldugunda daima n(a)=d(a) esitligi saglandifindan)
& a=1+x, xesocQ ve a, bir birimsel degildir. Tam lineer
bir halka igin, H(X )=socQ dir. Boylece (2) ve (i1) ifadeleri denktir.
3.3. Unit-Regiiler Halkalarda Idempotent Carpimlar

3.3.1. Ozelik: Bir regiiler halkada, a nin init-regiiler olmasi a nin r(a)=
R/aR anlaminda dengeli olmasina denktir. 2.1.18. Teoremden, tiim e, feR
idempotentleri igin
eR=fR=(1-e)R=(1-f)R
olur.

3.3.2. Onerme: R bir regiiler halka ve k pozitif bir tamsay: olsun. Bir a
€R, k tane idempotentin bir ¢arpim ise

(1-a)R <k(r(a))

dir.

Ispat: Onermeyi k itizerinde timevarimla ispatlayacagiz. R regiiler bir
halka ve aeR nin, k tane idempotentin bir ¢arpimi oldufunu varsayalim. k=1
ise, a=a? olup a(1-a)R=(a-a?)R=0 => (1-a)R=r(a)<r(a) dir. k>1 olsun. f=f2 ve

a,, k-1 tane idempotentin bir ¢arpimi olmak iizere, a=a,f yazalim.
Tumevannmdan (1-a,)R< (k-1) r (a,) dir. a[fRr(a,)@(1-HR]=0 < a[fRN
r(a,)]+a(1-)R=0 < xefRr(a,)ox=fr ve a,x=0 < (a,f)x+(a,f) (1-HR=0 <
(a,f) fr + a,(f-2)R=0<>a,(f-f)R=0 ve a,fr=0 oldugundan r(a)=(fRr(a,))®(1-
DR dir. Bir heR igin r(a,)=(fRr(a,))®hR yazalim. Buna gére hRNfR=0
= hR<(1-))R=> r(a,) <r(a) dir. §imdi

(1-a))fRc(1-2) )R <(k-1)r(a,) <(k-1)r(a)
olur ki,

(1-a)R=(1-a,)fR+(1-f)R < (k-1)r(a)Pr(a)=k(r(a))
dir ve buradan

(1-a)R<k(r(a))
dir.
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3.3.3. Teorem: R init-regiler bir halka ve k herhangi bir pozitif
tamsayi olsun. Bu durumda acR, k tane idempotentin bir ¢arpimidir <

(1-a)R<k(r(a)).

dir.
Ispat: a€R, k tane idempotentin bir ¢arpimu ise, (1-a)R <k(r(a)) oldugu
3.3.2. Onermesinde gosterildi.

Karsit olarak, (1-a)R<k(r(a)) olduunu varsayalm. aeR mmn k tane

idempotentin bir garpimi oldugunu k iizerinde tiimevanimla ispatlayacagiz. k=1
i¢in (1-a)R<r(a) dir. xer(a)=>ax=0= x=(1-a)xe(1-a)R oldugundan r(a)c(1-

a)R ve (1-a)R<r(a)c(1-a)R ve R nin direkt sonlu olusundan r (a) = (1-a)R

ve sonug olarak a=a?, 1 tane idempotent ¢arpimidir. Simdi k>2 ve sonucun k-1
i¢in dogru oldugunu varsayalim.

R bir regiiler halka oldugundan b,c,deR igin
aR=(r(a)naR)@r(1-a)®bR
R=(r(a)+aR)@cR

ve a[(r(a)naR)@dR]=0<> a[(r(a)naR]+adR = 0 <& xer(a)naRoxer(a) ve xe
aRoax=0 ve x=ar>a. ar=0 < a. [r(a)naR]+adR=0«>a.x+(axa)dR=0 olup,
r(a)=(r(a)naR)®dR esitliklerini yazalim.

R=(r(a)naR)®r(1-a)®bROcR@SdR dir.

R nin yukandaki aynigima karsilik gelen dik idempotentleri e,,e,,e,,¢€,,€;
olsun. Yani e, R= r(a)naR, e,R=r(1-a), ¢,R=bR, ¢, R=cR ve ¢,R=dR olmak
iizere 1=e¢ te,te,+e,te; dir. e=e ,te, te; ve f=e,te, +e, olsun. Bu durumda
r(a)=(1-)R ve Ra=Rf oldugundan aR=eR dir. a nin e, lere gore formu,
asagidaki Sekil 3.3.1 de gorilmektedir.
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e\0 0 0 0 0
Sekil 3.3.1. a min 1=ej+eytez+eytes toplamma gore (iki-yonli) peirce ayrigimi.

fR=eR (a ile soldan garpma bir izomorfizma verdiginden) ve R init-
regiiler halka oldugundan (1-f)R=(1-¢)R olur. Buradan

r(a)=e,R®e,R ()
dir. Aym zamanda r(1-a)=e,R=(1-¢,)R= (1-a)R dir ve (1-a)R<k(r(a)) dan
e,R®e,ROe ROe,R <k(r(a)) saglanir ve (2) den
¢,R®e,RPr(a) <(k-2)r(a)Pe,RBe,R olur.

R nin init-regiilerliinden, 2.1.20.Sonugtan bu ifadenin ortak terimlerinin
sadelegsmesini gergekleyebiliriz. Dolayisiyla

e;R <(k-2)r(a)@e,R

yi elde ederiz.
e;;R<(k-2)r(a) 3)

ve

e, R<eR (4)

olacak sekilde 2.1.12. Sonugtan e,; ve e,, €R dik idempotentler olmak iizere
e;=e,,te,, yi yazabiliriz.
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e, (1 0 * 0 * *)
e,|0 1 * * %
ey[0 0 * 0 * *
ep[0 0 * 1 * *—1
e, [0 0 000 O
es\0 00 00 0)

Sekil 3.2.2. ay nin 1=ej+ey+ez +te3r+teytes toplamina gore Peirce ayrisimi. aj
in es kolonu, e3; kolonunu. yer degistirerek ve y ile sag ¢arpma altinda kalanini
kaydirarak a nin e3y kolonundan bulunur. Boylece aj in e), e3] ve ey kolonlar: a nin

Jormu ile aynidir.

(4) den yz=e,, olmak tizere yee,,Re; ve zee,Re;, elemanlan
bulabiliriz. a,=e,+e,, +a(1-e;,)+(a-1)y olmak iizere,

a=(e,te,,ta(l-e,,)+(a-1)y)(f+z)
=a, (f+z). (5)
Tiimevanm basamag yukandaki ¢arpimla gergeklenir.
Ciinkii, (l-al)Rs(k-l)r(a]) oldugunu goérelim. a, in secilme gerekgesi

Sekil 3.3.2'den kaynaklanir. (a, ; r(1-a,), r(1-a) dan daha biiyiik olacak gekilde
segilir). Unit-regilerlikten R(e,+e,)c? (a, )= (e,+e,)R<r(a,) dir. Sonug olarak

(2) den
r(a)<r(a,) (6)

olur. Ayni zamanda e,R®e,R®e,,Rcr(l-a;) olup, buradan e, ROe,R®
e,R, r(1-a,) in bir timleyen sag idealini kapsar. Boylece
(1-a;)R<e;RGe RBe,R

<(k-2) r(a)®e RSe,R , (3) den

= (k-2) r (a)@r(a)=(k-1) r(a), (2) den
< (k1)1 (a,) (6) dan

olur ve bu iddiay1 gergekler.
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Timevarimdan f, , ... , i, €R idempotentleri i¢in, a, = f, f, ... £, dir.
f =f+z olsun. Bu durumda f, idempotenttir ve (5) den a, asagidaki gibi k tane
idempotentin bir garpimu olur.

a=a, £=f, f, .f,, f, .

3.3.4. Aciklama: 3.3.3. Teoreminin ispatinda, £ (a)={(a,) oldugundan,
aR=a R ve f,R=fR=aR olur. Buna gore, timevarimdan a=f| f, .. f, carpiminda
f, idempotentlerini asagidaki izomorfizmalar olacak sekilde diizenleyebiliriz.

f R=f,R= ... =f,R=aR.

Bu c¢arpimlarda kag¢ tane idompotentin yer aldifimin tam olarak
bilinmemesine karsilik bir iinit-regiiler halkada bir elemanin idempotentlerin
bir garpimi olarak yazilabilmesi igin iki idealin esitligi cinsinden basit bir gerek
ve yeter sart asafidaki sonugta verilmigtir. Pratikte bu kosulun gegerliligini
kontrol etmek zor degildir; ¢iinkii asagidaki esitlikte sol ideal daima sa§ ideal
icindedir.

3.3.5. Sonug: R bir iinit-regiiler halka olsun. Bu durumda
acR, R nin idempotentlerin bir ¢arpimidir <

Rr(a)=R(1-a)R
dir.

Ispat: r(a)c(1-a)R oldugundan Rr(a)gR(l-a)R daima dogru olur.

Diger yandan, 2.1.12. Sonugtan R(1-a)RcRr(a) dir < bir k pozitif tamsayisi
icin (1-a)R<k(r(a)) dir. O halde sonug 3.3.3. Teoremden gikar.

3.3.6. Sonug: R basit iinit-regiiler bir halka olsun. Bu durumda aeR, R
nin 6z (#1) idempotentlerin bir ¢arpimidir <> a bir birimsel degildir. (Hannah
and O'Meara 1989)

R kargilagtirma aksiyomunu saglayan bir basit iinit-regiiler halka ise, R

nin bir tek N:R—[0,1], rank fonksiyonu var ve N, esas saf ideallerin alt
izomorfizmasim tammlar. Yani, 2.3.15. Sonugtan xR <yR&N(x)<N(y) dir.

Asagidaki sonugta oldugu gibi, basit bir esitsizlikle a ve (1-a) elemanlarinin
ranklarini  kapsadifindan bu sonug, 3.3.3.Teoremde (1-a)R<k(r(a)) alt

izomorfizma kogulunu yerine koymamiza imkan verir.
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3.3.7. Sonuc: R karsilasgtirma aksiyonumunu saglayan basit, direkt
sonlu regiiler bir halka, N:R—[0,1], R nin bir tek rank fonksiyonu ve k keyfi
bir pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda a€R, R nin k tane idempotentinin bir
carpimidir ©

N(1-a)<k(1-N(a))
dir.

Ispat: 2.1.39.Teoremden, R init-regiilerdir. R nin xR ve yR esas sag
idealleri igin, 2.3.15.Sonug ve 2.1.34.Onermeden

xR <k(yR)e=>N(x)<k N (y)

oldugu goriiliir. aeR ve r(a)=yR olsun. R=r(a)@aR oldugundan N(y)=1-N(a)
dir. Yukardaki ¢ift yonlii ifadeyi, (1-a)R ve yR esas saj ideallerine
uygulayarak, 3.3.3.Teoremden:

a, k tane idempotentin bir ¢arpimi dur.
< (1-a)R<k(r(a))

< (1-a)R<k(yR)

<> N(1-2)<kN(y)
< N(1-a)<k(1-N(a))

elde ederiz. 3.3.4. Acgiklamadan, 3.3.7. Sonu¢daki k tane idempotenti, a nin
idempotentleri gibi aym ranka sahip olacak sekilde segilebilir.

3.3.8. Sonu¢ (Ballantine, 1979): D bir bolimli halka, k ve n keyfi
pozitif tamsayilar ve A, D iizerinde bir nxn matris olsun. Bu durumda

A, D iizerinde k tane idempotent matrislerin bir ¢garpimdir. <
rank (I-A)<k. sifirlik (A)
dir. '

Ispat: D izerindeki nxn matrislerinin R=M,(D) halkasi, karsilagtirma
aksiyomunu sajlayan basit, direkt sonlu regiiler bir halkadir. rank (x) matris
ranki olmak tizere, bir tek rank fonksiyonu N, N(x)=rank (x)/n ile tanimlanir.
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3.4. Sag Self-injektif Regiiler Halkalarda idempotent Carpimlar:

3.3.3. Teoremdeki (l-a)<k(r(a)) kosulunu k tane idempotentin
carpimlan olarak daha uzun karakterize etmemek igin, yeter miktarda, yeni
halkalar vardir. Gergekten, asagidaki 6nermeyi kullanarak (Dawlings. 1983)
k=1 ve k=2 i¢in bile yukandaki kosulun aralarindaki iligkinin bozulabilecegini
gorecegiz.

3.4.1. Onerme: R bir halka olsun. aeR, 2 tane idempotentin bir
carpimu ve r(a)caR ise, a?=a dir.

Ispat: e=e?, f=f2cR olmak iizere, a=ef oldugunu kabul edelim. Bu
durumda 1-fer(a)caRceR ve buradan e(1-f)=1-f olur. Boylece fe(1-f)=0 dir,
ki buradan fe=fef dir. O halde a’=ef ef ef = ef ef = a2 olduBunu gériiriz.

3.4.2. Ornek: R, R;=2R; olacak sekilde bir halka olsun. Bu durumda 3
indeksli bir nilpotent aeR vardir; éyle ki

(1) r(a)cakR ve a?za3,

(i1)  a, i¢ tane idempotentin bir carpimdir, fakat iigten daha az
degildir,

(i11) R=(1-a)R=r(a)=2r(a),

(iv) R=R(1-a)={(a)=2/¢ (a).

Ispat: (i) Hipotezden R =2R =3R; dir. Buradan herbiri ¢R=R; ve
e, te,+e,=1 olacak sekilde e, e,, ¢, eR dik idempotentleri vardir. e,R=e,R=
e;R izomorfizmalarindan e; ceRe; elemanlan vardir; dyle ki i#j iken e~e; ¢;
dir. a=e,,+e,, olsun. Bu durumda a, 3 indeksli bir nilpotent olup r(a)=e,Rc
(e,te;)R=aR olur.

(ii) 3.4.1.0nermeden a, 2 tane idempotentin bir ¢arpimi olamaz, ancak

a=(e,te;te,)) (e tey)
=(e,testey) (e, e tey) (e te,) ,
oldugundan 3 tane idempotentin bir ¢arpim: olarak yazilabilir.

(iii) a, nilpotent oldugundan (1-a)R=R dir ve bdylece R=(1-a)R=r(a)=
2r(a) saglanir.

(iv)  £(a)=Re, oldugundan R=R(1-a)={(a)=2¢(a) dir. O halde a
elemani, (1-a) R<k(r(a)) ifadesini gergekler ve k=1 ve k=2 i¢in ifadenin sol
tarafina benzerdir, ancak a ne idempotent ne de 2 tane idempotentin bir
carpimidir.
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Bu 6rnegin hipotezlerini saglayan en basit bir halka 6rnegi, bir bélimli
halka tizerine sonsuz boyutlu bir (sag) vektdr uzaymn lineer doniigiimlerinin
halkasidir. Bununla birlikte {init-regiiler olmayan herhangi bir sag self-injektif
regiler R halkasinin bu o6rnedinin hipotezlerini saglayan bir direkt faktérii
mevcut olup bunun sonucu olarak R nin (ii), (iii1) ve (iv) kosullarini saglayan
bir elemani vardir. Buna goére sag self-injektif regiiler halkalar arasinda
yalnizca init-regiiler olanlar 3.3.3. Teoreminin sonuglarimi saglarlar.

3.3.2. Onerme gosterir ki herhangi bir regiiler R halkasinda a,
idempotentlerin bir ¢arpimi oldugunda bir k igin (1-a)R<k(r(a)) olup
simetriden ayn1 zamanda R(1-a)=k({ (a)) dir. Bu 6rnek gosterir ki; genel bir
regiiler halkada, ¢arpimda yer alan idempotentlerin sayis: ile r(a)nin (1-a)R yi
ortmek icin gerekli olan kopyelerinin sayisi arasindaki bagintinin gevsetilmesi
gerekir. (Aym sey £(a) nin R(1-a) y1 6rtmek igin gerekli olan sayisi igin de
dogrudur). 3.3.5. Sonugcta oldugu gibi 2.1.14. Sonugdan bu kosullar: idealler
cinsinden yeniden ifade edebiliriz. Boylece r(a) veya £ (a) 1n kopyelerinin acgik
sayisim kaldirabiliriz,

3.4.3. Onerme: R bir regiiler halka ve J, R nin bir ideali olsun. Her
X, ..., X, €J i¢in bir g=g2€] vardir; 6yle ki her i=1,...,n igin x,egRg dir.

Ispat: e=e?, f=f2c]J vardir; 6yle ki R regiiler oldugundan eRzz xR

i=1

ve Rf =Z_ Rx; olur. Aym zamanda (1-f)R=(eR(1-)R)@uR ve
i=]

R=(eR+(1-)R)OVR olacak sekilde u, veR vardir. VRN(I-)R=0 = vR<fR

dir ki, buradan VRCRfRcJ ve vel oldugu gériiliip, R=eRGuR@vR ayrigimim

da yazabiliriz. gR=eR®VR ve (1-g)R=uR olacak sekilde g=g>cR olsun. Bu

durumda e,veJ oldugundan geJ dir. Aym zamanda eRcgR ve (1-g)Rc(1-HR

olur, boylece eRfcgRg dir. O halde, x,ceRfcgRg her i igin, x,cgRg yi verir.

3.4.4. Onerme: R bir regiiler halka olsun. aeR, idempotentlerin bir
carpimi ise,

Rr(a)=¢ (a)R=R(1-a)R @)
dir. (Hannah and O'Meara, 1989)
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3.4.5. Onerme: R nin bir regiiler halka oldugunu varsayahim ve acR,
3.4.4. Onermedeki (7) ifadesini saglasin. Bu durumda bir g=g2eR ve bir ye A=
gRg vardir; 6yle ki
a=y+(1-g)
ve A halkasinda
Ar(y)=L (y)A=A
dir.

Ispat:x=1-a olsun ve R(1-a)R ideali J olarak tanimlansin. xeJ
oldugundan, 3.4.3.Onermesi bir g=g?€J olduunu gosterir, dyle ki xegRg dir.
RgR=J oldugu asikardir. y=g+xeA olsun, soyle ki a=y+(1-g) dir. Bu
durumda, yegR oldugundan, '

1,(y)=rz(a)~Rg=ry(a)g
ve bdylece
Ar,(y) = (gRg)rr(a)g
= gRry(a)g, (rz(a)c(1-a)RcgR oldugundan)
=glg
= gRgRg=gRg=A
olur. Simetriden, £, (y)A=A olmahdir.

Bu 6nermenin notasyonunda y, A halkasinda e, idempotentlerinin bir
carpimi olarak yazilabilirse a, R halkasinda e+(1-g) idempotentlerinin
carpimina karsiik geldigini gorebiliriz. R, 2.2.3. Sonugtaki halka iken A
halkas1 saf self-injektif ve regiiler oldufundan, A (7) ifadesinin tiim
halkalarindaki ideallerine indirgenebilir anlamindadir.

3.4.6. Onerme: e, f, g idempotentler olmak iizere R bir regiiler halka
oldugunu varsayalim; dyle ki

eRngR=0, fRMgR=0 ve fR<gR
dir. Bu durumda ¢, R=¢eR, e, R<(1-¢,) R ve ¢, = f olmak tizere her aceRf, ii¢

tane idempotentin e, e, e, bigciminde bir ¢arpimdir.
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Ispat: e ve g nin dik olduklarini varsayalim. fR<gR oldugundan R nin

g, , g, dik idempotentleri vardir; dyle ki g = g,+g, ve fR=g,R olur. Boylece
xy=f olacak sekilde xefRg, ve yeg,Rf bulabiliriz. fRng,R=0 oldugundan
g, R=hR ve fR=h,R olacak sekilde h,, h, dik idempotentleri vardir. Bu
durumda a, asagidaki gibi ii¢ tane idempotentin (e,e,e, olarak ) bir carpimudir,

a=[e+ax][h,+yh,][f].
e,R=eR esitli§i agikardir. Aym zamanda g,R=fR ve fRng,R=0 oldugundan
e,R=h,R=g R<(1-g,)R dir. (1-g,)R=(1-e,))R izomorflufu geregince e,R<
(1-e,)R alt izomorflugu gergeklenir.

3.4.7. Onerme: R genel karsilastirma aksiyomunu saglayan bir regiiler
halka olsun.

eR<(1-e)R ve fR<(1-HR
olacak gekilde e=e?, f=f2cR ise, herbiri ¢R <(1-¢;) R sartin1 saglayarak her ae
eRf, ii¢ tane idempotentin e, e, e, bigiminde bir ¢arpimidir.
ispat: e,, f, dik idempotentler olmak iizere
eR=e¢ R®(eRNfR) ve fR=f RS(eRNfR)
esitliklerini yazabiliriz. Genel kargilagtirma aksiyomundan,

ue, R<uf R ve (1-u)fR<(1-u)e,R

olacak sekilde R nin bir u merkezi idempotenti vardir. Bir aceRf yi a=ua+

(1-u)a seklinde yazarak, ayrn ayn uR ve (1-u)R halkalan izerinde
yogunlasabiliriz. Her guR <(u-g;)R ve her hy(1-u)R <(1-u-h)R alt izomorflar

olmak iizere, uR de ua=g,g,g, y1 ve (1-u) R de (1-u)a=h h,h; yi1 yazabilirsek,
a=ee.e; y1 ve eR<(l-¢)R y1 elde etmek icin e=g+h; idempotentlerini

kullanabiliriz. Boylece, eR<fiR ve fiR<eR olduklarini varsaymamiz
yeterlidir.
Ik olarak e;R <f,R durumunu diisiinelim. Bir g=g?€R yi olusturalim ki,

3.4.6. Onerme kullamlabilir. e R<fR oldugundan e,R da sifir sag sifirlayici

olmak tizere bir xef Re, vardir. ¢, ve f;, dik idempotent olduklarindan dolay:



h=e,+x idempotent olsun. Bu durumda zeeRNfR ise z=hz=e zz+xe z
oldugundan eRNhR=0 dir ve xe,ZeeRNfR=0 olur. Buradan e, Z=0 dur,
boylece z=0 olmak zorundadir.

Aym sekilde, zefRNhR ise z=e z+xe,z ifadesi ezefRNeR=0 yi
verdiginden fRNhR=0 dir ve buradan z=0 olur.

Ayn1 zamanda e;=h-xehR+{R oldugundan eR+fR=fR+hR dir. Simdi R
de h,R, eR+fR nin bir tiimleyeni ve gR=hR-+h,R olacak seklide bir g=g2eR
olsun. eRNgR=0 ve fRNgR=0 oldugundan bu, 3.4.6. Onerme i¢in aradigimiz
g dir.

R=(fR®hR)@&h ,R=fRGhR
ayngimi, gR=(1-f)R oldugunu gosterir ve hipotezlerden fR<gR dir. O halde

e,R<fR durumu ispatlanmis olur.

Benzer olarak, eger f,R <e,R ise eRMgR=0 ve fRNgR=0 olacak sekilde
yukardaki yap1 bir g idempotentini verir, fakat eR<gR dir. Bununla birlikte
f.R<e,R=> fR<eR olur ve boylece fR <gR dir.

3.4.8. Teorem: R sag self-injektif, regiiler halka ve acR olsun. Bu
durumda

a idempotentlerin bir garpimidir <
Rr(a)-#(a)R=R(1-a)R. @)

Ispat: R regiler, sag self-injektif bir halka olsun. R unit-regiler
‘oldugunda (7) saglanirken 3.3.5.Sonugtan teoremin karsiti da dogrudur.
(Unit-regiler durumunda £ (a)R den bahsetmeye gerek duymadik; giinkii; her
aeR igin ¢ (a)R=Rr(a) dir.) a, idempotentlerin bir ¢arpimi ise R yi 2x2 st
‘liggensel matris halkalar ve a y1 da sifir olmayan bir iist iggensel matris alarak
(7) ifadesinin genel halkalarda dogru oldugu gorilir. Reynolds ile Sullivan
bir tam lineer R halkada ve O'Meara asal, regiiler, sag self-injektif bir R
halkada c¢alistiklarinda bulduklar1 sonuglar, (7) ifadesiyle aym1 karakterdedir.
u, Goodearl-Boyle sonsuz boyut fonksiyonu olmak iizere asal, regiiler, sag
self-injektif bir R halkasinda bir a elemanini idempotentlerin bir ¢arpimi olarak
karakterize etmek i¢in kullanilan kogsul
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p(r(a))=p-yanboy (aR)=p((1-2)R) (8)
dir. Bununla birlikte, p(xR)=p(yR)<>RxR=RyR oldugundan dolayi, aym
u-boyut fonksiyonuna sahip olan bu ifadeler; esas sag idealleri kapsayarak iki-
yonlii esas ideallerin denkligini kapsayan bir tanesine doénistiiriilebilir. Ayrica
e=e? olmak iizere aR=eR ise £(a)=R(1-e) ve (1-e)R, aR nin bir tiimleyeni
oldugundan, aR nin sag idealinin gdsterimi ¢ (a) nin gosterimine karsilik gelir
ve boylece £ (a) ve tiimleyeni ayn1 R(1-e)R idealini Gretir. O halde bu yerine
yazimda, (8) ifadesi (7) ifadesine denk olur. n(a)=boyCek(a), d(a)=yanboy
Im(a), s(a)=yanboy {ueV:a(u)=u} olmak iizere,

n(a)=d(a)=s(a)=N,
veya
0<n(a)=d(a)<s(a)<N,

olacak sekilde (8) ifadesinden ve boylece (7) den dolayr Reynolds ve
Sullivanin ifadelerinin nasil ¢ikarildig 3.2.15. Sonugda gosterildi.

Simdi teoremimizin karsitt dofru olsun, yani aeR (7) ifadesini
sagladifim varsayalim. 3.4.5. Onerme ve agiklamalardan R(1-2)R=R oldugunu
kabul edebiliriz. 2.2.24. Onermeden, (1-u)R direkt sonlu ve uR sirfi sonsuz
olacak sekilde R nin bir u merkezi idempotenti vardir. 3.3.5. Sonugdan a(1-u)
idempotentlerin bir ¢arpimidir, 6yle ise aucuR yi almaliyiz. Yani, R nin sirfi
sonsuz oldugunu varsayabiliriz. eR=aR ve Rf=Ra olacak sekilde e=e?, f=f2eR

olsun, buna gore hipotezlerimiz R(1-f)R=R(1-¢)R=R olur. aceRf oldugundan
3.4.7. Onermeden eR <(1-e)R ve fR<(1-f)R olduklarim1 gdstermek yeterlidir.

Buradan RgR=R ise R<gR oldugunu gostermek yeterlidir. Ancak RgR=R ise
bir n tamsayis:t igin 2.1.14. Sonugtan R<n(gR) olur. R siffi sonsuz

oldugundan 2.2.25. Teoremden nR=R <n(gR) dir ve bdylece R<gR olur.
3.4.9. Teorem: R bir regiler halka olsun. Bu durumda R,
agagidakilerden herhangi biri iken
Rr(a)=¢ (a)R=R(1-a)R (7)
ozeligi aeR yi idempotentlerin bir garpimi olarak karakterize eder.

(1) R unit-regiiler,
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(i) R sag siirekli,
(iii) R bir sag self-injektif halkanin bir boliim halkasidir.

Ispat: 3.3.5. Sonugdan R, iinit-regiiler halka ise acR, idempotentlerin
bir ¢arpim olarak karakterize edilir. R sag siirekli halka ise 2.3.12.
Teoremden, R bir degismeli (boylece tinit-regiiler) halka ve bir sag self-injektif
halkanin bir direkt ¢arpimidir. Boylece 3.3.5. Sonug ve 3.4.8. Teoremden bu
durum da saglanir. O halde I, sag self-injektif regiiler bir R halkasinin bir
ideali olmak tizere R/I halkalarmmi alalm. aeR/I, (7) ifadesini sagladifim
varsayalim. 3.4.8.Teoremden, b=a(R—R/I dogal doniisimiin goriintisiini
tanimlamak iizere) olacak sekilde R halkasinda (7) ifadesini saglayan bir beR
bulmamiz yeterlidir. b,=a olmak iizere b,eR yi segelim. a, (7) ifadesini

sagladigindan
R(1-b,)R+I=Rr(b,)+I=¢ (b,)R+I
oldugu gorilir.
Ik esitligi degistirerek devam edelim. Bir yel i¢in (1-b,)RcRr(b,)+yR

olur. Genel karsilastirma aksiyomundan, R nin bir u merkezi idempotenti
vardir; 6yle ki

ur(b,)<uyR ve (1-u)yR <(1-u)r(b,)

dir. ur(b,)<uyRclI oldugundan ur(b,)cl olup, u(l-b)el dir. Baylece
@b, =t eR/I olur. b,=u+(1-u)b, olsun ki, buradan b, =b, dir. Bu durumda
uR de R(1-b,)R=Rr(b,) ifadesi dogru oldugundan, (1-u)R de
(1-u) R(1-b,)R = (1-u)R(1-b,)R

c(1-u)Rr(b,)+(1-u)yR

c(1-u)Rr(b,), (1-u)yR<(1-u)r(b,) den

= (l’u)Rr(bz)
esitligini elde ederiz.

Simetriden, bir veR merkezi idempotenti vardir; éyle ki b,=v+(1-v)b,

ifadesi b, =b, =b, ve R(1-b,)R=£(b,)R esitliklerini saglar. Ancak bu b, igin
saglandigindan R(1-b,)R=Rr(b,) olur. Boylece b, , (7) ifadesini ve b,=a

esitlifini saglar.
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