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OzET

Bu ¢ahismaya, kullanilan temem tamimlar ve kavramlar ile basland:i. Bu
caligmanin ikinci boliimiinde homojen fonksiyonlarin 6zellikleri verildi. Daha sonra
bu fonksiyonlarin My(G) kiimesi ile yakin-halkalar arasindaki iligki incelendi. Son
kisimda kismi endomorfizmalarin baz1 6zellikleri ele alindi.

SUMMARY

We start with some basic definitions and corncepts to be used throughout
the paper. In the second chapter of this paper we gi'ves the properties of the
homogeneous functions. After that we study relationship among the set of these
functions Mp(G) and near-rings. Lastly we give some properties of the piecewise
endomorphisms.
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SIMGELER DIZINI

G den G ye tim fonksiy(;nlar

G nin S halkast iizerindeki endomorfizmalar kiimesi
R tizerinde homojen fonksiyonlar kiimesi
Modiil

N yakin-halkasinin sifirsimetrik kismi

N yakin-halkasinin sabit kismi

S ile uretilen altmodiil

Temel ideal bolgesi

G nin annihilarori (sifirlayicist)

sol annihilator

Bimodul G (sol S-, sag R-modiil)

orti

G nin S-alt modiilleri olan & deki climleler

S-modtl G nin ¢ ortisiince belirlenen kismi endomorfizma yakin-

halkasi
S halka direkt garpimi
Polinomlar halkasi

Formel kuvvet seriler



l. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1. HALKALAR ve IDEALLER
Tamm 1.1.1 (Grup ve Yarigrup):

(G, o) bir cebirsel yap olsun. (G, o), asagidaki sartlari saghyorsa G ye o

islemine gore grup denir.
(1) Her a,beG i¢in ao(boc) = (aob)oc
(2) Her acG igin aoe = eoa olacak sekilde bir eeG vardir.
(3) Her aeG i¢in ava = aoa = e olacak sekilde bir a€G vardir.

(G, o) grubundaki o ikili islemi dedismeli ise (her a,beG igin aob = boa
oluyorsa) bu gruba degismeli grup (abel grup veya komiitatif grup) denir. Eger
(G.o) cebirsel yapisi (1) sartint saghyorsa G ye yangrdp denir. (2) deki ¢ elemani
6zdes eleman olup (G, +) grubunda o, (G, .) grubunda ise 1 dir. (3) teki
a elemanina a nin tersi denir ve (G, +) grubunda -a, (G, .) grubunda ise a”! ile

gosterilir,
Tamm 1.1.2 (Halka):

© # R ciimlesi ve bir kiime tizerinde tarumlanan iki islem (genellikle bunlar
toplama ve carpmadir) asagidaki sartalari saghyorsa (R, +, .) sistemine bir halka

denir:
(1) (R, +) bir abel grup
(2) Her a, b, ceR i¢in (ab)c = a(bc)

(3) a(b+c) = ab+tac ve (atb)c = actbc)
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Eger (4) Her a.beR icin ab=ba ise R ye dedismeli (komiitatif) halka, (5)
Her a=R igin lpa =aly, = 0 ise R ye birimli (unitary) halka denir ve 1, elemanina

halkanmin birimi denir.
Tanmm 1.1.3 (Halka Homomorfizini):

R ve S birer  halka olsun. f: R—S doniistimii;
flath) = fla)+1(b) ve f{ab) = f{a)i(b) sartlarini sagliyorsa f ye halka homomorfizmi
denir.

Eger; f, birebir ise monomorfizm

t, Gizerine ise epimorfizm
f, birebir ve Gizerine ise izomortizm adini alir.
Ayrica,
f: R—>R 1zomorfizmine otomorfizm,
f: R—»R homomorfizmine endomorfizm denir.
(R, +, .) halkasinin (R, +) toplam grubunda acR olmak tizere,
W,. R—>R
r—ar
olarak tammlanirsa v, (R, +) nin bir endomorfizmidir. Ciinki,
W (rFs) = a(r+s) = art+as = y (r)ty,(s)
Ayrica bu endomorfizmalarinin bileskesi
(w, oy M) = w (yn () =y (br) = a(br) = (ab)r =y, (r)

sartini saglar.Bu ytizden (R, +) grubunun endomorfizmalannmE ciimlesinde wy+ys,

ve v o, sirasiyla,

Q) =y )ty (r) ve



(00 1) =y (y(r)
olarak tamimlanirsa E bir halka olur.
Teorem 1.1.4 (Halkalar icin Temsil Teoremi):

Birnmh (R, + ) halkas;, (R, +) nin endomorfizmlerinin halkasina

1zomorttur.
ispat: (R, +) nin endomorfizmlerinin E = (W, | aeR, y,(r) = ar} ciimlesini

gozoniine alalim. E deki toplama ve ¢arpma sirastyla. (y,+y )(r) = y ()+y, (1) ve
(y, 0w, )r) =y (y,(r)) seklinde tammlansin. [ddia ediyoruz ki,

H: (R, +, ) > (E, +, 0)
h(a)——a»\ua

olarak tanimlanirsa h bir izomorfizmdir h nin Gzerine déniisim oldugu agiktir.
h(a) = h(b) ise y, = y,, ve ozellikle y (1) = y (1) = la = 1b = a=b oldugundan
h birebirdir. ’

Ayrica v glemlert korur, Ciinki
W p(r) = (atb)r = artbr
=y (1) + ()
Wu{r) = (ab)r = a(br)
=y, (Wy(r)
= (Y1, 0w, (1)
oldugundan h(a+b) = h(a)+h(b) ve h(ab) = h(a)oh(b) dir.
Tamm 1.1.5 (Birimsel=Unit):

R bir halka ve aeR olsun. a nin R de ¢arpmaya gore (ikinci igleme gore)

tersi varsa a ya R de birimseldir (unit) denir



Tanmm 1.1.6 (Cisim):

Birimli degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemani aritmetik birim ise

bu halkaya cisim denir.
Tanmm 1.1.7 (Idempotent, Nilpotent Eleman):
R bir halka ve aR olsun. a® = a ise a elemanina idempotent denir.

Eger a" = 0 olacak sekilde bir n>0 tamsayisi varsa a ya mlpotent eleman

denir. R nin biitiin elemanlar nilpotent 6zelliZe sahipse R ye nil halka denir.

Tamm 1.1.8 (ideal):

R bir halka ve S#& R nin bir altcimlesi olsun. Eger R deki islemlere gore
bir halka oluyorsa S ve, R nin althalkasi denir. R halkasinin bir [ althalkasi, -

reR, xel = rxel sartini saghyorsa sol ideal,

reR, xel = xrel sartini sagliyirsa sag ideal
adimi alir. Eger | hem sol hemde sag ideal ise [ ya ideal denir.

Bir R halkasmin kendisi ve {0} 6zdes elemant birer idealdir. Bunlara R nin
asikar idealleri denir. Gen kalan ideallere has (hakiki) ideal denir.
XcR bir ciimle, B = {1, [Xcl} X i ihtiva eden R nin ideallerinin bir ciimlesi
olsun. Bu taktirde ﬂ I idealine X tarafindan tiretilen (gerilen) ideal denir.
1 el

Tamm 1.1.9 (Temel ideal):

Bir tek eleman taratindan tiretilen ideale Esas ideal veya Temel (principal)
ideal denir. Her ideali temel olan bir halkaya Temel Ideal Halkas: (TIH) denir.



Tamm 1.1.10 (Maksimal ideal):

R birimli ve degismeli bir halka olsun. [cJR olacak bigimde I ve J idealleri
icin J=I veya J=R oluyorsa, yani [ ile R arasinda bagka bir ideal yoksa bu durumda I

idealine maximal ideal denir.
Tamm 1.1.11 (Asal Ideal):

R halkasinm bir ideali P olsun. P=R ve her a.b&R igin abeP—=acP veya be

P oluyorsa P ye asal ideal denir.
Tanmm 1.1.12 (Sifir Bélen):

R nin sifirdan farkli herhangi iki elemani a ve b olsun ab=0 ise a ya sol sifir
bélen, b ve sag sifir bélen denir. Herhangi bir R halkasi sifir bolensizdir demek;

a.beR iken ab=0 —a=0 veya b=0 demektir.

Tamm 1.1.13 (Tamlik Bolgesi):

Degismeli birimli ve sifirbolensiz bir halkaya tamlk bolgesi (integral

domain) denir.

Her ideali temel olan bir tamlik bolgesine Temel Ideal Bolgesi (TIB ) denir.



1.2.MODULLER
Tanm 1.2.1 (Modiil):
R bir halka ve (M, +) degigmeli bir grup olsun. Her r,seR ve x, yeM igin;
1) rxeM
2) r(xTy) = rx+ry
3) (r+s)x = rx+sx
4) r(sx) = (rs)x

ise M ye sol R-modul (veya R halkas: tizerinde bir modil) denir.
R birimli ve her xeM i¢in 1x = x oluyorsa M ye birimsel (iiniter) modiil
denir. R halkasi yerine R cismi olursa R-modiiliine R tizerinde vektor uzay: denir.

Dikkat edilirse modiil,

RxM—M
{a.X)—ax

olarak tanimlanan ve [-4 sartlarini saglayan bir fonksiyonla degismeli (M, +)
grubundan ibarettir. (Hungerford 1974)

Eger M ayni zamanda sag S-modal ise M ye R-S-bimodiil denir ve Mg ile
gosterilir.
Tanum 1.2.2 (Sabit Ciimle, Altmodiil):

(G, +) birgrup, ©#ScG ve her x, ye§ i¢in x-y S oluyorsa S ye G nin sabit
(stable) altctimlesi denir. Bu durumda § bir yanigruptur.

M bir R-modil ve AcM olsun. Eger A cimles: modiil sartlanni tasiyorsa A
ya M nin bir altmodiilii denir. Bagka bir deyisle, R-modil M nin bir A altciimlesinin

altmoduil olmast igin gerek ve yeter sart:



Her x, yeA, her reR igin,
x—yéA ve rxeA olmasidir.

R nin altmodiilleri kesin olarak R nin idealleridir. M nin kendisi ve {0}
altmodiil olup bunlara R-modiil M nin agikar altmodiilleri denir.

Tamm 1.2.3 (Basit Modiil):

Bir R-modiil M nin altmodiilleri qsadece M ve {0} ise buna basit modil

denir,

Onerme 1.2.4:

R-modiil M nin basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkli her xeR
icin M = Rx = {rx | reR }olmasidir.

Ispat: Eger R basit ise x#0 igin x=1xeRx # {0} olur. Rx bir altmodiil
oldugundan Rx=M olmalidir.

0#xcR igin Rx=M ise N#{0}, M nin bir altmodilii olsun. neN ve n#0
verildiginden M=RncN elde edilir. dolayisiyla M=N olur, yani M basittir(Blyth 1977).
Tanim 1.2.5 (Modiil Homomorfizmi):

M ve N R-modiiller, M—N bir déniisiim olsun. Her x, yeM, reR igin,
(1) fix+y) = f(x)+(y)
(2) f(rx) = rf{x)

sartlari, saglanwsa £ M—N doniisimine R-homomorfizm (veya modiil
homomorfizmi) denir. R bir cisim oldugunda buna lineer transfdrmasyon denir.

Tamm 1.2.6 (Altmodiil Ureten):

R-modiil M nin bir altciimlesi X ise M nin X i iceren tiim altmodiillerinin
kesisimine X ile tiretilen altmodiil denir ve <X> ile gosterilir. Eger X sonlu ve X, B
modiiliinii tiretiyorsa B ye sonlu (retilen altmodiil ad: verilir.

Eger X={a}tek bir elemandan ibaret ise X ile iretilen altmodiile devirli

altmodiil denir.



Tanmm 1.2.7 (Temel ideal Bolgesi):

Eger R-modiil M tek elemanl: bir altciimle tarafindan iiretiliyorsa buna
devirli denir. Bir baska deyisle M=Rx olacak gsekilde xeM varsa R-modil M ye
devirli denir. De&ismeli bir tamlik bolgesinin her I ideali temel ise buna Temel Ideal
Bolgesi (TIB) denir. (Bazi a<R igin I=Ra). Buna gore TIB'de her ideal devirli R-

moduilidir,
Ornek 1.2.8;
Her basit R-modiil devirlidir.

Ornek 1.2.9:

R nin herhangi bir [ ideali R-modiil R/l devirlidir. Ciinka {1/1} tarafindan,

iretilir,

Tanimm 1.2.10 (Lineer Kombinasyon):

1
M bir R-modiil, ©#ScM bir aliciimle olsun. x = »_r,x; olacak sekilde

X[y X9s o xueS ve 1, Iy ..., r,eR versa xeM ye S nin elemanlarinin lineer
kombinasyonu denir. S nin elemanlarmin tiim lineer kombinasyonlarinin ciimlesi
LK(S) ile gosterilir.

Teorem 1.2.11:

S. R-modiil M nin bir altciimlest olsun. Bu durumda S tarafindan tiretilen

altmodiil,
[ 10}, eger S=@ ise
< 8»=- _
ILK(S), eferS= O ise
seklindedir.

ispat: S=© ise M nin S yi iceren en kiigik altmodili {0} sifir

altmoduludiir.



Kabul edelim ki S=& dir. LK(S) nin, M nin altmodiilii oldugu agikur.
Ustelik her xe§ i¢in x=1,xeLK(S) den dolaym SCLK(S) dir. Tanimdan <S>, S yi
igeren en kiigik altmodilidir. Buradan <S>»>cCLK(S) yazilir.

Ote yandan S nin elemanlarinin herbir lineer kombinasyonu agik¢a herbir
altmodiile aittir. Yani LK(S)S.

Tamm 1.2.12 (Annihilator):
R-madiil M nin her bos olmayan X altciimlesi igin,
Ann(X) = {reR | her xe X i¢in rx=0}
climlesine R de X in annihilatorii (sifirlayicist) denir.
Tanmm 1.2.13 (Faithful R-modiil):

M bir R modtil ve Ann(M) = {0} 1se M ye faithful (sadik) R-modiil adi

verilir.
Tanim 1.2.14 (Torsion-Free):

X = {x} oldugu durumda Ann(X) = Ann(x) olarak yazilir ve buna x in
annihilatorii denir. Eger Ann(x) = {0} ise x e¢lemanina M nin bir torsion

(burulmug)eleman: denir.
Eger Ann(x) = {0} ise buna torsion-free denir. .

M nin her elemani torsion eleman ise M ye torsion R-modiil, M nin sifirdan
farkli her elemani torsion-free ise M ye torsion-free R-modiil adi verilir.

Tamm 1.2.15 (Maximal Altmodiil):

G bir R-modiil ve McG bir altmodiil olsun. MCNCG olacak sekilde bir N
altmodiil yoksa M ye G nin bir maximal altmodula denir.

Her xe@G, G de “x>cG dewvirli altmodil dretir. Eger <x>c<y>cG olacak
bigimde bir <7y>> devirli altmodiilii yoksa <x> e G nin bir maximal devirli altmodiilii

denir.-
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Tanmm 1.2.16 (Noetherian / Artinian Modiil):

M bir R-modiil olsun. M nin altmodallerinin her M cM,cM,c... artan
zinciri igin M =M (kxn) olacak sekilde bir n dogal sayisi varsa R-modiil M ye
noetherian (vaya artan zincir kosulunu saglar) denir.

Eger M nin altmodiillerinin M oM, >M,2... altmodiillerinin azalan zinciri

=

sonlu bir adimda duruyorsa R-modutl M ye Artinian ad: verilir.
Tanmm 1.2.17 (Bir Fonksiyonun Kisitlanisi):

f: A—B bir doniisiim ve A/CA olsun. €A’ igin A’ den B ye #—f(¥) ile
tanimlanan donisiime f nin A’ ye kisitlanmasi denir ve f] y ile gosterilir.

O halde (fjo)(a)= (&) olur. Eger g: A—B dontistimi igin f]os =g oluyorsa

f'ye ¢ nin A ya genislemesi denir.
Ornek 1.2.18:

2INCIN oldugu agiktir,

f: IN>IN : ¢ 2IN—>IN
ve
n—2n+1 0 n'—2n'+1

ile taniml déniigiim olsun. Herbir n’eIN i¢in f{rf) = g(n’) oldugundan g = fl,

doniisiimi f nin 2IN ye bir kisitlanmasidir.

(fla) (a) = fla)

Eger g A/>B igin f]5 =g ise {'ye g nin A ya genislemesi denir.



i

I. BOLUM

2.1.YAKIN HALKALAR

1non

Herhangi bir (R, +, .) halkas: i¢in (R, +) nin abel grub oldugu ve "+" min *.
izerine iki yonden dadilma ozellidinin meveut oldugu bilinmektedir. (R, +, )
sisteminde (R, +) grubunun abel olmadi@ini ve "+" min "." Gizerine iki yonden
dagilimli olmasi yerine tek yonden daglimh oldugunu dusinelim. Bu sekildeki bir
sistem halkalar sinifini igine alir. Bu sistemler YAKIN-HALKA (near-ring) adi

altinda incelenirler.
Tanim 2.1.1:

Bir N ciimlesi ile bu ciimle tizerinde toplama " + " ve ¢arpma " . " iglemleri
tanimlansin. Asagidaki sartlar saglanirsa (N, +, .) sistemine yakin-halka denir.

(i) (N, +) grup,
(if) (N, ) yan grup
(iii) Va, b, ce N i¢gin a.(b+c) = a.bta.c

Burada (i) sartindan dolayr sol yakm-halka tanimlanmig oldu. Bunun yerine
(a+b).c = a.c+b.c sarti varsa sag yakin-halka tammlanms olacaktir.(Pilz 1977).

Her halkann bir yakin-halka oldugu agiktir. Ayrica her grup bir yakin-halka

yapilabilir;
Herhangi bir (G, +) gmbunda Va, beG i¢in,
aAb =D olarak tanilandiginda bir (G, +, A) sol yakin-halka,
aAb = a olarak tammlandifiinda bir (G, +, A) sag yakin-halka elde edilir.
Onerme 2.1.2:

N bir sag yakin-halka ise her n, m&N igin,
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(i) O.n=0 dir.
(ii) (-n).m = -n.m dir.(Pilz 1977)
Ornek 2.1.3:

Bir sag yakin-halkada n.0 = 0 ve n.(-m) = -nm esitlikleri gegerli
olmayabilir. M(G) de fo0 = 0 olabilmesi i¢in { nin orjinden gegen bir fonksiyon

olmasi gerekir.

to(-1) = fof esithig ise ancak f nin tek fonksiyon (yani f(-x) = -f{x)) olmast

ile mimkindiir.
Tanim 2.1.4:
N = (N, +, .) bir sol yakm-halka olmak fizere
N;= {deN | (r+s) d = rd+sd, her r,seN igin}

cimlesine N nin dagiimlh elemanlar ciimlesi denir. (Ng , .), N nin bir altyan
grubudur. (N, +) abel ise (N, .), N nin althalkas: olur.(Guttierez 1991)

Homojen Fonksiyonlar

Tanim 2.1.5;
G bir sol R-modtl ve £:G—G bir fonksiyon olsun. HerreR  ve aeG igin,
f(ra) : rfla) ise,
t ye homojen fonksiyon denir.Homaojen fonksiyonlar kiimesi Mg(G) ile gosterilir.
Tanmim 2.1.6:

V bir F vektdr uzayi olsun. Her u, veV, reF icin End,V = {(fV-V]
flutv)=f(u)+(v), flrv)=rf{v)} kiimesine V nin endormorfizmalar kiimesi denir.
End,V, fonksiyon toplama ve fonksiyon bileske islemleri altinda bir halkadir. Bu

halkaya V 'nin endomorfizmalar halkas: denir.
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Ornek 2.1.7;

Her T:. G-G R-Endomorfizmast bir homojen fonksiyondur.
Endy (G)cM(G)

Ornek 2.1.8:;

TeMp(G) ve y,&G olsun.

[Tx) 5 x=y, ise,

fix)=+ :
) 10 VXEY, 1se,

ile tammlanan f: G—G fonksiyonu homojendir. T(y ) # 0 ise,
fixty,) = T(xty,) = T(x)+T(y()) # T(x) iken,
fix)*Hiy,) = T(x)*0 = T(x) oldugundan f¢End,(G) ¢ikar.
Ornek 2.1.9: '

G =V, K cismi tizerinde bir vektor uzays, T: V-5V bir lineer doniisim ve

W bir alt uzay olsun.

T(x); xeW
0 T xEgW

f(x):{
{

ile tamimlanan 2 V—V fonksiyonu homojendir, ancak lineer degildir,
keK ve xeW iken kxeW olur.
flkx) = T(kx) = T(k).T(x)
= k.T(x)
= k.f(x)
xeW veygW olsun. T 'min lineer olmasindan,

fix+y) = T(x+y) = T(x)+T(y) iken,
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f(x)ly) = T(x)+0 = T(x) dir. Yani f{x+y) # f(x)+f(y) elde edilir.

Ornek 2.1.10:
M (IR) = End,(IR) oldugunu gosterelim.

f: IR-»IR homojen ise f{0) =0 ve Vr, x&lR i¢in f(rx) = rf(x) olacafindan

a<IR igin £, £ (x) = ax seklinde tanimlanmalidir. ¥x, yIR igin,
Fxty) = a(xty) = axtay
=1 (x)+f (y) boylece f eEnd,(IR)

w: Endy, (IR) —IR

I —a

ile tammlanan vy déntsiimi bir izomorfizma olur. Dolayisiyla M, (IR) = End,, (IR)

dir.
Ornek 2.1.11;

G devirli bir R-modil ise M (G) = End (G) dir. R-modil G devirli

oldugundan uygun bir ue G igin G = uR yazilir,
[ MR((i), hgr r. I'EGR 1cin,
fur,+urs) = tlu(r, +ry)]
.= fu){r, +r,]
= t’(u)rlﬂ’(u)r2
= flur,)rflur,)

olup f. G nin bir endrmortizmasidir. Yani M, (G) = End(G) olur.



Sonug 2.1.12:

Homojen olup endorfizma olmayan bir fonksiyon ancak devirli olmayan

modiller i¢in sdzkonusudur.
Ornek 2.1.13:

(G, +) dzdes elemani sifir olan bir grup V bir vektor uzayr ve R degismeli,
birimli bir halka ise agsagidaki ciimleler fonksiyon toplama ve bileske islemleri

altinda birer yakin-halkadir.
(a) M(G) = {f: GG} (G 'den G 'ye tiim fonksiyonlar)
(b) M (G) = {feM(G)| f(0) =0
(¢) R[x] = {f | fix) = a0+alx+a2x3+ ..... +a,x" ; nelN ; a;eR, x bir belirsiz}
| (d) R[[x]] = {f[ f{x) = a0+alx+a2x3+.............t; a.eR, x bir belirsiz}
(¢) M (G) = {f: G—>G| f sabit}
() M, (IR) = {f: IR-IR | f tiirevli)

Ornek 2.1.14:

o
Yukandakilerden formel kuvvet serilerinin R[[x]] = {f | f(x) =Zaix' }
i=0

ciimlesinin bir sag yakin-halka oldugunu gosterelim:

- . — 2
Eger (a, aj.-ocen. JeR[[x]] 1ise (a, a.......... ) = ajta;Xta X"t

] .
=Y a;x' demektir.
i=0

bileske islemi; YaxloFbx) = Xa,(Xbx)

ile tanmimlansin,
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(i) (R[[x]], +) degismeli bir gruptur; ozdes elemam (0, O,........ ) ve
(A, @), 8y pennee JeR[[X]] in tersi (-a_, ~a - connee ) dir.

(ii) (R[[x]], o) nin yangrup oldugunu gostermek igin birlesme 6zelhZinin
saglanduni gostermek yeterhidir.

f=Yax, g=3% bjxj ve h=Y ¢x* eR[[x]] iken,
to(goh) = (fog)oh oldugunu gosterelim,
Zaixio[ﬁbjx‘ o Yo xt] = Yaxi0 (Xb‘j(chx“’ ¥y = Zai(ij(}:ckxl")i)i
[Taxx o Xbxi] o Tt = (Zay(Ibyxi)) 0 Tepxk = Tay(Xby(Sexy)!
Demek ki fo(goh) = (fog)oh dir.
(iii) = fjaixi . g= Ebixi , h= chx»k eR[[x]] i¢in,
(frg)oh = (foh) + (goh) oldugunu gostermeliyiz.
(frg)oh = [Z(ai+bi)xi]0§‘ékxk = E(aﬁbi)(chxk)i (1.1)
(foh)*+(goh) = [SaxioXc,xk Jo [Tbx 0 Te xN]
= Ya(Se xM)! ~ Tby(Te by
= (Ta+3b,)(Zc xN)
= Y(a;+b)(Ze b (1.2)
(1.1) ve (1.2) den (f+g)oh = (foh)+(goh) elde edilir. Benzer sekilde
fo(g+h)=(fog)+(foh) bulunur. Sonug olarak (R[[x]]. ~ . o) bir sag yakin-halkadir.
Tanim 2.1.15:

N bir yakin-halka ve her aeN igin a.0 = 0.a = 0 ise N ye sifirsimetrik bir
yakin-halka denir.
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Herhangi bir sag vakin-halka i¢in;
(a) N, = {neN | n.0=0}cN alt kitmesine N nin sifirsimetrik kismi.denir.

(b)N_ = {neN[n0=n} =1neNIvneN igin n.n =n}cN alt kimesine
N nin sabit kismu denir. N, ve N N 'nin altyakin-halkalaridir. N bir halka oldugu
zaman N =N ve N = {0} dir.(Pilz 1977)

Tanmm 2.1.16:

Eger bir asN igin ai = i.a = a olacak sekilde bir ieN varsa N ye birimli
yakin-halka denir.
Ornek 2.1.17:

Yukanida a¢iklanan (R[[x]], +, o) yakin halkas: sifir simetriktir. Ayrica her

EaixiéR[[x]] i¢in,
‘"aix‘ OX = X0 Zaixi = Zaixi

ot

oldugundan Rf[x]] vakin-halkast birimli olup birim elemani x dir.
Tanm 2,1.18:
R, birimli halka, G: uniter sol R-moduil ise
M (G) = {f: GG | f{ra) = ri{a), reR, acG}

ctimlesi fonksivonlarn toplanu ve bileske islemlert altinda bir yakin halkadir. Buna

(R. Q) ile belirtilmis centralizer yakin-halka adi verilir (Fuchs et al 1991)

Onerme 2.1.19:

R bimmli bir halka ve G Gniter sol  R-modil  olsun.
M (G)=iT GG flra)=rfla). reR, a=G} cimlesi M(G) nin sifir simetrik bir alt
yakimn-halkadir.

ispat: f, ¢.h M (G) iken f{rx) = rf(x) , g(rx) = rg(x) ve h(rx)=rh(x) olur.

(fra)(rx) = f{rx)+a(rx)
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f

rf{x)+rg(x)

i

I +e(x)]

il

rl(frg(x)] = frgeM(G) dir.
(Fa)(r) = ()
=f{rg(x))
= r(fg)(x) = tzeM (G) dir.
Iki yonden dagilma ozelligine bakilirsa,
[(Fra)oh](rx) = (Fra)(h(rx))
= f{h{rx)+g(h(rx))
= f{rh(x)) +g(rh(x))
= r[{(h(x))+e(h(x))]
= rl(foh)(x)+(goh)(x)]
= (foh)(rx)+(goh)(rx)
[fo(g+h)[(rx)=f [(g+h)(1x)]
=f [r(g+h)(x)]
=f r{g(x)+h(x)]
=f [g(rx)+h(rx)]

f nin lineer olmasi gerekmediginden son ifade [(fog)+(foh)](rx) ifadesine esit
olmaz Dolaysiyla  soldan  dagilma  ozelligi  yoktur. M (G) bir sag yakin-

halkadir. Ayrica,

(fo)(x) = f{O(x)) = f0) = fOx) = Of(lx) = 0 oldugundan M(G)

stfirsimetriktir,
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Ornek 2.1.20:
End , (IR*)cM, (IR) dir.

-l wem. [Jome]

. , [u, ] R ) 4
feM(IR7) ve UZL JGIR‘ olsun. flu) = u’ ise
u,

MIR(IRz):{f:lRZ — IR?

f(IRu) = IRf{u) = [Ru oldugundan f, IR* 'nin bir boyutlu altuzaylarim
birbirine dondstiriir. Her rj. ryeIR igin,
flryutrsu) = f(rry)ul
= (r]+r2)f(u)
= r,fu)+r,f(u)
= f{r u)+(r,u)
oldugundan A bir 2x2 tipinde matris olmak tizere f(u) = Au seklinde yazilir. Bu da
f'nin IR? nin altuzayinda lineer oldugunu gosterir. Buna gore f 'nin herhangi farkl
iki altuzaymdaki temsil matnislert farkli ise t homojen fonksiyonu lineer olamaz.

Cinkt flu) = Au, f{v) = Bv ve Az B ise utvg-u> = IRu, utveg<u>zIRv

oldugundan bir [C], > matrisi igin,
flutv) = Clutv) = CurCv = Au+Bv
= flu)t+f{v)
esitliginin meveut olmayabilecedi gortliir. Sovle ki,
0=u, velR*, U=IRu, V=IRv olmak iizere,
[ x s xeU  ise

fix)={2x:xeV ise
0 :xegll xeV ise

ile tammh fe MlR(’IRZ) dir. Ancak,



flu+v) = 0, flu)+(v) = u+2v dolayisiyla feEnd, (IR?) dir.

Sonug olarak f 'nin IR? 'nin herbir alt uzayindaki temsil matrisi (benzerlik
disinda) bir tek ise f= MIR(IRl) fonksiyonu lineerdir (Goérentas 1994)
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2.2.URETENLER
Tanim 2.2.1:

R birimli bir halka @S bir climle olsun. S Gizerinde serbest (free) R-modiil

su anlama gelir:

. Bir R-modul F ile birlikte 1 S—F déniisiimii her R-
h 2™ modil M ve her g S—M dénisimi igin  yandaki

i3

A
¢ o diyagram komiitatif olacak sekilde (h: F—>M) bir tek
h
' F Vs R-modil homomofizmast vardir.
Tanim 2.2.2:

R biimli bir halka olsun. Her serbest R-modiil F igin f nin herhangi iki
tabaninin kardinalitesi aynidir. I nin herhangi bir tabaninin kardinal sayisma R

Uzerinde F nin ranki denir.

Tamim 2.2.3:

D temel ideal bolgesi ve ae D= olsun. Herhangi bir BeD? igin r, s, teD

olmak uzere
ar = fs £ 0 iken B = at ise o, D7 de bir Gretendir denir. Buna gore,
a D de diretendir <> JaD~fD = {03 = BDcaD)

yazilablir.
Ornek 2.2.4:

. D 2) (1. d) 3) (d+1.d)

vektorleri her deD icin D* 'de birer iiretendir.

d =0 i¢in yukaridaki vektorler, (0.1). (1,0) olup iireten olduklan agiktir,
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(3]

d=0 1¢in,
: d I'x
1) <1r:[5s¢{0}, uz[l:'l ve Brt\J iqn,

)/
[ﬂr = ;Js 7 )"()1? (r,s D)

L0]

' x

. d d| ., .
Burada dr=xs, r=yvys dir. } }: [ | }y yazildigindan LJ D® de tretendir.
Ly

Burada r=xs, dr=ys dolayisiyla dxs=ys ve dx -y dir. Boylece,

x] 71 . W
Lr! ]x yazildigindan { L, D7 de bir iiretendir.
y] id] Ld]

-

3) = d“], B»H igin,

[dﬂu qr:(ﬂs

Ld [y

Burada dr+r=xs, dr=ys dolayisiyla ys+r=xs ve r=(x-y)s olur. Son esitlifin her iki

fd+1
taraﬁf ! }

L d ]

ile ¢arpilirsa.

e

.

rzldﬂ](x—v)s

L d ) .

P}S:FHI](va)S ve {xngdH}(xﬂy) cikar,
yl L4 " vyl L d



O halde [d;]} D? de bir iiretendir.
ScD-” bir alt kime olsun. Eger her a<S bir tireten ve o, BeS igin aDcBD
iken =P oluvorsa S ye D? de bir iireten kimesi denir.
Simdi de M (G) nin halka olabilme durumlarini agiklayalim.
Onerme 2.2.5:
M, (G) de G=R alindifinda olusan M, (R) bir halkadir(Fuchs et al 1991).
ispat: R halka oldugundan R kepdi tizerinde bir R-moduldir.
L: R~>MR(R) yi YaeR 1¢in,
LI.(a) = rz;, Liry=L,
bigiminde tanimlayalim.
L (ab) = r(ab) = (ra)b = (L (a))b
oldugundan L eM(R) dir. Ayrica her a, beR igin,
L (a~b) = r(athb) ratrb = L (a)TL (b)
oldugundan L _eEnd(R) dir. Her a, r, seR i¢in,
[Lr+s)] (a) = L (a) = (rts)a = rat+sa
=L (a)y+L (a)
= (L +L)(a)
Boylece L, =L L oldugu ¢ikar ayrica
[L(rs)] (a) = L (a) = (rs)a = r(sa)

= L (sa)
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=L (Ly(a))
= (L.L)(a) = L(rs) = L(r)L(s)
oldugundan L bir halka homomorﬁzmannr.
L(r)=0 ise 0=L(r}(1) =L (1) =rl =7
L(r) = 0 iken r=0 oldugundan L, birebirdir.

®cEnd(R) olsun. re®(l) igin L(r)(a)=L (a)=ra=®(1)a=D(a) L(r)=
olup L bir halka izomorfizmasidir. R=End(R) olur (Yildiz 1994).

Onerme 2.2.6:

G bir sag R-modiil, H, K G 'nin R-altmiidiilleri olmak tizere G=H®K ve
feMg(G) olsun. a, b#0 ve acH, beK .icin flatb)#f(a)+f(b) ise f, M(G) nin bir
dagilimi elemani degildir. Bu durumda M (G) bir halka degildir.

ispat: G = H®K direkt toplam ayrigtmina karsihk gelen idempotentler
sirasiyla e; |, e, M (G) olup e e, toplami M, .(G) nin birimine esittir.

(fe e, )(atb) = (fe;)(atb)+(fe, )(ath)
= f{e; (atb))+H{ex(a+h))
= ﬁb)ﬁ‘(a)

# f’(a+b)

fleyreg) = fley)ttley) oldugundan bu durumda My(G) halka olamaz (Yildiz
1994).
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Onerme 2.2.7:

G bir sag R-modil ve G=H®K, G 'nin asikar olmayan bir direkt toplam
ayrisimi olsun. Eger G nin asagidaki sartlara uyan bostan farkli bir X altkiimesi

varsa M (G) halka olamaz.
(i) 0 X, X£G" (G" = G\{0})
(ii) x¢X ise herreR i¢in erXIu{O:
(iii) xre X, reR ise xe X dir.
ispat:

[x 1 xeX ise

F(x) = :
]l(}; XX 1se

ile tanimlanan f: G—G fonksiyonu verilsin. x& X, reR igin (1) den xre X {0} ve

xreX veya xr=0 yazilir.
xre X ise {{xr) = xr=f{{x)r
xr=0 ise 1’(x;) =0 =0.r=1t{x)r

olup feM(G) dir. acH, beK elemanlan flatb) = f{a)+f(b) saru ile segilirse bir

énceki Onerkeden MR(G) bir halka olmaz.
Bu durumda meydané gelen Gi¢ ayrt durumu inceleyelim.
1. Durum:
HrX =0, KnX =0 ise; xeX elemani x=a+b olarak yazilir.
a.be X oldugundan f{a) = f(b) = 0 olur.
flatb) = f(x) = x=0
fa+b) = f{a)+H(b)

cikar.
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2, Durum:
HX# @, KnX =@ ise;
acHAK ve 0zbeK elemanlari igin,

_ja+b; atbeX ise

f(a+b)= )
l 0 ; a+tbgX ise

tken fla)tt{b) = a+0 (aeX, bgX oldugundan). Dolayistyla her iki sart igin de
flath) = fla)+f{b) elde edilir.

3. Durum:

HAX # @, KX =0 ise;

HOUKZXot0) 1se X#G® oldugundan acH, beK igin bir y = atbeG"\X

elemani vardir. Buna gore,
flatb) = 0 # at+b = fla)+f(b) elde edilir.
Ayrica HzX {0} oldugu duruma bakilirsa,

acH\X ve beKnX alalim. Buna gore,

fath) [a+b; a+beX ise
a =
] 0 ; atbegX ise

iken fla)+f(b) = 0+b dir dolayisivla her iki sartta da f{a+b)=f{a)+(b) elde edilir.



. BOLUM

3.1KISMi ENDOMORFIZMALAR
Bu bélimiin en temel kavramlarindan biri olan "ORTU" s6yle tanimlaniyor.
Tanim 3.1.1:

S birimli bir halka, G bir sol S-modiil olsun. G i¢inbir S-6rtii (veya sadece

ortl), asagidaki sartlari saglayan bir ¢ = {G_}, .. , indeks kiimesidir.

(i) @ =G, <G, her ueA
(ii) Ug=G

-(iii) Her s&S ve e A i¢in sGugGB olacak sekilde bir Be A vardir.

Gninbirg={G, | A Ortisi ['IS 'nin bir T altkiimesi belirler. Bu, M, (G)

[72-RY
nin altyakin-halkasi olarak yazilir.

o, B<A olsun. Ayrica ¢sol annihilatori gostersin,

. [1(G, "Gy). egerG, G, #D ise
Kyp=3. |
“ 1S, diger durumda.

olarak tamimlansin [ S nin elemanlarmi t = {t }, t &S ile tammladigimizda,

[TEAN

(
T:j‘teﬂs

(TR

tu. - tﬁ & Ku[{ a2 her Q,B & A} Olur

Bir y: T->M (G) dontistmi w(t)(g) = t,g olarak tammlamrsa geG , olur.
W dondstimii tyn tammbdir. Cinki ge G NGy ise (-t €K, ve 1,8 = tyg olur.

Teorem 3.1.2.

W(T). M (G) nin altyakin-halkasidir.

t



ispat: s, teTiginu, v e r[ S olsun, dyle ki;

wel

t

o )

U= S s Vi =S5t s tuG <Gy

e
once u, veT oldugunu gosterelim:
U mUy = (5,70 - (547)
= (su-sﬁ) +(t, ‘-tﬁ) EKul*
istelik geG, ‘mGﬁ ise VoV = Ss Syt
1,6, =Gy ve t[‘(}ﬁgGY yazilir. Buradan;
(Vi) = (858,75, 10)8 = 85(1,8)-5,(t,8)
(t,8 = t,2€G Gy dan).
85(t,8) - sy(t( &)= (s(s-s,{)( t,8)=0
Bu nedenle v -v &R, s olur.
ise,

Boylece u, veT oldugunu gostermis olduk. Eger geG,,

pyuyg =u g = (s, )g

= S(lg+t((g
= ys)gty(tg

= (y(s)+w(t))g ve
WV = V8= 5l 8
= y(s)(1, 8

= w(s)(w(n)g)

= y(s)wh)g
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elde edilir.(Maxson and Walt 1991)

Yukarida M (G) nin altyakin-halkasi oldugu gosterilen yw(T) ye S ve
4 tarafindan belirlenen kismi endomorfizmalar yakin-halkasi denir. PE(G; &) veya

sadece N ile gosterilir.
Kismi Endomorfizmalari su sekilde tamimlamak da mimkindr.

Tamm 3.1.3:

G bir S-modil E = End(G, G nin her ¢ ortiisii igin PE(G, ) = N =
(feMq(G) | her aeA igin 1] , . baz1 ecE ye genisler] ile verilen M((G) nin N
altyakin-halkasmu belirler. Buna & 6rtiisti ile belirlenen S-modial G nin Kismu

Endomorfizmalar Yakin-Halkas: denir. .
Herhangi bir 4 ortiisi igin,
End(GoPE ((G, /) cM((G) oldugu sdylenebilir,

Bu boliimde, eger D bir temelideal bolgesi ise M;,(D") nin her eleman
D" nin bir kismi endomorfizmasidir. Bunun anlami sudur: Eger aeD", feM,,(D")
ise D" nin f{a) = t{w) olacak sekilde D Gizerinde bir t endomorfizmasi vardr.

S =Z tamsayilar halkasi, G=Z> iki boyutlu serbest Z-modiil, 4 maximal

e

X
devirli altmodiillerden olusan bir 6rti olsun. Ayrica feM. (ZZ), G = ] Z
L 63 X

-

Ix, N Te
lizerinde T(LID = LIJ ile belirlensin. G, devirli altmodiil oldugundan
ebob(x,.x,)=1 ve buradan 3h.keZ igin hx,+kx,=1 elde edilir. Bu zaman f,G_iizerinde

c, ch ¢k
Jhkij=
L,} [ ' ] Lzh czk}

matrisi ile temsil olunabilir. Aymi sekilde f/G,, G nin bir endomorfizmasina

genisleyebilir. Yani her feM,(Z%), 7> nin kismi bir endomorfizmasidir.
(Her G g, 3yeEnd,(Z%) i¢in /G, = y) . (Maxson 1988)
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Gnng={C, }acA veD= {DB}BC_B ortilert arasinda miimkiin olan tki

baginti soyle tammlaniyor;

D HeraeA iginC = Dﬁ olacak sekilde bir B&B varsa @<? yazilir.

2) Eger her aeA i¢in C, ‘{,_;[)ﬁ olacak gekilde bir BeB varsa @<? yazilr.
Herhangi bir ¢ ortiist iin,

End G < PE((G, @) < M(G) oldugu soylenebilir,

Onerme 3.1.4:

€= 1C lucA ve D= :Dﬁ;BeB, Gy, i¢in ortiiler ve @D veya ¢@<D ise
PE(G, D) PE(G. @) dir.

ispat: 2cD iken wbiatiyle @D dir. Bu nedenle @:2 durumunu ele almak

yeterlidir.
fe PE((G, 2) olsun.

C=D den her as A igin C, lg[)ﬁ olacak sekilde bir BB vardir. Dolayisiyla
fic, =) DV)) C,, yazilabilir. fePE((G, D) oldugundan f |py . bir E = Endy(G) ye
genigleyebilir Bu durumda fljc da E nin bir elemanmna genisleyebilir, yani

fePE(,G.&) dir. O halde PE(,G, D)=PE(,G. ¢) dir(Maxson and Walt 1992).
Onerme 3.1.5:
¢ ve D Gy, nin ortileri ve 222 ise PE(G, D) = PE(G, AD) dir.
ispat: D2 ve DA oldugu agikur, Bir onceki 6nermeden
PE(,G.AD)PE(G,D) (3.1)
yazilir.
Ote yandan @D ise DD di{'. Yine dnceki dnermeden

PE(,(1.20)::PE(G.@.D) (3.2)
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yazilir (Maxson and Walt 1992)
1) ve (2) den PE((G, D) = PE((G, @..D) elde edilir.

Bu kisimda iki durumla igilenecegiz. Birincisi ¢ deki cimleler G nin
S-altmodiillendir. Bunu & (S) ile ifade edecegiz. ikincisi G bir S-R-bimoduildiir
(Gy) ayrica G deki camlcler (S, R} ile ifade edece@imiz altbimodullerdir.

Teorem 3.1.6.

Kabul edelim ki ¢ = {G ] ., S-modiil G igin bir értiidiir ve her A igin
G,, . G nin bir S-altmoduliidir. Bu durumda N=PE( G, 4(S)) bir halkadur.

ispat: Burada T, [1 S halkasimin bir alt halkas: olarak w: T—N bir

wel

halka epimortizmi olarak gozdniine alinabilir.

tseT i stt = s +f, | ve ' st is,t,) olarak tanimlansin. Teorem

3.1.2 den streT oldugu gikar.

steT olduguna gelince, «, Be A igin,

S Q = Q — a Qe ~ K RIS TR TS 31 4 [ . ,
Sekee = Sl s (1, f) + (3, bl‘)ll"d\“»l‘ oldugu gorilir. I\uﬁ iki yanl ideal

oldugundan steT dir. Ustelk w nin halka homomortizmasi oldugu Teorem
3.1.2'de yapilan islemlerden agiktir. Sonug ofarak T halka oldugundan N nin de bir

halka oldugu elde edilir (Maxson and Walt 1991).

Teorem 3.1.7:

g = G S'), S-modil G nin altmodiilleri ile olusturulan bir 6rtii olsun. Herbir
G,, taithful S-modil oldugunda G bir yakin-halka T-modiil olarak faithfuldur.

ispat: Her G, nm bir S-modil olarak faithful (sadik) oldugunu kabul
edelim ve bazi t<T i¢in tG = 0 olarak alalim. O zaman her a€A igin 1, G, = 0 ve
t, = 0 olur. Bu, G bir T-modul olarak faithful odugundan t = 0 anlamndadir.

Tersine, kabul edelim ki G, T nin faithful sol yakin halka modiiliidiir, ancak
£(G) = Ky # 0 yazilabileceginden G, =G bir faithful sol S-modil degildir.



0+ sel'\'w oldugundan t = {t } ile t, = s, t, = 0 T mn sifirdan farkh bir

elemanidir (Maxson and Walt 1991).

Simdi de altbimodiillerce olusturulan ortilerin durumunu gézéniine alalim.

Bundan sonra R birimli bir halkayi, (G, 1se sol S-, sag R-modiili gostersin.
Teorem 3.1.8:

Eger 4(R). &4 nin sag R-altmodillerince olusturulan bir orti  ise
N = PE((Gy,. 4(R)). M (G) nin altyakin-halkasidir.(Maxson and Walt 1991)

isp:u: feN, F=y(1), t=T olsun. Bu durumda,
geG . reRise greG , elde ederiz. Bu yiizden,
flg)r = (w(t)e)r = (1 &)r
=1 (gr)
= y(1)(gr)
= f(gl‘) )

Bundan sonraki  Lemma kisnu  endomorfizma  halkasiin - temel
ozelliklerinden birimi verecektir. notasyon olarak.

R, §; halkalar,

<Gy bimodiil

¢ ., bimodiillerce olugturulan bir :'onu
N PE(G. 4(S, R))

Lemma 3.1.9:

V. R nin sol ideali, H = ¢ (V)] = {geG | gv = 0, her veV] olsun. Bu
durumda H; G nin altmodiliadiir ve N-modiil G nin bir N-idealidir,

ispat: Acikur ki H. G nin alterubudur.
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s&eS. reR, heH ve veVoolsun.

(sh)v = s(hv) = 0 ve rveV den (hr)v = h(rv) = 0 dir. Bu nedenle H G nin
altmodiilidiar. H nin,G nin N-ideali oldugunu gostermek igin feN, geG alalim ve

flg+th)-f{g)eH oldugunu gosterelim. feN den,
flgrh) = s(a+h) = sgtsh
Uygun s,5 S igin,
flg) = sg
flu+th)-tg) = sg-s'g+sh
Simdi ve Vigin
(sg)v = (sg+sh)(v) = flgth)(v)
= f{gv+hv)
= flg)v = (s’g)v

Buradan (sg-sg) =/.(v) = H, t{g+H)-f(g)eH olmasim gerektirir (Maxson and Walt
1991).
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