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SIMGELER DIiZINI

: F kiimesinin tiimleyeni

: F kiimesinin kapanisi

: Birinci Sayilabilir Uzay

: Ikinci Sayilabilir Uzay

: Reel Sayilar Kiimesi

: Rasyonel Sayilar Kiimesi
: Tam Sayilar Kiimesi

: Dogal Sayilar Kiimesi

: Hilbert Uzay1
: Tychonoff Uzay:

: Hilbert Kiipii

- Inceltme Bagintis1

A

: U 6rtiimiiniin star ailesi
- U ortiminiin delta ailesi

: Bir d metrigi ile kurulan metriklenebilir topoloji



TESEKKUR

Bu tez genel itibariyle topolojik uzaylarda parakompakthk ve metriklenebilme ile
ilgili faydal bilgileri icermektedir. Bundan dolay tezin hazirlanmasinda bana rehberlik
eden Sayin Hocam Yrd.Dog¢.Dr Yimaz ALTIN'a ve Matematik Boliimii Ogretim

elemanlanina tesekkirlerimi sunmayi bir borg bilirim.
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oz
Bir (X,'i") topolojik uzayinin ne zaman bir Metrik Uzay olacag1 sorusu

topolojinin bashca problemlerinden birisidir. Eger X tizerinde 'i"d =T olacak sekilde

bir d metrigi varsa, X bir Metrik Uzay olarak diigiiniilebilir.

Ancak X 'in agtk kiimelere dayali bir takim kosullara sahip olmasi
gerekmektedir. Bu sebeple, metriklenebilirlik kavrami igin bir gegis noktasi olarak
parakompaktlik kavrami geligtirilmigtir. Béylece, bir Regiiler Uzay tlizerine kurulu bir

o-yerel sonlu bazin bu uzay1 metriklendirebildigi belirlenmigtir.

Iste, Genel Metriklenebilme Teoremi ve sonuglart bu agidan 6nem
kazanmaktadir. Aynica, sonuglarin geligtirilmesi ve genellestirilmesi de 1950'den beri

devam etmektedir.

Bu calismada; kompakth@in dogal bir genellestirilmesi olan parakompaktlik
kavramina iligkin bazi teorem ve sonuglardan hareketle, metriklenebilirlik kavram

genel topolojik uzaylar igin genellegtirilmigtir.

Ayn1 zamanda bu c¢aligmada metriklenebilme teorisi lzerine yapilan

uygulamalar i¢in kolaylik saglayan bir takim énemli teorem ve sonuglarda verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortiim, Yerel Sonlu Ortim, Inceltilmis Ortiim,
Parakompaktlhik, Metriklenebilirlik.
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ABSTRACT

The question that will, "When is (X.T) topological space a Metric Space?”, is

~

principal in problems of general topology. If a metric d exists such that T; =T in

topological space X, may be thought as a metric space X.

However, X is necessary to be possess some condition according to open sets.
This reason, paracompactness concept is improved as a passing point to metrizable
concept. In this way, X space is determined metrization together with a c-local finite

base as a Regular Space.

Also from this point of view General Metrization Theorem and results are very
important. Moreover, generalizations and improvements of these results have been

appearing continuously since 1950,

In this study, metrizable concept is generalized for general topological spaces
with motion in some theorem and results according to paracompactness concept that a

natural generalization of compactness.

And moreover are given also some important theorem and results getting easy to

making applications for metrizable theory.

Keywords: Covering, Local Finite Covering, Refinement Covering,

Paracompactness, Metrizable.



GIRIS
Topolojinin gelisimi ile agik kiime ve Ortiim kavramlarinin topolojik uzaylarda
yeterince kullanim alamina sahip olmadif: anlagilmstir. Ozellikle bu kavramlar,
metriklenebilme konusunun arastinlmasinda temel almmamustir. Iste bu yiizden, 1924
yilina kadar metrik uzaylann topolojik uzaylara genellestirilmesi ¢aligmalan olumlu
sonu¢ verememigstir. 1924 yilinda ise Alexandroff ve Urysohn tarafindan hem bu
konuda ilk olumlu sonug elde edilmis ve hem de agik kiimeler iizerine kurulu, tammi

heniiz yapilmamig bazi kavramlar gosterilmistir.

Bu kavramlara 1937'de Cech tarafindan bikompaktlik dahil edilmis, 1940'da ise
Tukey tarafindan tam normallik tanmimlanarak her metrik uzayimn bir tam normal uzay
oldugu gosterilmistir. Dieudonne tarafindan 1944'de kendi deyimiyle metrik ve
kompakt uzaylar arasinda 6zel bir topolojik sinifin olugumunu saglayan ve kompakthgin
dogal bir genellestirilmesi olan parakompaktlik kavrami literatiire kazandiriimistir.
1948'de Stone tarafindan her metrik uzayin bir parakompakt uzay oldugu gosterilerek;
aslinda parakompaktlik ile tam normalligin denk oldugu sonucu elde edilmigtir. Nagata
(1950), Bing (1951), Smirnov (1951) gibi matematikgilerin galigmalari neticesinde ise
Genel Metriklenebilme Teoremi olusturularak, ispatinda bir o-yerel sonlu baz (Bing'in
deyimiyle c-ayrik baz) kullamilmasi uygun goriilmiigtir. Daha sonra parakompakhik ve
metriklenebilme konularinda Kely ( 1987 ), Durmochwal ( 1989 ), Leszek ( 1991 ),
Tkachuk ( 1994 ) tarafindan yeni ¢aligmalar yapilmigtir, fakat bu konulara

deyinilmeyecektir.

Konu ile ilgili temel kavramlann detaylani Kelley (1955), Michael (1957),
Mamuzic (1963), Pervin (1964), Willard (1970), Aslim (1988), Gemignani (1990),
Giirkanli (1993), Biilbiil (1994), Yiiksel (1995) ¢aliymalarinda verilmistir.
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BIRINCI BOLUM
1. ONBILGILER

1.1. Topolojik Uzaylar

[.1.1. Tammm: X bir kiime, A sonlu olmas: gerekmeyen bir indis kiimesi ve T 'de

X 'in alt kiimelerinin bir kolleksiyonu olmak iizere agsagidakiler saglansin,
) D e T. XeT.
i1) Eger o=1.2,....n i¢in U,€ T ise ~{U,o=1,...,n}e T.
iii) Eger VaeA igin U,e T ise UlUdacAle T.

Bu taktirde T 'ye ait olan her kiimeye bir agik kitme ve X 'e bir topolojik uzay

ya da bir T -uzay! denir. T kolleksiyonuna ise X 'in topolojisi denir.

1.1.2. Tanim: X bir topolojik uzay ve X 'in bir x noktas: verilsin. Eger X 'in bir U

alt kiimesi, x 'i thtiva eden bir V agik kiimesini igeriyorsa, U 'ya x 'in bir komsulugu denir.

1.1.3. Teorem: X bir topolojik uzay ve U(x)'de bir xeX noktasinin tim

komsuluklarinin kolleksiyonu olmak iizere asagidakiler saglanir:
i) Xe U (x).
it) Eger Ue U (x) 1se xeU.
iii) Eger Ue U (x) 1se UcV olacak sekilde bir Ve U (x) vardir.
iv) Eger U Ve U (x) ise UnVe U (x).

v) Eger Ue U (x) 1se xeVcU olacak sekilde oyle bir V kiimesi vardir ki her

yeV igin Ve U(y) ‘dir (Ashm, 1988).

I.1.4. Tamm: Bir X topolojik uzaymnn bir F alt kiimesi, eger X-F bir agik kiime

ise, bir kapali kiime adini alir ve c(F) ile gosterilir. Bazen X-F, ~(F) ile gosterilir.



1.1.5. Teorem: Bir X topolojik uzaymin kapali kiimelerinin bir F
kolleksiyonu, A sonlu olmasi gerekmeyen bir indis kiimesi olmak tzere, asagidaki

sartlan saglar:

i) @eF, XeF.
ii) Eger a=1,2,...,n igin FocF ise u{Fa|a=l,2,...,n}ef7.

iii) Eger VoeA i¢in Fuc F ise n{FJocAleF ‘dir.

1.1,6. Tanmm: (X, 'i') bir topolojik uzay ve bir xeX 'in U (x) komsuluklan
kiimesi olmak iizere, c(F)={xeX|[UnF#d, VUe Ij(x)} kiimesine X 'in bir F alt

kiimesinin kapamg: denir.

1.1.7. Tanim: (X, T) bir topolojik uzay ve YcX olsun. Eger c(Y)=X ise
Y 'ye X 'in bir yogun alt kiimesi denir.

1.1.8. Teorem: Bir (X, T) topolojik uzayinda A, BcX igin asagidaki sartlar
saglanir:

i) (D)=, Acc(A).

ii) ¢(c(A))=c(A), c(AUB)=c(A)c(B).

1.1.9. Tanmm: (X, 'i'l) ve (Y, 'i"z) iki topolojik uzay olmak iizere bir £ X—>Y

fonksiyonu ile xeX noktast verilsin. f{x) noktasmn Y'de her W komsulugu igin,
flU)YcW olacak sekilde x noktasimin X'de bir U komgulugu varsa, f fonksiyonuna x
noktasinda siireklidir denir. Eger VxeX igin f siirekli ise f'ye X iizerinde siireklidir

denir.

1.1.10. Tamm: (X,T;) ve (Y,T,) iki topolojik uzay, fX)cY ile bir
f:X—>f(X) birebir, orten, siirekli fonksiyonu verilsin. Eger f':f{X)—»X fonksiyonu da
siirekli ise f'ye X 'den Y igine bir gomme fonksiyonu denir.

1.1.11. Tamm: Bir f:(X, 'i‘l )—>(Y, 'i"z ) fonksiyonu verilsin. Eger X 'in her agik

(kapal)) kiimesinin f altindaki gériintisii de agik (kapal) ise f 'ye bir agik (kapalr)

fonksiyon denir.



1.1.12. Tammm: Bir f:(X, 'i‘, =Y, "1'2) fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve ters

fbnksiyonu siirekli ise bu f fonksiyonuna bir homeomorfizm, X ile Y topolojik

uzaylarina da homeomorf uzaylar denir.

1.1.13. Teorem: Bir f.(X, 'i“, )->(Y, 'f’z ) fonksiyonu ig¢in agagidaki ifadeler
denktir:

1) f, X'de siireklidir.

ii) Her HCY (agik) kapah alt kiimesi icin £'(H)cX kiimesi (ag1k) kapalidir.

iif) Her GcX igin f{c(G))cc(f(G)) saglanir (Yiiksel, 1995).

1.1.14. Tammm: Topolojik uzaylarda topolojik dontgiamler altinda degismeyen

ozelliklere bir topolojik 6zellik denir.

1.1.15. Teorem:
i) £ (X, T)~>(Y,{Y,D}) fonksiyonu siireklidir.
i) I: (X, T)—>(X, T) fonksiyonu sireklidir (Biilbiil, 1994).

1.1.16. Tamm: (X, 'i") bir topolojik uzay ve B 'de X'in acik alt kiimelerinin
bir sinifi, yani BcT olsun Eger T 'nin her elemam B ‘'nin elemanlarimin bir
birlesimi olarak yazilabiliyorsa l§'ye T topolojisi igin bir taban denir. T=<B> ile
gosterilir.

1.1.17. Tanmm: (X, 'i') bir topolojik uzay olsun. Bir ScT at smfinin

elemanlannin tiim sonlu arakesitlerinden olusan simf T icin bir taban olusturuyorsa

bu S alt ailesine T ‘nin bir alt tabam denir. T=<<$>> ile gosterilir.

1.1.18. Tamim: (X, 'f') bir topolojik uzay ve xeX olsun. Bir f3(x)c U (x) alt

ailesine, her Ue U (x) i¢in VcU olacak sekilde bir Ve l§(x) varsa, X lizerinde bir x

noktasimin bir komsuluk tabam denir.



1.1.19. Teorem: (X, T)) ve (Y, T,) herhangi iki topolojik uzay ile bir f:X—>Y
fonksiyonu verilsin. B, ile S,, X uzaymnin ve Bz ile éz 'de, Y uzayinin sirastyla
taban ve alt tabani olmak Gzere, agagidaki ifadeler denktir:

1) f sireklidir.

i) Her S,eS, igin £'(S)e T,.

ii1) Her B,e Bz icin f'(By)e 'i'l (Gemignani, 1990).

1.1.20. Tanmm: Bir topolojik uzayda ayni topolojiyi iireten iki tabana denk
tabanlar denir.

1.1.21. Teorem: Her taban bir alt tabandir.

1.1.22, Tanim: Her noktasinda sayilabilir bir komguluk tabanma sahip olan bir

topolojik uzaya birinci sayilabilir uzay denir ve S, ile gosterilir.

1.1.23. Tanmm: Sayilabilir bir tabana sahip olan bir topolojik uzaya ikinci

sayilabilir uzay denir ve S ile gosterilir.
1.1.24. Teorem: Her S, uzay: bir S, uzayidir.

1.1.25. Teorem: (X, 'i') bir S; uzay: ise her xeX i¢in V. ,cV,(n=1.2,...)

ozelligini saglayan a¢ik komsuluklann sayilabilir bir {/(x)={V.,|n=l,2,...: komsuluk

tabam vardir (Biilbul, 1994).

1.1.26. Tanim: Sayilabilir giicte yogun bir alt kiimeye sahip olan bir topolojik

uzaya ayrilabilir uzay denir.
1.1.27. Teorem: Her S; uzayt aynlabilirdir.
1.1.28. Teorem: a=1.2 igin S, uzay olma 6zelligi bir topolojik 6zelliktir.
ispat: Tamim 1.1.22. ve Tamm 1.1.23. geregince agiktir.

1.1.29. Ornek: Vx, yeR (x<y) igin [x,y) araliklaniin bir ailesi, R 'de bir

topoloji i¢in x 'in bir komguluk tabanimi olusturur.



1.2. Metrik Uzaylar

1.2.1. Tanim: @#X bir kime olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan bir

d:XxX—R fonksiyonuna X tizerinde bir metrik denir.
1) d(x,y)=0=>x=y; Vx,yeX.
i) d(x.y)=d(y.x); VxyeX.
i) d(x.z)<d(x,y)+d(y.z), Vx,y.zeX.
iv) d(x.y)=0; Vx,yeX.

Ayrica burada (X.d) ikilisine bir metrik uzay denir. Eger d fonksiyonu; Vx,yeX
icin x=y ise d(x,y)=0 sartim ve (ii), (iii), (iv) sartlanim sagliyorsa, X tzerinde bir yart
metrik adim alir. (X,d) ikilisine ise bir yar1 metrik uzay denir. Tanim uyarinca her metrik

uzay bir yart metrik uzaydir, fakat tersi her zaman dogru degildir.

1.2.2. Ornek: Hin=12... igin x,2 +x§ +... <o ozelligini saglayan (x,,)
reel sayi dizilerinin bir uzayr olmak tizere d((x,), (Yo))=((x1-y1)*+(x2-y2)’+...)' % n=12....

fonksiyonu H {zerinde bir metriktir. Bu metrik ile birlikte H dizi uzayi (reel) Hilbert

uzay: diye adlandirilir ve bu uzay aynlabilir bir uzaydir.

1.2.3. Tammm: X bir kiime ve bir g:XxX—R fonksiyonu her x,yeX igin; xzy
iken g(x,y)=1 ve x=y iken g(x,y)=0 olacak sekilde tamimh olsun. g, X uzerinde bir

metrik oldugundan g 'ye bir aynk metrik, (X.g) ikilisine de bir ayrik metrik uzay denir.

1.2.4. Tanim: (X.d) bir metrik uzay, xeX bir nokta ve €0 icin;
S(x.g)={yeX|d(x.y)<e} kimesine x merkezli ve € yangapli bir agtk yuvar ve
c(S(x.g))={ye X|d(x.y)<e } kiimesine de bir kapal yuvar denir.

L2.S. Tamm: (X.d) bir metrik uzay ve bir UcX alt kiimesi verilsin. Eger
vxelU igin Je=g(x)>0: S(x.€)cU ifadesi saglaniyorsa U 'ya X 'in bir agik kimesi ve
timleyenine de X 'in bir kapali kiimesi denir.

1.2.6. Teorem: Bir metrik uzayda her agik (kapall) yuvar bir agik (kapali)

kiimedir.

T.C. YUKSEKOGRETIM Kynpry
POKUMANTASYON MERKEZ]



1.2.7. Teorem: Bir metrik uzayda tek elemanli ya da sonlu elemanli her kiime

kapalidir.

1.2.8. Teorem: (X.,d) bir metrik uzay ve U'da X 'in agik kumelerinin bir

kolleksiyonu olmak tizere asagidaki ozellikler saglanir:
1) ve X agiktir.
i1) Sonlu sayida agik kiimelerin kesigimi agiktir.
it1) Herhangi sayida a¢ik kiimelerin bilesimi agiktir (Giirkanh, 1993).

1.2.9. Tamm: (X.d) bir metrik uzay, A ile B X 'in alt kiimeleri ve xeX noktast

verilsin.
1) d(x,A)=inf{d(x,a)jlac A} ifadesine x ile A arasindaki uzaklk denir.
ii) d(A,B)=inf{d(a,b)lac A.beB} ifadesine A ile B arasindaki uzaklik denir.
ii1) d(A)=sup {d(a.a’)|a,a’€ A} ifadesine A 'nin ¢ap: denir.
iv) Eger xeA ise d(x,A)=0 ve eger xec(A) ise yine d(x,A)=0 'dir.
1.2.10. Tanim: (X.d)., (Y.g) metrik uzaylar, birx, € X noktasi ve bir f X—>Y

fonksiyonu verilsin. f, xo noktasinda siireklidir denir <> Ve>0 igin 356=3(x0.g)>0:
d(x,x0)<0 ise g(f(x), f(xo))<e. Eger f, VxeX i¢in siirekli ise f 'yve X 'de siireklidir

denir.

1.2.11. Ornek: Bir metrik uzayda iki reel degerli fonksiyon siirekli ise; bunlarin

toplami, ¢arpimi da siireklidir.

1.2.12. Tamm: (X.d;). (X.d2) iki metrik uzay olsun. Eger her x.yeX igin
ada(x.y)=di(x,y)<bdx(x.y) olacak sekilde pozitif a,b sayilart varsa X izerinde d,.d>

metriklerine denk metrikler denir.
1.2.13. Teorem: Her metrik uzay bir S; uzayidir.

ispat: Cunkii bir (X.d) metrik uzaymmn her xeX noktast {S(x.1/n)n=1.2,..}

biciminde sayilabilir bir komsuluk tabanina sahiptir.



1.2.14. Ornek:
i) R" 6klid uzay: bir S; uzayidir.
ii) Ayrilabilir metrik uzaylar siirekli déniisiimler altinda korunurlar.

iii) Metrik uzaylarda aym kiimeye farkl metrikler verilebilir, ancak her kiimeye bir

metrik belli sartlar altinda verilebilir ve her farkli metrik bir 6zel metrik uzay tayin eder.

1.3. Ayirma Aksiyomlar:

1.3.1. Tamm: (X, T ) bir topolojik uzay olsun.

i) Vx,yeX (xzy) igin bir G&X acik kiimesi (xeG ve ygG) veya (x¢G ve
ye@G) olacak bigimde bulunabiliyorsa bu (X, T ) topolojik uzayimna bir Ty uzay: denir.

1) Vx,yeX (xzy) i¢in G, HcX agik alt kiimeleri (xeG ve ygG) ve (xeH ve
yeH) olacak bigimde bulunabiliyorsa bu (X, T ) topolojik uzaymna bir T; uzay: denir.

i) Vx,yeX (xzy) i¢in G, HcX acik alt kiimeleri xeG, yeH ve GNH=Q

olacak bigimde bulunabiliyorsa bu (X, 'i") topolojik uzayma bir T, (Hausdortl) uzayi

denir.
Bunlar kisaca 0=0,1,2 i¢in T, uzaylan diye gosterilebilir.
1.3.2. Teorem:
i) Her T, uzay1 bir T, uzayidir.
it) Her T, uzay: bir Ty uzayidr.
1.3.3. Sonug: Her T, uzay1 bir Ty uzayidir.

1.3.4. Ornek: o=0,1.2 igin 1.3.2. Teorem ve 1.3.3. Sonucunun tersi her zaman

dogru degildir.

1.3.5. Ornek: Kofinit uzay bir T, uzayidir.
1.3.6. Teorem: Bir (X, T ) topolojik uzayi igin asagidaki ifadeler denktir:

1) (X, "i") bir T, uzayidir.



i) Her xeX igin {x}=n{Ue U (x)|U kapali}.
iii) A={(x,x)|jxe X} kimesi X’ uzayinda kapaldir (Bilbiil, 1994).
1.3.7. Teorem: 0=0,1.2 igin T, uzayi olma 6zelligi bir topolojik 6zelliktir.

1.3.8. Teorem: Her metrik uzay a=0,1,2 igin bir T,, uzayidur.

1.3.9. Tanim: (X, T ) bir topolojik uzay olsun.

i) Her xeX ve x¢FcX kapalisi i¢in G, HCX aynk, agik kiimeleri xeG, FcH
olacak bigimde bulunabiliyorsa bu (X, T ) topolojik uzayina bir regiiler uzay denir.

i) Bir regiler T, uzayna bir T3 uzay: denir.

i) Her xeX ve x¢FcX kapalisi i¢in f{x)={0}, f(F)={1} olacak bigimde siirekli

bir £ X—[0,1] fonksiyonu bulunabiliyorsa bu (X, 'i") topolojik uzaymna bir tam regiiler

uzay denir.
iv) Bir tam regiler T, uzayina bir T, (Tychonoff) uzay: denir.

v) Her FiF,cX aynk, kapal kimeleri igin F;)cG ve F,cH olacak bigimde

G.HcX aynk, agik kimeleri bulunabiliyorsa bu (X, 'i") topolojik uzayma bir normal

uzay denir.
vi) Bir normal T, uzayina bir T, uzay: denir.
1.3.10. Teorem:
1) Her T; uzay: bir T uzayidir.
it) Her T; uzay1 a=0,1.2 igin bir T,, uzayidir.
1.3.11. Sonug¢: Her T, uzay1 «=0,1,2,3 i¢in bir T,, uzavidir.
1.3.12. Teorem: Her tam regiiler uzay regiiler bir uzaydir.
1.3.13. Sonu¢: Her normal uzay regiiler bir uzaydir.
ispat: Her normal uzay bir tam regiiler uzay oldugundan dolay1 agiktir.

1.3.14. Teorem: Her normal, tam regiiler, regiler ve a=3.4 i¢in T, uzay! olma

ozellikleri birer topolojik 6zelliktir.



1.3.15. Teorem: Her metrik uzay normal (T,;) ve regiiler (Tz) uzayidir.

1.4. Kompakt Uzaylar

1.4.1. Tammm: X bir kiime ve AcX olsun. Eger bir l]cl3(X) ailesi igin

AculUlUe U } i1se bu U ailesine A kumestnin bir ortiisii (6rtiimii) denir.
1.4.2. Tamm: X bir kiime ve U =(U,)uer=e. X 'In bir 6rtimi olsun. Eger U
'nun bir alt ailesi, I’ I 'min bir alt indis kiimes: olmak Gzere, U =(U.)uenzz. X 'In bir

ortimi oluyorsa bu U ailesine U 'nun bir alt 6rtiimu denir.

1.4.3. Tamim: Bir ortiimiin eleman sayisi sonlu (sayilabilir) ise bu 6rtiime sirasiyla

sonlu (sayilabilir) 6rtiim denir.

1.4.4. Tamm: X bir kime ve A CP(X) olsun. Eger A 'min her sonlu alt

ailesinin elemanlarinin arakesiti bostan farklt ise bu A ailesine sonlu arakesit 6zelligine

sahiptir denir.

1.4.5. Tanmm: (X, 'i") bir topolojik uzay ve Y, X 'in bir ortimi olsun. Eger

Y 'nin her elemani bu uzayda agik (kapah) ise Y 've bir acik (kapali) 6rtiim denir.

1.4.6. Tammm: Bir (X, T ) topolojik uzay: verilsin. Eger X 'in her agik értiimiiniin

sonlu bir alt 6rtiimii varsa bu topolojik uzaya bir kompakt uzay denir.

1.4.7. Tanmm: (X, ’i‘) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger (A, T (A)) alt
uzay: kompakt ise A kiimesine (X, T) topolojik uzayinda bir kompakt kiimedir denir.

1.4.8. Teorem: Bir (X, "i") topolojik uzayr kompakttir & X 'in kapal herhangi
bir alt kiimeler ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahiptir (Biilbiil, 1994).

1.4.9. Ornek: Kofinit uzay bir kompakt uzaydir.

1.4.10. Teorem: Kompaktlik bir topolojik ozelliktir (Ashm, 1988).
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1.4.11. Teorem: Kompakt bir uzayin herhangi bir kapal alt kiimesi kompakttir

(Biilbiil, 1994).
1.4.12. Teorem: Bir T, uzayimin kompakt alt kiimeleri kapalidir (Balbiil, 1994).
1.4.13. Teorem: Her kompakt T, uzay! normaldir.
1.4.14. Sonu¢: Her kompakt T, uzay: regiilerdir.

1.4.15. Tamim: Bir topolojik uzayin her agik ortiiminin sayilabilir bir alt 6rtiimi

varsa bu topolojik uzaya bir Lindelof uzay: denir.
1.4.16. Teorem: Her kompakt uzay bir Lindelof uzayidir.
1.4.17. Teorem: Her S, uzay: bir Lindel6f uzayidir.

1.4.18. Tamim: Bir topolojik uzayin her sayilabilir agtk 6rtiimuiniin sonlu bir alt

ortiimi varsa bu topolojik uzaya sayilabilir kompakt uzay denir.

1.4.19. Teorem: (X, T ) bir kompakt uzaydir < (X, 'i‘) sayilabilir kompakt ve
Lindelof uzayidir (Balbil, 1994).

1.4.20. Teorem: Her kompakt uzay sayilabilir kompakt uzaydir.
1.4.21. Teorem: Her S uzayinda kompaktlik ile sayilabilir kompaktlik denktir.
ispat: 1.4.17. Teoreminden dolay: agiktir.

1.4.22. Tamim: Bir topolojik uzayin her noktasinin kompakt bir komsulugu varsa

bu topolojik uzaya yerel kompakt uzay denir.
1.4.23. Teorem: Her kompakt uzay yerel kompakt bir uzaydir (Bulbil. 1994).
1.4.24. Teorem: Her yerel kompakt T, uzay: regilerdir.
1.4.25. Teorem: Her Lindelof metrik uzay: bir S, uzayidir.

1.4.26. Tanim: (X.d) bir metrik uzay, ECX ve £>0 olsun. Eger bir FcX alt

kiimesi i¢in, ECU{S(x.€)|xeF} saglaniyorsa bu F alt kiimesine E 'nin bir e-ag denir.

Eger her €-0 igin E 'nin sonlu bir g-ad varsa bu E alt kiimesine tam simirh bir

kiime denir.
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1.4.27. Teorem: Her sayilabilir kompakt metrik uzay tam sinirlidir.

1.4.28. Teorem: Her sayilabilir kompakt metrik uzay ayrilabilirdir.

1.5. Carpim Uzaylari

L.5.1. Tanmm: {(X, 'i"a )loeA} topolojik uzaylarin bir toplulugu olmak iizere,
X=I{XJacA} kartezyen ¢arpim kiimesi iizerinde biitiin P,;X—X,, izdiisiim
tonksiyonlarini siirekli yapan en kaba topolojiye bir ¢arpim topolojisi ve bu topolojiyi T
ile gosterirsek (X, T ) ikilisine de bir topolojik ¢arpim uzay: denir.

1.5.2. Teorem: lzdigiim fonksiyonu kapali olmasi gerekmeyen, orten, agik ve

strekli bir fonksiyondur.

1.5.3. Teorem: (Xu,'i‘u Jueca bir topolojik uzaylar ailesi ve her acA igin

A,cX., herhangi alt kimeler ise, c(ITA,)=I1c(A,)'dir (Biilbiil, 1994).

1.5.4. Tamm: Sayilabilir sayida [0,1/a]; o=1.2,... kapali araliklarinin ¢arpim
uzayma Hilbert Kiipii denir ve I” ile gosterilir.
1.5.5, Teorem: a=1.2,... i¢in [0,1/a], [0,1]'e homeomorftur.

1.5.6. Sonug: I, [0,1] 'in sayilabilir sayidasinin ¢arpim uzayina homeomorftur.

1.5.7. Tamm: (X, 'i‘) bir topolojik uzay, "E" X kiimesi iizerinde bir denklik
bagintis1 ve [x]={yeX|xEy}, bu bagintiya gore x noktasmmn bir denklik siifi olsun.
X 'den X/E=![x]|xeX]} 'ye , yani X 'in "E" bagntusina gore bolim kumesi tizerine

tammlanan bir £X—>X/E, f(x)=[x] bolim fonksiyonunun iirettigi timel topolojiye

-

T 'nin "E" bagintisina gére boliim topolojisi ve X/E kiimesine de (X, T ynin bir bokim
uzayi denir. Bazen X/E, X(E) ile gosterilir.

1.5.8. Ornek: a=0,1,2,3 igin T, uzaylarinin boliim uzaylannin yine bir T, uzayi

olmas: gerekmez.



1.5.9. Teorem: (X, T) bir Ty uzayi olsun. X uzaymin bir H bagintisi altindaki
X(H) bolum uzay: bir T, uzayidir <>X(H)'in elemanlarinin her biri T topolojisine gore
kapalidir (Yiksel, 1995).

1.5.10. Teorem: Hilbert Kiipii kompakttir.

1.5.11. Teorem: XY kompakttir <> X ve Y kompakttir.

1.5.12. Teorem: X<Y bir T, uzayidir < X ve Y bir T, uzayidir.



14

iKINCi BOLUM
2. PARAKOMPAKTLIK

Bu boliimde once topolojik uzaylarda ortiim kavrami ve ozellikleri ele alindi.
Daha sonra kompakligin dogal bir genellestirilmesi olan parakompaktlik verildi. Burada
Stone teoremi iizerinde duruldu. Son olarak parakompaklifin ayirma aksiyomlarina
uygulanmasi ile ¢arpim uzaylarina uygulanmasina deginilerek parakompakligin bir

topolojik 6zellik oldugu tesbit edildi.

2.1. Ortiim Kavramlan

2.1.1. Tamm: X bir kiime, U ve V ise X 'in iki Ortiimii olsunlar. Eger her
UeU igin UcV olacak sekilde bir VeV varsa bu U Ortiimiine V 'nin bir

inceltilmisi denir ve U<Vl gostenilerek Ij, V'yi inceltir diye okunur. Burada "<"

inceltme bagintisi, bir topolojik uzayin alt kiimelerinin olusturdugu aileler iizerinde bir
gegisken bagintidir.

2.1.2. Tanim: (X, 'i“) bir topolojik uzay ve IAJC:IA)(X) olsun. Eger her xeX
noktasinm, U 'nun sadece sonlu (sayilabilir) sayida elemanini kesen bir komsulugu
varsa bu U ailesine yerel sonlu (yerel sayilabilir) bir aile denir. Eger U bir Ortiim ve
yerel sonlu ise, yerel sonlu bir Ortiim adim alir.

Ayrica verilen bir U yerel sonlu Ortiimii gogu zaman A bir indis kiimesi olmak

iizere, U ={UdacA} seklinde bir kiime ile gosterilecektir.

2.1.3. Tamm: (X, 'i") bir topolojik uzay ve flcls(X) olsun. Eger her xeX
noktas: U 'nun sadece sonlu (sayilabilir) sayida elemaninin igine diigiiyorsa bdyle bir

U ailesine nokta sonlu (nokta sayilabilir) bir aile denir. Eger U bir Ortim ve nokta

sonlu ise, nokta sonlu bir Ortiim adim alir.

2.1.4. Teorem: Her yerel sonlu aile ayni zamanda nokta sonlu bir ailedir
(Nagata, 1950).

2.1.5. Teorem: Sonlu bir aile yerel sonludur fakat tersi dogru degildir (Pervin,
1964).
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2.1.6. Ornek:

1) X sonsuz elemanl: bir kiime olmak iizere (X, 'f) indiscret topolojik uzayi
izerinde {{x}|xeX} ailesi, X 'in nokta sonlu bir Ortiimii olmasina ragmen yerel sonlu
bir Ortiimii degildir.

ii) {[n,n+1]jneZ} alt kiime ailesi, R 'nin nokta sonlu bir Ortiimiidiir.

iii) U ={(2n-1, 2n+1), (2n,2n+2)|n=0, £1, £2,..}, R iizerinde verilen agik
araliklarin olugturdugu bir kolleksiyon olmak iizere agik yerel sonlu bir Ortiimiimdir.

Fakat U kolleksiyonu sonlu degildir.
2.1.7. Teorem: Bir (X,'i‘) topolojik uzayinda UveB gibi iki Ortiim verilsin.
i) Eger UcB ise U<B saglanir ama bunun tersi her zaman dogru degildir.

i1) Eger U<B ve BRU ise U ile Bhin esit olmas: gerekmez (Nagata,
1950).

Ispat: Tamim 2.1.1. geregince agiktrr.

2.1.8. Tanmm: (X, T) bir topolojik uzay ve U c13(X) verilsin. Eger her xe X

noktasin, U 'nun en ¢ok bir elemanini kesen bir komgulugu varsa bu U ailesine aynk

bir aile denir.

Eger U ailesi bir Ortiim ve ayrik ise, ayrik bir Ortiim adin alr,
2.1.9. Teorem: Her aynik aile yerel sonlu bir ailedir.

Ispat: Tanim 2.1.2. ve Tamm 2.1.8. geregince agiktir.

2.1.10. Sonug: Her ayrik aile nokta sonlu bir ailedir.

Ispat: Teorem 2.1.9. geregince agiktir.

2.1.11. Sonug: Ayrik aileler Ortiim kavramlan i¢inde en genis olamdir (Pervin,
1964).

ispat: Ayrik aile tanim geregince agiktir.

TC. YUKSERGGRETi
! 1 KURULY
POKUMANTASYON MERiEzi
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2.1.12. Teorem: Kapali kiimelerin yerel sonlu bir ailesinin herhangi bir alt

ailesinin birlesimi kapahidir.

Ispat: Bunun ispati Yardimci Teorem 2.1.15. ve Yardimei Teorem 2.1.16'da

genis olarak ele alinmaktadir.

~

2.1.13. Teorem: (X, "I“) bir topolojik uzay, U ve B iki Ortiim olmak iizere

asagidakiler saglanir:
i) U uﬁ={U|Ue U veya Ue B }.
it) U nﬁ={UmBer U ve BeB }.

iii) Eger U ve B acik (kapall) Ortimler ise, UUB ile UnB 'de acgik
(kapali) bir Ortiimiidiir (Nagata, 1950).
Ispat: U ve B Ortiimlerinin birlesim ve kesigim altinda kiime ozelliklerini sagladig

agiktir.

2.1.14. Teorem: (X, "I") bir topolojik uzay, U ve B iki Ortiim olsun. Bu
durumda agagidakiler saglanir:

A

i) UnBU<UUB.
i) U~B<B<UUB (Nagata, 1950).
Ispat: Tamm 2.1.1. ve Teorem 2.1.13. geregince agiktir.

2.1.15. Yardima: Teorem: (X, "i") bir topolojik uzay ve {U|Ue U }, X'in alt
kiimelerinin yerel sonlu bir ailesi ise {c(U)|Ue fI} ailesi de yerel sonludur (Biilbiil,

1994).

iIspat: xeX verilsin. Ve V(x) agik komsulugu sonlu sayida a=1,...n igin

U, 'y1 kesmez ise, sonlu sayida kapali ¢(U,)'y1 de kesmez.

2.1.16. Yardimca: Teorem: (X, ”i‘) bir topolojik uzay, U yerel sonlu bir
kolleksiyon olmak tizere U{c(U)[Ue U }=c(U{U[Ue U }) saglamir (Nagata, 1950).
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ispat: Bir xeX igin xgu{c(U)|Ue U } olsun. U 'nun yerel sonlu olusundan

dolayz, U 'nun U, o=1,2.... ile gosterilen en fazla sonlu sayida iiyesini kesen x 'in bir V

komsulugu vardir. O zaman xgc(U,,) 'dir ve her X-c(U,,) x 'in agik bir komsulugudur.

Bu taktirde, W=V[{X-c(U,)|a=1,....n{] x 'in bir komsulugudur. a=I,....n
icin  WnU,c(X-c(U,))e(U,)=0 'dir. Her U, 'dan farkli herhangi bir U= U icin
WnUZVnAU= dir.

Buradan W, U 'nun elemanini kesmeyen x 'in bir komsulugu olarak bulunur. O
zaman xec(w{UjUe U }) olmak tizere c(U{U|Ue U HoulcU)Ue U 1) yazilabilir.
Ayrica, Ue U i¢in c(U)cc(ufU|Ue U }) oldugundan U {c(U)|Ue U jcc(uiUjUe U N

yazilabilir. BOylece ispat tamamlanir.

2.1.17. Sonug: Kapali kiimelerin ayrik bir ailesinin birlesimi de kapalidir (Bing,

1951).

ispat: Yardimct Teorem 2.1.16. ve ayrik aile tanimu geregince agiktir.

2.1.18. Yardimar Teorem: Bir (X, 'i‘) topolojik uzaymmin her sayilabilir
IVio=12....} agk értiminin o=1,2,... i¢cin U,cV,, olacak sekilde bir {U jo=1.2,...}

yerel sonlu 6rtimi vardir (Nagata, 1950).

ispat: Ui=W, ile U=W, U{W|B=1....0-1}; a=2,3,... seklinde ifade edilirse
arzu edilen bir {U,Jo=1.2,...} ortimii elde edilir.
2.1.19. Ornek: {(-n,n)jn=1.2,...} ailesi 6klid uzayinda yerel sonlu olmayan bir

agik ortamduir.

2.1.20. Tanim: (X, T ) bir topolojik uzay ve U cls(X) olsun. Eger her bir U n
yerel sonlu (nokta sonlu, ayrik) ise, U =uf U,, In=1.2,...} seklinde yazilabilen bir ailevc

o-yerel sonlu (nokta sonlu, ayrik) bir aile denir.

2.1.21. Tamm: Bir topolojik uzayda kolleksiyonlarin herhangi bir 6zelligi

birlesim altinda korunursa bu 6zellige bir o-6zelligi denir.

2.1.22. Teorem: Her c-ayrk aile bir o-yerel sonlu ailedir.
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ispat: Yerel sonlu ve ayrik aile tammlan geregince agiktir.

2.1.23. Tanim: Bir (X, 'i“) topolojik uzayinda c-yerel sonlu (c-ayrik) bir U
ailesi T topolojisi igin bir taban tegkil ediyorsa U 'va bir c-yerel sonlu (c-ayrik) taban
denir.

2.1.24. Tanmm: Bir (X, T ) topolojik uzayinda bir xe X noktasini ihtiva eden bir
UcP (X) ailesinin {iyelerinin birlesimine, U uzerinde xeX noktasmn bir stari denir

ve St(x. U F=ulUxeU, Ue U | seklinde gosterilir.
Eger U iizerinde X 'in bir A alt kiimesinin starindan bahsedilirse bu genellikle,
St(A, U)=u{UUe U, UnA=QD} seklinde gosterilir.

Bir X topolojik uzayinda tiim x noktalarnin starlarimin bir ailesi olarak U 'nun
start da; del( U )=St( U )={St(x, U )xeX} seklinde gosterilir. U 'nun U elemanlarmin

starlarinin ailesi ise; yil( U )={St(U, U JUe U j ile gosterilir.
Eger U acik bir ortiim ise St(x, U ). St( U ) ve yil( U ) birer agik ortiimlerdir.
2.1.25. Uyari: Bazen del(U ), (U )" ile ve yi(U)'da(U)" ile gosterilir.

2.1.26. Tammm: Eger bir (X, T ) topolojik uzayinda bir U kolleksiyonunun her
tyesi U 'nun tiyelerinin en fazla sonlu (sayilabilir) sayidasim kesiyorsa U 'va star sonlu
(star sayilabilir) denir.

2.1.27. Tanmmm: Bir (X, T) topolojik uzayinda U.B ortiimleri verilsin.

i) Eger her Ue U icin St(U, U )cB olacak sekilde oyle bir Be B eleman: varsa
yani ( U )@§1.3 ise U 'va B 'nin bir star inceltilmisi denir ve U, B 'vi star inceltir diye
okunur.

1) Eger U hem xeX icin St(x, fJ) kiimelerini barindiran hem de B ortiimiinii
incelten bir 6rtiim ise yani ( U )'S B ise U 'va B ‘'nin bir delta inceltilmisi denir ve U.

a

B 'vi delta inceltir diye okunur.
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2.1.28. Teorem: (X, 'i") bir topolojik uzay, Uve B iki Ortam iken efer
(fJ Y2 B ise (()*<B 'dir ve dolayisiyla U 4B 'dir (Nagata, 1950).

ispat: Tanim 2.1.2. ve Tamm 2.1.27. geregince agiktir.

2.1.29. Tamm: Bir (X, T) topolojik uzaymda bir U Ortiimi verilsin. Eger
n=12,...igin U,, U,,... agik Ortimlerinin bir dizisi U &(0,)'s U,>(U,)"s U, >..
sartim sagliyorsa X 'in bu U Ortimiine bir normal Ortiim denir.

2.1.30. Yardimer Teorem: Bir (X, T) topolojik uzayinda her U Ortiimii igin
U200 y<(0) 20U ) saglanr.

*

ispat: U=20)<0), (0 ve (U) 'm tammlanndan agiktir.
(IA,T)‘<(I"J)AA oldugunu gostermek igin (fJ)' ‘m  bir St(U, fJ) ilyesini ele alalim.
x;€U sabit noktasimi segelim. Farzedelim ki U’, U 'nunU 'yu kesen keyfi bir tiyesi
olsun. O zaman bir x,eUNU’ vardir ve  U'cSt(xs, U )dur. Diger yandan,
x;eUcSt(xa, fJ) ve St(xz,f] ), x1 '1 ihtiva eden (I:T )* 'ni bir iiyesidir. Buradan St(x,
U )St(x1,( U )" elde edilir. Her U'e U i¢in U'cSt(x), (fI ¥); U 'yu kestigi gozoniine
alindipinda dogrudur. Yani st(U, U)cStx,( U))e(U )2 yazlabileceginden
(0)=<(0)* olur.

2.1.31. Ornek: Bir X={(0,n)|n=1,2,...} kiimesi iizerinde bir U={{x}[xeX}
ailesi star sonlu olmasina kargin bir ]§={(n,m)|neN—{0}, m=1,2,...} ailesi star sonlu
degildir.

2.1.32. Teorem: Her ayrik aile bir star sonlu ailedir (Willard, 1970).

Ispat: Tamim 2.1.26. geregince agiktir.

2.1.33. Sonug: Her star sonlu aile bir yerel sonlu ailedir.

ispat: Teorem 2.1.32. geregince agiktir.
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2.2. Kompakthgin Genellestirilmesi: Parakompakthk

2.2.1. Tamm: Her agik Ortiimiiniin sonlu agik bir inceltilmig Ortiimii olan bir
topolojik uzaya bikompakt bir uzay denir ki bu, kompakt uzayin genigletilmis bir tammu
olarak ifade edilebilir.

Yani inceltme bagintis1 altinda kompakthk ile bikompaktlik denk kavramlardir
(Cech, 1937).

2.2.2. Tanm: Her agik Ortiimiiniin yerel sonlu agik bir inceltilmis Ortiimii olan
bir (T2) topolojik uzayina parakompakt bir uzay denir. Bazen, (T;) sartt tammin
disinda kalarak kullamlir (Dieudonne, 1944).

2.2.3. Teorem: Her bikompakt (kompakt) uzay parakompakt bir uzaydir
(Nagata, 1950).

Ispat: Her sonlu Ortiimiin yerel sonlu olmasindan dolay1 agiktir.

2.2.4. Tamm: Her ac¢ik Ortiimiiniin star sonlu agik bir inceltilmis Ortiimii olan

bir (T;) topolojik uzayina tam normal bir uzay denir (Tukey, 1940).
2.2.5. Teorem: Her tam normal uzay parakompakt bir uzaydir (Stone, 1948).

Ispat: Her star sonlu Ortiim yerel sonlu oldugundan dolay: agiktir.

2.2.6. Teorem: Bir (X, 'i') regiiler topolojik uzayinda agagidaki sartlar denktir:

P;) X'in her agik Ortiimiiniin yerel sonlu ag1k bir inceltilmis Ortiimi vardr.

P;) X'in her agik Ortiimiiniin yerel sonlu bir inceltilmis Ortiimii vardir.

P3) X 'in her agik Ortiimiiniin yerel sonlu kapal1 bir inceltilmis Ortiimii vardir
(Pervin, 1964).

ispat: (P)) = (P)’dir. (P2) = (P») igin farzedelim ki X, (P,)Yi saglayan bir
regiler uzay ve Gl 'de X 'in agik bir Ortiimii olsun. X 'in her noktas, G] 'in baz1 agik

ilyelerine aittir ve regiilerlik geregince de kapamsgt agtk kiimesini ihtiva eden baz agik

kiimelere de aittir.
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Ayrica X 'in oyle bir agk Gz Ortimii vardir ki éz 'nin iyelerinin
kapamglarinin bir ailesi é] 1 inceltir. Dikkat edildiginde, Gz 'yi incelten yerel sonlu
bir 63 Ortiimii ortaya gikmaktadir ve G3 'in iyelerinin kapamslarinin bir ailesi de
arzu edilen bir kapali Ortiim olarak belirmektedir.

(P;) = (P1) igin farzedelim ki X, (Ps)'ii saglayan bir regiiler uzay ve G 'de X 'in
agik bir Ortiimii olsun. Hipotez geregi, G 'yi incelten yerel sonlu bir éz Ortiimii
vardir. Yerel sonlulugun tanimindan; X 'in her noktas, Gz 'nin lyelerinin en fazla
sonlu sayidasim kesen bir a¢ik kiime tarafindan ihtiva edilir.

Farzedelim ki boyle kiimeler altinda H,, X ‘in bir Ortiimii olarak (Ps) sartina
uygun kapali ve yerel sonlu bir inceltilmis f{Z Ortiimiine sahip olsun ve her E;e GZ
icin, Ey=c(U{H[He ﬁz, EinH=J}) kimesi verilsin. O zaman, flz 'nin Gyeleri kapali
ve yerel sonlu olup iiyelerinin birlesimleri de kapalidir ve E, E,'i ihtiva eden agik bir

kiimedir. Ayrica, ﬁz uizerinde bir kiime E; i keserse E; 'yi de keser.

Bu taktirde, her E; e éz i¢in E;cG(E;) olacak gekilde bir G(E;)e GI kiimesi
segilirse G,, Gj'i inceltir. Sonug olarak, G3={E;NGE)EicG,} kiimesi verilirse
G3, él i incelten X 'in bir agik Ortiimii oldugundan ve yerel sonlu ﬁz ailesinin her
tiyesi 63 'in Gyelerinin en fazla sonlu sayidasini keseceginden 63 'iin kendisi de yerel
sonludur.

2.2.7. Sonug: Bir X regiiler uzayinda agagidaki sartlar parakompakthiga denktir:

P4) X 'in her agik Ortiimiiniin o-yerel sonlu agik bir inceltilmig Ortiimii vardir.

Ps) X 'in her agik Ortiimiiniin G-ayrik acik bir inceltilmis Ortiimii vardir.

Ps) X'in her agik Ortimiiniin agik bir star inceltilmis Ortiimii vardir (Pervin,
1964).

Ispat: Teorem 2.2.6. geregince agiktir.
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2.2.8. Tamm: Bir topolojik uzayin kompakt alt kimelerinin bir ailesinin

birlesimi kiimesine bir o-kompakt kiime denir (Michael, 1957).

2.3. Parakompakthgin Ayirma Aksiyomlarma Uygulanmasi
2.3.1. Teorem: Her Lindelof T3 uzayi bir parakompakt uzaydir (Biilbiil,1994).

ispat: Bir sayilabilir alt Ortiim o-yerel sonlu bir inceltilmis Ortiim oldugundan
dolay: agiktir.

2.3.2. Sonug: Her kompakt T, uzay: parakompakttir.

Ispat: Bir sonlu alt Ortimiin bir yerel sonlu inceltilmig Ortiim oldugu g6zoéniine

alindiginda istenen elde edilir.

2.3.3. Uyar: Sonug 2.3.2. geregince denilebilir ki parakompaktlik metrik ve

kompakt uzaylar arasinda 6nemli bir topolojik sinifi teskil eder.
2.3.4. Sonug¢: Her o-kompakt S, uzay: bir Lindelof uzayidir.
Ispat: Tamm 2.2 8. geregince agiktir.

2.3.5. Teorem: Her X (T;) uzay parakompakttir <> X, tam normal bir uzay
ise (Dieudonne, 1944).

Ispat: X bir T, uzay: olmak iizere Teorem 2.2.5. geregiince yeter sart saglamir.
Sonug 2.2.7.'nin (Ps) sarti geregince de bir X parakompakt (T2) uzaymin her agik
Ortiimiiniin star sonlu agik bir inceltilmis Ortiimii oldugundan dolay1 X bir tam normal

uzaydir. Boylece ispat tamamlamir.

2.3.6. Teorem: Her metrik uzay bir tam normal uzaydir.

Ispat: Kabul edelim ki Vxyze(X,d) noktalan ile x noktasimn
U X)={Sin(x)In=1,2,...} seklinde komsuluk tabamt verilsin. X ‘in bir S; uzay1 oldugu

agiktir, X 'in agik bir U Ortimana digiinelim. Her xeX noktas1 ve baz1 Ue U icin

Se(X)cU  ve &(x)<1 olacak gekilde bir Sgx) (x) agtk yuvarim alirsak, eger
G ={Suw (X)IxeX} ise, G2 U olacak sekilde X 'in bir agik Ortiimidir.
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Gostermeliyiz ki G,={S,y,4(X)xeX}. G, 'in bir delta inceltilmis ortimiidir.
Bunun igin, bir x'eX noktast ve n=sup{e(x')}xe S, 4(x")} ifadesini disiiniirsek bir

Xo noktasi i¢in €(x0)>(3/4)n olacak sekilde xeSmOM(x(,) yazilabilir. S,.,(y,‘ 4(y).

x 'i ihtiva eden G, 'nin bir Gyesi olmak iizere; her ze S, 4(y) igin, metrik sart

d(xa,z)=d(x0,x)+d(x,y)+d(y,2)<(1/4)e(x0)+(1/4)e(y)+(1/4)e(y)<(1/4)e(x0)H(1/2)n<E(X0)

oldugundan ze S ,(xXy).yani S 4(Y)SSyy,, (X)) yazlabilir.

Buradan da St (x,GZ ) © Sgixy(Xa) € G, elde edilir. Sonug olarak, U iizerinde
G 3, G, in bir delta inceltilmis 6rtiimi oldugundan X tam normal bir uzaydir.

2.3.7. Sonug (Stone Teoremi): Her metrik uzay parakompakt bir uzaydir (Stone,

1948).
ispat: Teorem 2.3.5. ve Teorem 2.3.6. geregince saglanir.
2.3.8. Teorem: Her parakompakt (T,) uzay: bir normal uzaydir.

ispat: Bir X parakompakt (T) uzay: olsun. Once, her xeX-FcX ve FcX
kapalis1 icin xeU ve FcV olacak sekilde X 'in ayrik, agik U ve V kiimelerinin var

oldugunu gostermek istiyoruz.

Kabul edelim ki F, X 'in bir kapah alt kiimesi ve xeX-F olsun. Bu durumda, her
yeF igin xeU, ve yeV, olacak sekilde U, ve V., ayrik, a¢ik kiimelerinin var oldugu
X 'in bir T, uzay1 olusundan dolay1 ag¢iktir. O zaman V, ile X-F X 'in bir agik ortimu

tormunda bir yerel sonlu agik {W, }, o€ A inceltilmis ortiimiine sahiptir.

V=U{W W.F£0, oaecA} acgk bir kime oldugundan F 'yi ihtiva eder.
cAV)=0lc(W )W F£0, aeA}] olmak lizere V, bazi W, aeA kiimelerini ihtiva
edeceginden dolayr c¢(W,), aecA'da c(V,) tarafindan ihtiva edilir. Ancak xec(V)

oldugundan x ve F, X iizerinde agik kiimelere ayrilabilir.

Farzedelim ki F, ve F», X uzerinde aynk, kapali iki kiime olsun. Her yeF, igin

yeV.. c(Vy)NF:=@ olacak sekilde ac¢tk V, kimeleri bulunabilir. Bu durumda,
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verilenlerden hareketle F,cV  ve c(V)NF,=(J olacak sekilde agitk V kiumeleri de

bulunabilir. O halde X normaldir.
2.3.9. Sonug: Her parakompakt (T,) uzay: regilerdir.
ispat: Teorem 2.3.8.'in ispatindan dolay: agiktir.

2.3.10. Uyarr: Sonu¢ 2.3.9. geregince denilebilir ki parakompakt uzaylar

kompakt T, uzaylan ile normal uzaylar arasinda yer alir.

2.4. Sayilabilir Parakompaktlik

2.4.1. Tanim: Her sayilabilir a¢tk ortiminiin yerel sonlu agik bir inceltilmis

ortimi olan bir topolojik uzaya sayilabilir parakompakt uzay denir.

2.4.2. Tammm: Sayilabilir parakompakt bir normal uzaya binormal bir topolojik

uzay denir.
2.4.3. Teorem: Her parakompakt uzay sayilabilir parakompakttir (Kelley, 1955).
Ispat: Tamim 2.2.2. ve Tamm 2.4.1. geregince agiktir.
2.4.4. Teorem: Bir X riormal uzayinda asagidakiler denktir:
i) X, sayilabilir parakompakttir.

it) X 'in sayilabilir her ag¢ik 6rtiminiin nokta sonlu bir agik inceltilmis Srtiimii

vardir.

i) X 'in sayilabilir her {Ugn=1,2,...} agik ortiminin n=1,2,... i¢in c(V,)cU,

olacak sekilde bir {V,|n=1.2,...} acik inceltilmis ortiimi vardir.

iv) Her {G.G.CGy-1; a=1.2,...} sayilabilir agtk ortimiiniin F,.cG,;, a=1.2,.

olacak sekilde bir kapali {F.Jo=1,2,...} 6rtimu vardir (Nagata, 1950).
ispat:
(1)=(ii): Bir yerel sonlu inceltilmis 6rtiim nokta sonlu oldugundan dolay: agiktir.

(i)=(iit): X 'in sayilabilir bir {U,n=1.2,...} agik ortiminin bir { Vg A} nokta

sonlu inceltilmig ortima verilsin. n=1.2,... i¢in V,=u{Vp|VpcU,, VpzU, y<n}
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verildiginde o=1,2.... i¢in V,cU, olacak sekilde {V,|n=1.2,...} ailesi nokta sonludur.
Ayrica bir normal uzayda her nokta sonlu V, ortimi n=1,2,... i¢in c(V,)cU, sartimi

saglayan agik inceltilmig bir 6rtiim oldugundan dolay: bellidir.

(iii)=>(iv): {F,n=1.2,...} kapali kiimelerin bir ailesi olmak tizere {X-F,|n=1,2,...},
X 'in bir ag¢tk ortiimii formundadir. Eger {V,n=1,2,...}, c(V,)cX-F, olacak sekilde bir
acik ortim ise, | X-c(V,)n=1.2,...} kimesi F,cX-c(V,) olacak sekilde {F.n=1.2,. .}

kapali kiime atlesinin bir iist agik ortimudiir.

(iv)=(@1): {Uln=1,2,...} X'in bir agtk o6rtimii, her n i¢in F,=X-(U,w...uU,)
kiimesi ve {F,[n=1,2,...} kapallarin bir iist {G,n=1,2,...} agik ortumi verilsin. $imdi;
X-GicW.c(W))~Fi=0  olacak sekilde acgik bir W;, c(W)u(X-Gy)cW, ve
cA(W)nF=0 olacak sekilde agtk bir W,,... kiimelerini -yani W, W,,... kimelerini-
secersek [Wyn=1.2.. ..} kiimesi X 'in bir a¢itk ortiimii olur. O zaman, {X-G,n=1.2,...}'de
X i orter. Ayrica; ¢(W,)cW, ;. X-G,cW, ve W,c{U,a=1.2,..} oldugundan
hareketle, n>2 i¢in S,=W, olacak sekilde S;=W,.1-c(W,.;) kiimelerini segersek. her n
icin ¢(W,. )W, ve W,.;-W,CS, sartlan saglanacak sekilde X 'in bir {S.n=1.2....| a¢ik
ortima elde edilir. Eger la-B|<! ig¢in SSpz& ise SinUj;,  SinU.. 81U, SnUy,
S>nUs, S:nUy, S:Us, SamUs, S;nUy agik kiimeleri X ' orten {Uyn=1,2....} 'nin bir
inceltilmig 6rtiimi formundadirlar. Boylece {S.nUglaeN, B=I1,...,a+1}, {Uln=12,...}

ortiimiinin bir yerel sonlu inceltilmig 6rtiimi olarak bulunur.

2.5. Parakompakt Carpim Uzaylan

2.5.1. Teorem: Bir parakompakt uzayin kapall her alt uzayr parakompakttir

(Michael, 1957).

ispat: Farzedelim ki F, X 'in kapah bir alt uzay: ve {U.JacA} 'da F 'nin bir agik
ortiimii olsun. Her U,,, F'de agik oldugundan aeA igin U,=F"V, olacak sekilde X 'in
V.. agik kiimeleri vardir. Aynica {V JoeA}U{X-F}], X 'in bir agik kiimesi olduguni..:.

dolay: bir {W;|3€B} yerel sonlu agik inceltilmis ortiimiine sahiptir. {F~Wp|eB| ailesi
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bir alt 6rtiim formunda alinmak suretiyle {UyJooe A} 'nin bir yerel sonlu agik inceltilmis

Ortiimii olacagindan F parakompakttir.

2.5.2. Tanm: (X, 'I") bir topolojik uzay olsun. Eger bir FcX kiimesi
F=U{Fqa=1,2,...} seklinde sayilabilir sayida kapali F, kiimelerinin birlesimi olarak
yazilabilirse bu F alt kiimesine bir F, kiimesi denir.

2.5.3. Sonugc: Bir parakompakt uzayin her F; kiimesi parakompakttir (Mamuzic,
1963).

Ispat: Teorem 2.5.1. geregince agiktir.

2.5.4. Teorem: Bir parakompakt uzayin kapal ve siirekli bir fonksiyon altindaki
gorintiisii bir T, uzay: ise parakompakttir (Kelley, 1955).

Ispat: Farzedelim ki f, bir X parakompakt uzayindan herhangi bir Y topolojik
uzayina siirekli bir fonksiyon olsun. Y bir T, uzayidir. Gostermek istiyoruz ki, Y 'nin
her U agik Ortimii kapamg korunan kapah bir inceltilmis Ortiime sahiptir. Ancak,
{fF'U)Ue U }, X'in bir agik értiimii olduundan yerel sonlu kapali bir Wl inceltilmis
Ortiimiine sahiptir. Herhangi W2CW1 igin UW, kapahiolup V={f Wl )W, e W; }
Ortimié U 'nun kapamsi korunan kapahi bir inceltilmis Ortimidar. Buradan Y
parakompakt olarak bulunur.

2.5.5. Sonug: Parakompaktlik bir topolojik 6zelliktir.

Ispat: Teorem 2.5.4. geregince agiktir.

2.5.6. Teorem: Bir parakompakt uzay ile bir kompakt T, uzaymmn garpim uzay1
parakompakttir (Willard, 1970).

Ispat: X bir parakompakt uzay, Y bir kompakt uzay ve U , XxY 'nin agik bir
Ortiimii olsun. Sabit xeX noktas: igin, U 'nun U(x, ai),...,Ux,0n) seklinde sonlu
sayida elemani {x}xY 'yi orter. X izerinde VoxYcU{U(x,0p)|B=1,...,n(x)} olacak
sekilde x 'in bir Vyx agik komgulugunu segersek bu X 'in bir agik Ortiimiinii olusturur.

Vyerel sonlu agik bir inceltilmig ortiim olmak tizere her Ve V ¢ bazi xeX i¢in VcVy
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bigiminde B=1,..,n(x); (VxY)nU(x,ap) kiimeleri XxY 'nin agik bir w inceltilmis
ortiimiidiir. Ayrica, (x,y)eXxY i¢in yalnizca sonlu sayida Ve \% 'vi kesen x 'in bir U

komsulugu ve W 'nin yalnizca sonlu sayidasim kesen (x,y) 'nin UxY komsulugu

vardir. O halde, XxY parakompakttir.

2.5.7. Sonug: X bir regiiler parakompakt uzay ve Y 'de bir o-kompakt uzay ise
XxY parakompakttir. |

Ispat: o-kompakt uzay kompakt oldugundan Teorem 2.5.6. geregince agiktir.

2.5.8. Teorem: X bir T; uzayi, I=[0,1]JcR aralig: ile verilsin. XxI normal ise

X binormaldir (Willard, 1970).

Ispat: XxI normal ise X 'in normal oldugu agiktir. Kabul edelim ki
{Fan=1.2,..} kapali kiimelerin bir ailesi olmak iizere W,=X-F, 'lerin,
[Wix[0,1)]U[W2x[0,1/2)]u...in  XxI iizerinde bir A timleyen kiimesi ve B=Xx{0}
verilsin. A ve B, XxI iizerinde ayrik, kapali kiimeler oldugundan dolayr XxI tizerinde
c(U)nB= olacak sekilde A 'y1 ihtiva eden bir U agik kiimesini segersek
Gi={xeX|(x,1/n)eU}, F,cG, olacak sekilde bir agik kiime olarak bulunabilir. O

zaman X sayilabilir parakompakt oldugundan ispat tamamlanir.
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UCUNCU BOLUM
3. METRIKLENEBILME

Bu bolimde once metriklenebilmenin tammi yapilarak metriklenemeyen
topolojik uzaylara ornekler verildi. Daha sonra metriklenebilme problemi verilerek
Genel Metriklenebilme Teoremi ispatlandi ve bu teoremin sonuglari verildi. Ayrica
metriklenebilir ¢arpim uzaylarina deginilerek metriklenebilirligin bir topolojik 6zellik

oldugu tespit edildi.
3.1. Metriklenebilirlik

3.1.1. Tammm: Bir metrik uzaya homeomorf olan bir topolojik uzaya bir

metriklenebilir topolojik uzay denir (Alexandroff, 1924).

3.1.2. Uyar: Bir kiime tizerinde bir metrik ile birlikte bir topolojik yap: agik
yuvarlar yardimu ile kurulabilir (Urysohn, 1924).

3.1.3. Tamm: Bir (X,d) metrik uzayinda, €0 igin S(x,€) ac¢ik yuvarlarimn
olusturdugu {S(x,€)lxeX, £>0} ailesi B g 1le gosterilir ve d metrigi ile olugturulan bir

agtk yuvarlar ailesi adim alir.

3.1.4. Teorem: Bir (X,d) metrik uzayinda ]§d agik yuvarlar ailesi bir topoloji

tabamdir.

Ispat: xy,zeX ve g, £>0 icin zeS(x,e1)MS(y,e2) verilsin. d(x,z)=8,<g;,
d(y,2)=0:<¢; olmak tzere e=min{e;-3;, €;-8,}>0 sayisi igin yazlabileceginden,
S(z,g)cS(x,€1)"8(y,ez) olur. Taban tammi uyannca, X=U{S(x,e)xeX, £>0} elde

edilir.

3.1.8. Tanm: (X,d) (yarn) metrik uzayinda tiim agik yuvarlarin ﬁd ailesinin d
(yan) metrigi ile olusturdugu topolojiye bir (yari) metriklenebilir topoloji denir ve Td
ile gostenilir. (X, 'i'd) ikilisine de (yar1) metriklenebilir topolojik uzay denir.

3.1.6. Uyari: Tamm 3.1.1. ile Tanim 3.1.5. birbirine denktir. Bir (X,d) metrik
uzayinda d metrigi ancak bir metriklenebilir topoloji dogurabilir. Dolayisiyla her metrik

uzay bir topolojik uzaydir. Ancak tersi bazi 6zel durumlar da sézkonusu olabilir.
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3.1.7. Ornek:

1) (X.g) ayrnk metrik uzay, g aynk metrigi ile dogurulan 'i“g ayrik topolojisi ile
birlikte bir topolojik uzaydir.

ii) R? iizerinde d(x,y)=[(x,-y;)2+(xZ-yz)2]“2; XwYe€R, a=1,2 oklid metrigi

alisilmis topolojiyi dogurur.

iii) (X,{@.X}) indiscret topolojik uzayinda her sonlu kiime kapali olmadigindan

dolay1 bir metrik kurulamaz. Dolayisiyla X uzay1 metriklenemez.

iv) ({ab}, {@.{ab}.{a}}) topolojik uzayi, {a} kapah olmadigindan dolay

metriklenemez.

3.1.8. Teorem: Bir X (yar1) metriklenebilir uzayin sabit bir A alt kiimesi ile bir
xeX noktasi arasindaki uzaklik (yart) metriklenebilir topoloji altinda x noktasmin

stirekli bir fonksiyonudur (Kelley, 1955).

Ispat: x,ye(X.d). AcX sabit ve zeA igin, d(x,z)<d(x.y)+d(y.z) ve buradan
d(A.x)<d(x,y)+d(A,y) yazilabilir. Bir (yan) metriklenebilme 6zelligi geredince,
|d(A.x)-d(A.y)|<d(x.y) olup metriklenebilir uzayda nokta-kiime uzakligi tamm geregince
ve sureklilik uyarinca y 'nin x merkezli ve bir r>0 yangaph agik yuvarda bulundugu ve

boylece |d(A.x)-d(A,y)|<r oldugu gorilir.
3.1.9. Teorem: Her (yar1) metriklenebilir uzay normal bir uzaydir (Tukey, 1940).

ispat: A ve B bir (X.d) (yan) metriklenebilir uzay: iizerinde ayrik, kapal alt
kiimeler ve d(A.x) ile d(B.x)'de sirastyla bir xe X noktasityla A ve B arasindaki uzakhg:
gostersin.  U={x|d(A.x)-d(B.x)<0}, V={x|d(A.x)-d(B,x)>0} kimeleri olmak iizere
d(A.x)-d(B.x), x tizerinde sirekli oldugundan U ve V agik olup U ile V aynkur. Zira U
ile V 'nin tammlan geregi bu belli olup AcU ve BcV, nommalligin bir

karakterizasyonunu verir.

3.1.10. Ornek: Bir d metrigi (X,i"d) metriklenebilir uzaymmi dogurursa,

d;=inf (1.d) metrigi de ayn1 X metriklenebilir uzayim dogurur.
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Oncelikle d; metrik sartlarindan ilk tgiini saglar. Dordinci sart ise; ¥x.,y,zeX
icin  di(x.z)=1 veya di(y,z)=1 olursa d(x,z)>] veya d(y,z)>! olacag: igin
di(x.z)+d\(zy)=d)(x.y) bulunur. Eger di(x,z)=d(x,z) ve di(z)y)=d(z,y) olursa
di(x.z)+d(z.y)=d(x,z)+d(z,y)=d(x,y)=d:(x,y) elde edilir.

Ote yandan herhangi bir AcX agik alt kiimesi (X, "i"d ) metriklenebilir uzayinda
bir takim agik yuvarlarin bir birlesimi olarak yazilabileceginden, agik yuvarlann yarigapini
I'den kigiik alirsak d,=inf (1.d) olmak iizere, d,(x,y)=d(x,y); d(x.y)<I elde edilir.
Boylece yarigapt 1'den kiigiik veya esit yuvarlar her iki metrikte de aym olur ve A agik
kiimesi her iki metrikte de agik olacagindan d; metrigi aym X metriklenebilir uzayim

dogurur.

3.1.11. Teorem: (X,d,)..,» metrik uzaylarinin 2{X.ocA| topolojik toplami
bir d metrigi yardimiyla, her a,€X, ve oe€A igin, eger x=(a.X.) ve y=(aLy.) ise
d(x,y)=de(Xuy.) ve eger x=(o.Xa). y=(B.yp). o=B ise d(xy)=d.(x..a.)*1+dp(yp.az)
bigiminde, bir metrik uzay olarak kabul edilebilir (Bing, 1951).

ispat: Bir d fonksiyonu; d(x,y)20, d(x.y)=0<>x=y, d(x.y)=d(y.x) yazlarak

d(x,y)+d(y.z)>d(x,z) seklinde bir metrik olup, burada tiggen esitsizligi i¢in sarti ise;

Durum 1. Eger x=(a.X.)., y=(o.y.). z=(a..z,) seklinde noktalar verilirse

d(xs}')-l_d(y»Z):du(xu-.yu)+du.(yrl.»LL)Zdu(xmzq)=d(x,Z) olur.
Durum 2: Eger x=(a..X.). y=(a..Y.). z=(B.zp). o= seklinde noktalar verilirse

d(x,y)+d(y.z)=du(x..yu) tdu(Ya.a)+ 1+dp(ap, 2p)2d (X0, a0)+ 1 +dp(ap. 2p)=d(x,2) olur.

Durum 3: Eger x=(a.x.)., y=(B.ys). z=(v.z,), o= ve Pzy ise
d(x,y)+d(y.z)=d.(Xa.)+ 1 +2dp(ap.yp)t1+d(a,,2,)2d(x,2) bi¢iminde saglanacagindan
topolojik toplamin d metrigi ile bir Td metriklenebilir topolojisini dogurabilecegi ve
dolaysiyla (2§ X.JacA}, 'fd ) 'nin bir metriklenebilir uzay oldugu soylenebilir.

3.1.12. Ornek: X mutlak deger metrigi ile olusturulan bir metriklenebilir

topolojik uzay olmak ilzere {S(x.4)}xeX}. X'in bir agk ortamudir. Ayrica

{S(n4)neZ} kimesi bu agik ortimin bir alt agtk ortimidir. Bu dogrultuda,

T.C. YUKSEKGCRETIN
¥ n\.UMANTAQYON mmw
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{S(x.1)]xe X} kumesinin {S(x,4)[xeX} 'in bir inceltilmis értiimi oldugu ve X 'in her 1-

komsulugunun bir 4-komsulugu tarafindan ihtiva edilebildigi soylenebilir.

3.2. Metriklenebilme Problemi
3.2.1. Tammm: Eger bir (X, T) topolojik uzay "i’="i"d olacak sekilde bir d

metrigine sahipse, (X, 'i") topolojik uzay bir metrik uzaydir. Bu sekilde verilen bir d

metrigini aragtirma problemine bir metriklenebilme problemi denir.

3.2.2. Yardimc1 Teorem: c-yerel sonlu bir tabana sahip olan bir T: uzay

tizerinde her acgik kiime bir F, kiimesidir.

ispat: Kabul edelim ki 6-yerel sonlu bir {B(n,a)lneN, acA(n)} tabamna sahip
olan ve bir G agik kiimesini ihtiva eden bir X T; uzay: verilsin. Regiilerlik geregi her xeG
i¢cin G uzerinde x 'i ihtiva eden ve kapalisini binyesinde barindiran bir agik kiime vardir.
Dolayisiyla G tizerinde, x 't ihtiva eden ve kapalisini biinyesinde barindiran tabanin bir
B(n(x),0c(x)) tiyesi de vardir. Buradan, B(y)=u{B(y.0(x))|xeG} olacak sekilde her sabit
y pozitif tamsayisi i¢in {B(y,at)|oce A(y)} kolleksiyonu yerel sonlu bulunur. Bu durumda;
c(B(y))=uic(B(y.0(x)))xeG}cG yazilabilir. Boylece G=Ulc(B(Y))lyeN} kiimesi
sayilabilir kapali kiimelerin bir birlesimi olarak bulunur.

3.2.3. Teorem (Genel Metriklenebilme Teoremi): Bir X regiiler uzay:
metriklenebilirdir <> X 'in o-yerel sonlu agik bir tabam vardir (Nagata, 1950; Bing,

1951; Smirnov, 1951).
ispat:

=: Farzedelim ki X, G(n)={S(x, I/m)xeX ve n=1,2,...} agik yuvarlar ailesine

sahip bir metrik uzay olsun. X, Stone Teoremi sonucu parakompakttir. Boylece
G (n) 'nin bir yerel sonlu agtk B( n) inceltilmig 6rtimu var olacagindan X 'in bir o-yerel

sonlu acgtk ! B(n)ln=l,2....} tabani da bulunabilir.

<:Her é(n) yerel sonlu agik kolleksiyonu i¢in regiiler X 'in bir o-yerel sonlu

N

agitk B=u! B(n)|n=l.2,...: tabani verilsin. Her (n.m) dogal say: ¢ifti ve xe X noktasi
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icin U(nm,x) ve V(nm,x) komsuluklarini tanimlarsak, ﬁ(n) 'nin yerel sonlulugundan

X 'in bir V(n,x)=n{V|xeV, Ve B(n)} actk komsulugu elde edilebilir.

Eger bazi Ue B(m) icin  xeUcc(U)cV(n,x) olursa U(nm,x)=V(n,x),
V(nm,x)=UN[N{X-c(V)|xgc(V) ve Ve B(m);] ve bundan dolayt U(nm.x)=X.

V(nm,x)=V(n,x)N[{ X-c(V)|xec(V) ve Ve B(m)}] yazilabilir. B(m) yerel sonlu ve
V(nm,x), x 'in bir agtk komsulugu olmak tzere; X 'in bir x noktasinin bir U(x)
komsulugu igin, B acik tabam ile X regiler ve xe Vce(V)cV(n,x)cU(x) bigiminde
secilmis nm ¢iftler1 ve Ve B(m) bulunabilir. U(nm,x) 'in verilen tanimi geregi;
U(nm,x)=V(n,x)cU(x) olacak sekilde x 'in bir {U(nm,x)jn,m=1,2,...} agik taban elde
edilir.

Ote yandan ygU(nmx) igin U(nmx)zX esitsizligi olacak sekilde ve
xeUcce(U)cV(nx)=U(nm,x) bi¢ciminde bazz Ue B(m) vardir. Ayrica yec(U),
V(nm,y)'nin tanimina uygun olarak V(nm,y)cX-c(U) bigiminde ifade edilebilir. Yine

V(nm,x)'in tammi uyarinca V(nm,x)cU ve buradan V(nm,y)"V(nm,x)=& yazilabilir.
Sonug olarak, yeV(nm,x) i¢in V(nmx)in verilen tammina uygun olarak
V(nm,x)cV(n,x) ve yeV(nx)=n}{Vi|xeV, Ve B(n)} bulunur. Bu durumda ise

V(ny)=n{ViyeV ve Ve B(n)}cV(n,x) iken V(nm,y)cV(n,y) bi¢iminde oldugundan
U(nm.x)=V(n.x) olacak sekilde V(nm,y)cV(n,x)=U(nm,x) yazilabilir. Eger U(nm,x)=X

saglanirsa V(nm,y)cU(nm.x) olacag: aciktir. Bu durumda ise; {U(nm.x)in.m=1.2,...} ve
{V(nm,x)[n,m=1,2,...} kiimeleri istenen sartlara sahip oldugundan X bir metriklenebilir
uzaydr.

3.2.4. Teorem (1. Alexandroff-Urysohn Metriklenebilme Teoremi): X bir T,

uzay1 olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:
i) X, regiler ve S, uzayidir.
it) X, aynlabilir ve metriklenebilir uzaydir.

iii) X, I 'niin bir alt uzayina gémiilebilir (Alexandroff, 1924, Urysohn, 1924).
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ispat:

()=(i1): Sayilabilir tabam olan bir uzay oc-yerel sonlu bir tabana da sahip
olacagindan saglanir.

(i)=(i): Her aynlabilir metrik uzay, S, uzay: ve regiiler uzaydir. Dolayisiyla
(1)<>(i1) saglanir.

(i)=>(iii): X 'in bir sayilabilir B tabaniile A={(U.V)jU,VeB: c(U)cV} kiimesi

-~

verilsin. A sayilabilir, X regiiler bir Lindelof uzayr oldugundan X normal bir uzaydir.
Her (U, V)e A ifti igin flc(U))=0, f{X-V)=1 olacak sekilde bir f,:X—I=[0,1] siirekli
fonksiyonu vardir. Eger IE‘={ fl(U,V)e A} sayilabilir ve X 'in aynk (kapali kiime-

nokta) iftlerine sahip ise her fi,€ F igin I . I'minbir gomusudar.
(i1)=>(i): I dogal alt uzay topolojisi ile regiiler ve S, uzay1 oldugundan ve bu
ozellikler sayilabilir ¢arpim altinda korundugundan I” 'de regiler ve S, uzayidir.

Dolayisiyla bunun her alt uzay: da regiiler ve S, uzayidir. Buradan (i)<(iii) saglanir.

(i)=>(iil) sartt da (ii)<>(1)<=>(iii) 'den saglamr.

3.2.5. Teorem (2. Alexandroff - Urysohn Metriklenebilme Teoremi): Bir X
kompakt T, uzayr metriklenebilirdire>X bir S, uzayidir (Alexandroff, 1924; Urysohn,
1924).

ispat:
=: Her (sayilabilir) kompakt metrik uzay ayrilabilir oldugundan bir S, uzayidr.

<: Her kompakt T, uzayr regiler olmak uzere bir S, uzay1 da oluyorsa

metriklenebilirdir.

3.2.6. Teorem: Bir X topolojik uzayi (yari) metriklenebilirdir < X 'in bir

normal ortiimii vardir.
Ispat:

=>: Her metrik uzay parakompakt ve Tamim 2.1.29. geregince de bir normal

ortume sahiptir.
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<: Star sonlu Ortiim yerel sonlu oldugundan ve X 'in bir c-yerel sonlu tabam

kurulabileceginden metriklenebilir ve dolayisiyla (yari) metriklenebilirdir.

3.2.7. Teorem: Bir X T, uzay: metriklenebilirdir <> X 'in her x noktasinin
asagidaki ozellikleri saglayan sayilabilir bir {U(xn)jneN, xeX} komsuluk tabam
vardir: (x,y,zeX).

i) yeU(xn) ise U(yn)cU(xn-1).

i) ygU(xn-1) ise U(yn)"NU(xn)=2.

ispat:

=>: Eger bir metrik uzay sayilabilir bir tabana sahipse (i), (ii) sartlarin
saglayacak gekilde 1/2" yaricaphh U(xn) yuvarlarina da sahiptir.

< U (n)={U(xn)|xeX} kimesi tizerinde verilen her n > 2 dogal sayisi igin,

U(zn)NU(xn)#J olmak tizere St(U(xn), ﬁ(n))cU(xn—Z) yazilabileceginden
(ii) geregince zeU(xn-1) olur. (i) sarti geregince de U(zn)cU(xn-2) dogru oldugundan
St(UGm), U (m))cU(xn-2) elde edilir. Her n>2 icin U (1), U(2),... normal dizisi

altinda U (n), fJ(n-Z) 'yi star inceltir ve St(x, U (n))cU(xn-2) oldugundan dolay: da
X 'in uygun bir normal dizisi kurularak uzay metriklenebilir. Sonug olarak, Teorem
3.2.6. geregince X metriklenebilirdir.

3.28. Teorem (Bing Metriklenebilme Teoremi): Bir X regiiler uzay:
metriklenebilirdir <>X'in bir o-aynk agik tabam vardir (Bing, 1951).

ispat:

<: Her aynk aile yerel sonlu oldugundan Teorem 3.2.3. geregince X

metriklenebilirdir.

=: Stone Teoremi sonucunca; her n i¢in G(n)={S(x, 1/n)|xeX} agik 6rtimii
bir o-aynk agik 0 (n) inceltilmis 6rtiimiine sahip oldugundan u(fJ (n)in=1,2,...} X'in
bir o-ayrik agik tabam olarak elde edilir.

3.2.9. Sonug: Bir o-yerel sonlu tabana sahip T; uzayr normal bir uzaydir.



35

ispat: o-yerel sonlu tabana sahip regiiler uzay, metrik uzay oldugundan normal

bir uzaydir.

3.3. Metriklenebilir Carpim Uzaylan

3.3.1. Tamm: Her noktasinin metriklenebilir bir komsulugu olan bir topolojik

uzaya yerel metriklenebilir bir uzay denir.
3.3.2. Teorem: Her metrikienebilir uzay yerel metriklenebilirdir.

ispat: Metriklenebilir uzay her noktasimin bir metriklenebilir komgsulugu

oldugundan dolay: agiktir.

3.3.3. Teorem: Bir X yerel metriklenebilir T, uzayr metriklenebilirdir <& X

parakompakt ise (Michael, 1957).
ispat: Tamm 3.3.1. ve Tamm 2.2.2. geregince agiktir.

3.3.4. Uyari: Normal bir uzay, metriklenebilir alt kiimelerin olusturdugu bir yerel

sonliu ortiime sahipse metriklenebilirdir.

3.3.5. Teorem: (Yar) metriklenebilirlik bir topolojik 6zelliktir.

ispat: X, T) ve (Y, 0) uzaylari homeomorf iken "i"d='f olacak sekilde X
tizerinde bir d (yar) metrigi verilsin. Bu durumda, ¢:X—Y bir homeomorfizm olmak

lizere, Y izerinde g(yi.y2)=d(¢”'(y:).0'(y2)) kuralina uygun bir g (yan) metrigi
olusturulabilir. ¢ 'nin tanimindan €>0 igin @(S(x.€))=S(¢p(x).€) yazlabilir. ueU igin

G=¢ ' (U)=U{S(XuEu)oeAs! oldugundan su elde edilebilir ki U kimesi.

~ -

U=U{ 0(S(XwE))|o €A =U ! S(0(X.,), E)laeA;) bulunur ve boylece U=U, olacag

Q0
&

icin istenen elde edilir.

3.3.6. Tamm: (X, T) bir topolojik uzay olsun. Eger bir GcX kiimesi,
G=n{G,a=12,...} seklinde sayilabilir sayida agik G,. kumelerinin arakesiti olarak

yazilabilirse bu G alt kiimesine X 'in bir Gs kiimesi denir.
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3.3.7. Teorem: Bir (X, 'i") (yan) metriklenebilir uzay: iizerinde her kapal
kiime bir Gs kiimesidir.
Ispat: g, "I"g =T olacak sekilde X 'de bir (yar1) metrik olsun. Bu durumda A,

A=c(A) ve A=n{S(A, 1/n)|n=1,2,...} sartlanimi saglayan bir kapali kiime olmak lizere
S(A, 1/n) 'ler agik oldugundan sayilabilir sayidasinin kesigimi, bir Gs kiimesi olarak A
'y1 belirleyecektir.

3.3.8. Teorem: (Xy,i{) , ¥=1,2,...,n (yan) metriklenebilir uzaylar olmak iizere

(IX,, HTY) carpim uzayi da (yar1) metriklenebilirdir.
Ispat: g(y), 'I'g(y) = Tv olacak sekilde X, iizerinde bir (yar) metrik olsun.

o((X1,.-..%n),  (Y1,-.,Y0)) 781X,y ) H2(X2,¥2) ...+ 8a(Xa,Yn)  Olmak iizere, IIX,
lizerinde bir ¢ (yar) metrigi vardir. Carpim topolojisi ise ~{S(T1, x,, 8,)| ¥=1,...,n}
kiimelerince olusturulabilir ve eger 8,<¢/n ise m=(xy,...,x,) $artina uygun olarak bu
kesigim S(m,g) kiimesince ihtiva edilir. &=min &, iken S(m,8) ise carpim
topolojisinin bu taban elemam tarafindan ihtiva edilir ve boylece iki tabamin

denkliginden Tc = HTY yazilir.

3.3.9. Teorem: Her neA igin (X, 'i‘n) (yar1) metriklenebilir uzaylar olsun.

Bu durumda sayilabilir sayida (11X, H'fn) carpim uzay1 da (yan) metriklenebilirdir.
Ispat: d(n), X, iizerinde Td(n) = Tn olacak bigimde bir (yan) metrik olsun.

o(£,2)=(d(1,fi,g)/ 1! (1+d(1,f1,81)))Hd(2,f2,82)/2!(1+d(2,fr,g2)))+..ile  tammh
sonsuz serisi yakinsak oldugundan I1X  tizerinde o bir (yar1) metriktir. Buradan, tim

d(n)/(1+d(n)) 'ler bir (yart) metrik fonksiyonu olarak alindiginda S(fe), ﬁ(o) '‘mn bir
elemam olarak tammlanabilir. Yeterince biiyilk m 'ler igin Y.{1/m! | m=n+1,...}<¢/2,
8<e¢/2m sart1 olmak uzere N{S(IL, £,,8)|n=1,....m}cS(f,€) kiimesi yazilabileceginden
B={S(ITLfx(y).8,)ly=1,...,r}, carpim topolojisinin bir taban elemam olarak kyllanilabilir.
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Eger, p=min(6,/2(n(y))!, 1/2n(r)!) seklinde yazilabilirse S(f,u)cB olur ve istenen elde
edilir.

3.3.10. Teorem: Bir T, uzay1 izerine kompakt bir metrik uzayin sirekl
gorintisi metriklenebilirdir.

ispat: f, bir X kompakt uzayindan bir Y T, uzayina siirekli bir déniisiim olsun. Y,
kompakt ve dolayisiyla regiler oldugundan bir S, uzayidir. X tizerinde sayilabilir bir B
tabaninin elemanlarnin tiim sonlu birlesimlerinin bir kolleksiyonu olarak G verilsin.
D={Y-f(X-G) |G e G} . Y iizerinde agik kiimelerin sayilabilir bir kolleksiyonu
oldugundan bir taban teskil eder. yeU ve U, Y 'nin bir agi@i olmak iizere f'(y)cf'(U)
oldugundan f'(y) kompakttir. Verilenlerden f'(y)cB u...UB,cf '(U) olacak sekilde B
uzerinde B,,...,B, kiimeleri bulunabilir. Eger G=B,;u...UB,, alimirsa Geé ve bdylece
yeY-f(X-G) yazlabilir. Dolayisiyla D.Y icin arzu edilen bir tabandr.

3.3.11. Tanmm: Ve>0 i¢in 36=6(e)>0: x.yeX ve di(x,y)<bise dx(f(x), f(y))<e
olacak bi¢imde bir f:(X,d1)—(Y.d,) fonksiyonuna diizgiin siirekli fonksiyon denir.

3.3.12. Teorem: Bir (X.d) kompakt metriklenebilir uzaymin bir (Y.d')
metriklenebilir uzay: tizerine her f sirekli dontisimu dizgin siireklidir (Nagata, 1950).

ispat: e>0 ve her xeX igin f{S(x, 8(x)))=S(f(x), €/2)) olacak bi¢cimde &(x)>0
sayisi var ve X kompakt oldugundan S(x, 6(x)/2) ‘nin S(Xa, 8(x.)/2), a=1,....n ile
gosterilen sonlu sayidasiyla X ortiilebilir.

Bu durumda 6=min{6(x..)/2ja=1,...n} olmak lizere her x,x'eX igin d(x,x')<d
ve XES(Xan O0(x.)/2) olmak ilizere X, noktalari alimirsa, d<8(x.)/2., X'€S(X..0(X.))
yazilabileceginden f(S(x.. 8(x.)))cS(f(x.), €/2) gosterimi ile birlikte, verilenlerden

d'(f{x), fix"))<d’'(f{x),f{x.))+d"(f(x.).fx"))<e elde edilebileceginden f diizgiin siirekli bir

doniigim bulunur.

3.3.13. Teorem: Bir X topolojik uzaymnn yerel sonlu kapal bir lﬂ7={F.tlaeA}
ortimu igin X ‘in her F, alt uzayr metriklenebilirse X 'de metriklenebilirdir (Nagata,

1950).
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ispat: Verilenlerden X 'in T, ve dolayisiyla, her F,, 'mn kapali ve T, oldugu

actktir. Ayrica; xeF,, 'min her U komsulugu igin ve F, 'nin yerel sonlu kapali értiimlerinin

~

bir {A(m In=12,...} dizisi i¢in S(x, F,, )cU olacak bigimde bir n sayisi bulunabilir.
Her oae€A igin IA’(“H, {l}(m kabulii gozardi edilmeksizin her n sayisi,

F, = u{l}um | e A} ailesini {F, |aoe A} ailesi tek oldugundan X 'in yerel sonlu

kapal bir 6rtiimii olarak elde ettirir.

~

U. X ''in bir x noktasinin komsulugu olmak iizere x, F 'nin F),....F

() ile

gosterilen sonlu sayidasi uzerinde ihtiva edileceginden her oa(a') i¢in

S(x, lh:'n(a:)’a(uf))cU bi¢giminde n(a’) 'ler bulunabilir. Eger n=max{n(1),...n(y)}

-

yazilirsa S(x, F, )cU olur ve X metriklenebilir elde edilir.

3.3.14. Teorem: Sayilabilir sayida aynlabilir ve metriklenebilir uzayin birlesimi

olan bir X topolojik uzay, kalitsal olarak Lindel6f uzayidir (Nagata, 1950).

Ispat: Her X, aynilabilir ve metriklenebilir bir uzay olmak zere
X=0u{XJo=1.2,...} uzerinde bir A alt kiimesinin, A, ~AX,; a=1,2,... bi¢ciminde
sayilabilir sayida aynlabilir ve metriklenebilir uzaylarin bir birlesimi  seklinde
yazilabilecegi kabul edilirse U A 'min bir agik ortimi olmak iizere her o igin U 'nun
sayilabilir sayida U.p, B=1.2.... lyeleri A, 'y: ortebilir. Buradan {U.g|B=1,2,...} X 'in
sayilabilir bir alt 6rtimi olacagindan A, X 'in kalitsalhig: saglayan bir alt uzay! olarak

elde edilir.

3.3.15, Tanim: Bir metrik uzaym her kapah kimesi bir G; kiimesidir. Eger bir

normal uzay bu sarti saglarsa bu uzaya bir kesin normal uzay denir.

3.3.16. Teorem: Kalitsal olarak bir Lindelof, regiler X uzaymin her kapah F
kiimesi bir G; kiimesi olup uzay kesin normaldir (Nagata, 1950).

ispat: X regiiler ve FCX kapali iken her Ue U icin c(U)cX-F olacak bigimde
kiimelerden olusan X-F 'nin bir U agtk ortamii var oldugundan X-F kiimesi Lindelof

-

olarak U ortimiinin saylabilir sayida U, U,... iyesiyle 6rtiilebilir. Buradan,
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F=n{X-c(Ujo=1.2.,...} kumesi bir G; kimesi olarak X 1 kesin normal bir uzay
yapar.

3.3.17. Teorem: Eger yerel ve sayilabilir kompakt bir X T, uzay1 X.;; a=1,2,...
bigiminde sayilabilir sayida ayrilabilir ve metriklenebilir uzaylann bir birlesimine esitse X,
metriklenebilirdir.

ispat: Ac¢ikgast X kompakttir ve XxX; X,»Xp, a.p=l,... bigiminde sayilabilir
sayida ayrlabilir ve metriklenebilir alt kiimelerin birlesimi olacagindan yukaridaki
teoremlerden dolay1 A={(x.x)[xeX}eXxX bir G, kiimesidir ve metriklenebilme

teoremleri uyarinca da X metriklenebilirdir.
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OZET

Bu ¢alisma u¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alisma igin gerekli olan

temel kavramlar verilmektedir.

Ikinci béliimde, agik kime ve ortii kavramlan yardimi ile parakompaktlik
kavramina iligkin temel tamim ve Ozellikler verilmektedir. Parakompakthk kavraminin
ayirma aksiyomlarn iizerinde uygulanmasi teoremlerle incelenmektedir. Stone Teoremi
verilmektedir. Ayrica parakompaktlik kavrami ile ilgili diger ozellikler de verilerek,

aguncii bolim i¢in gerekh ozellikler ve uygulama alanlart incelenmektedir.

Son boélimde, metriklenebilirlik incelenmektedir. Parakompaktlik gibi o6rti
kavramlart yardimi ile Genel Metriklenebilme teoremi ve sonuglan verilmektedir. Bu
dogrultuda, Alexandroff - Urysohn ve Bing Metriklenebilme Teoremleri incelenmektedir.
Boylece metriklenebilirlik kavrami, topolojik uzaylarda parakompakthk kavrami

sayesinde genellestirilmektedir.
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SUMMARY

This study consist of three chapters. In the first section fundamental conceptions,

which are necessary. for study, are given.

In the second section, basic definition and properties of paracompactness are
given by the aid covering and open set concepts. The applications in separate axioms of
paracompactness with theorems are investigated. Stone's Theorem are given. Moreover,
other properties relation with paracompactness are also given. Necessary properties are

application areas, for the third section, are investigated its.

In the last section, metrizable concept are investigated. The General metrizable
Theorem and results are given by the aid covering concepts as paracompactness. In the
light of this informations, Alexandroff-Urysohn and Bing Metrizable Theorems are

investigated.

Thus, metrizable concept are generalized by the aid paracompactness in

topological spaces.
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