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OZET

NILPOTENT GRUPLARIN INTEGRAL GRUP HALKALARINDA
BURULMALI BiRIMSELLER

ARI, Kamil
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigman : Prof. Dr. Abdurrahim YILMAZ
Ekim 2001, 42 sayfa

Bu galismanin birinci bélimiinde literatiir bildirigi, ikinci bolimiinde,
daha sonraki bsliimlerde kullanilacak olan bazi temel tamm ve teoremler verildi.

Uglincii boliimde, metadevirli olmayip metabelian bir grubun integral
grup halkalanindaki sonlu mertebeli elemanlart karakterize edilmis ve
Zassenhaus’un bir konjektiiriiniin ger¢eklenisi bu grubun sonlu mertebeli
elemanlarn {izerine uygulanmgtir.

Dérdiincti  boltimde, nilpotent metabelian gruplardaki  burulmali
birimsellerin izi ve keyfi bir grupta burulmali birimsellerin katsayilar toplam
tartigilda.

Son boliimde ise, sonsuz nilpotent gruplar ile Zassenhaus konjektiirii
arasindaki bagint1 incelendi.

Anahtar Kelimeler : Metabelian grup, Nilpotent metabelian grup,
Nilpotent grup, Yari-direkt ¢arpim, Sonlu mertebeli birimseller.




ABSTRACT

TORSION UNITS IN INTEGRAL GROUP RINGS OF NILPOTENT
GROUPS

ARI, Kamil
Ph.D.Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Abdurrahim YILMAZ
October 2001, 42 pages

This thesis consists of five chapters. In the first and second chapters,
literature notices and some fundamental definitions and theorems which will be
used in the later chapters were given respectively.

In the third chapter, the torsion elements of the integral group ring of
metabelian but not metacylic groups are characterized and one of the Zassenhaus’
conjectures is verified.

In the fourth chapter, trace of torsion units in nilpotent metabelian groups
and the sum of coefficients of torsion umits in arbitrary groups have been
discussed.

In the last chapter, relation between infinite nilpotent groups and
Zassenhaus conjecture was examined.

Key Words : Metabelian group, Nilpotent metabelian group, Nilpotent
group, Semidirect product, Torsion unit.
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ON SOz

Grup Teorisi veya onun paralelinde galigan matematikgiler, dzellikle piir
alandaki matematik¢iler son dénemlerde Grup Halkasi konusuna oldukga yogun
ilgi gostermektedirler. Bunlarin baginda grup halkalarnndaki birimsellerin elde
edilmesi ve bazi dzel gruplarm sonlu mertebeden birimsellerinin incelenmesi
gelmektedir. Bu nedenle Grup Temsilleri biiyiik 6nem arz etmekte ve Zassenhaus
konjektiirleriyle birlikte temsil teorisi bu galigmalarda énemli rol oynamaktadar.

Caligmalannm boyunca bana yardimci olan saym hocam ProfDr.
Abdurrahim YILMAZ’a tegekkiir ederim.

Kamil ARI
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GIRIS

G sonlu bir grup, Z tamsayilar halkasi ve V(ZG), ZG integral grup
halkalasinin normallesmig (ogmentasyonu koruyan) birimsellerinin grubu olsun.
u € V(ZG) ise, bir g € G ve bir o € U(ZG) igin u = o”'go olur mu? (Hughes ve
Pearson, 1972) tarafindan Zassenhaus’a yoneltilen bu soruya, yine aymt kigiler
tarafindan agagidaki teoremle olumsuz cevap verildi.

Teorem 1

G UZSs) ={[: ﬂ €GL,(Z) |a+c=b+d (mod3)},

(ii) (ii) V(ZS;) grubundaki sonlu merteben agikar olmayan bir
eleman 2 veya 3 elemanhdir. V(ZS;) grubunda temsilcileri (12) ve u=(12)+3(23)-
3(13)-3(123)+3(132) olan 2 mertebeli elemanlarm iki eglenik simfi varken, 3
mertebeli biitlin elemanlar V(ZS;) de esleniktirler. Yine de V(ZS;) deki 2
mertebeli biitiin elemanlar QS; de egleniktir.

(iii) S; ve {1, u} gruplar, eslenik olma diginda, V(ZS;) grubunun tek
maksimum sonlu olan altgruplaridir.

Buna ragmen Zassenhaus, bu soruya olumlu bir cevap olarak metabelian
ve nilpotent gruplar i¢in o meshur konjektiirii §dyle belirtmistir: u € T U,(ZG) ise
u ~ g olacak sekilde 3 g €G ve y € QG vardir. Bu konjektiir, (Ritter ve Sehgal,
1983) tarafindan nilpotentlik simfi 2 gruplar, (Milies ve ark.,1986) tarafindan
(0(a), 0(x)) =1 olmak fizere metadevirli gruplar ve (Sehgal ve Weis, 1986)
tarafindan X, A grubunda sadik indirgenmez bigimde etkilenmek iizere A X 5 X
metabelian gruplar i¢in gergeklenmistir. Ayrica (Marciniak ve ark., 1987)
tarafindan Zassenhaus konjektiirtiniin saglandig1 gésterilmigtir.

Teorem 2

A degismeli grup ve A nin mertebesini bélen her p asal igin, m < p iken
X, m mertebeli degismeli grup olmak izere

G= A X s X olsun.

a) m asal say1(=q) veya

b) A devirli grup (=<a>)
oldugu kabul edilsin. O halde G i¢in Zassenhaus konjektiirii saglanir.

(Hughes ve Pearson, 1972) tarafindan U(ZS;) grubunun ve (Milies,1972)
tarafindan U(ZD,) grubunun karakterizasyonu verildi. Teorem 1’in ispat
tekniginden kisaca g6yle bahsedilebilir:

o : V(Z8S;) » o (V(Z83)) < GL(2,Z) bir sadik temsili belirten 6 x 6 tiiriinde bir P
matrisini elde etmek igin S; simetrik grubunun farkli indirgenmez temsillerinin
kullanilmasindan ibarettir. r = 3 a;g; ise o = [ay,...,ag] satir vektdrii olmak tizere,
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o (r) nin girisleri P = B matris ¢arpiundan elde edilir. Son olarak P! bulunur ve
a=PP"! nin ¢oziimlerinin Z de olmast kogulundan dogan lineer denklikler sistemi
¢oziilerek GL(2, Z) de o(V(ZS3)) ye ait olan matrisleri belirleyen gerek ve yeter
sarta elde edilir. G, n mertebeli keyfi bir grup ise, c n x n tiiriinde bir P matrisi
gbstermek {izere m inci mertebeden bir temsili etmek i¢in de yukandaki teknik
kullanilabilir. (Allen ve Hobby, 1980) tarafindan da benzer gekilde, bu teknik
kullanilarak U(ZA,) grubundaki birimsellerin karakterizasyonu verilmigtir.
i>11i¢in G(H) = {g € G| o(g) =i}, G(1) = {1} ve x=ZaSg €ZG igin

geG

TO(x) = Zas ve x(g) =Z:och olsun. Sifirdan farkli ize sahip olan V(ZG)
8€G () h~g

grubundaki bir burulmali (torsion) birimselin, birim olmas: gerektigi biliniyor
(Sehgal, 1978). Bovdi konjektiirii s6yle ifade edilebilir: “p bir asal say1, x €
V(ZG) ve o(x) =p"ise, T®(x)=1 ve T (x)=0". Eger G sonlu bir grup
ise, V(ZG) deki burulmali birimseller igin Bovdi konjektiirii ile Zassenhaus
konjektiirii arasinda bir iligki vardir. (Dokuchaev, 1992) ye gére G nilpotent
metabelian grup ise, burulmali birimsellerin genellestirilmig izi i # n igin TOx) =
1ve T® =0 dur.

(Weiss, 1988; 1991) tarafindan sonlu nilpotent gruplarda Zassenhaus
konjektiirliniin saglandigi gosterilmistir. ZG deki her burulmali birimselin,
eslesmis Bass iz fonksiyonunun sifir olmayan birtek eglenik sinifi varsa G grubuna
bir UT grup denir. Zassenhaus konjektiirii sonlu bir G grubu i¢in saglanir ancak ve
ancak G bir UT gruptur. (Sehgal, 1993; Bovdi ve ark., 1994) tarafindan bu konu
detayl1 bir gekilde ele alinmigtir. Keyfi bir G grubunun her burulmali birimseli
agikar bir birimsele eslenik olma 6zelligine sahip olsun. Buna gére G nin bir UT
grup oldugu goriiliir. (Marciniak ve Sehgal, 1995; 1996) tarafindan keyfi nilpotent
gruplarm ve sonlu gruplara gore bazi gok devirli gruplarin UT 6zelligine sahip
oldugu belirtilmigtir. Bu yiizden bu tlir gruplar i¢in Zassenhaus konjektiiriiniin
geniglemesi ile ilgili baz1 sorular akla gelebilir. Gergekten (Bovdi ve ark., 1994)
tarafindan bazi sonsuz gruplar igin, tiim burulmali birimsellerin asikar
birimsellere rasyonel olarak eslenik olabilecedi ihtimali iizerinde durulmusgtur.
(Marciniak ve Sehgal, 1996) tarafindan Zassenhaus konjektiiriiniin biitlin sonsuz
nilpotent gruplar i¢in saglanmadigmimn tam bir analizi yapilmugtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, bundan sonraki 3., 4. ve 5. boliimlere yardimei olacagim
distindiigtimiiz baz1 temel tanim ve yardumct teoremleri verecegiz.

2.1. Bazi Tammlar ve Yardumel Teoremler
2.1.1. Tamum (Metabelian Grup)

G bir grup, A A G ve A degismeli grup olsun. Eger G / A degismeli grup
ise, G ye bir metabelian grup denir.

2.1.2. Tanum (Nilpotent Grup)

G bir grup olsun. G nin n.merkezi tiimevarimla gdyle tammhdir : n=1
i¢in Z,(G) = Z(G), G nin merkezi. Simdi G/Z,(G) nin merkezi gézoniine almirsa,
Z[G/Z,(G)] AG/Z(G) oldugundan, en az bir Z,(G)AG var 8yle ki, Z,(G)/Z,(G) =
Z[G/Z,(G)], benzer sekilde, 3 Z,(G) AG var dyle ki, Z,(G)/Z, (G) = Z[G/Z,.,(G)].
V n=1,2,3,... i¢in Z,(G) ye G nin n.merkezi denir. Zo(G)={e} yazilarak her n>1
igin Zu(G)/Zn(GY=Z[G/Z,(G)] dir. Tanmmdan, Z,(G)={xeG | xy xy" €Z,,(G),
Vy e G} olup Z,(G) < Z,4(G) dir. G nin bu altgruplarindan olugan {e}=Z¢(G) <
Z4(G) £ ... £ Z(Q) < ... artan altgruplar serisine G nin tist merkezsel serisi denir.

Bir m=1,2,3,... igin Z(G) = G ise G ye nilpotent grup denir. Z(G) =G
olacak sekildeki en kiigiik m ye G nin nilpotentlik sinifi denir.

2.1.3. Tamum (Ayrilabilir)

F < E bir cisim geniglemesi ve a € E elemam F-cebirsel olsun. Eger o
nin F-lizerindeki minimal polinomu ming(c,x) aynlabilir (separable) ise o, F-
tizerinde ayrilabilir ve E nin her elemam F-iizerinde ayrilabilir ise E ye F nin bir
ayrilabilir genislemesi denir.

2.1.4. Onerme

F bir cisim ve ¢ : F — L, F nin cebirsel kapali bir L cismine yerlesimi ve
E=F(a), F nin bir cebirsel genislemesi olsun. O halde o, bir 1 : E — L yerlegimine
genisletilebilir ve boyle yerlesimlerin sayisi, o nin minimal polinomunun farkl
kdklerinin sayisina esittir.




2.1.5. Ornek

E, F nin bir geniglemesi ve o € E elemam F-iizerinde cebirsel olsun.
Buna gére, a, F-iizerinde ayrilabilir < F(a), F nin ayrilabilir geniglemesidir.

B € F(a) olsun. B nin F-aynlabilir oldugu gosterilebilir: ¥ < F(B) < F(a)
dir, L bir cebirsel kapal cisim ve o : F — L bir yerlesim olsun. p;(x) = ming(f3,x)
in m farkl kokii bulunsun. 2.1.4. Onermeden, ¢ nin F(B) ya m farkh o, o,,...,03
geniglemesi bulunur. Ayrica, p,(X)=mingg (o, B)= (o nmn F(B)-iizerindeki
minimal polinomu) olsun ve p.(x)’in n farkli kokii bulunsun. Yine 2.1.4.
Onermeden, her 6;, 1 <i<m igin o, nin F(c) ya tam olarak ntane o;,1<j<n
genislemesi bulunur. Buradan o : F — L yi F(ct) dan L ye genigleten yerlegimlerin
timi 1 £ i <m 1 <j < n igin, mn tane {o;} yerlesimler kiimesidir.
P3(x) = ming (., x) ise, [F(a):F] = der p3(x) = o yerlesmesinin F(a) ya genisleme
sayisidir, o, F-aymlabilir oldugundan, o, F(B)-ayrlabilir ve benzer bigimde
[F(a):F(B)]=derpa(x) = po(x) in farkli kok sayis1 = her bir o; nin F(a) ya genigleme
sayist = n. Yine, [F(B) : F] = derpi(x) olup, pi(x) in farkh kok sayis1 = ¢ nin F(B)
ya genigleme sayis1 = m olup,

mn= [F(a):F] = [F(c):F(B)][F(B):F] = n. derp:(x) = m = derP(x)
= (pi(x) in farkli kék sayisi). O halde pi(x) = ming(B, x) bir ayrilabilir polinom
olup B, F-tizerinde ayrilabilirdir.

2.1.6. Tamm (Galois izi)

E / F bir Galois genislemesi, G = Gal E/F = {n;=1, ny,...,Nn} Olsun.u € E

ise, Tgr (0) = Z n;(u) ile tanimli dontigtime E/F de u nun izi denir.
i=t

2.1.7. Tanim (Yar1 Direkt Carpim)

G ve H birer grup ve o : H — Aut(G) bir homomorfizmasi olsun. G x H

= {(gh) : ge G, h € H } kartezyen garpimt (g,,h1) (g2h2) = (gi1(a(hi)g2), hihy)
iglemi altinda bir gruptur. Buna H nin G ile yar: direkt carpim: denir.

2.1.8. Onerme

G bir grup, A ve H, G nin altgruplar1 ve A G de normal olsun. Buna gore,

@) A bir degigmeli grup

(ii) G, A ile H nin bir yan direkt ¢arpimidir. (Serre, 1977).

G nin indirgenmez temsillerinin, H nin birtakim altgruplarindan
olusturulabilecegi s6yle yorumlanabilir:
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2.1.8.0nerme (i) den, A degismeli oldugundan A nmn indirgenmez
karakterleri 1.derecedendir ve X=Hom(A, C") grubu olugturulabilir. G, X tizerinde
soyle etkir: s € G, x €X, a € A igin (sy)(a) = x(sas).

(Aiexm, ¢ deki H nin yoriingeleri igin temsilcilerin bir sistemi olsun. Her
bir i € X/H i¢in H;, hy; = y; olacak sekilde bu h elemanlarindan olusan H nin
altgrubu ve G; = A X H;, G grubunun altgruplarma kargihik gelen grup olsun. y;
fonksiyonu G; ye a € A, h €H; i¢in ¥; (ah) = y;(a) alarak genisletilebilir. Her h €
H; i¢in h ; = y; olmasim kullanarak, ¥; nin G; grubunun 1.dereceden bir karakteri
oldugu goriiliir. Simdi p H; nin bir indirgenmez temsili olsun. Buradan G; - H;

kanonik izdfiglimiiyle p temsilinin bileskesi alinarak, G; nin bir ;) indirgenmez.
temsili elde edilir. Son olarak y; ve E) nun tensér carpimm alinarak G; nin bir

% ® p indirgenmez temsili elde edilir ve G nin yiikseltilmis (induced) temsiline
kargilik gelen temsil 6; , olsun, Boylece asagidaki 6nerme verilebilir.

2.1.9. Onerme

(a) 6, indirgenmez.

(b) 0; ,ve 6y, izomorfise, i=i' ve p, p’ ne izomorftur.

(¢} G nin her indirgenmez temsili 8; , p nun birine izomorftur
(Serre, 1977).

2.1.10. Tanim (Sadik Temsil)

G bir grup olsun. p: G — GL(n, F) doniigiimii g — p(g) bigiminde
tanimlanan p grup homomorfizmasma n.dereceden bir temsil denir. Eger ¢ekg =
{1} ise, p ya sadik(faithful) temsil denir.

2.1.11. Tanim (Sabit Nokta Serbest Etki)

G bir grup, X degismeli birgrupve AAGolsun. 6 : X > Aut A, x.a=
o(x) (a) bi¢iminde tanimh (x € X, a €A) bir déniigtim olmak iizere eger, x # e =
o (x)= 1= o(x)(a) =1 (a) = a ise bu etkiye sabif nokta serbest etki (fixed point
freely) veya denk olarak sadik etki denir.

2.1.12. Tamm (Grup Halkasi)
G bir grup ve K birimli bir halka olsun. KG = {3A.g : A,eK, g € G}

bicimindeki sonlu sekli toplamlarin halkasma grup halkas: denir ve gu dzeliklere
sahiptir.
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® zxsg=2ugg<:>7»s =U,, Vg € Gigin.

8eG 8eG
() Y Ag+Y ne=> G, +u)g
8geG gsG 8eG
(i) [Z Agg}(z u,,hJ= D vt re= ) Akt
geG heG teG t=gh

2.1.13. Tamum (Ogmentasyon Ideali)

e : KG » K 7L=Z7\.ggeK igin stg—és(k)=2kgeK

geG 2eG £2eG
d6niigtimii bir halka homomorfizmasidir. Bu homomorfizmaya KG nin
ogmentasyon doniigtimii denir. Bu doniigiimiin ¢ekirdegi,
A (G) ={ngg eKG: ) A, =0} olup Ax(G) ye KG grup halkasmm
8eG
ogmentasyon ideall denir. N A G olmak iizere KG —K(G/N) doniigiimi
Zkgg—> Z}» & N bi¢iminde tamimmlanan bir dogal homomorfizmadir. Bu

8eG 8eG

doniistimiin ¢ekirdegi

AK(G,N)={Zlgg eKG: Zlggx =0,Vge G} =<x-1,x e N >dir.
geG xeG

Bunlara ilaveten, A =Zkgg €KG,A, €K igin A elemammn dayanag

geG

(support) supp(A)={g : A, #0} ile tanumlidar.
2.1.14. Tapim (Birimsel Grup)
R bir halka olsun. Bir r € R igin rs= sr=1 olacak sekilde bir s €R varsa, r

nin R de tersi vardir denir. R nin biitiin terslenir (birimsel) elamanlarmin kiimesi
U(R) bir grup olup U(R) ye R nin birimsel grubu denir.

2.1.15. Onerme (Berman- Higman):

G sonlu bir grup, y=z7»ggeZG osun. A, #0ven e Niginy"=1=

geG

y=t1 dir.



2.1.16. Onerme

G sonlu bir grup ve y=stgeZG olsun. y#+ 1 ve n € N igin y"= 1

geG

= A, =0 dir (Sehgal, 1993).

2.1.17. Metod (Schur Bagmmtilari)

P ve p; sonlu bir G grubunun sirasiyla ny ve n ci dereceden temsilleri;

ormegin, pi(g) = [Pu(g)ii], Pg) = [P{g);] olsunlar. O halde
k=ti=r,j=s ise

[, /0@ p, (@);p. (™). { i halde 22

bagntis1 vardir. (2.2) bagmtist kullamlarak temsilden dogan ve terslenir herhangi
bir P matrisi i¢in, P! matrisinin m inci satir1 su basamaklar sonucu belirlenir :

(1) P nin m. ci siitununu olusturan {pi(g);; | g € G} sayilarim belirleyen sabit
1, j, k gozbniine alinir.

(2) Bu i, j, k sabit sayilari bulunduktan sonra P nin {p«(g);i | 8 € G}
sayilarindan olugan siitunu segilir. Bu my inci siitun olsun.

(3) Bu m inci siitunun elemanlan arasinda py(g)i ve pg Y nin yerleri
degistirilir. Bu siitun yeniden diizenlenir. Sonra da her eleman n/o(G) ile
carpilir. Boylece elde edilen siitunun transpozesi alinarak P matrisinin
m inci satir1 elde edilir.

2.1.18. Onerme

u, sonlu mertebeden ZG nin bir birimseli ve u = 1 mod A(G,A) ise u=1
dir (Cliff ve ark., 1981).
2.1.19. Onerme

G metabelian ve A A G olmak iizere, u € TU; (ZG) ve g € Giginu=g
mod (A(G)A(A)) olsun. O halde o(u) = o(g) dir (Milies ve Sehgal, 1984.)
2.1.20. Teorem

A ve X degismeli gruplar olsun. G = AM X ve (o(w), o(A)) = 1 iken,

u e TU(ZG) ise u =y 'xy olacak sekilde bir yeuQG ve bir x €X vardir (Milies ve
Sehgal, 1984).




2.1.21. Onerme

A, sonlu bir G grubunun abelian normal bir altgrubu ve B, A da kapsanan
G nin elementer abelian normal bir p-altgrubu olsun. €A (G,B) ve (1+8)" = 1
mod (G,B)™ ise, pb + 8" =0 mod A(G,B)"** dir (CIiff ve ark., 1981).

2.1.22. Onerme
p bir asal say1, x € V(ZG) ve o(x) = p" olsun. Bu durumda her i <n igin

TV (x)= 1 modp ve I” =0 modp
dir (Dokuchaev, 1992).

2.1.23. Onerme

G nilpotent bir grup ve x = Xa,geV(ZG) burulmali(torsion) agikar
olmayan bir eleman olsun. Her h € C(G) i¢in oy, = 0 dir (Dokuchaev, 1992).



3.BAZI METABELIAN GRUPLARIN INTEGRAL GRUP
HALKALARINDA BURULMALI BIRIMSELLER

3.1. ZC1 Konjektiirii

u € TU(ZG) i¢in, bir g € G ile o € UQG elemanlanmn Zassenhaus
konjektiiriindeki ifadesi goyledir:
uwe TU(ZG)=> 3 ge Goylekiu~g.

3.1.1. Teorem

A normal elementer degismeli p-grup ve X herhangi bir degismeli grup
olmak iizere G = A X & X olsun. X, A iizerine sadik indirgenmez olacak sekilde
etkisin. Bu durumda

ue TU(ZG)=> 3 ge Goylekiu~g.

Ispat : |A| = p® ve K kendi asal cismi F,, tizerinde d dereceli sonlu bir
cisim olsun. O halde K™ ve K* K nm, sirasiyla, toplamsal ve garpimsal gruplart
olmak iizere, v : A K bir izomorfizma ve & X—K' bir monomorfizma oyle ki,
x € X vea € A igin v(a¥) = B(x) v(a) (Huppert, 1967).

X| = r olsun. tr : K — F, Galois izini tammlasm. K/F, aynlabilir
oldugundan, sifir olmayan her K — F, lineer doniisimi bir 0 € K’ igin,
o—> tr (Ba) olarak tamimanabilir. Birimin kompleks bir p yinci w koki
sabitlenerek A mmn agikar olmayan her kompleks karakteri, bir 0K’ ve a € A igin

%o () = W@ (3.2)

bigiminde tanimlanabilir.

X, A\ {1} iizerinde sabit nokta serbest (birim diginda hicbir noktayt
sabitlemez) olarak etkidiginden, 2.1.9.0nermeden G nin lineer olmayan
indirgenmez A karakteri, o dan A =Ind$y, seklinde yiikseltilir. Tg bu temsile
karsilik gelsin. Oyle ise R = Z[w] olmak fizere, To mn temsil uzayr RX olarak
g6z06niine alimp etki asagidaki gibi diigiiniilebilir:

a €A, x,y € X, To(a)y = xo(a’)y, Te(x) y = xy. (3.3)

¥o(2") —1 = 0 mod (w-1) oldugundan,

To(a-1) y = (xs(2”) — 1)y = 0 mod (w-1) dir.

A (A) ogmentasyon ideali olmak iizere ZGA(A) idealinden A(G,A) ideali
tammlanarak, §eA(G,A) igin RX iizerinde bir S¢(8) operatdrii elde edilir. Oyle ki,

To(8)=(w-1) Se(3). 34
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S (8), Se(8) mod(w-1) in indirgenmigini tanimlasm. O halde §e(8),
F X iizerinde bir operator ve KX fiizerinde skalarlarm geniglemesiyle de
operatordiir. To(A(G,A))RX < (w-1)> RX oldugundan

So: A(G,A) / A(G,A)*—>EndgKX (3.5)

dontigiimiinii yiikseltir. Ayrica Ty : RG —>EndgRX bir halka homomorfizmas:
oldugundan dolay1, a €A ve xeX igin

Se(x(a—1) = Ts (x)Se (a—1), Se((a—1)x) =S, (@ —1)To (x) (3.6)

dir, burada To , To mod(w-1) in indirgenmesidir.
3€A(G,A) olsun. Bu durumda 2.1.21.0nermeden, a,cA olmak iizere 5,

5= x(a, -))mod A(G,A)’ (3.7)

xeX

bigiminde tektiirlii yazilabilir. (3.2) den,
(xs(@)-1/(w-1) = 1+w+... +w @ =tr(Bv(a))mod(w-1)
oldugundan dolay1, y € X igin
Se (a-Dy=((x,@")-D/(w-Dy(mod(w-1)) =tr(Bv(a’)y dir. Bu nedenle,
(3.6) dan
Ss(8)y =Y, Ts(x)Se (2, —Dy = tr(Ov(a})xy (3.8)

elde edilir. T(x) késegen olacak gekilde KX de bir baz segilebilir dyle ki, KX in
ilkel idempotentleri imodr olmak tizere

e, =(1/1)). D(xx (3.9)
xeX
Te (X)g, = @(%)'e; (3.10)
dir.
8;, 1 €Z elemanlar: § ile sadece i modr iizerinde bagh kalarak birlestirilsin.
8, =), @o(aek. (3.11)

xeX
Simdi yeni baza gore So (8) nmn etkisi hesaplanabilir. a € A ve j mod r igin,
S, =(a-De; =(1/1)>.B(x)"So(a-1)x

=(1/1)). (%) tr(Bv(a*))x
=(1/1)). @(x)” r(6B(x)v(a))x

=1/ @(x)“j[ > (62(x)v(a)” ))x

nmodd
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=(1/1))_ (Bv(a)” [Z @(x) nJ
= Y (0v(@)” €,

nmodd

dir. Boylece
Se(8)e; = Y Ta(x)Se(a, —De;

= z Z (6v(a, )" Te (e,

x nmodd

=Y X (e0@,)” 8@ e,

x nmedd

=Y 68" (D v(a, )3 e,

= Z 0" &) .

nmodd
gibi $nemli bir formiil elde edilmis olur. Aynt zamanda su da biliniyor ki,

Se : A(G,A)/ A(G, A)* — End, KX (3.13)
doniistimii drten bir ddniigiimdiir, Gergekten Se(8) =0 olsun, bu durumda her y
X i¢in §e(6)y=0 dir. (3.8) den her x,yeX igin tr(6Z(y)v(ay) = tr(6v(al ))=0
sonucu elde edilir. &(X), F, tizerinde K y1 tirettiginden dolay1 X-modiil olarak A
nin indirgenmezliginden, tr(Ku(a,))=0 elde edilir. Izi degisiklige ugratmadan, her
x i¢in v(a,) = 0 oldugu goriiliir. Boylece tiim x ler igin a,=1 ve 8= 0 mod A (G,A)’
sonucuyla Se déniigiimiiniin ortenligi goriilmiis olur.

Simdi, G=A X ¢ X olmak iizere u € TU(ZG), A p® mertebeli elementer
degismeli grup, [X| = 1 ve rj(p®-1) olsun. Boyle bir G grubundaki her elemanm
mertebesi p ya da r nin bir bolenidir. 2.1.19 Onermeden, [u| = p veya r nin bir
bolenidir. x € X i¢in, u nun x ¢ eslenik durum 2.1.20 Teoremden gériiliir. Béylece
Ju[=p oldugu kabul edilebilir. Bu yiizden u = 1 mod A (G,A) dir. Bir a € A bulunur
oyle ki, G nin tamamen indirgenmez bir T temsili i¢in T(u) ~T(a) dir. G’ = A
oldugundan, her a €A ve tiim lineer T temsilleri i¢in T(u) = T(a) = 1 dir. Buradan
uygun bir a € A ve biitiin 6K’ i¢in

To(u) ~Te(a) (3.14)
oldugu gosterilmelidir.

IIk olarak notasyonlar olusturulup asaZidaki gozlemler yapilabilir:

u=1+5, 3eA(G,A), 8= Y x(a, ~1) mod A(G,A)’

X

g (3.12)

j-pn

2.1.18. Onermeden, §2A(G,A)* oldugu goriilmektedir ve

S6(8)" =S (8) dir. (3.15)
(1+8)*=1 oldugundan dolayy, 2.1.21. Onermeden

pd&+6°= 0 mod A(G,A)""!
oldugu goriiliir. Te(A(G,A)) RX ¢ (w-1)RX den

Te(pd+6°)=0mod(w-1)7*!

p(w-1)Sg(8)+(W-1)PSe(8)? = 0 mod (w-1)""!
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elde edilir.
p/(w-1)""= -1 mod (w-1) den
-Se(8)+Se(8)° = 0 mod (w-1)
sonucu elde edilir.
(3.14) den hem Ty(u) ve hem Se (u) nin kdgegenlendigi agikardur.

3.15. VZG deki Birimseller

Metadevirli olmayip metabelian gruplardaki 2 ve 3 mertebeli
birimsellerin karakterizasyonu ve eglenik yapan elemanlar §oyledir. Once
grubumuzu ve metodu verelim,

a=(12) (34) ve b = (123) devreleri G = A4 grubunu iiretir. Bu devreler
arasindaki bagmtilar ve elemanlar agagidaki sirada yazilabilir :

gi=1 gs=b=(123) go=b’=(132)
g =2a=(12) (34) gs—aba=(142) go=ab’a=(124)
2:=b’ab=(13)(24) g~(ab®)*=(134) gi=ab’=(143)
g=bab*=(14)(23) gg=ab = (243) g=b%a =(243)

G nin 4 tane denk olmayan indirgenmez temsili var. Bunlarm igi
l.dereceden p; , ps, p3 ve bir tane 3.dereceden p4 temsilleridir. 1 in bir ilkel
tigtincti kokii w olmak iizere bu temsiller g6yle belirlenebilir:

pi(a) =1 , pr®)=1,
paAa)=1 5 paAb) =W,
paa) =1 > P3(b)=W2 >
-1 0 0 10
p,(a)=] 0 -1 0|=A4, p,(b)=|0 0 0|=B
0 0 1 1 00

Heri=1,2,3 i¢in pa)’ = 1 ve pib)’=1 ve py(ab)’= pi(b)’pi(a) saglanr.
G nin indirgenmez temsillerinin direkt toplamu p = p; ®p,®p;@p4 ile gosterilir.
Her g €G igin, p(g) = X goriintiisii esas kogegen iizerinde blok matrisler olmak
iizere 6 x 6 tlirlinde bir

X = X, =[D o} O

X, X, X, 0 X

7
Xo Xy xlzJ

matris olur. D, esas kdsegeni iizerinde x;, x,, X3 olan 3x3 kdsegen matrisi; X,
girisleri, X4, ..., X1 olan 3 x 3 matrisini tammlar. X~ matrisindeki mevcut bilgiyi
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ifade etmede faydali olacak notasyon x'=[x1,x2,...,x12] satir vektorii olarak
verilebilir. Ayrica X € GL(3,Z) ise asagidaki gdsterimler kullanilabilir.

X, X; X,
X=|x, %, X, (ID
Xo Xy Xp

to= X4+ X3+ X, 1= X5 + X9 + Xy0, =X T X7+ Xy Xmatrlsmmyan-
izlerini tamimlasin. UZG nin karekterizasyonu, X {izerinde asafidaki sartlan
saglar.

a) X=B'(mod2);i=0,1,2

~ b) iki yan-iz mod 4 gore sifira denktir.

X = B(mod2) i # j igin t=0 (mod 4) olmasim gerektirir. Det(X) = 1 (mod 4) ancak
ve ancak t= -1 (mod 4)

Bununla birlikte p(g;) ye karsilik 12 boyutlu satir vektdrii x; olsun. x;
nin bilegenleri agagida olusturulacak P matrisinin i yinci satin1 olarak alinacaktir.

Omegin g;;=ab” €G igin

0 0 -1
p(g,) =p(ab’) =p(a)p(d)’ =| L,w’,w,i-1 0 0
0 -1 0

ve x;,=(1, W%, w, 0,0,-1,-1,0,0,0,1,0) dr.

g,=1—>f1 1 1 1 0 0 0 1t 0 0 0 1]
g, =a 11 1 -1 0 0 0 -1 0 0 0 1
g,=b%ab (1 1 1 1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
g,=bab> |1 1 1 -1 0 0 O 1 0 O 0 -1
g, = 1w w> 0 1 0 0 0 1 1 0 0
gi,=aba |1 w w> 0 1 0 0 0 -1-1 0 0
g =@ 1 w w' 0 10 0 0 1 10 of @
g, =ab 1w w?> 0 -1 0 0 0 -11 0 0
g,=b? |(1w> w 0 0 1 1 0 0 0 1 0
go=aba |l w* w 0 0 -1 1 0 0 0 -1 0
g,=ab> [1 w* w 0 0 -1 -1 0 0 0 1 0
go=ba [l w* w 0 0 1 -1 0 0 0 -1 O]

p direkt toplam temsili, ZG grup halkasmdan (I) bigimindeki verilen 6x6
matrislerin  Z-cebirine bir p Z-cebir homomorfizmasina lineer olarak

T.C. YOKSEKOGRETIM KURDLY
DOKUMANTASYON MERKEZS
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p(> a,g,) = a,p(g,) bigiminde genisletilebilir. n(X")=X, (I) deki X" matrisin

3x3 X matrisine déniigtiiren dogal izdliglim olsun. p yu sonra da © yi uygulayarak
elde edilen bilegske doniigiimi, ZG yi 3x3 integral matrislerin Z-cebirine
donigtiiren bir Z-cebir homomorfizmasidir. Bu noB nun V(ZG) ye kisitlanmigt ¢
olsun. Bu durumda o nin V(ZG) den GL(3,Z) grubuna bir grup homomorfizmas:
olmasi agikardir.

¢ homomorfizmasi (IIT) deki P matrisine gére g6yle izah edilebilir. g; nin
dayanak elemanlar1 yukarda belirtilen sirada olmak {izere, r=>a;g; elemanim
a=[ay,a,,...,a;] bigiminde satir vektorii olarak gosterilebilir. aP=x" garpim
matrisinin p (r)=X_ ile eslesmis x satir vektdriinii verdigi anlasilir. O halde
o(®)=n(X") dir. o altinda V(ZG) nin griintiisii, GL(3,Z) nin X elemanlarmdan
olusaktrr, giinkii X matrisleri bir r € V(ZG) nin katsayilar1 olmak iizere oP=x"
olacak gsekilde X' matrislerinin izdiiglimiidii. Buradan P” bulunursa, ¢ nmn
goriintiisii x P in toplamlar1 1 olan tamsayilarn bir satir vektorii olacak sekilde
GL(3,Z) deki biitiin X lerin kiimesinde kapsandig: ifade edilebilir.

Simdi, bu gekilde temsille elde edilen P matrisinin terslenebilecegini
2.1.17.Metod (Schur Bagmtilari) kullanilarak P §6yle bulunur :

p(g)iy — Pi(g);i degisim tablosu; k = 1,2,3,4 igin

1

—

f—

p—
]

g =1—2>
g,=a

g, =b’ab
g, = bab’
g, =b

!
—
|
—_

ét—ibﬂb—lb—l
NN
[
—

]

- - o o o ©
|
e

g, =aba
g, =(ab’)*
gy =ab

~

4248 - = =
g

€
- 000 oo o oo

g, =b’

- - O O O O O © O O

[

g, =ab’a

~

—~ L moococooooo

|
—_

gu =ab’

Pt i e b e e bk ek A b e

I

N
g € 8 %2
© oo o oo o o
e
{

_
cCooco0c oo o0 o
|
—

cC oo o0 oo o o

[
—_

I |

Buradan her g; € G ye ait satirm g;”' ¢ ait satirla yeri degistirilip ilk {ig
stitun 1/12 ve geri kalan stitunlar 3/12 ile ¢arpilir. Son olarak da bulunan matris
devrilir. Béylece P matrisi elde edilir.

g =b’a
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pie)i = Pde i

N on '
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coocoomT T noooo
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@ T Tonoooooo oo
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111111111111
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-3

-3
-3
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3

-3

-3

-3
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13

P matrisi terslendiginden dolay1 p Z-cebir homomorfizmas: bir

12

izomorfizma olup, 1 = Zai g; € ZG igin

1

i

av)

wlezwlez,,

p(r)eZ®Z

a5+a6+a7+ag veE

vektorii su bigimi alir : 5= a; +az T a3+ a4, S;

V)

(sotsitsz , So+81W+SZW2 R sots W2 + 5w, X).

p()=

$,= a9+ 230 + ay; + 2, olmak lizere



16

. |D O
aP=X =

oldugundan, D nin kdgegen bilesenleri sots;+s; , SoHS WS, W Ve  SgtsiW + s;w
dir. Z(w) halkasindaki birimseller sadece *1, +w, +w” dir. D nin kdsegen
bilegenleri, birimsel olmak zorunda oldugundan s; nin ikisi sifirdir. Buradan Ya=1
oldugundan, oteki s; nin 1 olmasim gerektirir. 2.1.16. Onermesine goére a,=0
olmak tizere (V) deki 3x3 X matrisi §éyle olur :

—a,+a;—a, a,+a;—a, —a, a,—-a,—-a, +a,
X=|a,+a,—a, —a, -a,—-a,+a, a,—a,+a,—a,
a;—ag—a,+ta, a,—a,+a3,;—a, a,—-a;—a,

(b) den dolay1 dogrudan A veya B matrisine gére herbir t; = -s; (mod 4) dir ve
X = sl + 8B + 5,B° (mod 2) olmas1 gézlenir.

o : V(ZG) = o (V(ZG) c GL (3, Z) grup homomorfizmast r = Xa; g; €
V(ZG) i¢in o(r) = n(E(r) ) = (X)) = X bigiminde tanimhdir. Bu nedenle
herhangi bir X ec (V(ZG)) (a) ve (b) sartlarmm saglar. Ayrica t; lerden biri t; = -1
(mod 4) oldugundan dolay: det(X) = %1 olmasi det(X) = 1 olmasim gerektirir.

Sonug olarak ¢ nin bir izomorfizma, ayrica x'= [X1, X2, ..., X12] Olmak
iizere x’ P = [a1, ay,...,a17] vektorii tamsayi bilesenli ve Ya; = 1 oldugu gosterilerek
H=0c(V(ZG)) = {X €SL(3,Z) : X (a) ve (b) yi saglar} esitligi goriiliir.

3.16. ZA, Grup Halkasindaki 2 ve 3 Mertebeli Birimseller
3.1.1.Teoreminin sonucu ydnelik 3.15 deki bagmtilar: da kullanarak 2 ve
3 mertebeli birimsellerin V(ZG) ve V(QG) deki durumlar soyle gézlemlenebilir.

3.16.1. iki Mertebeli Birimseller

a,b tek tamsayi, x,y,c,d ¢ift tamsayr ve k,Lm keyfi tamsayilar olmak
lizere,

a c X
D=| 'y b d (VD)
4l-¢c—-d 4m-x-y 4k-a-b-1

ve det(D) = -rw-sg-tp = 1 olmak kosuluyla
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~br+ds cr—xs p
D'=| yr—dt -ar+xt g (VID)
~ys+bt as-ct w
olsun, burada r =1+ a + b -4k, s = xty — 4m, t = ¢+d-4], p = cd - bx, q = xy-ad

ve w = ab-cy dir.
D e H olmakiizere D'A D=X ise,

™w+sq—tp —2sp —21p
X= —2tq ™W +tp—sq -1q
—2tw —2sw —IW +5sq+1tp

X, (a) ve (b) kosullarm saglar, X € SL (3,Z) ve X* =I;. Ayrica so = 1,
s1=8;=0 ve Iz(X) =rw +sq + tp =-1 dir.

a ¢ X
p@)=(LLLly b d])
-t —-s -r

dir ve aeV(ZG) olur. o in katsayilarmi bulmak igin E((x) nin tiim bilegenleri
terslenerek elde edilen

_ —br+ds cr-xs p
(p(a@)™ =|LLL| yr—dt -—ar+xt g
—-ys+bt as—ct w

deki tiim girisler sira ile yazilarak 12 bilesenli x* vektorii elde edilir.
p(u) = (1,11, X) deki tiim girigler yazilarak da P matrisi ile garpilip u €
V(ZG) nin dayanak (support) elemanlar1

1 1
a=0 3«5:'2‘ (-sp-rg-tw) s 23 (-rp-tg-sw),
1 1
p=1w , = 2 (-sptrq+tw) ) a= 2 (tp-tqtsw),
1 1
a=-tp , a;= 5 (sp-rq+tw) , a;= 5 (xpHtg-sw),
a;=sq , as=% (sptrg-tw) ; 1= % (piqsw),

olur. Buradan u € TU((ZG) ve aeV(ZG) iken o 'ua=g dir.
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3.16.2. Ornek

7 -8 12
X, =0 -1 0],
-4 4 -7

Xi=2, X (2) ve (b) kosullarmi saglar ve X; €SL(3,Z) olmak iizere, a;=0, a,=-3,
a;=4, a,=0, a5=-3, ag=-1, a;=3, ag=1, a4, a;5~4, a;;=2, a;p=2 iken w;=-3g,+4g;-
3gs-get3gr+gst4go-4810-281112812 €ZA4 elemam igin s=1, $;=8,=0 dur.

1 -2 2 -3 2 2
D,={0 -1 0| ve D'=|0 -1 0 |eSL3,2)
2 -2 3 2 -2 -1

olmak iizere x"P' matrisi yardimyla & = g,+g,-gs-868s-g117+812 Ve
o ‘=g +grtgstgs-gr-g1 g1 olarak bulumur ve o' u 0= g dir.

3.16.3. U¢ Mertebeli Birimseller

(VI) ve (VII) den D'BD =X veya D'B’D = X olur. Buna gére s, =0,
s1=1, 5,=0 ya da sy=, 5;=0,s,=1 dir. O halde ilk ii¢ lineer birlesimde (l,w,wz) ya da
(1, w’w) bigiminde bilesenler gozoniine almacaktir. O halde X in
parametrizasyonu asagidaki gibi olacaktir. Eger D"'BD = X ise

—byr+dys—crt+xst+ap -b’r+bds—crs+xs’+cp —bdr+d’s+cr’+xrs+xp
X=| y’r—dyt+art—xt’+aq  byr—bdt+ars—xst+cq  dyr—d’t+ar’ —xrt+xq
—y’s+byt—ast+ct’ +aw —bys+b’t—as’ +cst+cw —dys+bdt—ars+crt+xw

olup, X (a) ve (b) kosullarmu saglar. X eSL(3,Z) ve X’=1; dir.
Ayrica 85=0, s;= 1, 5,=0 ve Iz(X) = ap+cq+xw = 0 dur.
p) = (1,w,w>,X) yu 12 bilesenli bir vektdr haline getirip P! ile soldan
carpildiktan sonra
a;= 0
a,=1/2(-ars+crt-dys+bdt+xw)
a;=1/2(-crt+xst-byr+dys-+ap)
a;~1/2(ars-xst+byr-bdt+cq)

a5=:11- [a(-st+r+w)+c(P-rs+p)+x(s>rt+q)+r(dy-b>)+s(bd-y?)+(by-d?)+1]

a6=% [a(st-r*-w)+c(-C-rsp)+x(s*+t-q)-r(b>+dy)+s(bd+y ) +(-by+d’)+1]
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s [a(sHHT- W) o s p)R(-srt )b s(-bay by 1]
ag=-£1I [a(-st-r*+w)+c(P+rs-p)+x(-s>+rt-q)+r(b>-dy)-s(bd+y?)+(by+d*)+1]
s [aCP e (st W PHstp(yb) o(dby) (b))
a10=% [a(s*+rt+q)+e(r-st-w)-x(P+rs+p)Hr(y>+bd)+s(-d>+by)+H(b2+dy)]
a11=% [-a(s™+rt+)+o(FstHw)+x(P-rs-p)tr(y>+bd)-s(d>+by)+(b*+dy)]

a1z=% [a(s”rt-g)-c(r*+st+w)+x(P+rs+p)-1(y’+bd)+s(d>+by)+(-b*+dy)]

bigiminde birimselin dayanak elemanlar: ortaya ¢ikmg olur.
Benzer sekilde p (y)=(1,w,w?,D) ve (p (1))'=(1,w,w’, D) igin 6nce 12
bilesenli vektor elde edilip, sonra da P ile y ve y™' in destekli elemanlart bulunur.
Boylece u € U(ZG) igin v 'wy=g olacak sekilde y € V(QG) nin varligt
goriilmiis olur.

3.16.4. Ornek
2 7 0
X,=|0 -2 1|,
-1 -4 0

X, (a) ve (b) kosullarim saglar, X,eSL(3,Z) ve X =I; tiir. E(uz) = (1,w,w?*, X3)
satir vektorii P matrisiyle yani x"P”' ¢arpum sonucunda a,=0, a,=0, a;=1, a,=1,
a5=2, a5=2, a;=-1, ag=-2, ay=-1, a15=1, a;;=1, a;;=1 olup wy=gs- g4 + 2gs+2g6-g7
Zgg-g9+g10-g1 1+g12 EZA4 elemant lgin S()=Sz=0, Sl=l dir.

Bu segilige gore
1 0 2 1 4 2
D,={0 -1 0| ve D;=[0 -1 0 |olu
0 2 -1 0 -2 -1

D, B D, = X, dir. ;_)(y)=(l,w,w2,D2) ve (B(Y))'1=(1,W,W2,D2'l) satir vektorleri
sirayla P! matrisi ile garpilirsa,

1 1 3 1 1
Y=——"8 ~——8,t—-8;——8,+-8:; F

1 1 1
4 4 4 4 4 =8¢+ —8;, T8 8 — &0 »

4 4 4
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4 1 1 3 l 5 5 3 3
Y =_'Zg1 _Zgz +'Zg3 —Zg4 +ng +ng +Zg7 '*'Zga 8,8

y'u;y=a olacak sekilde ye V(QA,) elemani vardir.

3.16.5. Onerme

V(ZA,) grubundaki 2 mertebeli biitiin elemanlan V(ZA,) de esleniktir.

ispat : H={XeSL(3,Z):X (a) ve (b) yi saglar} ve X=[x4,xg,X12] (1) deki
X matrisinin esas kdgegenini gostermek lizere,

N={X € H | diagX = [1,1,1] (mod 4)} kiimesi H grubunda A4 {in bir
burulmasiz normal tiimleyenidir. (Allen ve Hobby, 1980).

X, H grubunda 2 mertebeli bir eleman olsun, Bu durumda X AN, BAB*N
veya B%AN kosetlerinin birindedir. B eleman1 bu kosetleri devirsel olarak eslenik
yapar, yani AN ~B?ABN, BAB?N ~AN ve B’ABN ~BAB®N dir. Buradan AN
kosetindeki biitiin 2 mertebeli elemanlarm A ya eslenik oldugunu géstermek
yetecektir.

X, AN kosetinde 2 mertebeli bir eleman olsun. O halde
mA(X)=(x-1)(x+1), Aa(X) = (x-1)(x+1)* ve dzdegerler L, =A,=1, As;=1 olacak
sekilde

-1 0 0
X=A=|0 -1 0|mod4)
0 0 1

dir. c; ler ya sifir ya da 2 olmak iizere

-1 ¢, ¢,
X=lc, -1 c,|(mod4)
c, ¢, 1
oldugu agiktir.
I+c,c, +c,c,  —2¢, +cC,Cq €,C,
I=X?=| ~2c,+c,c; l+c,c, +c,c, C,C, (mod 8)
C,Cs C,C, 1+c,c, +c,c,

oldugu goriiliir. ¢,=2 olsun. X* nin (1.3) bileseni mod8 gére 2c, olmal, buradan
cs=0 olmasm gerektir. Benzer gekilde (3.2) bileseninden cs=0 olur. Ancak bu
durum X matrisinde t;=c;+c,+cs =2(mod4) olusuyla celisir. Bu yiizden ¢,;=0 dur.
¢=0 oldugu takdirde, X* matrisinin (1,2) ve (2,3) bilesenlerinden c,=2 ise cs=cs=0
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oldugu gériiliir ve X matrisinde t,=2(mod4) olusuyla bu bir ¢eligkidir. Benzer
yolla devam edilerek c; lerin herbiri sifirdir. Boylece X=A(mod4) olur.
X matrisinin mertebesi 2 ve 1z(X)=-1 olmasmdan X in A ya benzer

oldugu anlagilir. Buradan M=%(X+I) tamsayr matrisi, kiosegen Uzerindeki

girigleri [0,0,1] bi¢iminde olan bir D kégegen matrise benzerdir. Sonug¢ olarak M
matrisinin rank1 1 ve o,B,y, a,b,c € Z tamsayilar1 var &yle ki, M matrisi §oyledir:

oa Pa 7ya
M=|ab pb yb
ac PBe ye
X=A (mod4) olmak {izere M = %(Xﬂ) oldugundan dolayi, M=D(mod2) elde

edilir. Buradan c ile y tek ve a, B, a, b ¢ift tamsayilardir.
H grubunda bir T matrisi var dyle ki, T'XT=A; ya da buna denk olarak

TIMT=%(A+I)=D dir. T nin kolonlarn sirasiyla, 0,0,1 6zdegerlerine kargihk

gelen M matrisinin 6zvektorleri olmasmi gerektirir. y=ebob(a,) ve bir r,s € Z
i¢in y=ro+sf olsun. O halde

(@-Dra  @-Dp

8 8
T=| Q=Dsa¢  (-Dsp . o

) )
L ~c -B c|
Ve
FQ_—I)_SB_cwb vo UzviBe o B(r-Dab-sa) ]
T = (L‘%)S&%_ab ( —;)ch toate Ob(y—l)ésa—rb) b
(y-1)’rasp
L ¢ B 82 +’g0 ]

olacaktir. 1z(X) =-1 oldugundan dolayi, Iz(M)=1 olmasi gerektigi anlagihr.
Buradan
oat+Bb+yc=1

dir. T nin tigiincii kolonu 1 6zdegeri igin M matrisinin bir 6zvektdrii ve ilk iki
kolon 0 dzdegeri igin M nin 6zvektorleri olmasm gerektirir. Ustelik aa+Bb+yc=1
den det(T)=1 dir. Yukarida verilen T matrisinde esas ksegen iizerindeki girigler
tek ve diger girigler ¢ift tamsayilardir. Ayrica det(T)=1 ve T'XT=A dwr. T
matrisindeki t; ve t; yan-izlerinin t;=2(mod4) veya t,=2(mod4) olmas: ihtimaline
karsilik T nin H de kalip kalmadigr soyle irdelenebilir. Eger t,=2(mod4) ise,
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oldugu goriiliir ve X matrisinde t,=2(mod4) olusuyla bu bir ¢eligkidir. Benzer
yolla devam edilerek c; lerin herbiri sifirdir. Boylece X=A(mod4) olur.
X matrisinin mertebesi 2 ve [z(X)=-1 olmasindan X in A ya benzer

oldugu anlagilir. Buradan M=—;- (X+I) tamsayr matrisi, kdsegen iizerindeki
girigleri [0,0,1] bigiminde olan bir D kgegen matrise benzerdir. Sonug olarak M
matrisinin ranki 1 ve o,p,y, a,b,c € Z tamsayilar1 var 6yle ki, M matrisi s6yledir:

oa Pa 7ya
M=|ab Bb yb
ac PBc ye
X=A (mod4) olmak ilizere M = -;—(X+I) oldugundan dolayr, M=D(mod2) elde

edilir. Buradan c ile y tek ve «, B, a, b ¢ift tamsayilardur.
H grubunda bir T matrisi var dyle ki, T'XT=A; ya da buna denk olarak

T"IMT=%(A+I)=D dir. T nin kolonlan sirasiyla, 0,0,1 6zdegerlerine karsilik

gelen M matrisinin 6zvektorleri olmasint gerektirir. y=ebob(c,pB) ve bir r,s € Z
i¢in y=ro+sP olsun. O halde

[G-Drx . (=Dp

0] )
(-Dsa  (-DsB_ .

T=
8 3
L F O -B C |
ve

F(y—ﬁyﬂﬁﬂ: (-y)pec )ch _Ba B(y—l)érb—sa)__a_

T = g;%ﬁﬁ—ab Gr=Dre S)B +oa+c ____oc(y—l)ésa—rb)_b
a B (- l)zmsﬁ
L )

olacaktir. 1z(X) =1 oldugundan dolayi, Iz(M)=1 olmasi gerektigi anlaslhr.
Buradan

aa+fb+yc=1

dir. T nin iiglincii kolonu 1 6zdegeri igin M matrisinin bir ézvektérii ve ilk iki
kolon 0 &zdegeri igin M nin 6zvektdrleri olmasm gerektirir. Ustelik aat+Bb+yc=1
den det(T)=1 dir. Yukarida verilen T matrisinde esas kigegen iizerindeki girigler
tek ve diger girigler ¢ift tamsayilardir. Ayrica det(T)=1 ve T'XT=A dwr. T
matrisindeki t, ve t; yan-izlerinin t;=2(mod4) veya t,=2(mod4) olmas: ihtimaline
kargithk T nin H de kalip kalmadigi s6yle irdelenebilir. Eger t;=2(mod4) ise,
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{hay=(107)*=(12)(34), hay=(07)’=(13)(24), hpe=(07)’=(14)(23)}. S4 grubunun bes
tane denk olmayan indirgenmez temsili var ve bunlar su bigimde olacaktir:

pl(c)zl s pl(T)zl,
p2(6)=- 1 ) p2(1)=1 3
0 1 0 -1
= =A= :B: s
p; =(0) [1 0}, p;(1) [1 _J
0 0 1 0 1 0]
p,(c)=C=|0 -1 0f, p,()=D=|0 0 1},
1 0 0 10 0
0 0 -1 01 0]
p;(c)=—C=10 1 0|, p,(1)=D=[0 0 1
-1 0 0 1 00

S, iin indirgenmez temsillerinin direkt toplami p=p,;@p,Pp:;PpsSps
olsun. Bir g € S, elemamnm p(g)=X" goriintiisii 10x10 tiriindeki bir

xl
XZ
3 4 O
X, X, K
X = 7 Xz Xy y M, O *)
10 x” 12 O MZ
5 X X M,
O x]6 17 18
Xig Xp Xy
L Xn Xy Xy

matrisidir. Buradaki K esas kgegen tizerindeki elemanlan x,, x, olan 2x2 késegen
matris; M, elemanlar1 X3, X4, X5, X¢; M, elemanlan x;,...,X;5 ve M; elemanlari
Xi6se--X24 Olan matrislerdir. Biitiin heS, igin p(h;) ye karsilik gelen 24-boyutlu
satir vektorii x; ile gosterilsin. Omegin, h;=(34)=c1’0101> € S, igin

p(h)= p(o) p(z)’ p(G) p(%) P(G) P(T)’

=(1.121.1.1.12, (-1).(D)2(-1).1.(-1).1%, AB’ABAB? CD*CDCD?,

(-O)D*(-C)D(-C)D?)

0 0 -1|/{0 0 1

01
=(1"1a s 0 _'1 O ) 0 1 0
1 00

1 0
-1 0 O
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-

(1,-1,0,1,1,0,0,0,-1,0,-1,0,-1,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0) dir.  x;

*

X7
n bilesenleri su matri

"olup,

tirn1 olusturur.

sin 1 inci sa

tini

vektor

=4
u
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oo Toeo~oco—~0—To0T7 0o o T o oooo
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—o o7 Tooo0oo0 0000 - o~o T T 7
co—~oo e Te oo -0 © T oo oo e
o—~ocooo o To~T7T0—0 =] oo T oco
co—~o0oToo—-o~ToTe © - o oo oo
-~ T oococoo oo oo oo o c o - -7
co0co~Too—-0TooT To-— n o~ o oeco
oc—~o0coooo 7T 7o0o—~00 %o~ o oo ~0co
coo~Tooo Jo~—~oTo - o7 oo oo
—o oo Joooo oo oo o —-o o T -7
—o 7 ~—~——=TooToeTTieTe — T -0 = = -
c-—oTTe~T=Tm=T-7OoT~eT-eco
c—~To0oe0 7T =7 —-7T7T~-T7T- =) T o -0 oo
me-T77-eTeTeeTeT-To~-To - ==
L TTTTT e, e e = =TT TT T
O e andiond -,
wﬁzx4\bvxgmnunumm[mwwmrnu

o - T R R R -l R R

2.1.17 Metod (Schur bagntilar1) kullamlarak Q matrisinin ters? s6yle elde

edilir.
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p direkt toplam temsili, ZS, grup halkasindan Q matrisi bigimindeki 24x24
Z-cebir homomorfizmasma, lineerlikle,

E(Zaihi)=2aip(h;) bigiminde genigletilebilir. Q matrisinin tersi mevcut

matrislerin Z-cebirine bir p

oldugundan bir Z-cebir homomorfizmasi olan ;—) nun bir izomorfizma oldugu
anlagilir,

X =[xX1,X2,...,X24] bir vektor olmak iizere, p o p bileske doniigtimiiniin
U(ZSy) ye kusitlannugini gésteren O altinda goriintiist X olan [a1,82,...,324] Vektorii
x Q! carpimmyla gosterilecektir, a; lerin birer tamsay:r olmasi igin bir takim
denklikler sistemi ¢oziiliir.

Simdi (*) daki My, M, ve M; matrislerinin baz1 6zellikleri asagidaki gibi
verilebilir.

X % X; Xy X X Xpp Xy
3 4

Ml —]:X x j|$ Mz =%y X XIZ > M3 - x19 X X21
5 6

X Xy 15 Xn Xun Xy

olduguna gore,
a) M, matrisinde x3+x5=x,+%¢ (mod3)
b) M, matrisinde x7+x;9+X13=Xg X1 X14=Xo X X 5(mod2)
M; matrisinde Xj6+X19+X00=X 7 X0 X235X 151X X24(m0d2)
¢) M, ve M3 matrislerinin karsilikli elemanlar mod2 ye gére denktir. Ayrica
M, ve M; matrisleri arasinda mevcut diger bagintilar soyledir:

81 =Xy + X1y X5
87=-XgTX12-X13
$3=-X91X10-X14
84=Xg-X111X13
55=XgTX10-X15
S6=-X7 X121 X14

I1=X16T X201 X4
I,=-X171%1- X2
I3=-X131X19-X23
I47=X18-X201X22
I5=X171X19-X24
Te=-X161 X2 X03

@

Bu sy ve 1y ler cinsinden M, ve Mj; arasindaki bagintilar goyledir:
d) M, nin sy tizerinde alinan herhangi iki eleman x;, x; ve bunlarin M;
deki kargiliklar sirasiyla, Xy, X, olsun. O halde
1) %, % (XmXa) ler sy, s, veya s; (11, 1, veya r3) toplamlarinda yer
aliyorsa, Xi+%; =-(Xpt%n) mod 4 ve X-X=~(Xp-Xn)mod4
2) X, X (XmoXy) leT sy, S5 Veya sg (T4, T5 Veya Ig) toplamlarinda ise,

X XE (Xt Xe)mod4 ve X-xi=(XpXq) mod4.

Ayrica M| matrisinin M, ile M; matrisleri arasindaki bagmtilar da su

bigimdedir:

8 mn goriintlisii GL(2,Z) ® GL(3,Z) ® GL(3,Z) de a=x"Q" toplamlan 1
olan tamsayiarmn bir satir vektdrii olmak iizere, biitiin (M;, M,, M;) matris
tgliilerinin kiimesinde kapsanur, yani



26

® . & 24
X =[X1,X2,...,X24] Ee(V(ZS4)) = ajtaxt...tay =1 dir. Zal =a)£= X,

i=1

elde edilir. Buradan x” vektoriiniin ilk bilegeninin 1 olmas: gerektigi ortaya cikar.
K nin kdsegen elemanlarinin birimsel olmas: gerektiginden x,=t1 olmalidir. Buna
gore,

(x1,%2)= (1,1) igin (x1,%2)=(1,-1) igin
2(1+x3+xs) +3(s1+r1)=0 mod24 2(x3+x6)+3(s;+r)=0 mod24
2(x41x5)+3(84-14)=0 mod24 2(1+x4+x5)+3(84-14)=0 mod24
2(X3~X5-X6)+3(86-T6)=0 mod24 2(1+x3-X5-%6)+3(56-T6)=0 mod24  (ii)
2(-X3-x4+%¢)+3(s5-15)=0 mod24 2(1-x3-xX4+%6)+3(85-15)=0 mod24
2(1+x4-X5-X6)t3(83113)=0 mod24 2(x4-X5-Xg)+3(s5+13)=0 mod24
2(1-x3-X4+x5)+3(85+12)=0 mod24 2(-X3-x4+%5)+3(s2+12)=0 mod24

Bu inceleme sayisal olarak somutlagtirlabilir :
Ornegin,

s o[t -2 s 4
(M,,M,,M,) = [ g 3], -5 22 -18), | 19 16 12 ||eG
6 26 21| |-24 -20 -15

oldugu (ii) ve (a)-(d) kosullarnu sagladifn goriilerek anlagilir, burada
G=G1 @Gz@G:;:{(MI,Mz,M?,) € GL(Z,Z)@GL(3 ,Z)@GL(3 ,Z) lMl,Mz,M3

matrisleri (a)-(d) ve (ii) kosullarii saglar} 6(V(ZS,) y1 kapsayan bir birimsel
gruptur. x,=det(M;)=1 oldugundan x vektorii

(1,1,5,2,-7,3,-4,17,-14,-5,22,-18,6,-26,21,2,5,4,19,16,12,-24,-20,-15) olup
0L=[al,a2,...,a24]=x‘Q'l
=(6,0,-3,-6,-3,6,-3,9,-2,3,-1,5,-6,-5,-5,3,9,6,-3,0,-6,-5,-5,-3) dir. Buna

gore
'Y=6h1-3h3-6h4-3h5+6h6-3 hy+9hg-2he+3 h10-h1 1+5h1 2-61113-'51114-

Shys+3hie+9hy7+6hy5-3hio-6hy+5hp+Shys-3hyy € V(ZS,)

dir ve y yi bulmak igin

-6 7 2][0 -5 -4

-1 -1 -1 32
(M, M, M )= ,1=3 0 -24, (-3 66 52
-2 -2 -3| |4 -80 -63

olugu dikkate alinarak aym sekilde x” vektorii olugturulur.

Buradan 'Y- 1= 9h2+3 h3-6h4-9h5-3 h6+9h7+9h8+6h9+ 1 Oh10+7h1 1-6h12- 1 0h1 3-6h14-
12h;5 +15h,+9h;7-9h5-18h15+6hyg-6hy 1 +18hys-1544

dir.
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64 -280 227 112 80 59
-100 82 } [-1537 -1108 -818||,

(KwKers): li
—-43 36 1870 1349 996

45 -19
109 —46/

K =1, Ky>=1;, K;°=1; dir. Benzer sekilde X vektorii olugturulup 3 mertebeli bir

birimsel elde edilmig olur:
u=-330hy-57h3-264h4-36hs+66hs+93h;-395hs-295hg+55h4+125h;;-

161h;,+310h,3+359h,4+3h,5-294h;6-366h,7-120h,5+279h6+1 14hy4+387hy, -

302hy,+44h,3+258hy,,

ueV(Z8,), w’=1 dir. Boylece y'uy=b olacak sekilde y €V(ZS,) ve beS, oldugu

goriiliir.




4, NILPOTENT METABELIAN GRUPLARIN INTEGRAL GRUP
HALKALARINDA BURULMALI BIRIMSELLER

Bir onceki bslimde V(ZG) deki burulmah birimseller i¢in Zassenhaus
konjektiirtintin gergeklenisi incelendi. Bu béltimde eger G nilpotent metabelian
grup ise, burulmal birimsellerin genellestirilmis izleri lizerine kisa bir inceleme
yapilacaktir.

4.1. Nilpotent Metabelian Gruplar

4.1.1. Onerme

G bir metabelian grup olsun. Her a, b €G ve h € G’ i¢in su esitlikler

vardir :
i) [ah,b] = [a,b][h,b]
i) [h'a] = [ha]
ispat : i) [ah,b]=[a,b]"[h,b] Szdeslizi kullanilarak [a,b][h,b]=[a,b]"[h,b]
&> [a,b]"=[a,b] oldugundan esitlik saglanmis olur.
ii) [h,a] = ([h,a]")"*" Szdesligi yardimiyla
[ al=[ha]" & ((hal")* =[ha
< hih,a]'h?!
< [halh b
< [h,a] 'hb'=[h,a]"
oldugu gortiliir.
4.1.2. Onerme

G bir metabelian grup, g € G, o(g)=m ve he gK(g) olsun. Buna gore
o(gh) | o(g) dir.

Ispat : Sabit bir g € G igin, K(g)= <[g,a] : a € G> ={(g"a;'ga)) "
(g'a"ga) ™ ... (g'a,'gay)™ | a;eG, g=%1, s €N} grubu tamumlanabilir &yle ki,
[g,a]°=[g,b] '[g,ab] oldugundan dolayr K(g) grubu G de normal altgruptur.
Buradan o([gal=m.o(g) ; glgal= g~g=> ofa'ga)=o(g)=m olmak fiizere
(g[g,2a)™=1 oldugundan

[g.a]* [gal® ..[galgal=1 (4.2)
ifadesi biitiin a €A i¢in saglamr yani;

g™glg.al g™'g"  [g,alg™ ... g'[g.alglgal=1

Simdi a;€G, e=t1 icin h = [ [[g,a,]" €K(g) olsun.

i=1
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Bu durumda,
(g)®  =(gh) (gh) ... (gh)(gh)h
=(gh)(gh) ... g’z'hgh
=(gh) (gh) ... g’h®h

'=gmhgm' ! .. g%hth
=[] [ae.2,1)*
j=1 i=0

aym sekilde egitliin sag tarafindan iglem yaparak da
[T{ea,1" (e 2,1)5 (22,1 ...(ga® )"}

= ([gal™)gad™ Yilsal™)* v (g2l )™ ((zad™)

(2™ Ml ™))% ... (2] )"
dir. Buradan,

[g,a1]® ... [g:a]® =1 oldupundan ve (4.2) den (g[g,a])™=1. Boylece
(gh)™=1 olup o(gh) | o(g) bagmtis: saglanmg olur.

4.1.3, Onerme

G bir metabelian grup, geG ve h=H[g,ai]“‘ € K(g) olsun. (a;eG)
i=1
p={a,az,....a} (€=%1) v={g,£,,...,&} sabit sral kiimeler ve b € G, k € N,
ie{1,2,...,s}, i=1,....k olmak tizere
o, (b,isi,,m1, ) =[...[[b,a; L&, ].,a; I ile tanimli ifadelerle birlikte ncG
ve b = gh™ olsun. Bu durumda her keN igin

k=] [lo2b,i)] [[o2 sk, 1) [To0 (b iy)Ob (B iy )] di.
i=1 i

ip=l iy=1

Ispat : Onerme k iizerinde tiimevarimla ispatlanacaktir. 4.1.1. Onerme (i)
ve g=bh den,

b=]][b.a, 1" [h,2, 1"
i,=1

= fl[c:(b,il)cz(h,il]

iy=1

=]]le.a,1™ ,e=bhden
i, =1

elde edilir ve k=1 i¢in hipotez dogrudur.
Simdi, timevarimdan
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[ o2 b, )H[o (b1, L T102 b )02 By )]

i;=1 fp=l
dogru oldugu kabul edllsm.
Buradan,

o, (bi,.,i, )= H[G: (b,i,5..iy )0, (hyiy sy )]
i1
oldugunu géstermek yetecektir.
h:[g, ai, ]e, [g, aiz ]Sz " [g, ai, ]B. =H[g’ alk 8y,

il

oldugundan dolay1 ve tanimdan
&) (h ll’ ’ k- I) [ [[H[g’axk ]s‘k a ]’ igk ] "’ai, ]S‘l e

i, =l

oldugu goriiliir. 4.1.1. Onermeden,
[H [s.a, 1™, a;. :I =[[g, a; 1™ (g, a; 1™ .le a; ™, a; 1

=((g,a; 1™ ..[8.3, 1" ) "a; [g,2, 1" .[g,2, ™ 2,
=([ga, 1™)". ([g,ﬂ.,]s‘)—l o lga, 1 ga, 1M e,
=[g7,a, 1" ..[g7"a, 1" 2] [g,a, ]"..[g.2, ]™ a,_
=ga]'g’a, .ga;'g"a,a;'g"a]' ga, ..g7a;'ga, a,
=(ga, 1" )" (g2, 1" ) 2]

=H[[g,a La, I™

elde edilir ve bu yﬁzae:n

oy (bi,e.,i,)= [...[1_1 (lg.a;_La, D™,a; l.,a, "™
dir. Bu gekilde devam edilerell:yani, garpim semboliinii sola ve €, semboliinii
saga dogru hareket ettirerek k inc1 adimda

or(h,i,..,i, )= f-[[...[[g, a, Ja, L..a "™

iy =1

elde edilir.
4.1.1.0Onerme ve g=bh den

([g.a; 1.2, 1=[[bh,a, Ja; 1=[[b,a,; I[h,2; ],a;
oldugu goriiliir. Buradan
o (i, iy i) = [ [L-[b,a, b2, Lo, Lera, 1%

iy =1

dir. 4.1.1. Onerme (i) yi bu sekilde k mc1 kez uygulayarak
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Oy iysrig) = [ [C15r2y Ios, 1l Ty D

]
§
= 1__I[cs;j(b,1l s 1 O (1 e )]
i1

sonucu elde edilmis olur.

4.1.4, Onerme :

G bir metabelian grup ve geG olsun. Eger b cgK(g) ise bK(b)c gK(g)
o Ispat : begK(g) ise b=gh olacak sekilde bir h €K(g) vardir. cebK(b)
olsun. Buna gore d;eG, §=t1, i=1,...,r igin h, =1L[[b,di]5‘ olmak tizere c=bh,
dir. 4.1.1.0Onerme ve b=gh kullamlarak B

b, =] Tten.d 1" =] Jle.a. ' a1

oldugu goriiliir.

K(g) grubunun tanimindan [g,d;]* eK(g) dir. Ayrica, heK(g) ve K(g) AG
oldugundan [h,d;]*€K(g) dir. Bu yiizden h,eK(g), c=bh,=ghh, e gK(g) ve buradan
bK(b) cgK(g) gergeklenir,

4.1.5. Onerme

G nilpotent metabelian bir grup ve g;,g, €G olsun. O halde ya gK(g)
=gK(g) ya da g:K(g) Ng;K(g) = O dur. Ayrica, her t €gK(g) igin o(t)=o(g) dir.

Ispat : be g;K(g) N g,K(g) olsun. Yani, g;K(g)) NgK(g,) # & dir. Oyle
ise begK(g)) ve begK(g,) olacak sekilde k;eK(g;) ve k,eK(g,) vardir. 4.1.1.
Onermeden

bK(b) cgiK(gNMg:K(g) (4.3)
oldugu ortaya ¢ikar.

begK(g)) oldugundan dolayi, b=g/h”’ olacak sekilde heK(g,) vardir.

2;€G, g=tl igin h= H[gai]“ u=1{a,,.,a,} v={e,..&} ve n, G nin
i=1
nilpotentlik siufi olsun. o, (b,i,,..,i,), ve o, (h,i,,...,i,), G nin alt merkezsel
serisinin n+1 inci terimine ait oldugu goriiliir ve buradan
o, (b,i,,..,i,) =0, (h,i,..,i,)=1
dir. k=n igin 4.1.3.0Onermenin uygulamasmdan
h=] ]l ®,i)] Jlo)®b,i,,i,)...] [[o0(sirmnin )]0
ip=t i

i =1 iy =1
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elde edilir. Bu sebeple tammdan jeN i¢in o (b,i,,...,i;) € K(b) oldufundan
dolay1 heK(b) dir. Buradan g;=bh ebK(b) dir ki, 4.1.4. Onermeden g,K(g) <
bK(g) olmasim gerektirir ve (4.3) den dolay1 g;K(g) < 2:K(g) oldugu goriiliir.

Benzer bicimde g,K(g;) c g:K(g)) kapsamasi da elde edilir. Boylece
2:K(g1) =g:K(g,) oldugu gosterilerek 6nermenin itk hipotezi ispatlantus olur.

Simdi geG, o(g)<x ve begK(g) olsun. Yukaridaki verilenlerden
bK(b)=gK(g) oldugu ortaya cikar. 4.1.2. Onermeden o(b) |o(g), o(g)| o(b) ve
buradan o(b) =o(g) oldugu goriiliir.

Eger geG nin mertebesi sonsuz ise, her bir begK(g) i¢in bK(b) =gK(g)
dir ve 4.1.2. Onermeden b burulmal eleman olamaz.

4.1.6. Teorem

G nilpotent metabelian bir grup, x e V(ZG) ve o(x)=n olsun. Bu durumda
her i#n i¢in

TOx)=1 ve TOx)=0
dur.

Ispat : G nilpotent metabelian bir grup ve x = Z a,te V(ZG), o(x)=n

teG

olsun. Sabit bir geG igin, x(g)= Y., yazilabilir.
tegK(g)

tegK(g) © t=glg.hil[g,ho]-..[g; ]

= gg'lhl'lghlg'lhz'lghz g"hl'lghl

=h"'gh
buradan o(t)=o(g) dir.
f: G >G/K(g), t » tK(g) grup homomorfizmasi
¢: ZG->Z(GK(g), x=Y at—> Y a,(K(@)=¢x) il tammh dogal

teG 1eG

homomorfizmasina genisletilebilir. ;((g) , gK(2)eG/K(g) ye karsilik gelen ¢(x) in
katsayilar1 oldugu goriliir: K(1)=<[1,hl:heG> ={1} ; 1K(1)={1} ve 2os=1 dir.
geK(g) eC(G/K(g)) oldugu agik ve 2.1.23.0Onermeden

x(g)e {0} (4.4}
oldugu sonucuna varilir. .

J, x in dayanagindaki (support) elemanlarinin mertebelerinin kiimesini
tammlasm. keJ ise, 4.1.5.0nermeden bir S,cG kiimesinin varhig: s6z konusudur

oyle ki, T®(x)= z x(g) dir. Buradan

geS,

22X =Y T =) a, =1

kel geS§, keJ teG
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ve (4.4) den her teS, kel ve t#g i¢in ;((g)=l ve ;((t)=0 olacak gekilde g € G
vardir. Bu nedenle ky=o(g) ise, her keJ ve k #k, igin

T (x)=1 ve T®(x)=0 4.5)

elde edilir.

Simdi n = ko oldufu gosterilirse ispat tamam olacaktir. Buna gére n
iizerinde timevarim kullamlabilir. p bir asal say1 olmak iizere, ilk basamak n=p™
konumu olsun. 2.1.22.0nermeden T*" (x)=1 (modp) oldupu goriiliir ve (4.5) den
dolay1 p™=k, sonucu elde edilir.

Farkl: iki asal say1 n yi bolsiin. g; h €G i¢in biitiin gh-hg ile iiretilmig
Z-modiilii L(ZG) seklinde tammlansin. yeL(ZG) ise, VgeG igin

y=ai(gihi-hig)+ax(goho-hogo)t .. tadgh-hig:)

=18 1h1 -] hl g 1+azg2h2“azhzgz+~ . -+argrhr'arhrgr

g~gih~h;g; = gh~hg ve
y(g)=Y a,=0 (4.6)
t~g
oldugu goriiliir.

Eger p, n yi bolen bir asal say ise
x® =) alt® mod(L(ZG) +pZG)

teG
dir. o(x")=n/p oldugundan dolay: tiimevarim T®P(xP)=1 elde edilir. Bu yiizden
(4.6) nin uygulamastyla son denklikten
Z of =1(mod p)
t*eG(n/p)
sonucu elde edilir ki, bu
D" a? =1(mod p) 4.7)

t*eG(n/p)
olmasim gerektirir.
p*n olsun. O halde

t"eG(g] =teG(n)
p

dir. Buradan T®™(x)= Zoc‘ ve (4.7) den T®(x) =1(modp) elde edilir. tpeG(%)
t*e(n/p)

den (4.5) deki n=kq oldugu goriiliir.

Simdi, 122 ve i=l1,...,r i¢in p; farkli asal sayilar olmak tizere n=p;p; ...pr
olsun. te G(n/p;) = t' € G(n/p;) oldugu goriiliir ve buradan i=1,2 igin

Yo, =T®x)+T**(x)

*eG(n/p,)
dir. p; ve p; i¢in (4.7) nin uygulamasindan

T®(x)+ T (x) =1(modp;)
elde edilmis olur. Boylece (4.5) den n=k, dur.
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4.1.7. Ornek

Nilpotent metabelian gruplar igin,

Ds =<a,b: a*=b’=1, b'ab=a">={1,3,a%,a° b,ab,a’b,a’b} dihedral grubunun
tiim eglenik suuiflan s6éyledir (Gordon ve Liebeck, 1993):

{1}, {a}, {a,2}, {b,a’b}, {ab,a’b}

4 mertebeli y,€V(ZDsg) ve 2 mertebeli v,y 3 €V(ZDg) burulmali
elemanlar agagidaki gibi olsun. k,n € Z ve (2k-1)|(n’*+k?) olmak iizere,

2, 2 2 2 2 42
¥, = L DY S £ +n(ab—a’b)+ n—ki+k (b—a’b
2k -1 2k -1 2k -1

ve o(y;)=4 iken 4.1.6.Teoremden

T =1 ve T®(y,) =0 dur.

Benzer sekilde k,n €Z ve nk(4k-1) olmak iizere 2 mertebeli burulmal:
elemanlar

=[1;—(4k—1)+n)}(a—a3)+4kb+(1—4k)a2b+[§(4k—l)—n:l(ab—a3b)

veya

=[%(4k—l)+n](a—a’)+4ka3b+[§(4k—l)—n](b—azb)+(l—-4k)ab

dir ve o(y,)=o(y3)=2 oldugundan
TO(y )= T(y5) = 1 ve T¥(y,) = T¥(y3) =0 dir.

4.1.8. Teorem

G keyfi bir grup , xe V (ZG) ,x#1, o(x)=n ve |G:Cs(g)|<w olsun. Buna
gore

| x (g)P<n.|G:Cq(g)| dir.

Ispat: G keyfi bir grup, geG sabit, |G:Cq(g)l<wo,xeV(ZG) ve o(x)=n
olsun. <x> devirli grubunun elemanlart C kompleks sayilar kiimesi iizerinde lineer
bagimsizdir. Gergekten lineer bafmsiz degilse, o; €C ler var oyle ki,

Qoo xHoF.. g X" =0 dir. i=0,1,...,0-1 igin x7 ile garpip izi hesaplanarak o;=0
oldugu goriiliir, giinkii j<n igin trx'=0 dur.

Sonug olarak, x ile iretilmis halka ile C kiimesi, C lizerinde <x>
halkastmn C<x> grup cebirine izomorftur. Wedderburn-Artin teoreminden, C<x>
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grup cebirinin agagidaki gibi cisimlerin bir direkt toplamma olan
aynigmu(dekompose) soyledir:

€1,€2,.+-,Cn ler C<x> grup cebirinin ilkel idempotentleri olmak iizere,

C<x> =Ce,®Ce,®...0Ce,
dir. %1,%2,---Xn fonksiyonlari C<x> halkasinin indirgenmez kompleks karakterleri
olsun. O halde

z NS

. . . 1 .
dir. Buradan uygun bir g; €C, =1 i¢in tre=— ve x=ge(+€s65+... €8, dir.
n

1S
n

s=|G:Cq(g)| ve e, .(2), g nin eglenik siiflar iizerinde katsayilarm toplamm olmak
iizere (Weiss, 1980) gore Iéi (g) I<sn dir. Bu yiizden

(@)= e ei(®) < [e: ()] < (sn)"”
i=1 i=l
ve boylece ;((g) <sn dir.
4.1.9. Ornek

xe V(ZG), o(x)=0, [G:Cq(g)l< = ve Cg(g)={a €G : ag=ga}< G olsun.
x={x%geG}, x in eslenik smfi olmak iizere o(x%)=G:Cg(x)],
x=Zocgg ve x(g)=2ah dir.

geG h~g

0=(123), 1=(12) devreleri ile iiretilen grup Sy= <o,7: o°=t=1, 1'o1=0">
= {1,0,02,1,10',1(52} olsun.

a=(-3)c+3t*+1)c*HBH)TH-3+)10 - (2t)16” € ZS; ve o(o)=3 diir.
=0 ise 4.18. Teoremden,

lo(g)I'=1<3.]8,:Cs (8)=32=6;
eger g=t ise

log) ’=0<33=6
oldugu goriliir.




5, SONSUZ NiLPOTENT GRUPLAR

5.1. Zassenhaus Konjektiirii ve Sonsuz Nilpotent Gruplar
5.1.1. Teorem

H= (Z ®Z) X g Z nilpotent grubu olmak {izere, «,B,y,60e H vea,b €
Dg olsun. G = H X Dg olmak iizere, ZG integral grup halkasindaki
u=b+[(ct-B)+(a+B)b+(y+8)a+(y-8)ba](a>-1) elemam agagidaki dzelliklere sahiptir :

i) u?=1, yani u burulmal bir birimseldir.
i) u, karekteristigi sifir bir K cismi i¢in KG de bir grup elemanina
eslenik degildir.

Ispat : Bir & : QD; —> Q[Dg/<a’>]®M,(Q) Wedderburn izomorfizmas:
soyle segilebilir. &, doniiglimii, Ds — Dg/<a®™> dogal epimorfizmasi ile
yiikseltilmig ve &, doniisiimii,

- 1 0
%(a){j’ 01) , zz(b){o _J

bigiminde tanimli lineer temsil olmak iizere, herhangi bir zeQDg i¢in
(2)~(D1(z), D»(z)) dbniistimit olusturulur. K, karekteristigi sifir olan herhangi
bir cisim ve R, KH grup cebiri olsun. O halde bir

D =idg®@:KG~ R®QD; — K[H X Dy/<a>>] ® My(R)
izomorfizmas1 elde edilir. b, H X Dg /<a*> grubunda b elemammn koseti ve U,
M,(R) halkasinda bir matris olmak iizere, & (w)=( b,U) oldugu agiktir. Bu kisa
bilgiler 15181 altinda hipotezlerin ispatt yapilabilir.

i) U=I yani, U? nun birim matris oldujunu gostermek yetecektir, zira G
grubundaki sonlu mertebeden biitlin elemanlar Ds grubunda ve M,(R)
halkasindaki goriintiileri de, rasyonel matrislerin M,(Q) althalkasinda kakr.

Dogrudan hesaplamalardan goriiliir ki,

- 1-4
U=Bay=| 74 M
~45 —1+4p
dir. Buradan
1-20 2p
E=(1+0)/2= M
(1+0U) (—26 2,3) € My(ZH)

matrisi ile isleme devam etmek daha kolay olacaktir. y=2x; olsun. O halde
V=(yo+t, y1), W=(t%(t-y,), ty,) olmak iizere,

[ 1-t?y,y, t"yoy2+t"yo)
t—lY2 -t—ZY|Y2 t—ZYOY3
- ((yo O (=) (3, +2t"yo]=ww
Y1t (t_Y2) Y1t Yo

E=
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Y

dir. W.VT =(t%(t-y)+yo [y° " t}
= t*(t-y) (o +t)+t *yoyr=1

gbzlemi de dogrudur. Buradan,

E=(V'W)(VTW)=VI(WVT) W=V"W=E dir.
Yani E bir idempotent matristir. Bu ylizden

U?=(2E-1)*=4E*4E+I=] elde edilmis olur.

il) U veya denk olarak E matrisinin M,(R) halkasinda herhangi bir
rasyonel matrise eslenik olmadifim gostermek yetecektir.

P= Cek(E) : ROR—RE@R olsun. P,I-E matrisinin satirlariyla iicretilmis R®R nin
bir sol izdiigiim R-altmodiil oldugu agiktr.

P nin, R halkasinda bir sol ideal oldugu sdyle tammlanabilir. fik
koordinat tizerinde izdiigiim olan q;:R®8R—R doniiglimi, P iizerinde bire-bir dir.
(0,¢) € PnCek(q,) olsun. Bu durumda c.y;=(0,c).V'=(0,c).E.V'=(0,0).V"=0 dur.
R nin hig sifir béleni olmadigindan ve y,#0 dan c=0 elde edilir.

J=qi(p) sol ideali, I-E matrisinin ilk kolon -elemanlar1 yani
{€2y1,y2t 'y2-t2y1ys} kiimesi ile firetilir. Buradan

P~J=R.y1y:+tR(ty>-y1y3)
dir. Simdi E~FeM,(R) oldugu kabul edilsin. F matrisinin de idempotent oldugu
agiktir. Ayrica Tr matris izini ve tr 1eH deki katsayilan tammmlamak {izere,
tr(Tr(F))=tr(Tr(E)=1 elde edilir. Bu yiizden F~diag(1,0) dir ve F bu bigimde
oldugu varsayilabilir.

E=YFY"' olacak sekilde YeM,(R) olsun. Buna gore Y, Cek(F)=0®R
tizerinde izomorfizma olarak Cek(E)=P ye gider ve buradan P~R dir, ¢iinkii R bir
integral (tamlhik bolgesi) oldugundan J, R nin bir sol temel ideali oldugu anlagtlir,

S=K[Z®Z] olmak iizere, R=S,[t,t"] oldugu gériiliir. Ozellikle bir s;cS
i¢in, R nin her eleman Yt's; bigiminde tektiirlii yazilabilir.

Simdi bir £ R i¢in, J=Ry y,tR(ty,-y1y3)=R & dir yani, J bir temel ideal
olsun. Bu ise (Artamonov, 1981) a gore geligkidir.

y1y2 €RE iken, bir r €R igin J, r.£ bigiminde olmahdir. Fakat yyy, €S dir
ve buradan hem r ve hem de , t; bigiminde tekterimli olmak zorundadir. Bu

yiizden genelligi bozmadan £eS oldugu kabul edilebilir.

Biitiin s € S & olmak iizere, en az bir X t's, € R igin ty,-y1ys =Xt(si€)
oldugundan aym zamanda ty,-y;y; € R £ dir. Polinom katsayilarinm tekliginden,
hem y, ve hem y,y; SE idealinde kalir. Boylece Sy,+Sy,ys < SE dir.

Diger yandan £eJ ve buradan r'=Yt's; ve r"=Yt's;’ polinomlan igin
E=t"y1y2t1"(ty-y1ys) dir. Her iki taraftaki bagimsiz terimler kargilagtirilarak,

E=sq'y1y2t0™(s"-1)y2-80""y1ys  Syr+Sy1ys
elde edilir. Sonug olarak

Sy>+Sy1y;=S¢
dir. S, iki degisken iginde Laurent polinomlarmin bir K-cebiridir ve boylece S bir
tektiirlii garpan bolgesidir.
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Biitiin y; elemanlart ogmentasyon idealinde kaldigindan, £ S de
terslenmez. 7, £ mm bir asal garpam olsun. y,€SE ve y1y; € SE den nly, oldugu
ortaya gikar ve ya ntly; ya da nly; diir.

Her haliikarda iki lineer bagimsiz z;, z,e Z®Z elemanlar1 i¢in z,-1, z,-1
grup halkasi elemanlarinin ortak asal ¢arpana sahip oldugu goriiliir. z,=v" ve
zy=w" olacak gekilde, Z®Z halkas1 igin {v,w} gibi bagimsiz bir baz segilebilir. O
halde v™-1 ve w*-1 polinomlan1 K[v,v"', w,w™'] halkasinda bir ortak asal ¢arpana
sahip olacaktir ve bu bir ¢eligkidir. Bu ise teoremin ii) kismimin ispatimi tamamlar.,

5.1.2. Ornek

G X ¢H, H iist grup, G alttaki grup ve 6:H—>AutG grup homomorfizmasi
olsun. G X ¢ H deki baz1 6zelikler agagidaki bigimdedir. g;, g, €H olsun.

1) (g1,b1) (g2,h2)=(g1.82°™ , hihy)=[g.0(h;)(g2), hihy]
2) (ecen)gh)=(gh)
(g’h)(eG,eH)z(gah)
€axu = (€g,€5), G X H mm birim elemam ve
3) (gh)gh)'=(eg,en)=(g,h)'(g,h) olacak sekilde G X, H deki biitiin
elemanlarin tersi goyledir:
(&™), h " ]=[g,(g")** )", h"h] = (e;,¢4) Ve

[, b7 1(g,b) =[(g™")**".g"*",h"h]= (4, €,)

dur. Buradan (g,h)'=[(g") **" b J=0(h™))(g "), b'] (5:2)
Buna gore

C:ZBZ ->ZDZ, o(x,y)=(xty,y)= [(1) ﬂ{;}

bigiminde tanimli otornorfizma olsun.

P(x) m(o(x,y)){é ﬂm
y

oy 1| |]
y

. 1
o*(x,9)=0(0™ (x.y))= [O ﬂm = (x+13,y)

bigiminde genelleyebiliriz.
H=(Z@&Z)X , Z yani-direkt ¢arpim nilpotent bir gruptur:
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¥ ‘Z—>Au(ZBZ)
1-0c
2¢°

n—c"
ile tammli homomorfizma y(Z)=<c> < Aut(Z&Z) dur. x,X2,¥1,¥2, m, n € Z igin,

(%Y1 [(Xa,¥2)m]=[ (1, Y O)+H(a,y2) "k m]={(x1,y1)+ Ll) ‘;][’;J o]

=[(xp,y1)H(Xotnysy),nrm]=[(x1, X5 t0ys,y 1 +y2),ntm]

1
[(%0,2), ] (1,3, (o) +(31,) )= (o, y2)+ [O ﬂ[’y“}mnl

1
=[(xo,y2)H(xrtmy,y),mn]=[(xz+y,) X +xy+my;,nt+m]
[((x,y):n]eZ(H) < x+xytny,=%,+x+my;,
V X2,¥2, L MeZ <> ny sabit, Vy,, m e Z,
< n=0, y=0,
< (x,y)=(x,0)=x(1,0),
SZ(H) =<(1,0)>.
Slm{h, [(Xlzyl)’n]’ [(x29y2)am] eH 1(;1n,
[HLH]=[(x1,y),m][(%2,¥2),m][(x1,y1),0] [(%2,y2),m]"
(5.2) yi kullanilarak.
= [(Xlayl)ﬂn][(XZayl)’m][('xh"yl)"’(-n)a'n][('X27'y2)\v(-m)am]

1 -n 1 -m)-x,
:[(Xl,y1)an][(x2,y2)am][(O 1 j’_n][(o 1 )[_y ),—m}

= [(X1+X2+11Y2,Y1+Y2), n+m] [('Xl+ny19'y1)"n] [("Xz"‘m}’z,'}’zrm]
= [xi+xatnys,yrtys),arm][ (<X ny Xt my,+H(-n)(-y2),-y1-y2),-n-m]
=[(xr+xptny,-xtny -t my; oy, H(ntm)(-yi-y,),0),n+m-n-m]
= [(ny,-my,,0),0]
dir. burada y;,y,,mn €Z keyfi tam sayilar ve bu yiizden
[ILH] ={(ny,,my,,0) | n,m,y.,y, € Z} = <(1,0)> = Z(H).
Buradan, H/Z(H) =H/[H,H] degismeli ve bu nedenle
{e} A Z(H) A H, H nin iist merkezsel serisidir. Bylece H nilpotent

gruptur.

Koseti H/Z®Z boliim grubunu tireten bir te H secilebilir. Yani, <t+Z®Z>

=H/Z®Z dir ¢linkii H/Z®Z=7 devirlidir. Buradan t=[(1,1),1] ve t*=[(3,2),2] olsun.
ZOZ<H iuizerinde t ile o eslenik alma doéniigiimii ile ¢akigir.
%=(0,1)>((0,1),0) e ZO®Z<H
X= (191) <« ((1,1),0)
%=(2,1) © ((2,1),0)
%5=(3,1) ©((3,1),0)
olsun ve su gézlemler yapilabilir;
ot =[(1, 1), 1](0,1),0][(-1,-1)**"-1]
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=[(1,1),1][(0,1),0][(0,-1),-1]
=(2,2,1)(0,-1,1)=(1,1,0) & (1,1} =x,
tzxot-2=[(3 92)’2] [(0’ 1)’0] [( 1 7"2)a'2]
=[(2’ 1)’0]9(2’ 1 )=X2
t3X0t-3=[(6,3),3] [(Oa 1),0] [(3 7'3),'3]
=[(6+3,4)][(3,-3),-3]1=((3,1),0)>(3, 1)=xs.
1=0,1,2,3 igin x;=x;-1 olmak iizere, ZH grup halkasindaki dort eleman

s6yle olsun:
oc=2t'2x1x2 , y=2t'2xox2+t'1x0
B=2t-2X0X3 . 8=2t-2X1X3-t- 1X2.

Son olarak, Dg=<a, b: a*=1=b’, bab'=a'> dihedral grup olsun.
G=H XD; olmak iizere drnek ZG grup halkasi iginde kalmaktadir.
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