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OZET

RICHARDSON EKSTRAPOLASYON METODUNUN SAYISAL TUREV,
SAYISAL INTEGRASYON VE SINGULER PERTURBE OLMUS
BASLANGIC DEGER PROBLEMINE UYGULAMALARI

AMIRALIYEVA, ilhame
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Damsmant: Yrd. Dog. Dr, Hakki DURU
Mart 2001, 37 sayfa

Bu ¢alismada Richardson metodunun Niimerik Analizdeki bazi
uygulamalan ele alinmistir. Bu metot yaklagik ¢oziimiin kesinliginin yiikseltilmesi
i¢in kullanilan en modern ve pratik metotlardan sayilmaktadir. Sunulan bu caliymada
ekstrapolasyon metodunun niimerik diferansiyelleme, niimerik integrasyon, adi
diferansiyel denklem igin baglangig-deger problemi ve singiiler pertiirbe olmug
baslangig-deger problemi gibi alanlardaki uygulamalan incelenmektedir. Ele alinan
her durum igin hata degerlendirmeleri yapilmis ve bunlarin orijinal ¢oziimiin
diizgiinliigii ile baglanti gekli verilmistir. Teorik sonuglar niimerik 6rnekler izerinde
denetlenmigtir.

Anahtar kelimeler: Richardson ekstrapolasyon, baslangig-deger problemi,
singuler pertiirbasyon problemi, fark semas:, diizgiin yakinsaklik



ABSTRACT

APPLICATIONS OF RICHARDSON EXTRAPOLATION FOR
NUMERICAL DERIVATION, NUMERICAL INTEGRATION AND
SINGULARLY PERTURBED INITIAL VALUE PROBLEMS

AMIRALIYEVA, ilhame
Master, Mathematics Science
Supervisor:Yrd. Dog. Dr. Hakkit DURU
March 2001, 37 pages

In this study, a technique known as Richardson’s Extrapolation is embloyed
to generate results of high accuracy by using low-order formulas. This investigation
is concerned with the numerical differentation, numerical integration, numerical
solution by finite difference method of initial value problem and singularly
perturbed initial value problem. Uniform crror estimates are esteblished. A
numerical examples are also considered.

Key words: Richardson Extrapolation, initial value problem, singular
perturbation problem, difference scheme, uniform convergence
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ON SOz

Niimerik Analizde homojen algoritmalarin kullanist dikkat cekilmesi
istenen yaklasimdir. Orijinal probleme uygun niimerik metodun bilgisayarda
programlanmast ve realizasyonu asamasinda bu 6zellik daha bilyilkk 6nem arz
etmektedir. Bu agidan, Richardson metodu genis avantajlara sahip olup, 6zellikle
fizik ve mithendislik gibi uygulamali bilimlerde yaygin sekilde kullamimaktadir. Bu
metodun esasini, basit modelin ardisik sebekelerde uygulanmasi sonucu daha kesin
sonuglara varilmasi tegkil eder. Degisik sebekelerde esyapili (homojen) modelin
kullamlisi realizasyon igin biiyiik kolaylik saglar. Bu ¢aligmada Richardson
ekstrapolasyonunun sayisal tiirev, sayisal integral ve sonlu fark semalarma
uygulamalan verilmektedir. Metot, ¢6ziimiin énceden istenen kesinligi saglayacak
bi¢imde bulunmasina imkan sagliyor.

Bu galigma stiresince gostermis oldugu yakin ilgi ve yardimlarindan dolay:
saygideger hocam ve damismanim Yard. Dog. Dr. Hakki DURU’ya tesekkiir ve
saygilarimi sunarim.

[thame AMIRALIYEVA
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1. GIRIS VE LITERATUR BILDIRISLERI

Richardson Ekstrapolasyonu diye bilinen bu teknik, diisitk dereceli
formitller kullanilarak ytiksek nitelikte sonuglar bulmak igin sik¢a kullanilir. Bu
metodun ismi  Richardson ve Gaunt, 1927 tarafindan yazilan bir makaleden
alinmigsa da teknigin ardindaki metodun fikri Archimedes’e kadar uzanmaktadir.

Ekstrapolasyonun tarihi ve uygulamalar1 hakkinda ilging bir makale SIAM
Review’de (Joyced, 1971) tarafindan yazilmigtir,

Ekstrapolasyon teknigi bir ¢ok niimerik analiz dallarinda kullaniimistir. En
¢ok bilinen uygulamalar integralin yakinsamasinda ve diferansiyel denklemlerin
¢6ztimlerine yaklagimda ortaya ¢ikmaktadir (Burden ve Faires, 1989).

Diferansiyel denklemler icin singular perturbe olmug
problemler,uygulamali matematigin bir ¢ok degisik alanlarinda kullaniimaktadir.
Ornegin; akigskanlar mekanigi, akiskanlar dinamigi, elastik kuantum mekanigi,
plastik, kimyasal-reaktor teori, aerodinamik, plazma dinamik, manyetik dinamik,
aritilmig-gaz dinamik, osinografi, meteoroloji, yayma teori, reaksiyon-difuzyon
stiregleri ve 15 yayan dalgalar vb. gibi sahalarda ¢ok sik ortaya gikarlar
(Kadalbajoo ve Reddy,1989; O’Malley,1990). Bu tiir problemler, yiiksek tirevier
karsisinda kiiglik pozitif bir parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Boyle
problemlerin ¢dziimil, tanim bdlgesinin bazi kisimlarinda ¢ok hizhi degisime sahip
olur. Yani, ¢oziim ince gegis katlarinda hizli, diger yerlerde diizenli ve yavas dedisir,
Bu nedenle de klasik niimerik yéntemlerin kararsizliklari nedeniyle uygulanmasi
imkansiz olur. Boylece singular perturbe olmus problemlerin isleyisinde ciddi
zorluklar ortaya c¢ikiyor. Bu 6zellikler niimerik ¢oziimde de kendini gosteriyor
(Doolan ve ark., 1980; Amiraliyev ve Duru, 1999; Asher ve ark., 1998; Farrell ve
ark., 2000).

Ekstrapolasyon teknigini genel olarak izah edilebilmek igin N(h)’nin
bilinmeyen bir M degerine O(h’) bigiminde yaklagimlar iireten bir forml oldugunu
varsayalim. N(h)’in M'ye yaklagimi i¢in hata formunun;

M =N(h)+K,h* + O(h?) (L.1)
seklinde ifade edilebildigi varsayilsin. (Burada K, h'ye bagli degildir).

(1.1) esitliginde h yerine h/2 yazilirsa, yeni muhtemelen daha hassas bir
N(h/2) yaklasimi elde edilir. Bu yaklagum;

M = N(h/2)+K,h*/4+0((h/2)") (1.2)

esitligini saglar.
(h/2)* =h’/16 oldugundan bu ikinci yaklasimin da derecesi O(h*)’tir.
(1.2) esitligi 4 ile ¢arpthir ve (1.1) esitligi ¢ikanlirsa asagidaki esitlik elde
edilir

3M = 4N(h/2) - N(h) + O(h*)



veya

aNC - NGy
M=__2§_ﬁ_+omﬁ. (1.3)

Kolaylik igin N, (h) = N(h) ve

aN, (N )

N,(h) = 23 (14)

esitlikleri tamimlansin.
Bu gosterim kullanilarak, agagida bulunan Tablo 1’deki M’ye olan

yaklagimlar tretilebili. N, (h/2%), O((h/2*)*) derecesinde sahip iken
N, (h/2*) min derecesi O((h/2*)*) olur. Eger ilave olarak h’den bagimsiz bir

K, sayisi varsa ve (1.1) esitligi
M = N(h)+K h* + K,h* + O(h®)

seklinde ifade edilebiliyorsa ekstrapolasyon tablosuna tiglinci bir siitun eklenebilir.
Bu durumda (1.3) esitligi asagidaki sekle dontigr;

4N, (g)-N,(h) 4K2(1;)4 ~K,h*

M= + O(h*®
3 3 +0(h”)

veya

|
M=N2(h)~ZK2h“+O(h") (1.5)
burada h yerine h/2 yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir

M=N2(h/2)—glzK2h"+O(h6). (1.6)



burada h yerine h/2 yazilirsa agagidaki cgitlik elde edilir
l 4 6
M=N2(h/2)—aK2h +0O(h”). (1.6)

Tablo 1.1.
N (h)
N; (0/2) Ny (h)
N, (/4) N, (1/2)
N, (/8) N, (l/4)

(1.6), 16 ile garpilir, (1.5) ¢ikarilir ve 15°¢ boliiniirse asagidaki esitlik elde edilir

16N, ()~ N, ()
M= 2

+0O(h?® 1.7
05 (h™) (1.7

Eger

16N, ()~ Na(ly

NS(h) = 42 ~1

seklinde tanumlarursa agagidaki ifade elde edilir

16N,(0) = N, ()
15

N;(h) = (1.8)
N,(h/2%), M’ye bir O((h/2%)*) yaklasiminda olacaktir. Bu islem m tanc
stituna genisletilirse N(h)’nin M’ye yaklagimz;

m-~|

M = N(h)+ D K h% + O(h*™)

J=1



Ornek 1.1.
f'(x,)’ a yaklagmak igin (4.13)’deki merkezi fark formiilit igin

! l h2 " h4 3 0
f'(x,) = %[f(xo +h)—-f(x, -h)]+ —6~f (xo)—%f '(x,)+0O(h*)
yazilabilir,
Onceki gosterimler kullanihirsa
M =1'(x,)
1., 1
K, = “gf (%), K, = “l‘z‘af(s)(xo)

N(h) = i[f(xo +h)—£(x, — )]

yazilir.
Xy =2.0, h=0.2, f(x) = xe" varsayilirsa bu durumda

N(0.2) = 612[f(2'2) ~f(1.8)] = 22.414160

N(0.1) =22.228786
N(0.05) = 22.182564.

Bu veriler igin ekstrapolasyon tablosu Tablo 2.°de verilmistir.

Tablo 1.2.
N;(0.2)=22.414160
N,;(0.1) =22.228786 N,(0.2) = adal (0'1)3" N0 _ 55 166998
N, (0.05) = 22.182564 N, (0.1) = 4N, (0'05)3" NOD _ 55167157
N,(02) = 16N2(0.11)5—N2(0.2)
=22.167168.

Bu ¢alismada Richardson ekstrapolasyon metodu sayisal diferansiyelleme,
sayisal integrasyon, diferansiyel denklemler igin baslangig-deger probleminin ve
singliler pertlirbe olmus baglangig-deger probleminin ¢bzlimilne uygulamst ele
alinmigtir.

Cahsma bes bolimden olugmaktadir. Birinci bblimde Rechardson
ekstrapolasyon metodu tanitiimaktadir.



Ikinci bdliim bu metodun niimerik diferansiyellemeye uygulanisi takdim
edilmigtir.

Ugiincii  bolimde  Rechardson  ekstrapolasyon metodunun  niimerik
integrasyona uygulanigi olan Romberg integrasyon metodu tanitilmigtir.

Doérditneti ve  begineil  bolimlerde bu  metodun  sirayla  diferansiyel
denklemler icin baglangig-deger ve singliler perturbe olmug baslangig-deger
problemlerinin ¢éziimiine uygulamasi ele alinmistr.,



2. SAYISAL TUREV iCIN EKSTRAPOLASYON METODU

Ekstrapolasyon tablosundaki birinci stitun disindakiler basit ortalama alma
islemi ile elde edildigi i¢in bu teknik, minimum yuvarlama hata ve islem maliyetile
yikksek dereceli yaklagimlar iretir. Bununla birlikte niimerik tiirev almadaki
kararsizlik sebebiyle, N;(h/n*)’daki yuvarlatma hatasi genelde k’nin artmasiyla
artacaktir.

f'(x,) tirevinin yaklagik hesabi igin Gi¢ ve bes nokta  formiilleri

kullantlir. Ug nokta formilieri &, € (X, X, +2h) olmak fizere
f'(x,) = ——[ 3M(x,) +4f(x, +h) - f(x, +2h)] + fm &, @n
ve &, € (x, —h,x, +h)olmak iizere

f'(x,) = —~[f(x(, +h)-f(x, —h)]———f“)(f., ) @22

bi¢imindedir. Ug nokta formiilleri, f igin bir Lagrange interpolasyon (ya da
interpolasyon) polinomunun tiirevini almak suretiyle clde edilir (Burden ve Faires,
1989).

Bes nokta formiilleri de benzer sekilde elde edilebilir. Fakat tirev alma
islemi uzun ve sikicidir. Ekstrapolasyon bu formiilleri daha kolay tiiretmek igin
kullanilir,

$imdi f fonksiyonu X, civarinda dérdiincii dereceden Taylor polinomuna

agtlsm. O zaman

0 =100+ £, )x - x,) L 00 x(,>2+—f—"'—(6ﬂ<x—xo>~‘
90 . 19
+ 24 (x Xo) +“E(T(X“X())

olur ve & sayis1 x ile X, arasindadir. nin (xy +h) ve (x, —h) noktalarinda

acilimlari hesaplanirsa

f(x, +h)=f(x“)+f’(x0)h+£i2’fﬁlhz +£%(L)hx

+ f(4)(x()) h + £ €, B’

23
24 120 23)



ve

" , £
f(xo —h)=f(x¢) = 1'(xo)h + ! (2)(0) h* - (6x0) h?

(4) (3)
f (XO)h4 _-f (§Z)h5 (24)
24 120

elde edili. Burada X, —h <&, <x, <&, <x,+h’dir. (24), (2.3)den
¢ikarilirsa asagidaki formil elde edilir

f(xo+h>—f(xo~h>=2hf'(xo>+h £ (x 0>+~h~ £O(E,)+ £ (2, )]

(2.5)

Eger £, [x, —h,x, +h] kapali araliginda siirekli ise, ara deger terimi
(xy —h,x, +h) agik araliginda

F9E) =IO +7(E,)]

sartini saglayan bir £ sayisimn varligini gerektirir. Sonug olarak (2.5) esitligi O(h?)
yaklagimini vermek igin £'(x ) a gore ¢oziilebilir:

f’(x0)=—2-%[f(x0+h)—f(xo—h)] hé f"(x4)— f“’(e;) (2.6)

Esitlik (2.6)’deki yaklasim (2.2)’deki ii¢ nokta formiiliinde verilenle ayni

olmasina ragmen bilinmeyen degerlendirme nokitasi ™  yerine £ de
goriinmektedir.

Extrapolasyon (2.2)’deki h yerine 2h alarak bir avantaj elde eder ve yeni
formiil ortaya gikar.,

, | 4n’ _, 16h*
f(xo)=;m[f(xo+h)—f(xo~h)]—~5~f (Xy) ~—— 50 £ @

Burada &, X, —2h ile X + 2h arasindadur. (2.7)’deki esitligi 4 ile garpip
(2.6) ¢ikarilirsa agagidaki esitlik elde edilir.



. :
3f'(x0) = %[f(xo +h) - f(x, '“h)]—zl;[f(xu +2h) - f(x, - 2h)]

3 LR &~ 5f D@

Eger £, [x, —2h,x, +2h] kapal araliginda stirekli ise; bir alternatif

metot, f‘”(E) ve f(s)(%) degerlerinin  £'7(E) ortak degeri ile yer
degistirebilecegini gostermek i¢in kullanilabilir. Bu sonug kullamlarak ve 3 ile
boliinerek bes nokta form(i]il elde edilir,

fxe) =1 [f(xo——Zh) 8f(x, —h) +8f(x, +h) —f(x, + 2h)]

h'
———f‘-‘)
TR

Birinci ve daha yliksek dereceli tiirevler igin bagka formiiller benzer sekilde
titretilebilir. Ekstrapolasyon, bir formiil i¢in kesme hatasi Kj sabitleri . koleksiyonu

i¢in

m-l
> Kh* +0h*), o, <o, <..<a,

=

seklindeyse uygulanabilir.



3.SAYISAL INTEGRASYON iCiN RICHARDSON EKSTRAPOLASYON
METODU

Bu ydnteme olan ihtiyag, acik bir gekilde yazilabilen bir ilkeli olmayan ya
da ilkeli kolaylikla hesaplanamayan bir lonksiyonun belirli integralini hesaplamada
ortaya ¢ikar,

ff(x)dx

integralini yaklagtk hesaplamadaki temel metoda niimerik quadrature denir.

f f(x)dx integraline yakinsamasi i¢in

Zn:aif(xi)

i=(

bigiminde bir toplam kullanilur,

Bu béliimde ele alinacak hesaplama yontemleri interpolasyon formiillerine
dayanmaktadir. Ilke olarak [a, b] arahgindan {Xy»> X 5er X, } seklinde bir ayrk
diigiim noktalar: kiimesi segilir.

Eger P,

Pn (X) = i:f(xi)Li (X)

i=0

Lagrange interpolasyon polinomu ise, P” ve kesim hatas: terimi [a, b]

tizerinde integre edildiginde asagidaki ortaya ¢ikar:
: £ (E(x))
f(x)dx = f(x;)L, (x)dx + (X —X,)——2"22dx
f 'r Z—\; r H (n+ D!

= Dot gy [T xor .

Burada her x igin £(X) [a,b] araligindadir ve her i=0,1......,n i¢in a, = rf(x)dx
\

olur.
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Bu durumda kuadratur formiilit

f £(x)dx = > a,f(x,),

i=0

hata terimi

f H(x X I (E(x))dx

E(f) =
( +‘1)' i=0

olur,

Kuadratur formiillerinin genel durumu ele alinmadan once csit adimli
diigtimlerden olusan kiimede birinci ve ikinci Lagrange polinomu kullanilarak elde
edilen formiilleri g6z Oniine alinacakfir. Bu formiiller yamuk kurali ve Simpson
kuralidirlar.

ff (x)dx integralinin yaklasik ¢oziimiinii hesaplamada yamuk kuralin

tiretmek i¢in X, =a, X, =b ve h=Db-aalmr ve asafidaki dogrusal

Lagrange polinomu

r (x=x,) (x=-x,)
P, (0= SR )+ T ()

kullanilir. Boylece

ff(x)dx [[((XO X)) (x(,)+((~;‘]—:—x)—(%f(x,)]dx 3.0)

e [1 PG00 = x,)(x = x, )

(X=X )x—x,) ifadesi [X,,X,] araiginda isaret degistirmediginden hata

terimine integral i¢in agirhikh ortalama deger teoremi uygulanabilir ve
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[ x=x) (=x)” o ] b
ff(x)dx—[m o)+ )J’ 5 £'@)

=i =Xg)r _h',
== [f(xy) +£(x))] 5 @)

olur. h = X| — X, oldugundan yamuk kural

[r09ax=2rcx)+ fx)- . @)

Xo=a, X; =a+h, x, =b dugim noktalariyla ikinci Lagrange polinomu ve

h = b ; 2 ile [a,b] araliginda integral almak suretiyle Simpson kurali elde edilir:

_ e (XXX =x,) =Xy X —X;) £
ff(x)dx—[,“[(xo_xl)(xo_x) O e L)

(X=X )X =X;) £(x, )]dx
(X7-X0)(X7—X) ’

[‘(X X (X 6x (X=X, ) 2)@( ))dx .

Simpson kuralinin bu tarzda tiiretilmesi, f Wy ihtiva eden hata teriminin

O(h*) yakinsamasini saglar. Baska yollarla @i ihtiva eden daha yiiksek
mertebeli terim elde edilebilir.
Alternatif formiilu teskil etmek icin f fonksiyonunun X, noktasi civarinda

tiglinctl Taylor polinomunda agilimi yazilsin. Daha sonra VX € [XU,Xz] i¢in bir
E(x) € (X4,X,) sayist var 8yle ki,

f(x)=f(x|)+f’(x[)(x—-x[)ﬂ-—f,,—(f)xl—)(x—xl)2 +

fﬂ’ R
(6Xl)(x —=Xp)
(é( X))

Ty - x,)"
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ve

fzf(x)dx =f(x,)(x, —XO)+f'(xl)(x—x|)+[f (2XI)(X “Xl)z (3.2)

LD oy O x)} .

0

1

+o 2 [[TOEe0x-x)"dx

(x—x,)* ifadesi [X,.x,] arahiginda negatif olmadigindan integraller icin

agirlikhi ortalama deger teoremi uygulanir. Béylece &, € (X, X, ) sayist i¢in

1 o ; f(‘“(&)
55 L GO0 x)) dx = =2 [Mx -,y dx

_f9¢) ) h
o 7N
olur. h =X, — X, = X, — X, oldugundan (3.2) esitligi
4)
[f(x)dx 2hf(x, )+ g (x,)+ 6D s

60

olur,
f”(xl)—h [f(X ) Zf(x )+f(xo)] h t(l)(g )

esitligi £"(x,) yerine yazilirsa

2

3
.[(Zf(x)dx = 2hf(x1)+%—{BIT[f(xO)—21°(x])+f(x3)]—%—f“”(&_:)1

06,
60
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h,. . . h? 1., 1oy o
=glr(xo)+41(xl)+t(xz)J—f-z—[gf"(éz)—gi"“(él)J

Bu ifadede &, ve &, degerleri ortak bir & € (X,,X,) degeriyle yer degistirebilir.
Boylece Simpson kurali:

[feodx== [f(x )+4f(x,) +f(x,)]- f“‘)(g)

Hata terimi f fonksiyonunun dérdtincti tiirevini igerdigi i¢in Simpson kurali
liglincll veya daha diisitk dereceli polinomlara uygulandiginda kesin sonuglar verir.

Kuadratur hata formiillerinin standart tiirevleri, bu formiillerin kesin
sonuglar ireten polinomiarin simfin1 belirlemeye dayanir. Asagidaki tamm bu
tiirevin elde ediligini kolaylastirmak i¢in kullanilir.

Tanim 3.1. Kuadratur formiilintin uygunluk derecesi, n’ye esit veya daha
diisik dereceli her P, polinomu igin E(P,) =0, fakat n+1 dereceli bazi

polinomlar igin E(P,,,) # 0 olan n pozitif tamsayisidir. Bu tanima gére yamuk ve

Simpson kuralinin uygunluk derecesi bir ve lgtiir.

Yamuk ve Simpson kurallari Newton-Cotes formiilleri olarak bilinen
metotlar smifinin 6rnekleridir. Newton-Cotes formiillerinin iki tipi vardir: agik
formiiller ve kapali formiiller.

n+1 noktali kapali Newton-Cotes formiilii X, =4a, X, = b ve
h=(b-a)/nolmak iizere X, =x,+ih(i=0,12,..,n) digim noktalarin

kullanir. n + 1 noktali kapali Newton-Cotes formiili
u 1}
f(x)dx ~ Zaif(xi)
i i=0

seklindedir. Burada

a —f"L (x)dx~£I—I(X X)

.~x)

Jaﬁl

Asagidaki teorem kapali Newton-Cotes formiillerinin hata analizi ile
ilgilidir. Teoremin ispat1 igin bakiniz (Isaacson ve Keller,1966).
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n
Teorem 3.1. Y af(x); X, =a, X, =b ve h=(b-a)/n il
i=0

n+1 noktal kapah Newton-Cotes formiilinti géstersin. n gift ve £ € C""*[a,b]
ise,

hn+2f(n+2) (g)

(n+2)! f tz(t =Dt =2)...(t = n)dt

ff(x)dx = iaif(xi)+

b

ntekve f e C""[a,b] ise

hn+2f(n+l)(§)

ff(x)dx = gaif(xiﬂ D!

f t(t=1)(t = 2)...(t - n)dt

olacak sekilde bir & € [a,b] mevcuttur.
Agik Newton-Cotes formilinde X, =a+h ve h=(b-a)/(n+2)
olmak tizere X, =x,+1ih(i=0,12,..,n) dugum noktalari kullanilir. Bu

X, =b—h olmasimi gerektirir. Oyle ki ug noktalar x_ =a ve X, =b ile
gosterilir. Agik Newton-Cotes formiilii

[fdx = [ fx)dx ~ Ya f(x,).
=4 i=0
Burada

a, = fLi (x)dx.

AsaBidaki teorem teorem 1’in benzeridir. Ispati icin bakiniz (Isaacson ve
Keller,1966).

n
Teorem 3.2, Zaif(x,-); X,=a ve X,;,=b 9w

i=0
h=(b-a)/(n+2) ile n+1 nokial agik Newton-Cotes formilini gstersin. n

sift ve £ € C"**[a, b] ise,
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e f e )(E)J‘ ~1)(t = 2)..(t — n)dt,

ff(x)dx = iZ(;al,.f(xi)+ (1 !

ntekve feC""[a,b] ise

n n+2 p(n+l)
f f(x)dx=2a,.f(xi) h™f" 1)'@[ ~D(t =2)...(t - n)dt

olacak sekilde bir & € [a, b] mevcuttur.

3.1. Romberg Integrasyonu

Yamuk kurali Newton-Cotes formiiltiniin bir uygulamasi olmasina ragmen
genel olarak uygunluk derecesi yetersizdir. Romberg integrasyon genis uygulamaya
sahiptir ¢tinkii bu metotta 6nce ilk yaklagim igin yamuk kurali kullanilir ve daha
sonra yaklagimlarin duyarliigini artirmak igin Richardson ekstrapolasyon prosesi
uygulanir.

m tane alt aralik kullanilarak [a,b] araligi tizerinde bir f fonksiyonunun

integrali i¢in birlesik yamuk kurali

-1
(b-a), 5.
h’f
= (w)

f f(x)dx = —[f(a) +f(b) + 22 £(x,)]

seklindedir. Burada a<pu<b, h=(b-a)/m ve j=0,,..,micn
X;=a+jh.
Romberg  prosesinde ilk adm m, =1, m, =2,.,m, =2"" ile

yamuk kurali tahminlerinin elde edilmesini igerir. Burada n bir kisim pozitif
tamsayidir. m, e tekabiil eden adim degeri hk R

h, =(b-a)/m, =(b- a)/ 25" ve bu gosterimlerle yamuk kurali

21y

[feodx =% o [f(a)+f(b)+2(z f(a+ih, )]~ a)h (1, ) (3.3)

Burada p, € (a,b).
Rk,l gosterimi, trapezoidal yaklagim igin kullanian (3.3) denkleminin

boltntiisiini gdstermek i¢in sunulursa, bu durumda

E@Yﬁ!{éﬁk‘@l’,‘km :
POKITMAN TASY ¢ mmm

;R E i
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S‘

Ry, —~[f(a)+f(b)]———[f(a)+f(b)];

B‘M

21 = SHE(@) +1(6) + 262 + )
- ET [£(a) + £(b) + 2f(a + 2

_
= E[RU +h,f(a+§hl)];

R,, = %{f(a) +£(b) +2[f(a + —b—ifi)

+f(a+~—b;a)+f(a+——~——3(bl;a)

)}

- %ﬁ {f(a) + £(b)+ 2[f(a + b%%)
3(b-a)
4

)

+f(a+b—;3)+f(a+
1 h, 3h,
=‘2‘{R2,1 +h2[f(a+—2;)+f(a+—2—“)];

ve genelde k =2.3,...,n i¢in

k-2

1
Ry, = 2[Rk oty lzf(a"'(l"“)hk IE (3.4)

Richardson ekstrapolasyon prosedilri, yamuk kuralindaki yaklagimi
hizlandirmak igin uygulanir. Eger ise £ e C* [a,b] ise (3.3) denkleminde verilen
birlesik yamuk kurali bagka bir hata terimiyle

7kl]

f F(x)dx = [f(a)+f(b)+2( Zf(a+1h N G

_}h(_ ' ' (b a)hk @
12['f(b)Jrf(&l)] 0 )

seklinde yazilabilir. Burada k =1,2.3,...n ve a < p, <b.
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Bu sekildeki birlesik yamuk kuraliyla hi 'vi igeren terimler denklemlerin
birlegtirilmesiyle yok edilebilir:

h; (b-a)h!

[fx)dx =R, - L)~ £'(@)] + T, )
ve
h-’- ~r ~t (b_a)h4
ff(x)dx =Ry = A0 = @)+ D O )
hy_ (b-a)h! _,
=R, ——5L[f(b) - f'(a)] + ———5 £ @ ().
kT 4g [f'(b) (@)] 720 ()
Buradan
4R, -R,,, (b- .
f f(x)dx = “3 “"+(2]63)[41131‘“(uk)—hﬁ_lf“"(uk_,)]
4R, -R,
= ——5F L om).
D

Bu teknikle elde edilen yaklasum, h =h, I birlesik Simpson kuralyla

verilen yaklasimdir 6yle ki, hatanin hz mertebeden olmasi beklenir.

Romberg semasint devam ettirmek amactyla her k = 2.3,....n icin

Rm - ka,x ;Rk—l,l

tanimlanir ve Richardson ekstrapolasyon prosediirli bu degerlere uygulanir.
feC2"+2[a,b] ise bu durumda (3.5)deki kural k=1,23,..,n icin

genellestirilebilir. Boylece k alt aralik tizerinde birlesik yamuk kurah, (3.5)
esitligindekine benzer hata terimiyle ifade edilebilir:

RL|

f f(x)dx = %[f(a) +1(b)+2( Y f(a+ih,))]

k
+ Y K:hZ +O(h2k2y,
i=1
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Burada her i i¢in K, , h, ’dan bagimsizdir ve sadece ) ve

fai"l)(b) degerlerine bagilidir. Bu durumda Romberg semasini tiretmek amaciyla
her i=23,....,n ve j=1,2,3,...,1 igin

4R, -R
Rivj = 4j-] ""l

i,j-! i-1,j-1

seklinde devam edilebilir,

Buyttk j indisli Ri,j degerleri, yiksek mertebeli ¢ift Newton-Cotes

formitliine karst gelir. R ; ile olusan kesme hatast O(h?) olur ve £ degerini

i
igerir. Yaklagimlar asagidaki sekilde bir tabloyla sunulurlar:

Rn.l Ru,3 : . R

n,n

Rn,I degerleri bu kogsegen degerlere yakinsadigindan kosegen boyunca

olan terimler integrale yakinsar. Késegen elemanlardan olusan dizi birinci siitun
degerlerinden olusan diziden daha hizli olarak yakmsar (Ralston ve Rabinowitz,
1978).

Romberg teknigi istenen ilave ozelliklere sahiptir. Yamuk kuralinin basitge
uygulanmasiyla Tablodaki yeni satirin tamamini hesaplatir ve daha sonra 6nceden
hesaplanan degerleri kullanarak satirdaki ele alinan girisleri bulur. Bayle bir tablo

olusturmak igin kullamlan bu metot girisleri satir satir hesaplar: R, R, ,, R

R, R;,. Ryje

2,2
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3.2. Runge Metodu ile Hatanin Aposierior Degerlendirilmesi

Runge metodu ile hatanin aposlerior degerlendirilmesi integralleme
adiminin otomatik se¢ilmesi.

Niimerik integrallemedeki hatanin biiyitkliigit sebekenin adumi h *a bagimh
oldugu gibi diizgiin olan integral alt: fonksiyonuna da bagimhdir. Ornegin,

3
241

12

A=

esitsizligine h *in yani sira

M, = max [f"(x)]

xe[Nj_p,% ]

da dahildir. Bu da noktadan noktaya hizla degisebilir ve genelde 6nceden bilinemez.
Eger hata g¢ok biiyiikse [Xi_l,xi] arahiginda sebeke kigiiltiilerek azaltilabilir.
Bunun igin her seyden once aposierior degerlendirmeyi bilmek gerekiyor, yani

hesaplamalar yapildiktan sonra hatayi degerlendirmek gereklidir.
Hatanmn apolerior degerlendirilmesi Runge metodu ile yapilabilir. Bu

yontemi  &nce yamuk formillinde agiklayalim. [a,b] araligt farkl

h, =x, -x,, uzunluklara sahip olan [x;, —x;1,
1=12,.,N, Xg =a, Xy =b alt araliklarma bglinmiis olsun, Her alt aralikta
yamuk formiiliy kullanilmaktadir.:

X

L= [fodes L%Lh =1

i h.,i

Ni-)

ve
, |< MZ,ihj
Vi ls )
ifadelerinden
L[-IL, ~ Cihij

elde edilir. Burada ¢;, [(x)’in duzginligine baghdir ve onceden

bilinmemektedir. [X,_, —X;] araliginda sebeteyi iki defa kigltelim ve 0,5h
adimiyla islemi devam ettirelim:



20

. h,
Ih/2.i = (fi-l +2ti—l/2 +fi)_4—'

O zaman,

0y
L =105 zci(“l‘j (3.7

elde edilir.
(3.6) ve (3.7Yden c; sabiti silinip, sadece bilinen uzunluk olan

1

L

-1, 12, 'Yl igeren hata degeri bulunabilir:

I ‘Ih,i i T?‘(Ih/z,i "Ih,i)

1 1
I “Ih/z,i =§(Ii “Ih,i)z;(lh/z,i "Ih.i)~

i
,

Diger ikinci dereceden formiillerin hatalarmin hesaplanmas igin de Runge
metodunu kullanulabilir. Varsayahm ki, herhangi ikinci dereceden bir formiil alt

aralikta m kesinlik derecesine sahiptir. Yani I, =1, . =~ c;h". Bu durumda

hl m
L =1y, = C{[—z—] .

Buradan asagidaki ifadeler

h,i

L -1, = zm(Ii —Ih/2,i) (3.8)
I....—-1..

=1 . mRf2i Thi 3.9

i hnsa 2" 1 (3.9)

elde edilir. Hatay1 aposlerior degerlendirebilmek € >0 kesinligi ile verilmis

b
I= If(x)dx integrali, integrasyon adimi olan h,’yi otomatik segerek
a

hesaplamaya miisaade eder. Ikinci dereceden formiil:

N
[~ Ih =ZII1

i=
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o

bigiminde olsun. Burada Im , alt araliktaki kuadratiir toplamidir. Oyle ki. biittin alt
araliklarda ayni kuadratur toplami kullaniliyor: Yamuk formiilii, Simpson formiili
vb.

Her [X,; —X;] alt aralikta hesaplamalar iki defa yapilsin. Birincide hi
adimiyla ve hatalar Runge metoduna goére degerlendirilsin.

Verilen € > 0 igin,

~ ’Ih/z,i '_Ih,i’ < Shi i= 1,2,...,N

2" -1 " b-a’

)Ii "Ih/z,i
(3.10)

esitsizligi saglaniyorsa, bu durumda;

elde edilir,

Eger bu alt araliklarin herhangi birinde (3.10) esitsizligi saglanmiyorsa o
zaman bu aralikta adim iki defa daha kigiiltiilmeli ve yeniden hata hesaplanmalidir.
Verilen aralikta sebekenin kigiiltillmesi (3.10) seklinde bir deger elde edilene kadar
devam ettirilmelidir. Bazi f(x) fonksiyonlari igin bu kiigtiltme islemi ¢ok uzun
stirebilir. Bu nedenle bu programda kiigiiltme sayisindaki yukaridan kisitlamay: ve
€ 'nun biiyllyebilme ihtimalini g6rebilmek 6nemlidir.

Boylelikle integralleme adiminin otomatik segilmesi integrallemenin
f(x) in yavas degistigi araliklarda biytk adimlarla, f(X)’in hizh degistigi
araliklarda kitgitk adimlarla yapilmasina sebep olur. Bu da verilen kesinlikteki € 'da
sebekedeki sabit adimlarla yapilan hesaba gore f(x) degerlerinin daha kolay

hesaplanmasi icin islem sayisini azaltmaya imkan saghyor. Ayrica, Ih,21
toplamimin bulunmas: igin, f(x) degerlerini biitin digiim noktalarinda tekrar
tekrar hesaplamaya gerek yok, sadece yeni diigiimlerde hesaplamak yeterlidir.

Ornek 3.1.

Ornek olarak  Simpson formiiliniin  yamuk  formiilinden gikariligi
gosterilsin. Yamuk metodu asagidaki gibi olacakur:

b N
[eeydx ~ Y =270 fx) + f(x' D= (0,58, +, 4.+ £, +0,56,)

i=|
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Burada f; =f(x;) (i=0,L,...,N), hy =b—a. Yamuk formult kullanilarak

1
hesaplama  yapilsin.  Birinci  hesaplama h  adimiyla  yapilsin  yani:

N
I, —-Zf%fi Lh (f, =f(x;) x,=a+ih), toplammmn hesaplamasi h
i=1
adimuiyla yapilsin.
Ikinci hesaplama ise yani;

N . N
I, = Z[(f_l +f_.,, )+(ff~1/22+f.- JJ% = Z:(fi_I +2f ,,, +fi)%

i=|

>

(burada f;_,,,(x; —0,5h)) toplammnin hesaplanmas: 0,5h adimiyla yapilsin.
Taylor agilhimi kullamlarak yeterince duizgtin f(X) fonksiyonu igin;

I, =1+Ch?+0(h*)

esitliginin dogrulugu gdsterilebilir. Burada I = jf(x)dx ve C,, h'a bagh

olmayan sabittir. Ayni sekilde

h 2
L, =I+C,[~2~) +0(h*).

Buradan
1 3
I,,-=1, ==1+0(*
h/2 4 b 4 (h")
oldugu gosterilir:
4 4
I =§'Ih/2 "‘:,;Ih

ifadesi I integraline kesinlikle denktir.
Bu Ornekte hesaplama iki sebeke ile yapmayabilirdi. Ciinkii J , toplami
igin agik bir ifade yazilabilir. Gergekten de;
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&.
~ "N N
4y~ 1, :'hZ(fa—u + 20, + fi)" hzﬁ’%ﬂi
i=l -
N f . +4f, +f.
=1 il i-1/2 i
2

=l

Bu ise h/2 adimi i¢in Simpson kuadratur formiiltidiir.



4. BIRINCi MERTEBEDEN ADI DIFERANSIYEL DENKLEM ICIN
RICHARDSON METODU

Bu bélimde basit lineer denklem tizerinde fark sebekesinin adimina gore
Richardson ekstrapolasyonunun sagladig1 kolayliklar incelenecektir.
Coziimil u(t) olan asagidaki baglangi¢ deger problemi géz oniine alinsmn:

u'+a(t)u =1(t), te (0,), (4.1
u(0) =u,. (4.2)
(4.1) ve (4.2)de

a(t)=0, te(0,]), 4.3)
oldugu ve fonksiyonun diizgiinliigiiniin bundan sonraki islemler igin yeterli oldugu

varsayilsin,
[0,1] aralig: diigiim sayis: tamsay1 olan diizgiin alt araliklarla pargalansin.

t,=5.j=0L..M (4.4)

(M tamsayidir.) T =1/M adimu ve kiigiik aralikli diigiimlerle,

o =(+1/2,  j=0L. M-I (4.5)

n
Cranck-Nicolson (A = ZAa) semasina uygun olarak kiigiik aralikli
o=l
diiglimlerde (4.1) baslangi¢ diferansiyel denkleminin yerine cebirsel esitliklerin
yaklagik sistemleri yazilsin:

Wt -y ) ut —yl . ,
+git2 ___2___ = fi+12 , j=0L.,M-1. (4.6
T
Bu formiillere,
0
u’ =u,0 4.7

baslangic sarti da eklenirse, tiim uller agagidaki rekiirans formiiliyle
tarumlanabilir:
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-1
u; :(l+ ;a‘ ”1) Hl~;u' "'Hu‘ ! —;1" =040, M, (4.8)

(4.6) ve (4.7) ikinci dereceli yaklasima sahiptirler.

11 .
A= ZAa ifadesinde pozitif tanimli A’ matrisi yerine pozitif tanimh
a=]

j+1/2

a’ sayisi yazilirsa, kararhihi@in degeri bulunur:

lu' |l u, |+ max |72 (4.9)
0gjsM-1

Bu nedenle (4.4)’e uygun olarak fark probleminin ¢6ziimii ikinci derece
kesinlikli diferansiyel problemin ¢oziimiine yakinsar:

max |u’~(u)! < C,7?. (4.10)
0<jsM~1

Burada C, . T’dan bagimsiz sabittir.
Bu teorik sonuglar

u+tu=t, te(0)]), 4.11)
esitligine,
u(0)=2 (4.12)

baslangi¢ sarti igin uygulanabilir.
u(t)=e—t>/2+1 (4.13)

fonksiyonunun (4.11) ve (4.12) problemlerinin kesin ¢6ztimi oldugu kolayca
goriilebilir.

Niimerik deney, (4.4)-(4.8) probleminin M =10, 20, 50,100, 200
degerlerine uygun yaklasik ¢6ziimitniin kurulmasi ve

§=max|u’ - (u)'| (4.14)

ifadesinin hesaplanmasm@ dayanir.
4
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Bulunan sonuglar, (4.10)’un dogrulugunu ispatlamaktadir. Islem
sonuglarimin  incelenmesi, (4.10) degerlendirilmesinin T ’nun derecesine  gore

iyilestirilemez oldugunu gostermektedir. C, , T dan bagimsiz sabit olmak fizere
£>C,1t. © (4.15)

Boylece (4.14) probleminin yaklagk ¢oziminiin maksimal hatast O(t?)
bigimindedir,

Yaklagik ¢ozlimiin her bir sebeke noktasindaki ayrintili incelemeleri, 1910
yilinda Richardson’un T —> 0 durumunda yaklagik ¢6ziimiin agilimi konusunda
asagidaki bagintiy: ileri stirmesini sagladi:

uf —(u)j =12(0)j +nj, j=0,1,..,M (4.16)

Bu durumda hatanin bas kismi olan T’ (\))j ifadesinde L fonksiyonu
U(t) fonksiyonunun digim noktalarindaki degerleri olup, 1'’ya bagl degildir.
Ayrica kalan terim )’ ise her bir j = 0,1,....,M igin O(t*) bigimindedir.
(4.1)~(4.3) problemleri igin bu verinin dogru oldugu gosterilsin.

Temellendirme genelde lig kisma ayrilmaktadir. Once (4.16) ifadesinin
saglanmasi icin gerekli sartlar yiikleniyor, daha sonra bu sartlardan sinir-deger

problemi olusturuluyor. Onun da ¢ziimii L(t) fonksiyonu olacaktir- en sonunda

artik nj /7 sebeke fonksiyonunun smnirli oldugu ispatlaniyor.
Dolayisiyla eger (4.16) ifadesi saglaniyorsa;

w =)’ +1°(v) +... , j=01.,M @17

yazilabilir. Burada kalan terim O(Z'4 ) bigimindedir.

j kaydedilsin ve (4.6)’'da u’ ‘nin degerleri yerine yazilsin. O zaman;

W™ —(uwy’ 08 (w)™ "(u)j ,Ez((‘~))j+l "(U)j 705 (U)j+l _(U)j) L
T 2 T 2

u ve L fonksiyonlar: icin Taylor agilimi kullanilarak .
. . 2 3
(u)_]+]/2il/2 =(utsu'+ 'C__un i_‘f_um)jn/z +
2 48
T

(U)j+l/2i1/2 = (Ui—z’ul)j“n +.., (418)

veey



yazilsin ve her bir toplam j+1/2 diigimiinde lonksiyonun degerlerine esitlensin:
[ 2 1 " 1 " 2,00 2 12
(u +au+1:‘(£u +§au )+ 17 (V' +av)) +..=f"0

(4.1) denklemi j+1/2 dugiminde saglandigi icin O(t°) dereceli
terimler ihmal edilebilir. Bu sebeple T — 0 esitligi elde edebilmek igin mutlaka

(' +av)™”? =(—§1Zu'”~—;—au")j+”z, i=0,1,.M-1 4.19)

esitligi saglanmalidir. j = 0 igin (4.17) esitligi ayrica incelensin:
0 0

u =uy, +1(L) +.... (4.20)
(4.2) ve (4.7) baslangig éartlarmdan v’ = u, esitligi elde edilir. Buradan T — 0
iken v° icin

()’ =0 4.21)
sartt bulunur. Bdylece (4.17)’den ¢ikan gerekli sartlarin  bulanmasi islemi
tamamlanmis olur.,

Simdi de vL(t) fonksiyonunun tanimlanmasi icin daha fazlas! istensin:
(4.19) sadece sebekenin diigiimlerinde degil tim (0,1) araliginda saglansin yani:

V() +alt)u(t) = —% u”(t) - é au’(t), te(0,1). (4.22)
Eger bu fonksiyon (4.21)’den gikan
v(0)=0 (4.23)

baglangi¢ sartiyla tamamlanirsa yeterince diizgiin L(t) ¢dziimilne sahip olan

diferansiyel denklem bulunur ki, burada U fonksiyonunun T ’dan bagimsiz oldugu
acikga goriilecektir.
Simdi

0’ =ul - (u)! -7 (v’ (429
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esitligi ile M + 1’de tanimlanmig 7} sebeke fonksiyonunun O(Td) bigiminde
oldugu gosterilsin. Bunun igin belli bir j degeri kaydedilsin ve 1} fonksiyonu (4.6)
fark operatdriinde yerine yazilsin:

I

-’

j+l i I+l i J+l j
+aj+0‘5n -n_uw -u +aj+0.5u +Uu

T ‘ 2 . T
W)™ - (u)’ JRY ™ + (U)J)
T 2
(U)j+] ‘"(U)j + i3 (U)jH + (U)j
T 2

(4.25)
—(

_13(

).

Bu ifadenin sag tarafi degistirilsin. (4.6) formiillinden sag taraftaki ilk iki

toplananin f 2 sayisina esit oldugu ¢ikar. Kalan terimi Lagrange biciminde olan

(4.18) agitlimindan yararlanarak bir sonraki toplananlara uygun fonksiyonlar
j+1/2 degerleriyle ifade edilirse asagidaki ifade yazilabilir:

J+l ] j+l i
_ZM s 7N

= (f ___ul "‘311"’52 (__1__ um +1aur/) _‘CZUI +'dU)j+0‘5
K 2 24 8

e s 3 _l_ J+05 v g2
Teat Gt WG

-t (2i4 L"(ED) + é—a‘“o'su”(if ).

Burada 2';', , (t;,t;,,) araliginin bazi noktalaridir.

u fonksiyonunun (4.1) esitliginin, L fonksiyonunun ise (4.22) esitliginin
¢Oziimil oldugu hatirlanarak, asagidaki esitlik sadelestirilsin:
ol ) . )
n" -n 4 g0 n" -n’
T 2

RIS 1 jos, g
+240 (E,j)+8a U(Z;j)).

— . 4 ___l_ \ 1 1 j+0.5 v 2
- (16.5!u (gi”'{@a u"(&;) 4.26)

Eger u ve v fonksiyonlari [0,1] araliginda (4.26) ya dahil olan stirekli
tiireviere sahiplers?. 0 zaman (4.26)’min sa§ tarafi, mutlak degeri C3‘c4 sayisi ile

sinirlanan uzunlugu gosterecektir. Burada C; sabiti7 'ya bagh degildir. Bitiin

%
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/

j=0,1,...,M ler igin dogru olan bu bilgi ve (4.9) deferi kullanilarak asagidaki
ifade bulunur: i

Im’ I nl | Cye’

(4.21), (4.7) ve (4.23) dikkate alinarak 'r]j ’nin tanimindan no =0 oldugu
¢ikar,

In’I<Cit*. j=0l1..M (4.27)

ve (4.16) hipotezi ispatlanmis oldu.
Simdi de bu agilimdaki kesinligi ytikseltme metodu ele alinsin. u, ve

U, (4.6) ve (4.7) yaklasik problemlerinin sirayla 7 ve 1/2 adimlariyla

gbztimleri olsun. Coziimlerden her birinin O(7?) dereceden kesinlige sahip
olmasina ragmen, onlardan ¢ok kolaylikla T adimli sebekede dordiincti dereceden
kesinlige sahip ¢oziim olusturulabilir. t, =7;, T adumna sahip fark sebekesinin

keyfi noktas: olsun, o zaman;

e =iuf-j2 —lu{ (4.28)
3 3

lineer ifadesi 7 adimiyla dordiincii dereceden kesinlige sahip kesin ¢8ziime
yakinsar.

W —u(jn<C,r', j=01..,M (4.29)
burada C,, 7 *dan bagimsiz sabittir.
Bunun ispati agagidaki gibidir. jT noktasinda (4.16) agilunlart

ul = u(jr) + tPu(jr) + 7!
usz =u(jt) + 7{ v(j1) + nf"/lz

her iki yaklagik ¢6ztimler i¢in dogrudur. (4.28)’den

i {4 1\ . 41 1) . 4 1
U= === [u(jr)+1} =~ - = +) =i, -—=n!
(3 3) (o+r (34 3)‘)(”) (3111/2 3711)
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elde edilir. Buradan

. AT O
W =u(fn)+ ol 3

esitligi ¢cikar.
‘r]j fonksiyonu igin (4.27) degeri de dikkate alinirsa,

, 74 ™ 5
—N3, ~-=n’| < - +C,—==C,1*
N<72 M 16 V3T

|4, Ll 4c
3 3773

5
esitligi bulunur. Buradan C, = EC3 iken (4.29) ifadesi ¢ikar.

Sunu da belirtmek gerekir ki; incelenen yaklagim dlzgiin olmayan
sebekelerde de yaygin olabilir. Yalniz bu durumda daha da zor analizlere ihtiyag
vardur.



5. SINGULER PERTURBE OLMUS PROBLEM ICiN
EKSTRAPOLASYON METODU

Birgok uygulamalarda Ozellikle  akiskanlar  mekaniginde, elektrik
devrelerinin modile edilmesinde, kimyevi reaksiyonlarda ve ybnetim teorisinde
sertlik dedigimiz Ozellige sahip baslangi¢ deger problemleri ortaya ¢ikiyor. Sert
esitlikler Oyle esitliklerdir ki; ¢éziimleri hem luizli hem de yavag degigen bilesenler
icerir. Eger integrallemenin klasik metotlart kullaniliyorsa, bu bilesenler ¢ok zor
hesaplama problemlerinin ortaya ¢tkmasina neden olur. Dolayisiyla bu problemlerin
¢Ozlimil igin uygun olan niimerik metotlar olusturmak gerekir. Bu amagla da gema
gesitleri Gnerilmigtir.

Bazi metotlar orta sertlige sahip sistemlere uygulanirlar ve ¢6ziimiin hizla
degistigi araliklarda ¢ok kiigiik adumlar kullaniimasini gerektirirler. Bu da sertlik
arttikga bu yontemlerin etkisinin azaldifuu gosterir. Diger metotlar kararhiligin
degisik kavramlarina dayanir.

Siirekli Problem

Lu(x) =eu'(x)+a(x)u(x)=f(x), x>0 (5.1)
u(0)=¢

problemlerini ele alalim. Burada € > 0, a ve f diizgiin fonksiyonlardir, biitiin
X 2 0’larigin a(x) 2 o > 0 olur.

Bu problem ¢ok incelenmis olup, ¢6ziimi vardir ve tektir (Keller,1968).

Iki noktall simr-deger probleminin incelenmesinde en dnemli roli
maksimum prensibi oynamaktadir. Cauchy mesclesinde baslangig  verilerinin
yardimiyla ¢ziimiin degerlendirilmesinde maksimum prensibi gok az kullanilir.
Ama biz maksimum prensibini yararli bulup ilk sonug olarak veriyoruz.

Lemma 3.1. v diizgiin fonksiyonu ve X > 0 verilmiy olsun. Varsayalim
ki bitin 0<x <X ler i¢in v(0)20 ve Lv(x)=0. O zaman biitiin
0<x <X lerigin v(x) 2 0.

Ispat. Varsayalim oyle X, sayist vardir ki v(X,) < 0.0 zaman X, dyle
bir degerdir ki biitiin X € (X,,X,) " ler iginv(x) =0 ve v(x,) <0. O zaman

ortalama deger teoreminden Syle bir X, € (X, X,) in oldugu ¢ikiyor ki;

v(Xx,) = v(x,) <
X=Xy

Vi(x,) = 0

V(X,) <0.0 zaman Lv(x,) <0
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oldugunu goriiyoruz ki bu da iddiaya terstir. Bu lemmay: ispatlamis oluyor.

Bu lemma, bir sonraki sonucu ispatlamamiza yardimer oluyor, bu sonugtan
da ¢oziimiin tekligi ¢ikar.

Lemma 5.2, v -diizgiin fonksiyonu ve X >0 verilimig olsun, O zaman
asagidaki degerlendirmeyi elde ediyoruz.

| v(x) <] v(0) | +lmax [ Lv(y) | 0<x=<X
o 0sysx

Ispat. wt(x) | v(0)|+l0nslasx | Lv(y) | £v(x) formiili ile w,
o 0sysx

ve W_ fonksiyonlarini delil olarak alalum. 0] zaman
wx(0)>20veLw£(x)=0 olacak (biitinx)x [0, X] ler igin
wx(x) 20 oldugunu elde ediyoruz ki buradan da Lemma 5.2. nin oldugunu
gortiyoruz. Lemma 5.1 ve Lemma 5.2 agafidaki teoremi ispatlamamiz icin bize
yardimel olacaktir. Bu teorem bize (5.1) probleminin degisimi hakkinda birkag bilgi
verecektir.

Teorem 5.1. X >0 ve (5.1)’de bir L operatori verilmis olsun.
Varsayalim ki @ katsayisi diizgiindiir. O zaman herhangi bir v(X) diizgiin

fonksiyonu igin,
|LPx)<C, j=20, 0<x<X
v (x)|<Ce™, j20, 0<x<

elde ediyoruz. Burada C, € ’a bagimli degildir.
Ispat. Lemma 5.2’ den V(x) in smurh oldugunu gordiik:

. 1 i
VO () =~ {Lv(x) -ave)},
Ikinci sonucun ispati igin,

vi(x) = Lvx) | eL(x)
a(x)

ele alalim.
Z fonksiyonu asagidaki problemin ¢dziimiidiir.

La(x) = —[—1;—") x),
z(0)=0
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Onceki sonucu z* ye uygularsak;
|zV(x) < Ce™

elde ediyoruz.
Bir sonraki sonucumuz (5.1) probleminin ¢oziimiinin degisimini kigik € -
lar1 i¢in karakterize ediyor. (5.1) probleminin asimptotik agilimini inceleyecegiz.
Teorem 5.2, Varsayalim ki a ve { diizgiindiir ve u, (5.1) probleminin
¢Ozimidiir. Tam pozitif M igin Ug,...,U,, ve V,,...,V,, fonksiyonlarini agagidaki

sekilde belirleyelim:

a(x)u,y(x) = f(x)
a(x)u;(x) =-u_(x), I<isM

biitiin X 2 0 lar igin;

dl(—2+a(0)vo(r) =0. <0
dt

v, (0) = 0~ u, (0)

ve bitlin 1 <i <M ’ler igin

dv, (1) _ & A
T +a(0)v, (1) = 2, —-—(i y k)!a O)yv, (r), =0
vi(0) = ~u;(0)

O zaman yeterince kii¢itk &’ lar igin
M
u(x) =Y e* (U (x)+v, () +R,,, T=x/¢
k=0

burada [ R, I< Ce™'u ve C, € dan bagimsizdir.
Asagidaki fark semasina bakalim:
L'u, =€o,(p)A+u, + a(x))v, =f(x;), 120

(5.2)
u, =9, o;(p) = pa(x;)[1-exp(—pa(x;)]”
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burada p = h/€. Kolaylikla gorityoruz ki (5.2) semasi (5.1) ile uyumludur. Bunun
disinda Lemma 5.1 ve Lemma 5.2 nin diskret benzer oldugunu gérilyoruz.
Lemma 5.3. v, sebeke fonksiyonu ve X >0 olsun. Varsayahm ki

v, 20 ve L'"v; 20 butun i’ ler igin 8yle ki 0<ih<X. 0 zaman v; 20,
biittin 1 ler igin, 8yle ki 0 <ih <x.

Lemma 5.4. V, sebeke fonksiyonu ve X >0 olsun. O zaman
0<ih £X arahigmmda

1 h
|Vi 1<l v, l+aor21?s)§]L v |

elde ediyoruz.
Bu lemmalarin ispatiari lemma 5.1 ve Lemma 5.2. nin ispatlarina benzerdir.

Lemma 5.3 den (5.1) problemindeki U; nin ¢dzlimil asagidaki esitsizlik
i¢in yeterlidir:

us 1< 0]+ max | £(x,)].
o 0sjilisX :

Bu sonucu (5.1) igin agik¢a ifade ederek de kullanabiliriz.

Cauchy meselesi ve sinir deger problemlerinin € *a goére diizgiin yakinsama
derecesinin  yilkseltilmesi igin bilinen yontemlerden biride Richardson
Ekstrapolasyonudur. Bu béliimde gerekli ve yeterli sartlari dahil ederek yakinsama
derecesi Richardson Ekstrapolasyonu metodu yardimi ile €’ a gore dizgin
yakinsayarak yitkseltilecektir.

Teorem 5.3. Varsayalimki X > 0 ve u

Lu(x) = eu'(x) + a(x)u(x) = f(x), x>0,

u(0)=¢
probleminin ¢oziimti ve u;' da

L"uj =¢e0,(p)D+u, +a(x))u; =f(x,), 120

u, =9, o(p) = pa(x,)[l - exp(-pa(x,))]"
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probleminin ¢éziimiidiir. O zaman 0 < ih £ X igin
b
Ju(x;) - (2u} —u})| < Ch?

esitsizligi elde edilir ki burada da C ; i, h ve € a bagli degildir.

Ispat. Teoremin ispati iki boliime ayrilir. Once f/a ’nin sabit oldugu
varsayilir ve Richardson metodunun yararli oldugu gosterilir. Daha sonra bunun tersi
ispat edilir,

Varsayahm ki f/a sabittir ve €(X) fonksiyonu

_ 1 ! 1 ne,
Le(x) = Ea(x)u (x) e (x) (5.3)

e(0) =0

probleminin ¢dzimiidiir.

Lemma 5.2 ve
1 " 1 ' — 1 ' '
—eu’(x)+—a(x)u'(x) == {f (x)—a (x)u(x)}
2 2 2
dikkate alinirsa e(X) fonksiyonunun sinirl oldugu goriiliir. Bitin i > 0 lar igin

e, = —(u(x,)—u’

1
' h
olacak sekilde e?' sebeke fonksiyonu dahil edilir. Bundan sonra kolaylikla

L (e(x;)—e; < C,h
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oldugu gosterilebilir. Burada C, &’ a bagli olabilir. Lemma 5.2° den
le(x;)—¢;|<C,h
esitsizligi, bu esitsizlikten de
u(x;)—u;h =he(x,)+0,(h?) (5.4)

egitligi bulunur.
Richardson Ekstrapolasyonunun &’ a gore diizgiin yakinsak oldugunu
ispatlamak igin dnce yakinsama derece sembolii olan O_’nun & na bagl olmadig

gosterilmelidir. Daha sonra mutlaka u! +he(x,) nin u(x;)” ye O(h*)
derecesi ile € * na gore ditzglin yakinsadig1 ispatlanmalidir.

limfu? +he(x,)] = u(x,)

esitliginden genel yakinsaklik prensibinin birinci sartimin, yani th —F‘ =0(1)
sartinin dogru oldugu goriiliir. Daha sonra u}‘ + he(xi) ifadesinin ikinci sarti, yani
th - Fh/2‘ < C,h” esitsizligini saglayip saglamadigina bakilir. Baska ifade ile

< Ch’

[u,!‘ + he(x, )]— {u'z‘i’z + % he(x; )}

veya

i

|C(Xi ) —%[ulz‘;” - uh1 <Ch
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esitsizliklerine bakilir. Burada C; i, h ve €’ a bagmh degildir. Bu,
“2(ugi/2 —-u:‘ )/ I, e(x;)’ ye O(h) derecesi ile €’a gore dlizgiin yakinsiyor”
ifadesinin ispatina denktir. Yine genel yakmsaklik prensibi dahil edilir. Birinci sart

im2 (a7 -a)= )

oldugu i¢in saglanir. ikinci sart ise

“}2; (u;i/z -] )—g—(ugi“‘ - ulzlilzj <Ch

veya bu egitsizlige denk olan
3ul/2 —yt —2uM4| < Ch? 5.5

esitsizligi yardimi ile saglanmir. Burada C sabiti i, h ve € a bagh degil. Teoremin
birinci bsltimiiniin ispatini tamamlamak igin (5.5) esitsizligini ispat etmek yeterlidir.

L"u; =eo,(p)D+u; +a(x)u; =f(x,), i20

u, =9, o,(p) = pa(x;)[1 - exp(-pa(x, )]

ifadesinden

u, =u! exp(-pa(x,))+R" (5.6)

elde edilir. Burada |

R" =f£§2[1

) ~ exp(—pa(x;))].
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Bovlelikle.

f(x, +lh)

I
ul/2 =ul’2 exp(-pa(x; + 1 h)/2)+ {1 —exp(—pa(x; + 5 h)/ 2)}

a(x; +~h
(x; 5 )

ve ugi/f, icin benzer ifade kullanarak
1
ugi/fz = u121i/2 exP(—P[a(xi Y+a(x; + 'Z“h)]/z) + Rgilz 6.7
ifadesi bulunur. Buradan

RY? = fx) [1 - exp(pa(x,)/2)|exp(pa(x, + 1 h)/2)
a(x;) 2

f(Xi + -1 h) 1
+ ——.-_%_ [l —exp(-pa(x; +=h)/ 2)} :
a(x; + F h) 2

Bu sekilde devam ederek
Iy ) 3 1
Uging = Uy exp(—p Y a(x, +Zl<.h)/4)+R2i’4 (5.8)
k=0

esitligi bulunur. Bunun disinda Teorem 5.2 nin ispatindan

uyt =uj> +8)? (5.9)
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oldugu goralir,

S4/2| < Ch ve € sabiti i, h ve & a bagh degil. (5.8) ve (5.9)

ifadelerinden
L' (ulz‘i/2 ~u; "’2‘121/4): vt vySy T vy
bulunur. Burada
a(x,) : 1
v, = : Sexplp) a(x, +—kh)/2)
' 1—exp(~pa(xi)){ d pg 2

—exp(-pax;) - 2exp(-pY alx +§m>/4>}
k=0
Ve = 2a(x;)
 1-expl-pa(x;)

vy =) {3Rf§ “R"-2R, }
1= explpa(x,)

{exp(—-pa(xi ))-expEpy a(x; + % kh)/ 4)}
k=0

Teorem 5.1’in ikinci sartindan
[vi| € Ch® ve |v,]| < Ch

esitsizlikleri bulunur. Burada C; i, h ve €’ a bagli degildir. Béylece
L' (3u'2’|./2 —u} - 2L121~/4)_<_ Ch® +|v,]

/ . . .
olur. R;’, Rgiz ve RZEM igin uzun ifadeler ve X; noktas: civarinda Taylor
agtlimlarini kullanarak
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f(x)

3= a(x )

f
elde edilir. Burada — fonksiyonunun degerinin sabit oldugu varsayimi kullanild
a

{exp(—pa(x ))+2exp(—pZa(x +— kh)/ 4)

k=0

—3exp(—PZa(x +1kh)/ )}1 exagzga(x)

teorem 5.1’ ikinci sartmm bundan sonraki incelemeleri |F|<Ch® oldugunu

gosteriyor. Burada C: i, h ve € a bagl degildir. Boylece (5.5) ifadesinin dogru
oldugu ispatlandi.

Teoremin ikinci bsliimit

su'(x)+u(x)=x, x=20,
u0)=1

problemi lizerinden ispatlanir, Bu problemin X = h noktasindaki kesin ¢oziimi
uth) =(1+¢e)exp(—p)+h-¢

seklindedir. Bu probleme teorem 5.3’1 uygulayarak ve h = € oldugunu géz 6niine
alarak

ul = exp(-1), u® = exp(=I) + %h(l . exp(——;—»

buluruz ve buradan
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u(h)-(2ud —ul) = h(cxp(-——;) +exp(=1) =1) = O(h?).

Bu da teoremin ispatidir.

Bulunan sonug, yaklagim derecesinin yiikseltilmesi igin kullanilan diger
ekstrapolasyon formiilleri igin de dogrudur.



KAYNAKLAR

Amiraliyev, G.M., Duru, H., 1999. A uniformly convergent finite difference method
for a singularly perturbed initial value problem. Applied Mathematics and
Mechanics, 20: 379-387.

Asher, U., Mattheij, RM.M.,, Russel, R.D., 1998. Numerical solution of boundary
value problems for ordinary differential equations. Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, New Jersey. 357s.

Burden, R.L., Faires, J.D., 1989. Numerical Analysis. RWS-KENT Publishing
Company, Boston.

Doolan, E.P., Miller, 1.J., Schilders, W.H.A., 1980. Uniform numerical methods for
problems with initial and boundary layers. Boole Press, Dublin.

Kadalbajoo, M.K., Reddy, Y.N., 1989. Asymptotic and numerical analysis of
singular perturbation problems. A survey. Appl. Math. and Comput, 30: 223-
259.

O'Malley, R.E., 1990. Singular perturbation methods for ordinary differential
equations. Springer-Verlag, New York.

Farrell, P.A., Hearty, A.F., Miller, J.J.H., 2000. Robust computational techniques for
boundary layers. Chapman & Hall/CRC, Boca Raton.



0Z GECMIS

1972 ydmda Bakii'de dogdu. Ik ve orta dgrenimini Baki’de 1989°da
tamamladi. Aym yil Bakii Devlet Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimii’nii kazand: ve 1994 yilinda mezun oldu. 1994-1996 yillar1 arasinda Bakii’de
Matematik Ogretmenligi yapti. 1996 yilinda Tiirkiye’ye gelerek Van’da o6zel bir
dershanede Ofretmenlik meslegine devam  citi. 1997 yilinda  Yiiziinel Yl
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiistinde Yitksck Lisansa bagladi. 2000 yilinda da aym
tiniversiteye Ogretim Gérevlisi olarak atandi. Evli ve iki gocuk annesidir.



