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OZET

HOLDITCH TEOREMININ LIE GRUP ETKILERIYLE iRDELENMESI

OZDEMIR, Sultan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Biillent KARAKAS
Aralik 2007, 33 sayfa

Bu caligmanin amaci, Holditch teoremini Lie grup etkileriyle ele alip Holditch
hareketini, bir Lie grup etkisi ile ifade edebilmektir. Ozel olarak elips ve ¢ember egrileri i¢in
Holditch hareketinin bir Lie grup etkisi ile verilebilecegi gosterildi ve 6rnekler verildi. Ayrica

ele alinan 6zel durumlarin Turbo Pascal 7.0 bilgisayar programlari yazildi.

Anahtar kelimeler: Holditch teoremi, Lie gruplari, Lie grup etkileri.



ABSTRACT

INSPECTION WITH LIE GROUP ACTIONS FOR HOLDITCH THEOREM

OZDEMIR, Sultan
Msc, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Biilent KARAKAS
December 2007, 33 pages

The aim of this study is to describe Holditch’s motion with a Lie group actions, taking
form Holditch’s theorem with Lie group actions. That Holditch’s motion is a Lie group
actions was bared, privately for ellipse and circle, and examples were given. Furthermore, the

Turbo Pascal 7.0 computer programs were programmed for the special conditions.

Key words: Holditch’s theorem, Lie groups, Lie group actions.
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ONSOZ

Bu calismada Holditch teoremi Lie grup etkileriyle ele alinip Holditch hareketinin iki
kapal1 egri igin bir Lie grup etkisi ile verilebilecegi gosterildi. Ozel olarak elips ve ¢ember
egrileri i¢in Holditch hareketinin bir Lie grup etkisi ile verilebilecegi gosterildi ve ornekler
verildi. Ayrica ele alinan 6zel durumlar i¢in Turbo Pascal 7.0 bilgisayar programlari yazildi.

Bu caligmay1 bana veren ve g¢alismalarim siiresince karsilastigim giigliiklerde yakin
ilgi ve Onerileri ile beni yonlendiren danigsman hocam, Sayin Prof. Dr. Biilent KARAKAS’a
ve yine ¢aligmalarim boyunca yardimlarini benden esirgemeyen Saym Yrd. Dog. Dr. Senay
BAYDAS’a tesekkiir eder saygilarimi sunarim. Ayrica yiiksek lisans 6grenimim boyunca

maddi desteklerinden dolay: Tiibitak’a tesekkiir ederim.

Sultan OZDEMIR
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1. GIRIS

Hamnet Holditch tarafindan 1858 de “Geometrical Theorem” olarak yayinlanan

teoremin ifadesi soyledir.

Teorem (Holditch Teoremi):

Bir kapali egrinin, ¢ + ¢’ sabit uzunluktaki bir kirisi sirastyla ¢ ve ¢’ uzunlugunda iki
parcaya boliiniirse, kirisin egri boyunca bir tam hareketinde, bolen noktanin ¢izdigi yoriinge

egrisi ile kapali egri arasinda kalan bolgenin alani;

7 CC

olacaktir(Holditch, H.,1858).

Teorem simdi Holditch teoremi ve arada sinirlanan bolge Holditch halkasi olarak
bilinmektedir. Teoremin ilk 6nemli noktas1 aradaki bolgenin alaninin segilen egriden bagimsiz
olmasidir. Egri ve cubuk arasindaki tek kisitlama, hareketin miimkiin olmasini saglayan boy
ve sekle sahip olmasidir.

1858 yilinda ifade ve ispat1 verilen Holditch teoremi, teknik uygulamaya agik olmasi
ve egriden bagimsizligi nedeniyle; egrinin degisik se¢imleriyle, egriyi tasiyan ylizeyin,
diizlem, irtibath yiizey egrisi gibi 6zel se¢imleriyle oldukea ilgi toplamis ve iizerinde ¢ok
calisilmigtir. Daha sonra diger geometrilere uygulanarak degisik metotlar ile
genellestirilmistir. Yakin zamanda ise kapali homotetik hareketler i¢in bircok ¢alisma
yapilmis ve Holditch teoreminin ¢esitli genellestirilmeleri verilmistir. Ancak ulagabildigimiz
kaynaklarda Lie grup etkileriyle ilgisi ele alinmamustir.

Bu caligmada, ¢ember ve elips egrileri i¢in Holditch hareketi bir Lie grup etkisi olarak

ifade edildi.



2. KAYNAK BIiLDIRISLERI

Holditch hareketi degisik noktalarin ayni yoriinge lizerinde dolanma hareketine bir
ornektir. Holditch (1858), “Geometrical Theorem” adli makalede ilk kez ele alinmustir.
Holditch teoremi daha sonralar1 farkli alanlarda c¢alisilmis ve degisik metotlarla
genellestirilmistir.

Broman (1981), Holditch teoremini kapali dogrultulabilir egrilere genellestirdi.
Pottmann (1985), Holditch teoremindeki oval yerine konveks sinirsiz bir egri alarak “Holditch
hilalleri” nin alanin1 ve hacmini hesaplamistir. Pottmann (1986), sabit uzunluklu bir dogrunun
uc¢ noktalarinin kapali egriler boyunca hareketiyle ilgili Holditch teoreminin genellestirmesini
acik hareketlere genisletmistir. Giines ve ark.(1989), Hacisalihoglu’ nun bir parametreli kapal
diizlemsel hareketler i¢in elde ettigi onemli sonuclari, uzaydaki noktalar ve uzay hareketleri
icin Miiller’ in teknigini uygulayarak genislettiler. Hacisalihoglu (1989), 1-boyutlu kapali
kiiresel hareketleri inceleyerek sabit uzunluklu hareketli bir yaymn iki ucunun aymi kiiresel
egriyi ya da esit alanlar1 kaplayan iki kapali egriyi tanimlamasi igin gerek ve yeter bir kosul
buldu. Kilig ve Keles (1994), kapali dogrultulabilir egrilerin kutupsal eylemsizlik
momentumlari i¢in holditch formiiliine benzeyen bulgular elde ettiler ve (% oraninda) sinirh
bolgeler ve egrilerin kutupsal eylemsizlik momentumlar1 arasindaki orani gosterdiler.
Hacisalihoglu ve Amirov (1995), n boyutlu Riemannian manifoldlart i¢in son teoremi
genellestirerek, geometrideki Holditch teoremi ile mekanikteki Liouville teoremi arasinda
baglanti kurdular. Karadag ve Keles (1996), kapali uzay egrilerinin paralel projeksiyon
alanlarin1 hesaplayip Holditch teoremini kapali uzay egrilerine genellestirdiler. Tutar ve
Kuruoglu (1999), bir-parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketler boyunca Steiner alan
formiilii ve holditch teoremini incelemis homotetik oranin h=1 6zel durumu i¢in sonugclar elde
etmislerdir. Kuruoglu ve Yiice (2004), diizlemsel kinematikler iizerinde homotetik hareketler
icin Holditch teoremini genellestirdiler. Yiice ve Kuruoglu (2004), Holditch teoreminin bazi
genellestirmelerini Lorentzian hareketler altinda incelediler. Yiice ve Kuruoglu (2005), ug
noktalar1, iki farkli kapali egri boyunca hareket eden iki farkli dogru pargasi kullanarak
holditch teoreminin bir genellestirmesini elde ettiler. Diildiil ve Kuruoglu (2005), iic boyutlu
Oklid uzayinda bir parametreli kapali hareketler altinda kapali uzay egrileri i¢in projeksiyon
egrilerinin eylemsizliginin kutupsal momentini agikladilar. Yiice ve Kuruoglu (2006), bir-

parametreli acik diizlemsel homotetik hareketler i¢in steiner formiiliinii elde ettiler.



3. TEMEL TANIMLAR ve ON BiLGILER

Bu boliimde konuyla ilgili ihtiya¢ duyulan tanimlar, Holditch teoreminin ifade ve

ispatt yer almaktadir.
Tamm 3.1.

Bos olmayan bir G ciimlesi iizerinde bir A iglemi;
A:GxG—>G
(a,b) > c=aAb

olarak tanimlansin. V x,y,z€ G i¢in;

(G1) xAy € G (kapalilik 6zelligi)

(G2) XAy = yAX (degisme ozelligi)

(G3) XA(YAz) = (XAy)Az (birlesme 6zelligi)

(G4) xAe = eAx = X olan bir e € G vardir (birim eleman 6zelligi)

(G5) xAx™' =x'Ax =€ olan bir X' € G vardir (ters eleman 6zelligi)

Ozelliklerinin saglanmasi halinde G ciimlesi, A islemine gore bir degismeli grup veya Abel
Grubu, G, ¢ G veG, ayni isleme gore bir grup ise (G,,A) ’e (G,A) nin bir Alt Grubu denir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 3.2.1.(Diferensiyellenebilir Yapi):

M bir topolojik n-manifold ve M nin bir atlas1 S ={(y,,®,)},., olsun. Eger S atlasi
i¢in,w, Nw, # I olmak lizere, Va, f € A yaKkarsilik ¢, ve ¢,, fonksiyonlari C* simfindan

diferensiyellenebilir iseler S ye C smifindan diferensiyellenebilir atlas denir. S atlast M
iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye M iizerinde C* smifindan diferensiyellenebilir

yapi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1995).



Tanim 3.2.2.(Diferensiyellenebilir Manifold):

M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir diferensiyellenebilir

yapi1 tanimlanabilirse M ye C* sinifindan diferensiyellenebilir manifold denir (Hacisalihoglu,

1995)
Tamm 3.3.(Lie Grubu):
G bir diferensiyellenebilir manifold ve

0:GxG -G
(gngZ)—) gng

grup islemi diferensiyellenebilir ise G ye bir Lie Grubu, G Lie grubunun, altmanifold ve
altgrup yapisina sahip olan bir H Lie grubuna G nin bir Alt Lie Grubu denir(Brickell ve
Clark, 1970).

Tamm 3.4. (Kat1 Transformasyonlar)
§0 : (Rnadl) - (RnadZ)
p—o(p)

olmak iizere, Vp,q € R"igin;

d,(p,q) =d,(e(p),»(q))

ise @ ye R" de bir kat1 transformasyon ad1 verilir.

Tamm 3.5. (Koordinat Transformasyonu)

Bir cismin bir digerine bagli pozisyonunu calismak igin her bir cisme birer gati
baglanir. Cisimlerden biri sabit kabul edilir, digeri hareketli. Sabit cisim yer gibi diisiiniiliir ve
baglanan cati sabit cati olarak isimlendirilir ve bu cati F ile gosterilir. Hareketli cisme
baglanan cati, hareketli ¢atidir ve M ile gosterilir. Koordinat transformasyonu

D:F>M
seklinde olup,
X =[Alx+d



ile verilir; burada, x noktanin M deki yer vektorii, X ise F deki yer vektoriidiir (Bottema
ve Roth,1979).

Hareketli cisim n-boyutlu (n=2 veya 3) ise, [A] bir nxn matris ve d, n-boyutlu
vektordiir. Bu transformasyonun kati cisim katiligini korumak zorunda olmasi demek, her iki
koordinat sisteminde de ilgili metrigi kullanarak hesaplanan uzakligin ayni olmasi1 demektir.

M deki P veQ noktalar1 arasindaki uzaklik Oklid uzaklig1 olsun. Bu deger, P veQ’ nun

koordinat vektorlerinin farkinin normudur. F deki 6lciilendirme kullanilarak,

d(P,Q)=F-Q[=V(P-Q)" (P-Q)

elde edilir. M deki 6l¢giilendirmeyi kullanarak bu hesaplama yapildiginda,

|P-Ql=[[ATp+d ~([Alq+d)| =+/(p-a) [AT I[AI(p—q)

bulunur. Son esitligin |p—g|| ya esit olmasi igin,

[AT][A]=[I]
olmalidir ki bu da A nin ortogonal olmas1 demektir (Bottema ve Roth, 1979).

Tamim 3.6. (Yerdegistirmeler)

X = [A])? +d ile verilen koordinat transformasyonunu, bir noktay1 ilk konumundan
simdiki konumuna tasiyan bir operasyon olarak gormek sik yapilan bir tercihtir. Bu X
vektoriiniin - Olciilendirildigi  koordinat c¢atist1 hakkinda karigikliga yol acabilir. Bu
transformasyon, M nin biitiinii F ile cakisik oldugu ilk konumundan, X in daima M de
Olciilendirildigi sunus konumuna yer degistirmesi olarak ele almir. Bu transformasyon
D:F — M ile gosterilir ve yer degistirme olarak adlandirilir (Bottema ve Roth, 1979).

n -boyutlu uzayda bir yer degistirme D = (A,d) ile belirtilir, burada; [A] bir nxn

ortogonal matris ve d bir n -vektordiir.



Iki yer degistirme D,:F —->M,, D,:M, - M, olmak iizere D:D,D,:F - M,
dir (Bottema ve Roth, 1979).

Teorem 3.1.

R", n-boyutlu uzayin yer degistirmeleri ctimlesi, fonksiyonlarin bileske islemine gore

bir cebirsel gruptur (Bottema ve Roth, 1979).

Tanim 3.7.

R", n-boyutlu uzaym yer degistirmeleri grubu n-boyutlu uzaymn Oklid Grubu
olarak tanimlanir. Bu grup SE(n) ile gosterilir (Bottema ve Roth, 1979).

Tamm 3.8. (Temel Donmeler)

R’ de bir dénme, bir eksene dik olan diizlemlerde gerceklesir ve dénme, dénme
ekseni ile karakterize edilir. Temel olan ii¢ donme ekseni, koordinat eksenleridir ve bunlara

bagli donmeler 6zel olarak adlandirilir. Bu isimlendirmeler soyledir:
Donme ekseni X ekseni ise donmeye yalpa (yaw),

Donme ekseni Yy ekseni ise donmeye inis- ¢ikis (pitch),

Donme ekseni z ekseni ise donmeye yuvarlama (roll) ad1 verilir (Schilling, 1990).
AZZ

yuvarlama

>

o>y
lpa mnis cikig

X

Sekil 3.1. Eksenlere gére donmeler (yuvarlama, inis-¢ikis, yalpa).

X,y ve z eksenleri etrafindaki ddnmeler, sirasiyla R,, R ve R, ile gosterilirse her

z

birine ait ddbnme matrisi,



1 0 0 cos@ 0 —sind cos@ —sin@ O
R,=|0 cos¢ -sinf|, R, = 0 1 0 , R, =|sinf cos@ O
0 sin@ cosé sin@ 0 cosé 0 0 1

olarak belirlenir. Genel bir R: F — M hareketinin matris formu

cosd 0 —sinf|/cosfd —sind 0] 1 0 0
[RI=R,R, R = 0 1 0 sind cos@d 0|0 cosd -—sind
sind@ 0 cos® 0 0 1//0 sin@ cos@

olarak bellidir (Parkin, 1991).

Tamm 3.9. (Bir Ortogonal Matrisin Karakteristik Vektorleri)

Bir dénmenin (R®  de), bir eksen etrafinda olmasmnin agilimi, dénmenin bu ekseni
invaryant birakmasi demektir. Bu kavram ise verilen bir matrisle belli olan lineer doniigiimiin
karakteristik vektorleriyle aciklanabilir. S6z konusu ortogonal matrisler oldugu i¢in

A € O(3) matrisinin karakteristik vektorleri belirlenmelidir. Aranan ¢oziim,

[A] = 4%

matris denkleminin ¢6ziim climlesidir. A¢ik bigimde ,

a, — A a,, a13
det| a,, a,—-4 a, |=0
as, a;, as; — A

seklinde yazilabilir.
~ 2+ 2 (a, +ay, +a,)-AM, +M,, + M) +detA=0

ve ortogonal bir [A] matrisi icin M, = a, oldugundan,

-2 +2(a, +a, +a,)-Aa, +a, +a,,)+1=0 (3.1)



elde edilir. 4 =1 in bir kok oldugu asikardir. Boylece sol tarafin ¢arpanlarindan biri 4 -1
olup, buna gore (3.1) esitligi;

(A-D[A - @, +a, +a,; - +1]=0

olarak yazilir. a,, +a,, +a,; —1 =a ile gosterilsin.

A -al+1=0
++a’ -
/123:—&_ a -4 , a=2cos¢
’ 2
_2cosgE+/4cos’ p—4
2

Ay; =cos@Eising

elde edilir. O halde (3.1) esitliginin diger iki kokdi,

A =cos@+ising = exp(ip)

A =cosg—ising =exp(-ig).
dir. A =1 ile birlesen karakteristik vektorii b ile gdsterelim; V = tb iizerindeki biitiin noktalar
climlesi donme esnasinda sabittir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.2. (Holditch Teoremi)

Bir kapali egrinin, ¢ + ¢’ sabit uzunluktaki bir kirisi sirasiyla ¢ ve ¢’ uzunlugunda iki
pargaya boliintirse, kirisin egri boyunca bir tam hareketinde, bolen noktanin ¢izdigi yoriinge

egrisi ile kapal1 egri arasinda kalan bdlgenin alant;

7 CC

olacaktir(Holditch, H.,1858).



N
N

Sekil 3.2. U¢ noktalar1 kapali C egrisi lizerinde olan AB ¢ubugunun herhangi bir pozisyonu.

i —

e

Sekil 3.3. Cesitli egriler ve kirig uzunluklarina gére P noktasinin ydriingeleri.
Ispat:

Kapali bir egri lizerinde hareket eden AB kirisinin herhangi bir pozisyonu sekil-3.2 de
verildigi gibi olsun.
P, AP =c,PB =c’, olacak sekilde bolen nokta , Q da AB nin ardisik pozisyonu ile kesim
noktasi olsun. [A] verilen kapali egrinin alan1 ; [P] , [Q] ise P veQ nun yoriingelerinin
meydana getirdigi alanlardir. Ayrica, AQ =r,BQ = ¢+ ¢’ —r dir. Boylece kapali egri ile Q

noktasinin yoriingesinin meydana getirdigi bolgenin alani
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[Al-[o]= ! frae

olur. Ayn1 zamanda

2

[A-[Q]- [(e+e'~rdo

0

olmaktadir. Boylece ,

127z 127z
—I(c+c'—r)2d9:—jr2d0
2 0 2 0

elde edilir.

2r 2z
l_|'[(c+c')2 —2(c+c')r+r2]d0:ljr2d6
2 0 2 0
2z 2z
j[(c+c')2 —2(c+cHr+rdo = J'rzde
0 0
2z 2z 2z 2z
J'(c+c’)2d9—J'2(c+c')rd0+ jrde: jrzde
0 0 0 0
2z 2z
(c+c)’ [do=2(c+c) [rdo
0 0

2 2
(c+c’)jd6=2[rd9

0 0

2 .
(c+cHo | =2jrd9

O 0

2r
(c+cHr = er@
0

elde edilir. Ayrica,
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[P]—[Q]Z%T(C— r)’do

= 12”czde— ! 2”2cr dé + ! 2”rzdﬁ
wy ey Jaer o]

= lczzjizde —czfr d9+12fr2d0
2 0 0 2 0

dir. Hesaplanan integral degerleri yerlerine yazilirsa,
[P]-[Q]=7c* ~clz(c+cn]+[Al-[Q]

[P]-[Q]=zc? —2c* —mcc’ + [A]-[Q]

ve buradan da ,

[A]-[P]=7cc

elde edilir(Holditch, H., 1858).

Tanmim 3.10.(Bir Lie Doniisiim Grubu Altinda Yoriingeler)

Bir G doniisiim grubunun bir M manifoldu istiindeki sol (sag) etkisi, M iizerinde
bir denklik bagintis1 tanimlar. Bu bagnti,
m =m, & m, =gm, ,20€eG
seklinde verilebilir. Bir m € M noktasini ihtiva eden denklik sinifi,
¢,:G—>M
fonksiyonunun degerler kiimesidir. Bu R¢,, =[m] climlesine m nin y0riingesi denir.

Bir H, climlesini,

Hp = (83
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olarak tanimlayalim. H_, G nin bir altgrubudur. H  altgrubuna m deki izotropi (isotropy)
grubu denir.

M nin denk noktalarindaki izotropi gruplar1 birlesmis (conjugate) gruplardir. Soyle ki;
m’' = gm ise,

Ho = (@0 )ms Hp =19,/ g,m=m}
olmak iizere;
(gH,g™Hm’ =m’

Vg, € H,, icin; gg,9" e gH, 9" dir.

(99,97 )(m") =gg,9 'gm=gg,m = gm=m’

Boylece;

gH, g cH
ve benzer sekilde

g 'HygcH,
olur. Sonug olarak;

H,=0H.9"

bulunur. Eger m € M , verilen bir nokta ise,
¢,:G—>M
fonksiyonu G/H , tlizerinde

v,:G/H, > M
gH, —gm

seklinde tanimli, deger ciimlesi m nin yoriingesi olan bir y doniisiimiinii tesis eder. y,, nin
bir injection oldugu agiktir.

Bir Hausdorff manifoldu iistiinde bir Lie doniisiim grubu G olsun. H < G kapali
altgruptur ve H_ ya discrete altciimledir veya G nin regiiler altmanifoldu olarak tek tiirlii bir
yapiya sahiptir.

m'=gmise H, ve H,,

diffeomorfizmi altinda birbirlerine karsilik gelirler.
Bir yoriingenin noktalarindaki izotropi gruplar1 ya hepsi discrete dir veya G igin bir

regiiler altmanifold olarak olusturulabilir. Bu ikinci durumda, manifoldlar diffeomorfiktirler.
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H ., G nin bir agik altgrubu da oldugu zaman, H, G nin bilesenlerinin bir bilesimi
olmak mecburiyetindedir. O zaman, mesela, G sonlu sayida bilesene sahipse, G/H_ sonlu

bir climledir ve m nin yoriingesi sonlu sayida noktadan olusur. Aksi taktirde, asagidaki

teorem verilebilir(Brickell ve Clark, 1970).
Teorem.3.3:

G, bir M Hausdorff manifoldunun Lie doniisiim grubu olsun. Eger H,, izotropi
grubu, G nin bir acik altgrubu degil ise, y,,G/H_ nin M igine bir imbeddingdir (Brickell
ve Clark, 1970).

Teorem.3.4:

Yukaridaki teoremin sartlar1 altinda, me M nin yoriingesi, M nin G/H_ ye

diffeomorfik bir altmanifold yapisiyla verilebilir (Brickell ve Clark, 1970).
Tamm 3.11.(Yoriingeler)

M bir manifold, S(M) M nin biitiin permiitasyonlarinin grubu olsun. ( (S(M),0)
bir gruptur)
G, M fizerinde soldan etki etsin. O zaman,
1) f:G—S(M)
g0,
bir homomorfizmdir.

2) Bu homomorfizm
0,(m)=06(g.m)
ile bir etki tanimlar.
1). nin ispat1 agikardir.
2). nin ispati:

vV 0,,0,eG,VmeM igin,
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6(9,,6(g,.m))=6(g,, f (g, )m)
f(g,Xf(g,Xm))
f(g,,9,)m)
=6(g,.9,.m)

den ispat asikardir (Brickell ve Clark, 1970).

Teorem.3.5:

f:G — S(M) homomorfizminin 1:1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart, 6, birim

doniisiim iken g =e olmasidir (Brickell ve Clark, 1970).

Ispat:
0, = f(g) dir. Boylece bu teorem, f'(e’)=e olmasi ile ifade edilebilir. Bu da grup

teoriden bilinen bir gergektir (Brickell ve Clark, 1970).
Tamm.3.12.

0:GxM — M bir etki olsun. f:G —> S(M) 1:1 ise 8 ya “effective etki” (etkili
etki) denir. Yani, bir @ etkisi ile belli f homomorfizminin g¢ekirdegi { e € G birim eleman}

olusuyor ise @ etkili olarak etki ediyordur (Brickell ve Clark, 1970).
Ozellik.3.1.

0:GxM — M bir effective etki ise {Hg /g e G}C S(M) bir altgruptur (Brickell ve
Clark, 1970).

Tanim.3.13.

0:GxM — M bir etki olsun. N = M igin,
GN:{g,/g eG,ne N} olarak tanimlanr.

g9, =6(g.n) dir. N = {m} icin,
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G(m): {9, /g <G}
Ciimlesine ,m nin G nin M {izerindeki @ etkisi altindaki yoriingesi denir.

G(m) =mise, m ye §:GxM — M etkisinin sabit noktas1 denir.

En az bir me M i¢in G(m): m ise G, M iizerinde gecislidir denir (Brickell ve Clark,
1970).

Ornek.3.1:
GL(n,R)xR" — R"
(A, x) = Ax
etkisini ele alalim. O: (0,0,...,0) e€R" bu etkinin sabit biraktiZit  noktadir.
[A0=0,VAecGL(n,R)]
Bu etki gecislidir. Soyle ki;
Bir X=(X1,X2,...,Xn)e R" igin, x=f, olmak tizere, R" nin bir {fl, fys fn} bazi

olusturulabilir. Bu baz R" nin {el,ez,,...,en} dogal bazi cinsinden,
fi=>a;f;, 1<i<n
j=!
seklinde yazilabilir.

n
x=1f =Y a,e,
i=!

=a,,6 +a,6, +...+a,,e

1n&n
=(a,,,0.,...,0)0+(0,a,,,0,...,0) +...+(0,...,0,a,,)
=[a; b
Bu esitlik VxeR"-{0} icin gecerlidir. Boylece Vx,xeGe, = R"—{0}cGle,) dir.
G(e,) = R" — {0} oldugu agiktir. = G(g,)=R" —{0} dir=> 6 etkisi gegislidir.
Bu tiir etkiler,yoriingeler agisindan 6nemli degildirler. Clinkii her elemanin yoriingesi
manifoldun kendisidir.
Simdi denklik siniflar1 ve yoriingeler arasinda ilgi kuralim.
0:GxM - M
bir etki olsun. M iizerinde bir m, = m, < m, =gm,,3g € G olarak verilsin.

~ nin bir denklik bagintis1 oldugu asikardir. Buna bagl olarak asagidaki teorem ifade

edilebilir (Brickell ve Clark, 1970).
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Teorem.3.6:

~ bagntisi ile elde edilen denklik smiflar1 G nin yoriingeleri ile ¢akisir.
Ispat:
m,m, eM igin, m; = m, =
G(m,)={m/m. = gm,}
[m,]={m/m, = gm,|
xeG(m)=x=gm =m ~x=xe[m]=G(m)c[m]
xem]=gm =x=m ~»x=xe[G(m,)]=[m]cG(m,)
= [m,]=G(m,)
dir.
Boylece, bir m elemanmin G(m) ydriingesi, m nin :GxM — M ile belirli = denklik

bagintisina gore denklik sinifi olarak da tanimlanabilir (Brickell ve Clark, 1970).

Tanim.3.14.
6:GxM — M biretki olsun. Vme M i¢in G, = {e} ise @ etkisine (freely) serbest

etki denir.
Bir Lie grubu etkisinde, G grubu yerine 6zel olarak (R,+) grubunu (abel) almak bazi
yeni tanimlamalar ve 6zel durumlara sebep olur. G = R durumunda, 1-parametreli Lie grup

etkilerinden bahsetmek anlamlidir.
:RxM > M

bir etki olsun. Vt € R i¢in,
6,:M > M
p—6(p)=0(t p)
seklinde taniml1 doniisiimler, genel teoriye uygun olarak birer diffeomorfizimdirler. Ayrica;
{6, /t € R} ciimlesi bir gruptur(6, =e,6," = _, dir) (Brickell ve Clark, 1970).

Tanim.3.15.

{6, /t € R} grubuna M {istiinde taniml1 doniisiimlerin 1-parametreli grubu denir. Bu

durumda 8:RxM — M etkisine M nin doniisiimlerinin 1-parametreli grubunun etkisi

denir.
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{6,(p)/t € R} ciimlesine p € M noktasinin bu 1-parametreli grup altindaki yoriingesi

veya, {6,} grubunun p € M noktasindaki yoriingesi denir.
0,:R—>M
t—6,(p)=0(, p)
doniisiimii M de bir C* -egri tanimlar (Brickell ve Clark, 1970).

Ornek.3.2.
a=(a,,a,,a,)# 0 olmak iizere
0:RxR’ >R’

(t,x) > 6(t,x) = x+at

doniisiimii R nin R’ iizerinde bir etkisini tanimlar. Boylece;
6,:R* >R’
X — X+at

diffeomorfizimleri bellidir.

Bir X € R’ noktasinin yériingesine ait iki nokta y,,y, olsun.

y, = X+at,
y, = X+at,

Yi— Y, =@t —t,),a,( —t,),a,( —t,))
dikkat edilirse, y, — Yy, fark vektorii y,ve y, nin se¢iminden bagimsizdir ve y, — Y, vektorii x

noktasinin belirledigi yoriinge olan dogrunun dogrultman vektoriidiir. Ayrica

al(tl _tz) _ az(tl _tz) _ a3(t1 _tz)
a, a, a,

=t —t, =1

sabit degerinden dolay1 X in yoriingesi g nin paralelinde bir dogru belirler. Bu etki serbesttir.
Soyle ki; bir X € R? noktasmin izotropi grubu R, olsun.

R, ={t/6,(X) =X}
dir.

6, (X)=Xx=>Xx+ta=Xx

=ta=0
=t=0
=R, ={0}

= etki serbesttir.



4. HOLDITCH TEOREMINIiN LIE GRUP ETKILERIYLE
IRDELENMESI

Bu boéliimde, Holditch teoremi Lie grup etkileriyle ele alinip Holditch hareketinin bir

Lie grup etkisi ile ifade edilebilecegi gosterildi ve gember egrisi lizerinde uygulama yapildi.

4.1. Bir Noktaya Etkisi Elips Yoriingesi Olan Matrisin Yazilmasi

(a.0)

0,=h)

Sekil 4.1. (X,,Y,) Noktasindan Gegen Elipsin olusturulmasi.

Herhangi bir (X, Y, ) noktasina elips yoriingesini ¢izdiren transformasyon matrisi;

cos@ —sinf d, || X, acos(6, +6)
sinf cos@ d, |y, |=|bsin(g,+86)
0 0 1|1 1

olarak yazilabilir. Burada (X,,Y,) = (acosé,,bsiné,) kabul edilirse,

d, =cosé (acosf, —X,)—sinf(asing, —y,)

d, =sinfd(bcosd, —X,) +cosf(bsinb, —y,)
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Oteleme vektorii bilesenleri asagidaki sekilde bulunur:

d, =(b—a)sing,sind

d, =(b—a)cosf, sind

O halde aranan transformasyon matrisi;

cosd —sind (b—a)sing,sind
E,=|siné cosd (b—a)cosf,sind
0 0 1

olarak elde edilir ve

cosd —sinf (b—a)sinf,sind | acosd, acos(6, +0)
sind cos@ (b—a)cosd,sind | bsing, |=| bsin(g, +6)
0 0 1 1 1

esitligi saglanir. O halde  (X,,Y,) = (acosé,,bsiné,) noktasinin E,matrisi altindaki
yoriingesi (acos(d, +0),bsin(6, + 9)) elipsidir. E, ., matrisi altinda (a,0) noktasinin

yoriingesi hesaplanacak olursa asagidaki sonuglara ulasilir.

(a,0) oldugu icin 6, = 0 olur ve Steleme vektoriiniin bilesenleri de su sekildedir:

d, =(b—-a)sing,sin(g, + 8) = (b —a)sin0sind =0
d, =(b—-a)cosd, sin(d, + ) =(b—a)cos0sind = (b—a)sind

bulunan degerler E, ,, matrisinde yerine yazilir ve matris (a,0) ile carpilirsa:

cos(6, +60) —sin(b, +0) 0 a acos(6, +0)
sin(@, +60) cos(6,+60) (b—a)sin(g,+80)| 0|=|bsin(g, +6)
0 0 1 1 1

elde edilir. Goriildiigi gibi (a,0) ve(X,,Y,) = (acosb,,bsinf,) noktalarinin yoriingeleri ayni

elipsi verir.
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4.2. Lie Grup Ozelliginin incelenmesi

Her bir 8 degeri icin yazilan E, matrislerinin olusturdugu ciimlenin grup yapisini

inceleyelim. Oncelikle kapalilik 6zelligine bakilacak olursa:

[cosf, —sin@, (b—a)sin(g, +6,)sind,
w.y)Eo, xye Eg =| sin6,  cos8, (b—-a)cos(g, +6,)sin6,
L0 0 1
[cos®, —sinf, (b—a)sind,sinb,
sinf, cos#, (b—a)cosd,sind,
0 0 1

[cos(6, +6,) —sin(d, +6,) (b-a)sind,sin(6, +6,)
=|sin(@, +6,) cos(d, +6,) (b—a)cosd,sin(b, +0,)
0 0 1

T (Xp.Yy) E91 +6,

carpim matrisi de
cos@ —sind (b—a)sing,sind
E,=|siné cosd (b—a)cosh,sind
0 0 1

matrisiyle ayn1 formdadir. O halde kapalilik 6zelligi saglanir.

E, matrisinin tersi bulunacak olursa:

cosd —sinf (b—a)sing,sind -
E,) ) =|sind cos® (b—a)cosb,sind
0 0 1
cos@ sinfd —(b—a)sin(g, +6)sind
=|—sind cosfd -—(b—-a)cos(d,+86)sindb
0 0 1
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elde edilir. Goriilmektedir ki E,” matrisi de E, matrisiyle ayni formdadir. Simdi de

E,E, ' matrisi hesaplanacak olursa:

[cos®, —sind, (b—a)sind,sinb,
E,E, =|sind, cosd, (b—a)cosd,sind,
0 0 1
[ cosf, sinf, —(b-a)sin(g, +6,)sinb,
—sin@, cosf, —(b—a)cos(d, +0,)sinb,
0 0 1

cos(d, -6, ) —sin(@,-6, ) (b—a)sin(d,-46,) sin(6, +6, )
=|sin(d, -6, ) cos(@d,—-6, ) (b—a)sin(@,—-6,)cos(d, +6,)
0 0 1

elde edilir. E, E, ' matrisi de yine

cosd —sind (b—a)sing,sind
E,=|sinf cosd (b—a)cosf,sind
0 0 1

matrisiyle ayn1 formdadir.
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4.3. Cember Uzerinde Uygulamalar

E, matrisi ¢gember lizerinde uygulanacak olursa asagidaki sonuglara ulasilabilir:

yﬂ

Sekil 4.2. Yoriingesi cember olan nokta.

Cember i¢in a = b oldugu bilinmektedir. O halde 6teleme vektorleri asagidaki gibi olacaktir:
d, =(b—a)sing,sind =0
d, =(b—a)cosf,sind =0

E, matrisi yazilacak olursa:

cos@ —sin@ O
sind cos@ O
0 0 1

seklinde bulunur. Bu ise bildigimiz z-ekseninde (x-y diizleminde) donme matrisidir. Daha

sonra herhangi bir (X,,Y,) noktasinin bu matris altindaki yoriingesi hesaplanirsa:

cosd —sinf 0] X, X, cos@ -y, siné
sin@ cos@ Of Yy, |=]|X,sinf+Yy,cosé
0 0 1] 1 1
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elde edilir. Bulunan noktalar ciimlesi, yaricaps;

v on + y02 =R

olan ¢emberi verir. Bu ¢ember tizerinde bir AB kirisi ve bu kirigin iizerinde herhangi bir

nokta da y olarak verilsin. y noktasi AB kirigini A oraninda bolsiin(0 < A <1). O zaman ;

AXp» o)

2 2 2 2 2
X, + =X~ + =R
By T

olmak tuzere
7= (<,y") = A+ 1 AB
= (Xoa y0)+ﬂ((xlﬂyl)_(X09 yo))

= (Xo +1(X1 - Xo)a Yo +ﬂv(y1 - yo))
=((I—Z)X0 +1X19(1_2)y0 +2’y1)

olarak bulunur. ¥ noktasinin yoriingesi bulunursa:

cosd —sin@ O x’ X'cos@ —y'sinf@
C(y)=|sin@ cos@ Oy |=|x'sinf+y'cosb
0 0 11 1

ve bulunan (X', y")degeri yerine yazilirsa;

Cly)=(A=-2A)X, + AX;]Jcos@ —-[(1 - A)y, + Ay, ]sin b,
[(A=2)X, + AX,Isin@ +[(1 =)y, + Ay, ]cos O)

elde edilir. Bulunan noktanin temsil ettigi vektoriin normu alinirsa:

R, =[C(»)|= \/2/1(1 —~1)(R? —(A,B)) +R?

bulunur. Bu sonu¢ y noktasinin ¢izdigi ¢cemberin yarigapini verir.
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Ornek 4.1.
A
A(0,1
gy A=1/2
X
BULO)
Sekil 4.3. Cember
A=(0,1),B=(10),4= % verilsin. O halde;
R+ (ﬁ)2 =1
2
yazilabilir. Buradan R, hesaplanirsa;
s
2

olarak bulunur.

R, =2A(A-1)(R* —(A,B)) + R

formiiliinde verilenler yazilirsa;

11 2 _ 2
Ry = \/25(5—1)(1 ((0,1),(1,09) +1

elde edilir.

2
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Iki gember arasinda kalan alan yani C(A) (veyaC(B)) ileC(y) ¢emberleri arasindaki alan
hesaplanirsa:
Alan(C(A)-C(y)) = iR? —R,” = R* — 7(2AA-1)(R* —=(A,B)) + R?)

=7(R* —=2A4(A-1)(R* —=(A,B)) + R?).
Gerekli islemler ve kisaltmalar yapilirsa aradaki alan;

Alan(C(A) - C(y)) = - 27A(A - 1)(R* —(A,B))
ya da
(A.B) = |A[B|cos ¢
=R’ cos¢

esitligi yerine yazilarak A ve B vektorleri arasindaki ac1 ¢ olmak iizere;
Alan(C(A)-C(y)) = —=2R*A(A —1)(1 - cos )
seklinde elde edilebilir (0 < ¢ < 7). Bulunan deger aradaki alanin egriden bagimsiz oldugunu

gostermektedir.

Ornek 4.2.

A(D.1)

B(1.0)

Sekil 4.4. Cember ve X noktasinin yoriingesi arsindaki alan.
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A=(0,1),B=(1,0),4 =% verilsin. (R =1). O halde aradaki alan;
Alan(C(A)-C(y)) = —2zA(A -1)(R* —(A,B))

11
=27 (=-D(1* -0
7f2(2 ) )
=Zpr?
2

olarak bulunur. Burada A ve B vektorleri arasindaki a1 ¢ = % olup,
Alan(C(A)-C(y)) = —2aR*A(A —1)(1—cos @)
11 V4
==2r—(=—-1~-cos—
5 ( 5 X 5 )

=Zpr?
2

ve son olarak aveb sirasiyla y noktasinin A ve B noktalarina olan uzakligi olmak iizere

Holditch teoremi sonucu aradaki alani yazarsak;

Alan(C(A) - C(x)) = zab

elde edilir.
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4.4 Pascal Programinda Bilgisayar Uygulamalar

4.4.1 Elips Ve Cember Program

uses crt, graph;
var

grDriver: Integer;
grMode: Integer;
ErrCode: Integer;

tempr : real ;
g0 : real;
a,b : real ;

x0,y0 : real ;

gl : integer ;

sonx,sony : array [0..360] of real;
begin

clrscr;

write ('X0 degerini girin '); readln(x0) ;

write ('Y0 degerini girin '); readln(yO) ;

write ('b degerini girin '); readln(b) ;

a := x0*b/sqrt (b*b-y0*y0 )

g0 := arctan(sqrt(l-sqr (x0/a*pi/180))/x0/a*pi/180) ;

{gl := 0-360}
readln ;
clrscr;
for gl := 0 to 360 do begin
gotoxy (1,1) ;writeln (' g F ﬂ');
gotoxy(1,2) ;write('||', cos(qgl*pi/180),' ',-sin(gl*pi/180),' ', (b-
a)*sin(qO*pi/lSO)*51n(q1*pi/180))
writeln(’" " ,a cos(qO*pl/lSO "
gotoxy (1l,3);write( " 81n(ql*p1/180) ! ',cos(gl*pi/180)," ', (b-
a)*cos (g0*pi/180) *cos (g 1*pi/180)),
writeln(’" " ,b*sin (g0*pi/180) " ) ;
writeln(’" 0 1 " "
") -
writeln('ﬁ 7 T ﬂ');
writeln ;
{tempr :=a*cos(gq0*pi/180)*cos(gl*pi/180)-b*sin(gq0*pi/180)*sin(gql*pi/180)+ (b-
a)*sin(g0*pi/180) *sin(gl*pi/180);}
sonx[gl] := a*cos((g0+gl)*pi/180);
sony[gl] := b*sin((g0+gl)*pi/180);

writeln (sonx[gl]) ;
writeln (sony[qll) ;
(

writeln 1) ;
delay (10) ;

end ;

readln ;

grDriver := Detect;

InitGraph (grDriver, grMode, 'c:\program files\tp\egavga.bgi');
ErrCode := GraphResult;

if ErrCode = grOk then
begin { Do graphics }

for gl := 0 to 360 do begin
circle (300+round(8*sonx[gl]),200+round(8*sony[gl]l),1);
delay (10) ;

end ;
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4.4.2 Holditch Hareketi

uses crt, graph;
var

grDriver: Integer;
grMode: Integer;
ErrCode: Integer;

xa,ya,xasp,yasp : word;

tempr : real ;

qo0 : real;

a,b :real ;

x0,y0 : real ;

k :real ;

sayac,ql : integer ;

sonx,sony : array [0..360] of real;

sonxint : array[0..360] of integer ;
ypoints : array [-400..400] of real ;

begin

clrscr;

write('X0 degerini girin '); readIn(x0) ;

write("YO0 degerini girin '); readln(y0) ;

write('b degerini girin '); readIn(b) ;

a := x0*b/sqrt(b*b-y0*yO0 );

q0 := arctan(sqrt(1-sqr(x0/a*pi/180))/x0/a*pi/180);

{ql :=0-360}

readln ;

clrscr;

for q1 :=0 to 360 do begin
gotoxy(1,1);writeln('E » E »');
gotoxy(1,2);write("”, cos(q1*pi/180)," ',-sin(q1*pi/180)," ', (b-

a)*sin(q0*p1/180)*sin(ql*pi/180));
writeln('® *,a*cos(q0*pi/180),"");
gotoxy(1,3);write("”, sin(ql*p1/180)," ',cos(ql*pi/180)," ', (b-

a)*cos(q0*pi1/180)*cos(ql*pi/180));
writeln(" *,b*sin(q0*pi/180),"");

writeln(* 0 0 1 °° ),
writeln('E 7s B 74');
writeln ;

{tempr :=a*cos(q0*p1/180)*cos(ql*pi/180)-b*sin(q0*p1/180)*sin(q1*pi/180)+(b-
a)*sin(q0*pi/180)*sin(ql*pi/180);}

sonx[ql] := a*cos((q0+ql)*pi/180);

sony[ql] := b*sin((q0+ql)*pi/180);

sonxint[ql] := round(100*sonx[q1]);

writeln(sonx[q1]);

writeln(sony([q1]);

writeln(' 1');



29

end ;

readln ;

grDriver := Detect;
InitGraph(grDriver, grMode,'");
ErrCode := GraphResult;

if ErrCode = grOk then
begin { Do graphics }
for q1 :=0 to 360 do begin
circle(350+round(8*sonx[q1]),175+round(8*sony[q1]),1);
delay(15);
end ;
setcolor(5);
for q1 := 0 to 360 do begin
setcolor(ql mod 16);
line(350+round(8*sonx[q1]),175+round(8*sony[q1]),350+round(8*sonx[(q1+100) mod
360]),175+round(8*sony[(q1+100) mod 3601));
delay(15);
end ;

Readln;
CloseGraph;

end
else

Writeln('Graphics error:', GraphErrorMsg(ErrCode));
end.



5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada ilk olarak 1858 yilinda yayimnlanan ve daha sonra oldukga ilgi toplayip
tizerinde ¢ok calisilan Holditch teoremini Lie Grup etkileriyle ele alip,iki kapali egri igin
Holditch hareketinin bir Lie Grup etkisi ile verilebilecegi gosterildi. Kapali egri olarak elips
ve ¢cember egrileri lizerinde inceleme yapildi ve bulunan sonugclara iliskin birka¢ 6rnek verildi.
Ayrica Pascal programlama dilinde bilgisayar programlari yazildi.

Calismanin 4.1.boliimiinde bir noktaya etkisi elips egrisi olan matris elde edildi.
4.2.boliimiinde bulunan matrisin Lie grup yapisi incelendi ve elde edilen E, matrisinin grup
sartlarin1  sagladigi gozlemlendi. 4.3.boliimde elde edilen sonuglarin ¢ember iizerinde
uygulamasi yapildi ve ¢gember i¢in elde edilen sonuglara birkag 6rnek verildi. 4.4.bdliimde ise

cember elips ve Holditch teoremi i¢in Turbo Pascal 7.0 programlar1 yazildi.
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