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OZET

SMARANDACHE YAKIN HALKALARI ONLARIN
GENELLESTIRILMELERI

BELIKIRIK, Zafer
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Necat GORENTAS
TEMMUZ 2008, 34 sayfa

Bu tezde Smarandache Yakin Halkalar1 kavramu iizerinde ¢alisilmistir. ilk dnce
halkalarla ilgili bazi temel tanimlar verildi. Daha sonra Smarandache halkasinin
tanimint verip, Smarandache halkalarla ilgili 6zellikleri inceleyecegiz. Son olarak
Smarandache yakin halkalarin1 ve onlarin genellestirilmeleri ile ilgili olarak bir¢ok
yeni siiflar verilecektir.

Anahtar kelimeler : Halka, Yari-yakin halka, Smarandache yari-yakin halka,
Smarandache yakin halka, Anti-Smarandache yari-yakin halka, Smarandache yar1
yakin halka homomorfizmi.



ABSTRACT

SMARANDACHE NEAR RINGS AND THEIR GENERALIZATIONS

BELIKIRIK, Zafer
Msc Thesis, Mathematics Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Necat GORENTAS
July 2008, 34 pages

In this thesis, we have studied concept of the Smarandache near-ring. First, it

has given some basic definitions related to rings.
Later, we have given the definition of Smarandache ring and dissussed

properties of this ring.
Finally, a few new classes, which are related to Smarandache near rings and

generalizations of them, have been introduced.

Key words: Near ring, Semi-near ring, Smarandache semi-near ring,
Smarandache near ring, Anti-Smarandache semi-near ring, Smarandache semi-near
ring homomorphism.



ON SOZ

Bir halkanin cisim olan 6zalt kiimesi varsa Smarandache halkas1 denir.Yakin
halka ve yar1 yakin halkalarin tanimlari yardimiyla Smarandache yakin halka ve
Smarandache yar1 yakin halkalar1 tanimlanabilir.Bu dogrultuda yakin halkalar
yardimiyla Smarandache yakin halkalar ile ilgili birgok farkli simiflar elde edilerek
onlarin genellestirilmeleri incelenmektedir.

Bu ¢alismay1 bana veren ve caligmalarim siiresince karsilastigim giicliiklerde
yardimlarini esirgemeyen hocam, Sayin Yrd. Dog. Dr. Necat GORENTAS’a tesekkiir
eder saygilarimi sunarim.

Zafer BELIKIRIK
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1.GIRIS ve KAYNAK BIiLDIiRiSLERI
Bu tez, 3 b6liimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, gerekli olan tanim ve ozellikler, yar1 grup, grup, monoid,
degismeli grup,halka, alt halka,yar1 halka ve yakin halka kavramlar1 verilmistir
Hungerford (1974). Belirtelim ki bu kavramlar tezin sonraki boliimlerinde
kullanilacaktir.

Ikinci bolimde ise Smarandache halkasinin tanimi verilerek, bu kavram
ornekler yardimi ile  agiklanmistir. Ayrica yine bu bolimde Smarandache
halkalarindaki Smarandache birim eleman1 (s-birim eleman), Smarandache idenpotent
elemant (S-idenpotent eleman), Smarandache sifir bdélen (S-sifir bdlen) elemanlar:
tanimlanarak, bunlarla ilgili birgok Ornekler verilmistir. Daha sonra, yine aym
boliimde, Smarandache yakin halkasi, Smarandache alt yakin halkasi, Smarandache
yart yakin halkas1 kavramlar1 tanimlanarak, orneklerle yardimi ile bu kavramalar
aciklanmustir.

Ucgiincii béliimde ise, Smarandache yakin halkalari ile ilgili birgok yeni siniflar
tanitilmis ve bunlarin genellestirilmeleri verilmistir. Bunlara ek olarak, tezin {i¢iincii
boéliimiinde, Smarandache yakin halkalarinin birkag tiiri igcin Smarandache karisik
dogrudan ¢arpimlarinin bes tiirii tanitilmstir.

Yakin halkalarla ilgili Pilz (1977) yilinda detayli bir ¢alismada bulundu. Daha
sonra yar1 yakin halkalar ve idenpotentlerle ile ilgili caligmalari Vasantha Kandasamy
(1991) yapti. Smarandache halkalar1 ve halkalarda Smarandache 6zel elemenlari
lizerine Vasantha Kandasamy (2002a) caligmalarda bulundu. Smarandache yakin
halkalar1 Ttzerine ilk detayli ¢alismalar1 Vasantha Kandasamy (2002b) yapti.
Smarandache yakin haklar1 ve onlarin genellestirilmeleri {izerine caligmalar1 ise
Vasantha Kandasamy (2004) yapti.



2. ON BILGILER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak tanim ve teoremler verilecektir

(Hungerford, 1974).
TANIM 2.1.(Yar1 grup, Monoid, Grup, Degismeli grup)
Bos olmayan bir G kiimesi lizerinde
*:0xG— G
(a,b) — ax*Db
Ikili islemi tanimlansin. Bu durumda G,
i)Va,beG igin a*beG (kapalilik 6zelligi)
i) Va,b,ceGicin (a*b)*c=ax*(bx*c) (birlesme 6zelligi)
Iii) Jee Gvarodyleki Vae G icin a*e =e*a =a (birim eleman 6zelligi)
Iv) VaeGicin3be G var dyleki a*b=b*a=e (b =a ' ters eleman )
V) Va,beGicin a*b=Db=*a(degisme 6zelligi)
ozelliklerinden sirastyla
1,11 saglantyorsa yar1 grup,
1,i1,iii, saglantyorsa monoid,
1,11,111,1v, saglantyorsa grup,
1,11,111,1v,v, saglaniyorsa Abel grup veya degismeli grup adin1 alir.

Notasyon: G bir grup ve * G de tanimli ikili islem olsun. tizerinde tanimli islemin
belirtilmesi gerektiginde G grubu (G, * ) ile gosterilir. Ustelik
VaeAve Vne Nicin a" =a*ax*....a a"=a'+*a'=*a’..a
ntana n—tana

ile tanimlidir. n=0 i¢in a"=e dir. Islem belirtilmedikce a,beG igin a*byerine ab

kullanacagiz.
TEOREM 2.1
G bir grup olsun. Bu durumda



1) F'e G (birim eleman tektir)
i) YaeG icin a® =a ise a = edir. (idenpotent eleman yaniz e)

iii) Va,b,ceG igin ab=ac veya ba = ca ise b = cdir.(Sirasiyla soldan ve

sagdan kisalma)

iv) VaeG icin 3la™ e G (her elemanin tersi var tek)
v) VaeGicin(a*)" =a
vi) Va,beG igin (ab)* =b™a™

TANIM 2.2 (Homomorfizma)

G ve H birer yar1 grup olsun. Va,be Gi¢in f(ab) = f(a)f(b) saglayan

f:G — H fonksiyonuna bir homomorfizma denir.
TANIM 2.3.(Alt grup)

G bir grup ve H — G bos olmayan bir kiime olsun. H, G’de taniml1 islem

altinda bir grup olusturuyorsa H ye G’nin bir alt grubudur denir ve H < G ile gosterilir.

Yukaridaki tanima 6rnek olarak G <G Ve{e} <G birer gruptur. Bunlardan

ikincisi 6zel olanak asikar alt grup denir. ikisinin disinda, H <G saglayan her H

altgrubuna G’nin altgrubu yada has alt grubu denir. H<G ile gdsterilir.
TANIM 2.4.(Halka)

R #0 bir kiime, +, ® (sirasiyla, toplama ve ¢arpma) R de iyi tanimli islemler

olsun. Bu durumda
i) (R,+)sistemi Abel grup
i) (R,O)Sistemi yari grup

1i1) Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma

ozelligi mevcut, yani; Va,b,c e R

ae(b+c)=(aeb)+(aec) (a+b)ec=(aec)+(bec)
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saglanmasi1 halinde (R,+,0) sistemi bir halkadir denir (ya da sadece R bir
halkadir deriz)

Bu tanimda verilen a.b ¢arpimini kisaca ab ile gdsterecegiz. (+) nin birimi O
olup, bu eleman halkanin sifir1 olarak adlandirilir. Sayet (R — {O},l) sistemi grup ise R

ye boliimlii halka (division ring) denir.

(R, @) sistemi Abel ise R ye degismeli halka, (R, ®) sistemi birim elemanina

sahip ise R’ye birimli halka denir.

Mesala; [0,1] araligindan R ye siirekli fonksiyonlar kiimesi, fonksiyonlarin
toplami1 ve ¢carpimui islemleri altinda bir halka olusturur. Yine bostan farkli bir X

kiimesinden R ye tiim fonksiyon R kiimesi de bir halka olusturur.
TANIM 2.5. (Birimsel)

R bir halka ve a,beR olsun. ab =1lise a € R ye R nin bir birimseli denir.
TANIM 2.6. (Cisim)

Her elemani birimsel olan birimli ve degismeli halkaya cisim denir.

TANIM 2.8. (Alt halka)

(R,+) bir halkave S <R olsun (S #0). Bu durumda S nin R’nin bir alt

halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i) Va,beSicin a—beS
i) Va,be SicinabeS olmasidir.
TANIM 2.9. (Nilpotent)
R bir halka acRve Iane Z" icin a" =0 olsun.
Bu durumda aeR ye nilpotent eleman denir.
TANIM 2.10 (idenpotent)

R bir halka ve a< R olsun. Sayet a® = asaglayan acR ye idenpotent eleman

denir.

(Birimli Bir halka i¢in 0 ve 1 idempotenttir)



TANIM 2.11. (ideal)
R bir halka olsun sye Rnin bir sag ideali (yada, sol ideali) denir. Sayet
i) a,besisea—bes
i) aesvere Risear e s(yada racs)

Hem sag hemde sol ideal sartlarini tasiyan bir I idealine ikiyanli ideal yada
ciftyanl ideal denir. Sayet halka degismeli ise her ideali ikiyanlhdir. Bir R halkasinin
bir I ideali, acikca bir alt halkadir. Her alt halkanin bir ideal olmas1 gerekmez. Ote

yandan, (0) ve R, R’nin asikar idealidir denir.
TANIM 2.12. (Halka homomorfizmi)
R ve S birer halka, f:R—S bir doniisiim olsun. a,be R icin
i)f(a+b)=f(a)+f(b)
i) f(ab)=f(a). f(b)
oluyorsa f ye bir halka homomorfizmi denir.
TANIM 2.13. (Minimal ideal)

R bir halka, I, R’nin bir sag (sol) ideali olsun. Asagidaki sartlarin saglanmasi

durumunda I’ya bir minimal sag (sol) ideal denir;

1) 1 =(0);

i) eger J, R’nin J # (0) saglayan bir sag (sol) ideali ve J < lisel = J'dir.
TANIM 2.14. (Esmaksimal)

R bir halka, A, B iki ideal olsun. A+B=R oluyorsa A ve B esmaksimaldir.
TANIM 2.15. (Maksimal ideal)

Bir R halkasinin bir A idealine, asagidaki sartlar1 saglanmas1 durumunda

maksimal ideal denir.
i) AR

i) A<Bsaglayan bir B ideali i¢in B=A yada B=R’dir.



TANIM 2.16. (Asal ideal)

A, B ve P, bir R halkasimin idealleri olsun. Bu durumda

AB < Pise A< P yada B< P sagliyorsa P’ye bir asal ideal denir.(Idealler ¢arpimi i¢in
bakiniz. Hungerford,1974)

TANIM 2.17. (Nil ideal)

Bir R halkasinin, her elemani nilpotent olan bir A sag (sol) idealine nil ideal

denir.
TANIM 2.18. (Yan halka)

N = 0 farkli olmak iizere (N, + @) cebirsel sistemi asagidaki iki 6zellikleri

sagliyorsa N ye cebirsel sistemine yar1 halka denir.

i) (N+) degismeli monoid

i) (N, ®) yar1 grup

iii) Va,b,ce N(a+b)ec=aec+becvealb+c)=aeb+aec
TANIM 2.19. (Yakin halka)

(N, + @) cebirsel sistemine asagidaki sartlarin saglanmasi halinde bir yakin

halka (veya bir sag yakin halka) denir (Pilz,1977).

1) (N,+) bir grup ((N, +) abelyen olmas1 gerekmez.)

i) (N, ¢) yar1 grup

i) ¥n,,n,,n, e Nicin carpma igleminin toplama islemi {izerine sagdan
dagilma 6zelligi vardir. Yani;

(n1+nz)n3=ny.n3+n,.n3 olur.

Eger carpma isleminin toplama islemi tizerine soldan dagilma 6zelligi olursa
yani ¥n,,n,,n, e Nicin

n,(n, +n;) =n,.n, +n,.n, sol yakin halka denir.
TANIM 2.20. (Yar1 yakin halka)

(S, +,#) cebirsel sistemine asagidaki sartlarin saglanmasi



halinde yar1 yakin halka veya (sag yar1 yakin halka) denir (Pilz,1977).
1) (S, 1) yar grup
i) (S, ®) bir yar1 grup
ii1) Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan dagilma o6zelligi vardir.

Yani ¥n,,n,,n,eS igin

(n, +n,).n; =n;,n; +n,.n; dir.



3.SMARANDACHE YAKIN HALKALARI

Bu boliimde ise Smarandache halkasinin tanimi verilerek, bu kavram oOrnekler
yardimi ile agiklanmigtir. Ayrica yine bu bdliimde Smarandache halkalarindaki
Smarandache birim elemani (s-birim eleman), Smarandache idenpotent elemani (S-
idenpotent eleman), Smarandache sifir bolen (S-sifir bolen) elemanlar1 tanimlanarak,
bunlarla ilgili bircok Ornekler verilmistir. Daha sonra, yine aynit bdliimde,
Smarandache yakin halkasi, Smarandache alt yakin halkasi, Smarandache yar1 yakin

halkast kavramlar1 tanimlanarak, ornekler yardimi ile bu kavramalar aciklanmistir.
TANIM 3.1

R bir halka olsun. Eger R nin R deki islemlere gore cisim olan bir 6zalt kiimesi
varsa R ye Smarandache halkas1 (S-halkas1) denir.Burada kastedilen 6zalt kiime bos
kiime ve birim elemandan farkl1 bir kiime olacak. Bundan sonra S-halkasii S-halka |

olarak adlandiracagiz.(Vasantha Kandasamy, 2002a)
ORNEK 3.1.

Z, = {0,1,...5}halka51 bir S halkasidir. Clinkii, A= {0,2,4} Zn1n cisim olan bir

Ozalt kiimesidir.
ORNEK 3.2.

Z,= {0,1,...11}halkas1n1 gdz Oniine alalim. Bu durumda 4 € Z,, elemanin
tirettigi A ideali; A= <4> = {0,4,8}, olup bir cisimdir. Dolayistyla Z1, bir S- halkadir.
TANIM 3.2

R bir halka olsun Eger R asagidaki sartlar1 saglayan bir A 6zalt kiimesine
sahipse R ye ikinci asamadan S-halka veya S-halka Il denir (Vasantha Kandasamy,
2002a).

1) (A,+) degismeli grup
2)(Ase) yari grup

3)a,beA i¢in a.b=0 < a=0 veya b=0 duir.



TEOREM 3.1
Eger R bir S halka I ise R bir S-halka Il dir.(Vasantha Kandasamy,2002a)
Ispat:

S-halka I ve S-halka II tanimlar geregince S-halka | S-halka II’nin biitiin
sartlarin1 sagladigindan bir S-halka Il dir.

TEOREM 3.2

Her S-halka Il S-halka I olmak zorunda degildir (Vasantha Kandasamy, 2002a).
Ispati:

z [X] polinom halkasini alalim. Z < Z[x] oldugundan Z[x] bir S-halka II dir.
Fakat Z[x]bir S-halka I degildir.
TEOREM 3.3.

Eger R bir S halka I(veya S-halka IT) ve R [x], R {izerinde bir polinom halkas1
ise bu durumda R[x] de bir S-halka I (S-halka I1) dir.

Ispat:
R bir S-halka I (veya S-halka Il) ise Ac R (A bir cisim, bir tamlik bolgesi veya
bir boliim halkasidir). Boylelikle Alx]< R[X]bir tamlik bolgesi veya boliim halkadir.

Bu yiizden R bir S- halka 1l veya Ac R[x]dir. Yani Eger, R bir S-halka I ise R[x] de
bir S-halka I dir.

TEOREM 3.4.

M. = {az, ‘aij € Z}matrisler halkas1 olsun. My, bir S-halka Il dir (Vasantha
Kandasamy, 2002a).
ispat:

A= {aij ra;€Z— {0}veaij =0,i# j}u (0) olsun, A sadece kosegen matrisleri

icerir. A bir tamlik bolgesidir. Boylece Myxn bir S-halka II’dir ve S-halka I degildir.
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TANIM 3.3.

S — bir halka ve A S’nin bir alt halkasi olsun. Eger, A, cisim olan bir B 6zalt

kiimesine sahipse, S’nin bu A 6zalt kiimesine S nin bir Smarandache alt halkasi (S-alt
halka) denir.

TEOREM 3.5.

S bir halka olsun. Eger, S bir S-alt halkaya sahipse S bir S-halka I dir (Vasantha
Kandasamy, 2002a).

Ispat:

Aciktir ki, eger halka bir A S-alt halkasina sahipse A ayrica S’de bir alt cisim
olan bir cisim igerir. Dolayisiyla, S bir S-halka I olur. Varsayalim S bir S-halka olsun.
S’de daima bir S-alt halka bulmak olasi olmayabilir. Veya daha agik olarak bir S-halka

I’in her alt halkas1 genel olarak S nin bir S-alt halkas1 olmak zorunda degildir.
ORNEK 3.3.

Zy = {O,l,...5}halkas1n1 alalim. Zg bir S-halka | dir. Fakat Z¢’nin hicbir S- alt
halkas1 yoktur.
ORNEK 3.4.

Z,, ={0.,...11}halkasin1 alalim Z,, bir S-halkadir. Gergekten
p=1{0,2,4,6,810},Z,, nin bir alt halkasi ve A= {0,4,8}alirsak (burada A, Z;,’nin bir

alt cismi), A= {0,4,8}, p nin cisim olan bir 6z alt kiimesidir. Dolayisiyla p,Z,, nin bir

S-alt halkasi olur.
TEOREM 3.6.

R bir S-halka I olsun. R alt halklara sahip olabilir. Fakat R, S-alt halklara sahip

olmayabilir.
Ispat:

Zy = {O,l,...5}bir S-halka I dir. Agik¢a Z,S, = {O,B}VeS2 = {0,2,4}alt haklarina
sahiptir. Fakat hi¢bir S-alt halkaya sahip degildir.
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TANIM 3.4.

R birimli bir halka ve xe R — {1}Olsun. Bu takdirde, eger bir ye R i¢in

asagidaki sartlar saglaniyorsa, x’ e bir Smarandache birim (S-birim) denilir.
1) xy=1
2) 3a,beR-{x,y1}
1) Xa=y veya gx=y
ii) yb=x veya by=x
iii) ab=1
ORNEK 3.5.
Z, {0,1,...,8} mod 9’da ¢arpmaya gore bir grup olup, Z eZ, bir S-
birimidir.Ciinkii, 5€Z, i¢in 2.5=1(mod9)ve7,4eZicin 7.4 =1(mod9)iken
2.7=5(mod9)ve5.4 = 2(mod9)
ORNEK 3.6.

Z, ={0.1,....4}olsun. Bu takdirde, 3¢ Z, bir S-birimidir.
Ciinkii: 2.3=1(mod5)ved € Z icin 2.4 =3(mod5),3.4 = 2(mod 5)
4% =1(mod 5) dir.

TEOREM 3.7.

Bir halkadaki her S-birim bir birimdir. Fakat bir halkadaki tiim birimler genel
olanak bir S-birim olmak zorunda degildir (Vasantha Kandasamy, 2002a).

Ispat:

S-birimin tanimi geregince bir birim oldugu agiktir. Fakat her birim bir S-birim

olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnekle gosterelim: Z, = {0,1,....8}halkasini alalim.

Agikga 7.4 =1(mod9) oldugundan 7 bir birimseldir. Fakat S-birim degildir. Ciinkii
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ab=1(mod9) 7a = 4(mod9)veyadb = 7 (mod9) olacak sekilde a,beZ, —{4,7}
bulamayiz.
TEOREM 3. 8.

R, 1 birimine sahip bir halka olsun. Eger, xe R — {1} xy =1 olacak sekilde bir
S-birimse x = ydir.(Vasantha Kandasamy, 2002a)
Ispat:

xe R—{1} bir S-birim olsun. Tanimdan xy=1 6yleki a,beR —{x, y,1} i¢in xa=y
veya ax=y ve ab=1 dir. Eger x=y ise x’=1 ve xa=x yani x’a=x> olur. Burada a=1

demektir. Bu da S-birimin tanimiyla ¢elisir.
TEOREM 3.9.

Z, ={0,1,...,n—1}halkasmnn her birimi S-birim degildir.

Ispat:
n—-1eZ, elemanini alalim.

(n-1) (n-1)=1 (mod n) oldugundan, bir birimdir. Fakat, S-birim degildir. Bunun i¢in,
karekteristigi p olan bir asal cisimde (p bir asal say1) her zaman bir birimdir fakat

karakteristigi sifir olan asal cisimlere zit olarak Zp’deki her zaman bir S-birim degildir.
TEOREM 3.10.

Q rasyonel sayilar cismindeki her birim bi S-birimdir.
Ispat:

Q rasyonel sayilan cismi olsun m herhangi bir tam say1 olsun.

mlzl,m.%zl,mzizmveizmz=1dir.
m m?> m m m
5 _P i _9
Eger, m=—(q=0)isem, = — alalim.
q p
pa® q.,.9p’ p,.P° ¢
Buradan, mym =1dir. —— = —ve—— =—ve-— — =1"dir. Bu nedenle,
qnp P Pq qa g p

Q’daki her birim bir S-birimidir.
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TANIM 3.5.
R bir halka olsun. Eger xy=0 iken 3 a,beR— {0, X, y} icin
1) xa=0 veya ax=0 ve
2) yb=0 veya by=0 ve

3) ab=0veya ba = 0oluyorsa X, ye R'ye Smarandache sifir bolen (S-sifir

bolen) denir.
ORNEK 3.7.

Z,, = {0,1,...,19} halkasini alalim. A¢ik¢a 10,16 bir S- sifir bolendir. Clinkii:
5,6€Z,,[{0}icin

5.16 = 0(mod 20)

6.10 = 0(mod 20)

6.5=10(mod 20)

TEOREM 3.11.

R bir halka olsun Her S-sifir bolen bir sifir bolendir. Fakat genel olarak bir sifir
bolen bir S-sifir bolen degildir (Vasantha Kandasamy, 2002a).

Ispat:

S-sifir bolen tanimindan, eger X,y bir S-sifir bolense bir sifir bolendir. Fakat bir

sifir bolenin S-sifir blen olmadigini bir 6rnekle gosterelim. Z,, = {0,1,..9}Halkasini

alalim. Ag¢ik¢a 2.5=10 = 0(mod10) bir sifir bolendir fakat S-sifir bolen degildir.

TANIM 3.6.

R bir halka olsun. x, R’nin agikar olmayan bir idepotent elemani1 olsun. Bu

takdirde, bir ae R—{0,1, x}i¢in

i) a’=x ve
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il) xa=a (ax=a) veya ax=a (xa=x) sartlarin1 sagliyorsa x’e R’nin bir
Smarandache idenpotent (S-idenpotent) elemani denir (Vasantha Kandasamy,1991)
ORNEK 3.8
Z, ={0.1,...,5}halkasini alahm. 4% =4(mod6) ve 2eZ, — {4} igin

2% =4(mod 6) ve 2.4 = 2(mod 6) oldugundan, 4eZ,Z, 'nin bir S- idenpotentidir.

TEOREM 3.12.

Her S-idenpotent bir idenpotenttir fakat her idenpotent bir S-idenpotent degildir
(Vasantha Kandasamy, 2002a).

ispat:

Her S-idenpotentin bir idenpotent oldugu tanimdan agiktir. Fakat bunun tersi

dogru olmayabilir. Bunu bir 6rnekle agiklayacak olursak Z = {0,1,...5}halkasm1
alalim. 3°=3 (mod 6) olup 3 e Z,,Zs nu bir idenpotentidir fakat S-idenpotenti degildir.
TEOREM 3.13.

R bir halka olsun Eger R bir S-idenpotente sahipse R en az iki agikar olmayan

sifir bolene sahiptir (Vasantha Kandasamy, 2002a).
Ispat:

R de a bir S-idenpotent olsun. Boylece a’=a ve bir be R/ {a,O,l}igin, b’=a ve

ab=b’dir. Buradan (a-1) b=0 olur. Ayrica a’=a olmasi a(a-1)=0 olmasini gerektirir.

Acikca b = Ovea = 1dir. Bu da istenendir.

TEOREM 3.14.

Z, = {0,1,..., n —1}halka51 verilsin, p bir asal say1 ve n=2p ise Z,, S-idenpotent
olmayan idenpotentlere sahiptir.
Ispat:

p bir asal tek say1, n=2p ve Z_ = {0,1,...n —1}, nmodiiliindeki tamsayilarin
halkas1 olsun. p? = p(mod2p) ise p? + p = 0(mod 2p) yani p(p +1) = 0(mod 2 p) dir.
pe Z,, bir idenpotenttir fakat bir S-idenpotent degildir.
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Ciinkii, mp=m, m* = p olacak sekilde, a,meZ,, —{p,0,1} yoktur. Fakat, p
asalsa m? = pimkansizdir. Bunun igin, P asal bir say1 ise p, Z,,'nin S-idenpotent
olmayan bir idenpotenttir.

ORNEK 3.9.
Zy, = {0,1,...29}halkasm1 alalim. Bu halkada, 6,10,15,16,21 ve 25 asikar

olmayan idenpotentlendir. 6 =6 (mod 30),24* = 6(mod 30) ve6.24 = 24(mod 30
oldugundan 6e Z,,bir S-idenpotenttir. Benzer olarak 20, beZ,, — {0,110} niin roliinii

tistlendiginde 10 bir S-idenpotenttir. 15 bir S-idenpotent degildir, 16 bir S-

idenpotenttir.
TEOREM 3.15.

R degismeli olmayan bir halka olsun. a,beR — {0, X, y} olmak tlizere

X,yeR - {O}asagldaki sartlar1 saglayan bir S- sifir bolen olsun.
l)ax=0 ve xa#0
2)yb =0 ve by #0
3)ab=0 ve ba =0

Bu takdirde (xa+by)?=0 yani xa+by, R’nin bir nilpotent elemanidir (Vasantha
Kandasamy, 2002a).

Ispat:
X,ye R— {O}bir sifir bélen olsun. Yani, xy=0=yx olsun
abeR-{0,x,y}ve ax=0, xa=0, yo=0, by =0, ab=0 ve ba = Oolsun.
(xa+by)*=xaby-+byxa+xaxa+byy’dir.

xy=yx=0, ab=0, yb=0 ve ax=0 oldugunu kullanarak xa+by’nin mertebesi 2 olan

bir nilpotent eleman oldugunu elde ederiz.
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TANIM 3.7.

Eger (N ,+,0) bir yakin halka ve N, (A,+,0) bir yapisi yakin cisim olacak
sekildeA alt climlesine sahip ise bu takdirde N’ye Smarandache yakin halkasi (S-yakin
halkas1) denir.

ORNEK 3.10.

Z,=1{0,1} yakin cismi verilsin. Bir G grubu alalim 6yle ki Z , G, bu grubun Z,
yakin cismi iizerinde grup yakin halkasi olsun. Bu durumda Z ,c Z, G olup Z, G bir

S — yakin halkas1 ve Z , bir yakin cisimdir. (Yakin cisim tanim i¢in bakiniz Vasantha

Kandasamy 2002Db)
TANIM 3.8.

(T ,+,0) bir S-yakin halka, yani T bir yakin alt cisim olan bir alt ciimleye sahip
ise, bu takdirde T’ye bir S-alt yakin halka denir.(Vasantha Kandasamy 2002b)

ORNEK 3.11.

Z, bir yakin cisim olsun. S, n. Dereceden bir simetrik grup olsun. Z,S_ bir grup

yakin halkasidir.

Acikca

H_1_123 (123) (123
1 la2 3P T l231) P T s 2

Sn bir alt grubu ve Z, < Z,H olmak iizere Z,H bir S-alt yakin halkadir.(Grup
yakin halkasi i¢in bakiniz. Vasantha Kandasamy 2002b)

ORNEK 3.12.
M, = {(aij €2, = {01}, 2, yakia Cisim}tﬁm 3x3 basamaktan matrislerin

climlesi olsun. Bilenen matrislerdeki toplama ve Z,’de tanimlanan ¢arpma islemi
altinda Mays bir yakin halka olur. Bu yakin halka ayn1 zamanda S-yakin halkadir. Bu
yakin halka ayrica sifirdan farkli olan S-alt yakin halkaya sahiptir.
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ORNEK 3.13.

Z; yakin cismi verilsin. Buna gére Z, [X] bir S-yakin cisimdir. Her
p(x) q(x) eZz[x] icin p(x).q(x) = p(x) alinarak (ZZ[X],+, 0) yapisinin bir S-yakin
halka oldugu goriiliir. Z,[x]sifirdan farkli (asikar olmayan) S-alt yakin halkadir

TANIM 3.9.

N = Qbir climle olsun. Eger (N ,+,0) bir yar1 yakin halka A = N olmak iizere
(A,+,0) bir yakin halka ise bu takdirde N ciimlesine Smarandache yar1 yakin halkas1

(S-yariyakin halkas1) denir.
ORNEK 3.14.

Zg= {O,L 2,...17}garpma islemi altinda mod 18’e gore tamsayilar ciimlesi

olsun. Z3g ciimlesi tizerinde x ve (ikili) islemler asagidaki gibi tanimlansin.

x bilinen ¢arpma iglemi

Va,beZicin aeb = aseklinde tamlanir.

A={57111317} AcZ,

(Z,x) bir yar1 gruptur.

(Z ,O)bir yar1 gruptur.

Dolayistyla (Z,x,) Va,b,ceZ,, (axb) e c = (axc) e (bxc) dolayistyla (Z, x,e)
yar1 yakin halkadir.

A={157111317} icin,

(A,X) bir grup (A,O)bir yar1 grup oldugundan (A,+,0)bir yakin halkadir.

Dolayisiyla (Z, X,O) bir Smarandache yar1 yakin halkadir.

Not:

Bir yakin halkanin alt ciimlesi ayni islemler altinda bir yar1 yakin halka ise bu

halkaya anti-Smarandache yar1 yakin halkasi denir.
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TANIM 3.10.

K bir indis kiimesi, N bir yakin halka ve {S, } ise N'nin tim S ideallerinin bir

koleksiyonu olsun. (k € K)

D Sk=S,+S,+S,+..+S, +..ye eger » 'S, nu her bir eleman farkl:

keK
Sklar i¢in elemanlarinin bir sonlu toplanani olarak bir tek temsile sahipse Smarandache

i¢ dogrudan toplanani denir.
TEOREM 3.16.

Eger yakin halka S- i¢ dogrudan (direct) toplanana sahip ise bu takdirde bu
yakin halka i¢ dogrudan toplanana sahiptir (Vasantha Kandasamy,2002b).

TANIM 3.11.

N bir yakin halka ve I yakin bu halkanin Bir S- ideali olsun. Eger N=I+J olacak

sekilde bir J ideali var ise I ya N’nin bir S-dogrudan toplanani (Sumandi) denir.

Eger N=I+j olacak sekilde bir S-ideal J var ise | ya bir Smarandache kuvvetli

dogrudan toplanani (Summandi) denir.
TEOREM 3.17.

Eger N’nin S-ideal I’s1 bir S-kuvvetli dogrudan toplanani (summandi) ise bu
takdirde bu ideal bir S- dogrudan toplananidir (Summandidir) (Vasantha
Kandasamy,2002b).

TEOREM 3.18.

N bir yakin halka ve eger N’nin S-ideal I’s1 bir S- kuvvetli dogrudan toplanani
(Sumandi) veya S-dogrudan toplanani ise bu takdirde acikca I bir dogrudan

toplanandir.

TANIM 3.12.

N bir yakin halka N’nin S-alt yakin Ni halkalarinin
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N =N, >N, 5N, 5..5 N, ={0}sonlu bir dizisine ancak ve ancak
Vief{l,2,..n}igin N,,N,_,'in S-ideali ise, N’nin bir Smarandache normal dizisi (S-
normal dizisi) denir.

Ozel durumda eger tiim Ni ler N’nin bir S- ideali ise bu takdirde bu normal

diziye bir Smarandache degismez dizisi denir.

S- degismez dizisi n’ye dizinin Smarandache genislikteki (uzunluktaki) (s-

uzunluktaki) dizisi ve Ni-1/Ni’ye dizinin Smarandache ¢arpanlari (S-garpanlari) denir.
TANIM 3.13.

N bir yakin halka olsun. Eger N, asikar olmayan S-ideallerinin Bir dogrudan
toplami veya N asikar olmayan dogrudan toplanana sahip ise, N’ye Smarandache
ayrisabilir (decompasable) veya Smarandache S-ayrisabiliri denir. Aksi takdirde N’ye
S-ayrisilamaz (indecomposable) denir. Boylece eger N ayrisilamaz ve heniiz Bir S-

idealleri degilse N hala S-ayrisilamazdir.
TANIM 3.14.

P, yakin N halkasinin bir S ideali olsun Eger her N’nin her S-idealler I ve J i¢in
I.JC P idealleri I cP veya J P olmasini gerektiyor ise P’ye smarandache asal

idealleri denir.
TEOREM 3.19.

N bir yakin halka olsun. Eger P bir S-asal ideal ise bu takdirde bir asal idealdir.
Ispat: Bu teorem kolaylikla ispatlanabilir.

Eger P bir asal ideal ise genelde P bir S-asal ideal degildir. Bir P asal idealinin

bir S — asal ideali olmasi gerekmez.
TANIM 3.15

N bir yakin halka P, N’de bir S-ideal olsun P bir Smarandache yan asaldur. (S-

yan asaldir) ancak ve ancak N’nin her S- ideali I igin 1? — P olmasin1 gerektirir.
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TANIM 3.16

I, N’nin bir S-ideali olsun. I’'nin Smarandache asal (radical) kok (S-asal radical)

ideali S(P(1)ITPile temsil edilir. Boylece S(P(I) bir S-asal radikali ise, bu takdirde
S(P(I) bir asal koke sahiptir.

TANIM 3.17

N bir yakin halka olsun 0 # xe N etkisiz elemanina eger x"=0 ve bir
yeR- |(0, x)mevcut Syleki X"y = Oise bir Smarandache etkisiz eleman1 (S-etkisiz

elemani) denir.

ORNEK 3.15

Z,, ={0,1,...11}halkasimi alalim. Agik¢a 6% = 0(mod12)ve6.8 = 0(mod12) dir.

Fakat herhangi bir m>0 i¢in 8° =8(mod12) oldugundan 8" = 0(mod12)dir . Bunun

igin 6 Z12 nin bir S-nilpotent elemanidir.
TANIM 3.18.

N bir yakin halka olsun. Eger O #<IN S-etkisiz ise x etkisiz elemandir.

TANIM 3.19.

S, bir- S-ideal olsun S — N etkisiz elemandir. Ancak ve ancak

S* ={0}olur.S = N'yeher S eSicgin S, S —nilpotent eleman olur.
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4.SMARANDACHE YAKIN HALKALARI VE ONLARIN

GENELLESTIiRILMELERI

Bu boélimde ise, Smarandache yakin halkalari ile ilgili bir¢ok yeni smiflar
tanitilmis ve bunlarin  genellestirilmeleri verilmistir. Bunlara ek olarak, tezin bu
boliimiinde, Smarandache yakin halkalarinin birkag¢ tiiri icin Smarandache karisik

dogrudan ¢arpimlarinin bes tiirii tanitilmstir.

TEOREM 4.1.

Biitlin yar1 yakin halkalar Smarandache yar1 yakin halkas1 degildirler
(Vasantha Kandasamy,2004).

Ispati:

Bu teoremin ispat1 bir ters 6rnek yardimiyla verilecektir.

Z" pozitif tamsayilar ciimlesi olsun Z* + islemi altinda bir yar1 gruptur. Ayrica
Z" ciimlesi iizerinde o islemi Va,beZ* icin aeb=a biciminde tanimlansin Acikca
Z",e islemine gore bir yar1 gruptur. Kolaylikla goriilebilir.(Z",+ e)bir yar1 yakin
halka olup Smarandache yar1 yakin halkas1 degildir.

Simdi sonsuz bir Smarandache yar1 yakin halka ile ilgili olarak bir 6rnek

verilecektir.
ORNEK: 4.1

M, 0= {(aij) -aij eZ}Olsun. Mpxn climlesi iizerinde bir islem olarak

matrislerdeki ¢arpma islemi tanimlansin. Bu durumda (Mx,,X)’in yar1 gruptur. Ayrica

Mpxn ciimlesi iizerinde o islemi A,BeM__icin AeB = Abi¢iminde tanimlansin.

nxn

Buna bagli olarak |Al # 0olmak iizere tiim nxn basamaktan (tipindeki) A matrislerinin

cimlesi i¢in (Mpyn,X, @) Smarandache yar1 yakin halkasidir. (|A , A nm

determinantidir)

Anxn Anxn C My oldugundan (Anxn, X) yari gruptur.
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ORNEK: 4.2

Z,, ={01,...23} tamsayilar1 mod 24’e gore kalanlar smifi t>1 i¢in P, ,P,,...P,
farkli asallar olmak tizere n= p,” p,”...p,"olsun. Z ciimlesi {izerinde x ve o
islemleri sirastyla x alisilmis garpma islemi ve e Va,beZigin aeb=a olarak
tanimlansin. Ayrica q,,d,,...pr i1S€ pP,,p,,...p, den farkli tek asallar ve q,,q,,..q,
eZ olsun Acgikca A ciimlesi x islemine gore bir gruptur.
SONUC 4.1

Z, ={O,1,2,...(n—1)}6rneklerde tanimlanan x ve e islemine gore bir

Smaranadache yar1 yakin halkasidir. Boylece tamsayilarin pozitif her ciimlesi i¢in
Smarandache yar1 yakin halkalarinin bir sinifi elde edilir. t=1 durumunda asagidaki

farkliliklar ortaya ¢ikar.
ORNEK 4.3

Z,= {0,1,2,3} Smarandache yar1 yakin halkadir. Ciinkii (Z,, X,e) bir yar1 yakin
halka ve (A= {1,3}, X,®) bir yakin halkadir. (A cZ 4)
ORNEK 4.4

Z, {0,1,...8} goziiniine alalim. (Z4, X, ) bir yar1 yakin halkadur. {A = {LS}, Xl} bir
yakin halkadir. Boylece Z,Smarandache yakin halkasidir. Agikg¢a 8 bir asal say:
degildir.
ORNEK 4.5

Z,, ={012,...24}olsun (Z,, X) Bir yar1 yakin halka (A= {1,24},x) bir yakin
halkadir. Boylelikle Zys bir Smarandache yar1 yakin halkadir.
TEOREM 4.2

(Z o ,X)Bir yar1 yakin halka olsun. Acgikca (Z iy x)bir Smarandache yar1

yakin halkasidir (Vasantha Kandasamy,2002b).
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Ispat:

(Z pz,x)Bir yar1 yakin halka olsun. Agikca (Z iy X) bir Smarandache yar1
yakin halkasidir.

(A= {], p? —l}, X) bir yakin halkadir. Bundan dolay1 (Z 0 x) Bir Smarandache

yar1 yakin halkadir. Buna bagl olarak t>1 kabul edilir. ¢iinkii asal olmayanlar i¢in x

islemi altinda yan1 halkaya katkida bulunabilir.
SONUC:

(Z o X) bir yar1 yakin halka olsun (Z o X) bir Smarandache yakin halkasidir.

Ispat:
A= {1, p" —1}alalzl A= {1, p" —1}Buna bagli  olarakta (an, X) Bir
Smarandache yar1 yakin halkadir.
Boylece sonlu Smarandache yan1 yakin halkalarinin dogal bir sinifi elde edilir.
TANIM 4.1
N ve Nj iki Smarandache yar1 yakin halka olsun. Bu durumda;

h: N —N;doniisiimii, h bir homomorfizm ise bir Smarandache yar1 yakin halka

homomorfizmidir.
Benzer olarak Anti-Smandache yar1 yakin halka homomorfizmi tanimlanir.
TANIM 4.2

N=N;xNjx...xNn yar1 yakin halka ve yakin halkalarin Smarandache karigik
dogrudan I carpimi (S-karisik dogrudan I carpimi) olsun. Burada Ni’ler S-karigik

dogrudan I ¢arpimu olarak adlandirilan yakin halka ve yar1 yakin halkanin siniflaridir.
S karisik dogrudan I carpiminin kullanimi iki adimdar.
TEOREM 4.3

N=N,;X N, ...xNn S-karisik dogrudan I ¢arpim1 olsun. Bu takdirde N bir S-
yar1 yakin halkadir (Vasantha Kandasamy,2002b).
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TEOREM 4.4

N=N,x N, ...xN, S-dogrudan I ¢arpimi1 olsun Bu takdirde N, S-alt yakin
halkalar ve S-ideallerine sahiptir (Vasantha Kandasamy,2002b).

TANIM 4.3

N=N;XNyx...Nr olsun. Bunada bazi1 Ni’ler yakin halka onlarin bazilari ise
yakin cisimlerdir. Bu takdirde yakin halkalarin karisik dogrudan Smarandache

carpimina S-karisik dogrudan II ¢carpimi denir.
TANIM 4.4

N=N,Xx N, ...xN, yakin halkalar ve halkalarin Smarandache karisik dogrudan

IIT ¢arpimu olsun. Ni’lerin bazilar1 halka ve bazi1 Ni’ler ise kesinlikle yakin halkadir.
TANIM 4.5

N bir yakin halka olsun Eger N muhtemel bir P alt climlesine sahip, P bir halka
olmak tizere P = N ise, bu takdirde N’ye II. mertebeden bir Smanandache yakin halkasi

(S-yakin halka IT) denir.

Boylece, S-karisik dogrudan ¢arpim II’nin daima bir S-yakin halka II oldugu
goriiliir. S-yakin halka II elde edilebilir ancak bunun icin halkalar olan bir yakin
halkadaki alt climleyi elde etmek kolay degildir. Ayrica, S-yakin halka I ve S- yakin
halkalar genelde birbiriyle ilgili degillerdir. Bunlar farkli iki sinif olarak ortaya ¢ikar.

TANIM 4.6

N=N3x...xNt olsun. Burada Ni’lerin bazilar1 yar1 yakin halka, bazilar1 ise
yakin halkalaridir. Bu takdirde N’ye yar1 yakin halkalarin Smanandache karigik
dogrudan Carpimi IV’ (S-karisik dogrudan carpimi V) denir.

S-Karisik dogrudan garpimi IV asagidaki tanima onciiliik yapar.
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TANIM 4.7

N bir yar1 yakin halka olsun. Eger N bir yar1 halka olan muhtemel bir P alt
climlesini kapstyor ise, N’ye II. Seviyede Smarandache yar1 yakin halka denir. Acik¢a
S-karisik dogrudan ¢arpim IV, S-yar1 yakin halka II’yi verir. Burada sunu ifade edecek
olursak S-yari yakin halka I ve S-yari yakin halka V farkli notasyonlardir. Bu durum

asagidaki 6rnekle agiklanmaktadir.

ORNEK 4.6

Z°xZ,, olsun. Burada 2° =Z' v {0} alisilmig + ve o islemler altinda bir yar1
halkadir. (Z,.,x,)ise bir yar1 yakin halkadir. Ac¢ik¢a N bir S- yar1 yakin halka II’dir.
Bu ayni zamanda P bir yakin halka olmak tizere Z, bir olas1 P alt ciimlesine sahip

oldugunda bir S- yar1 yakin halkasidir. Boylelikle genel bir S- yar1 yakin halka I asla
bir S-yar1 yakin halka II olmadig1 s6ylenebilir.

Bir Smanandache pseudo yami yakin halkasii elde etmek icin, S-karigik
dogrudan ¢arpimlarini insa etmek pozisyonunda degiliz. Ilgingtir ki birlesmeli olmayan
yakin halkalar (NA- yakin halkalar) ve birlegsmeli olmayan yar1 yakin halkalarin (NA-
yar1 yakin halkalar) durumunda farkl tiplerdeki S-karisik dogrudan ¢arpimi S-NA-

yar1 yakin halkalar ve S-NA- yakin halkalarini inga etmemize yardimeci olur.
TANIM 4.8

N=N,xN, x...xN birlesmeli olmayan yar1 yakin halkalar ve birlesmeli

olmayan yakin halkalarin Smanandache karisik dogrudan carpimi V (S-karisik
dogrudan ¢arpim V) olsun. Agik¢a N bir S- quasi yakin halkadir.

Boylece, bu S- karisik dogrudan carpim V’i kullanan S- quasi yari yakin
halkalarin bir sinifi elde edilir. eger S-karisik dogrudan ¢arpimdaki yar1 halkalar1 dahil
edersek bu takdir S-quasi yar1 yakin halkalar1 elde ederiz.

Boylece, S-karisik dogrudan ¢arpimlarina ihtiya¢ duyuldugunda yukarida
verilen bilgiler kullanilabilir. Ancak, dogal herhangi bir vasita ile NA- yakin halka
veya NA-yari yakin halkalar insa edilemez. Bunu yapmanin tek yolu, yakin-loop
(ilmik) halkalar, groupoid yakin halkalar, loop yar1 yakin halkalar insa edilerek NA-
yakin halkalar ve NA-yar1 yakin halkalar elde etmektir.
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