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OZET

FARK GREEN FONKSiYONU

Mehmet Ali AKTURK
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Ana Bilim Dali
Tez Danigsmani: Doc¢. Dr. Hakki DURU
Mart 2009, 51 sayfa

Bu calisma yedi boliimden olugmaktadir. Birinci ve ikinci bolimde konu ile ilgili
olarak tarihsel gelisim ve kaynak bildirisi verilmektedir.

Uciincii boliimde ise daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve bazi
onbilgiler verilmektedir.

Dordiincii boliimde ise ikinci mertebeden fark denklemi i¢in sinir-deger probleminin
¢Oziimiiniin  degerlendirmesinde Green fonksiyonunun ifade bicimini igerebilecegi
gosterilmistir.

Besinci boliimde ise tek boyutlu Shishkin sebekesi iizerinde singiiler pertiirbe 6zellikli
konveksiyon-difiizyon denklemi i¢in bazi monoton fark semalarmmin diizgiin yakinsama
derecesi kiiciik parametre degerlendirmelerine gore kuruldu. Bu degerlendirmelerin bulunan
uygun c¢oOziimiiniin maksimum noktas1 ayrik (diskret) problemlerin ¢oziimlerinin uygun a
priori degerlendirmelerinden tiiretilmistir. Bu hata degerlendirmelerini bulmak icin ayrik
(diskret) Green fonksiyonunun uygun degerlendirmeleri kullanilmigtir.

Altinc1 boliimde ise bir lineer singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon-difiizyon denklem
icin iki noktali sinir-deger problemi goz Oniine alinmis ve sebeke probleminde Green
fonksiyonu kullanilmasiyla a priori degerlendirme elde edilmistir.

Son boliim ise tezin degerlendirildigi tartisma ve sonu¢ kismindan olugmaktadir.

Anahtar Kkelimeler: Fark Green fonksiyonu, Green fonksiyonu, singiiler pertiirbe,
konveksiyon-difiizyon problem, reaksiyon-difiizyon problem, fark semasi, simir deger

problemi.






ABSTRACT

DIFFERENCE GREENS FUNCTION

AKTURK, Mehmet Ali
Msc Thesis, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakki DURU
March 2009, 51 pages

This study consists of seven chapters. In the first and second section as about the
historical development and is provided to a source.

In the third section the basic definitions will be used in later chapters, and gives some
preliminary information.

The fourth section of the second order difference equation, the solution of the
boundary-value problems in the evaluation of the format may contain the expression of
Green's functions are shown.

The fifth section on one-dimensional Shishkin mesh with a singularly perturbed
convection-diffusion equations for some smooth convergence of monotone difference
schemes for very small according to the parameters was established. These estimates of the
maximum point solution suitable for the solution of discrete problems are derived from a
priori estimates. To find these error to estimates the appropriate estimates of the discrete
Green's functions are used.

In the sixth section, a linear singularly perturbed reaction-diffusion equations two-
point boundary-value problem was considered, and grid problem using a priori estimate of
the Green's functions have been obtained.

In the last section of the thesis consists of the estimate of the discussion and

conclusions.

Key words: Difference Green’s function, Green function, singular perturbed,
convection-diffusion problems, reaction-diffusion problem, difference scheme, boundary

value problem.






ON SOZ

Bu calismada homojen olmayan denklem icin homojen sinir sartli Strum-Liouville
problemi, singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler i¢in fark Green fonksiyonu
incelenmistir. Bunlara uygun singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger problemleri ele alinmistir.
Bu problemler i¢in diizgiin sebekelerde iistel katsayili fark semasit kurulmus ve bunlarin
ozellikleri verilmistir. Yaklasik ¢oziimiin kesin ¢oziime &’a gore diizgiin yakinsak oldugu
ispatlanmis ve yakinsama hizi belirlenmistir.

Bu calismalarim esnasinda gostermis olduklar1 yakin ilgi ve yardimlarindan dolayi
basta damismanim Doc. Dr. Hakki DURU, saym hocam Prof. Dr. Gabil AMIRALI, bana
uygun calisma ortami saglayan arkadaslarima ve bu calismada emegi gecen herkese tesekkiir

ederim.

Mehmet Ali AKTURK
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1. GIRIS

Matematiksel fizik, fen bilimleri, miihendislik ve tip bilimlerinde ortaya ¢ikan bircok
problemin matematik modeli Green fonksiyonlar1 yardimiyla coziilebilmektedir. Bu
calismada Green fonksiyonlari icin niimerik yontemler ele alinmis ve bunun matematiksel
ozellikleri incelenmistir. Bu yontem ii¢ farkli probleme uygulanmistir. Bunlar, homojen
olmayan denklem icin homojen sinir sartli self adjoint lineer problemi, singiiler pertiirbe
ozellikli konveksiyon-difiizyon problemi ve singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon-difiizyon
problemidir.

Bu calismada kullanilan singiiler pertiirbe Ozellikli problemler yiiksek tiirevler
karsisinda kiigciik bir pozitif parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Bu tiir
problemlerin ¢oziimii, tanim bdolgesinin bazi kisimlarinda cok hizli de8isime sahip olur,
dolayistyla sinirsiz tiirevler igerir. Pertiirbasyon parametresi olan £ kiigiik alindiginda, klasik
niimerik metotlar genelde istenilen niimerik sonuclar vermemektedir. Klasik ve standart
niimerik yontemlerin kararsizliklar1 yahut 1raksak olmalar1 nedeniyle uygulanmasi imkansiz
olur (Doolan ve ark., 1980; O’Malley, 1991; Nayfeh, 1993). Boylece, gercek c¢oziime
yaklasim imkan1 saglayan uygun metotlarin kurulmasi 6nem kazanmaktadir.

Sunulan ¢alismada, ilk olarak ele alinan problem asagidaki lineer ikinci mertebeden

sinir deger problemidir:

Lu :=i(k(x)@j—q(x)u=—f(x), O<x<l1 (1.1)
dx dx
u0)=0, ud)=0, k(x)=c>0. (1.2)

Burada, g(x)>0 ve k(x), g(x), f(x) fonksiyonlari [0,1] araliginda tanimli yeterince
diizgiin fonksiyonlardir. Bu problemin ¢6ziimii i¢cin fark Green fonksiyonu olusturulup a
priori  degerlendirmesi  yapilmustir.  Ikinci  olarak, r(x)z2a>0, aeR ve
r(x), f(x)e C'[0,1] olmak iizere asagidaki
Lu=—¢eu"(x)—r(x)u’(x)=f(x), O<x<l, (1.3)
u0)=u1)=0 (1.4)
konveksiyon-difiizyon problemi incelenmistir. Bu problem i¢in Shishkin sebekede fark Green

semas1 sunulmustur. Degerlendirmeler yapilmis daha sonra bu degerlendirmeler kullanarak

problemin yaklasik ¢oziimii sunulmustur. Yaklasik ¢oziim icin degerlendirme yapilmis ve

yakinsakligr incelenmistir. Hata degerlendirmesiyle yaklasim mertebesi O(hz) bulunmustur.



Kesinligin en hassas ol¢iimii icin en iyi yaklasim normunun, singiiler pertiirbe ozellikli
problemler i¢in niimerik metotlarin yakinsama derecesini analiz ettigimizde maksimum-
modiil-normu ( L -normu) oldugu iyi bilinir (Farrell ve ark., 2000). Mevcut durumda, bariyer
fonksiyon teknigi bu normda hata degerlendirmesini elde etmek icin genis bicimde kullanildi.
Arastiritlan semanin monotonlugunu kabul eden bu teknik, cok kesin bir metottur, fakat
bariyer fonksiyonun kurulmasi ¢ok zor olabilir.

Bu calismadaki amag¢, maksimum-modiil-normunda sonlu fark semasinin kesinligini
analiz etmek icin, Green fonksiyonlart kullanilarak bulunan ayrik (diskret) problemin
coziimlerinin bir a priori degerlendirmesinin uygulamasini gostermektir.

Son olarak, [0,1] araliginda tanomh P > p(x) 2 p >0, Q2¢qg(x)2qg>0, p,ge R ve

f(x) fonksiyonlar1 yeterince diizgiin olmak {iizere,

dx
u(0)=u(1)=0 (1.6)

Lu:=-¢ i( P(X)%jJrq(X)u(X) = f(0), O<x<I, (1.5)
X

problemi ele alindi ve bu problem i¢in diizgiin olmayan bir keyfi sebeke (adaptive sebeke)
tanitildi. Bakhvalov sebekesi denen bu sebeke, sinir katlart disinda diizgiin artighi ve araligin
sinir (veya baglangic) katlarinda belirli bir kurala gore u¢ noktalara dogru siklagsan diigiim

noktalarina sahiptir. Bakhvalov sebekesi lizerinde tanimli ayrik problemin ¢6ziimiiniin, (1.5)-
(1.6) problemin ¢oziimiine & -a gore diizgiin olarak ve sebeke diigiimlerine gore O(N )
mertebesinde yakinsadigi ispatlandi.

(1.5) probleminin regiiler (£ =1) durumu i¢in O(N ) oraminda diizgiin olmayan bir

keyfi sebekede olusturulan fark semasinin yakinsakligi; sag taraf zayif W_'j,l -normuna gore

¢oziimiin L’ -normu icin a priori degerlendirmelerinin ayrik (diskret) Green fonksiyonunun

kullanimiyla elde edilmis olan ve daha once gelistirilen teknik Tikhonov ve Samarskii (1961)
esas alinarak, Tikhonov ve Samarskii (1962) tarafindan ispatlandi.

Ayrica, Bakhvalov sebekesinin singiiler pertiirbe 6zellikli konveksiyon-difiizyon
denklemleri icin de kullanilabildigi Liseikin ve Yanenko (1981); Andreev (1998) tarafindan
gosterildi. Daha sonra, konveksiyon-difiizyon denklemi i¢in ikinci mertebe fark semasi

durumuna gore, yaklasim hizinda bir kayip olmaksizin, ardisik adimlarin yakin oldugu kabulii
ihmal edilerek, yani sinir kati disginda sadece h,=O(N~') smirlamasiyla keyfi diizgiin

olmayan sebeke ele alinarak, Bakhvalov sebekesinin genellesebilecegi Liseikin ve Yanenko

(1981)’de ispatlandi. Bu sonuglar, reaksiyon-difiizyon denklemine genellestirilecektir.



2. KAYNAK BILDIiRiSLERI

Singiiler pertiirbasyonun dogusu, akiskanlar dinamigindeki sinir kat1 teorisiyle Prandtl
(1905) tarafindan ileri siiriildii. Singiiler pertiirbasyon terimi ilk kez Friedrichs ve Wasow
(1946) tarafindan ortaya atildi. Rusya’da basta Moskova Devlet Universitesi’'nde adi
diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbasyon ile ilgili aktif arastirmalar ve gelistirmeler
Tikhonov (1952) tarafindan yapildi. Ve onun 6grencilerinin, 6zellikle Vasil’eva’nin (1963)
stirekli olarak etkin bir bicimde gelistirmesiyle bugiinkii diizeye gelmistir.

Yiiksek mertebeli tiirev terimlerinin, kiiciik € parametresiyle carpilarak elde edilen
denklemlere singiiler pertiirbe denir. Bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri normal olarak
sinir katina sahiptir. Singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler, fen bilimlerinde ve
miihendislikte matematiksel problemler olarak karsimiza ¢cikmaktadir. Bu tip problemler i¢in
bazi fark semalar1 iizerinde durulmus ve bu fark semalar1 i¢cin Green fonksiyonlari
olusturulmustur. Fark Green fonksiyonlara ornek olarak n. dereceden lineer diferansiyel
denklemler iizerinde n. dereceden lineer fark denklemleri icin fark Green fonksiyonlarini
Hartman (1978)’de fark semalarinin birinci tiirev degerlendirmesiyle merkezi fark orani
calismalarinda Andreev ve Kopteva (1995)’te fark Green fonksiyonlarini kullanmisglardir.

Cheng ve Lin (1997)’de lineer kismi fark semalar:t i¢cin Green fonksiyonlarini
incelemislerdir. Ters cevrilebilen problemin kararliligi i¢in  Sturm-Liouville fark
denklemlerinde Davies-Harrell tip i¢in fark Green fonksiyonunu Chernyavskaya (1999)’da,
Chernyavskaya (2000)’de ise iki tarafli degerlendirmeler i¢in Green fonksiyonunu diagonal
degerlerde de islemistir.

Samarskii (2001)’de Fark Semalar1 Teorisi adli kitabinda fark Green fonksiyonlarini
konu almistir. Andreev (2001)’de Green fonksiyonu ve monoton ii¢ noktali singiiler pertiirbe
ozellikli sonlu fark semalarinin ¢oziimiiniin a priori degerlendirmelerinde, Andreev (2001)’de
tek boyutlu Shishkin sebekesi iizerinde singiiler pertiirbe ©zellikli konveksiyon-difiizyon
denklemi icin monoton fark semalarinin Green fonksiyonu ve diizgiin yakinsamasinda,
Andreev (2002)’de noktasal ve agirlikli singiiler pertiirbe 6zellikli konveksiyon-difiizyon
denklemi i¢in birinci tiirevinin ve ¢Oziimiiniin a priori degerlendirmelerinde fark Green
fonksiyonunu incelemistir.

Axelsson ve Gololobov (2003)’te fiziksel siireclerde singiiler pertiirbe ozellikli
konveksiyon-difiizyon problemlerini i¢in merkezi fark metodu ve lokal Green fonksiyonlarini

birlestirme metodunda fark Green fonksiyonlarindan yararlanmiglardir. Thomee ve Larsson



(2003)’te Kismi Diferansiyel Denklemler ile Niimeriksel Metotlar adli kitabinda Green
fonksiyonlarindan bahsetmektedir. Andreev (2004)’de ise singiiler pertiirbe 06zellikli

reaksiyon-difiizyon problemlerin i¢in fark Green fonksiyonundan yararlanmstir.



3. ON BIiLGIiLER

Bu bolimde diizgiin sebekede fark semasinin kurulmasinda ihtiya¢ duyulan
notasyonlar, siirekli bolgede tanimlanmis fonksiyonlar i¢in tamimlar ve esitsizlikler

verilmektedir.

3.1. Diizgiin Sebeke icin Gerekli Tamimlar
Tanmm 3.1.1.

a) @ = {xi|xi =ih,i=12,.,N —1}, h= l/N ifadesine [O,l] arahigindaki diizgiin sebeke

denir.

b) g. = g(x,)w, da tamml1 herhangi bir fonksiyon olsun.

c) ||g||c(w) =max|gl.| ifadesine diizgiin sebeke normu denir (Amiraliyev ve Duru,
h

RAST

2002).
Tanmim 3.1.2.
g herhangi bir fonksiyon olsun. Buna gore;
a) g, = 8 (i )h_ 8(x,) ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denir.
b) g:. = w ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir.
c) 8 = 8 (xi )z_hg(x"‘l) ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi denir.
d g .= 8(Xin) =28(x) + 8(x;) ifadesine ikinci mertebeden ileri fark tiirevi denir

xx,i h2
(Amiraliyev ve Duru, 2002).



Tanim 3.1.3.

f(x), [0,1 ] ’de tamimli herhangi bir siirekli fonksiyon olsun.

a) C" [O,l] ifadesi [O,Z] araliginda x’e gore n. dereceden siirekli tiirevlere sahip
fonksiyonlar kiimesi olmak iizere, g, = g(x,.) ifadesine @), ’ta tanimlanmis sebeke fonksiyonu
denir.

B) [ f efoy =max|f (x| ifadesine [0,7] arahgindaki siirekli fonksiyonlar igin

maksimum norm denir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 3.1.4.

N-1
a) (y,v)= z y;v;h ifadesine agik ayrik(diskret) i¢ carpim denir.

i=1

N
b) (y,v] = Z y,v;h ifadesine yari acik ayrik(diskret) i¢ ¢arpinmi denir (Amiraliyev ve

i=1

Duru, 2002).

Tanim 3.1.5.

s i=k . .
a) 0, = {0 ok ifadesine Kronecker deltasi, 8, fonksiyonuna Kronecker delta
,

fonksiyonu denir.

b
b) L, (a,b) uzayr: j f?(x)dx integralinin mevcut olmasi halinde (a,b) aralig iizerinde

a

kuadratik olarak integre edilebilir fonksiyonlarin olusturdugu siniftir. L, (a,b) veya kisaca L,
ile gosterecegiz.

f(x)e L, ve g(x)e L, olsun. Bu iki fonksiyonun skaler ¢arpimi

(£.8)= | F(x)g(x)dx

ile ve f(x)’in normu

| £ =(r. F)=[ 1> @ax veya | £|=(f.f)



ile tanimlanir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

3.2. Shishkin Sebeke icin Gerekli Tanimlar

Tanim 3.2.1.

[0 1 ] araliginda diizgiin olmayan keyfi
@={x0=x, <.<x, =1} o=a\{0,1}
sebekesini ele alalim. h =(x,—x,_,) formili x, diiglimiindeki sebeke adimi ve
h=(h,+h,, )/2 ortalama sebeke adimidir. @ sebekesi iizerinde tanimli herhangi v, =v(x,)
sebeke fonksiyonu i¢in asagidaki sonlu farklar
a) v, =(v,-v_)/h,,

b) v ,=(v,, —v,)/h

i i+1 i+l 0

©) v, = (v, —v)/h,,

d) v, =(v,-v_)/h,,

&) v, =(v;, +v,,)/2
bi¢ciminde tanimlansin.

f) (i=0,L...,n) diigim noktalar: ve v,’ler ise bu noktalardaki fonksiyon degerleri
olsun

Av,=v,, -,

ifadesine birinci mertebe ileri sonlu fark denir.

g) (i=0,1,..,n) digim noktalar1 ve v,’ler ise bu noktalardaki fonksiyon degerleri
olsun

Vo, =v,-v,,

ifadesine birinci mertebe geri sonlu fark denir (Amiraliyev ve Duru, 2002).



Tanim 3.2.2.

i=0vei=N noktalarim1 goz ardi ederek ve @ sebekesinde tanimli v, sebeke

fonksiyonu icin
1)

V)|

a) o], =[], =(jv

b) [v]. =]v

= max
L xeo

ifadeleri sebekede tanimli normlardir (Amiraliyev ve Duru, 2002).
Tanim 3.2.3.

N ’yi bir ¢ift say1 alalim. Bu takdirde
o={x | x,=ih, i=0l..,N/2; x,=6+(i—N/2)H,

i=N/2+1,.,N;  h=20/N, H=2(1-0)/N, 3.1)
. E
o=min(— lnN,l/Z)}.
r
Bu, i=1,.,N/2 i¢in h,=h ve i=N/2+1,..,N igin h,=H sebeke adimlariyla parcali
diizgiin bir sebekedir. (3.1) sebekesine Shishkin sebekesi denir (Andreev, 2001).

Tanim 3.2.4.

- . . 1 . . .y .. . .
Eger A singiiler olmayan A~ 20 ve a; <0, tim i # j’lerigin 1<4, j <n ise ger¢ek
bir nxn A matrisi bir M —matrisi dir. A¢ikca M matrisler kiimesi monoton matrisler

kiimesinin bir alt kiimesidir (Farrell ve ark., 2000).

3.3. Bakhvalov Sebeke icin Gerekli Tamimlar
Tanim 3.3.1.

£ parametresine bagl bire bir siirekli diferansiyellenebilir yol gosterici [0,1] araliginin

kendi iizerinde



t, £2E€, icin
—agln(l-t/b), 0<t<8 icin

x(t) = 32
® 1/2-d(1/2-1), 6<t<1/2e<¢g, igin G2
1-x(1-1), 1/2<t<1
formiilleriyle tanimlayalim.
_ ag(1-206) ’ . 1+ 2ae ln(l—B/b)’ (3.3)
1+ 2aeln(1-6/b) 1-26

6 e (0,1/2) bir keyfi say1 ve a, asagida 6zellestirilmis bir parametre olsun. Bakhvalov tip bir
sebeke veya diizgiin olmayan bir Bakhvalov tip sebeke (3.2) ile verilen x(),

Q={x|x =x(t), Lem, @, -1.)=0N"} (3.4)
formun bir gebekesi olarak tanimlayalim. (3.4)’teki @ sebeke diizgiin ise bazi 7, =i/ N bu
takdirde (3.2), (3.4) sebekesi uygun anlamda bir Bakhvalov sebekesidir (Andreev, 2004).



4. FARK GREEN FONKSIYONU

Ikinci mertebeden fark denklemi icin smir-deger probleminin ¢dziimiiniin
degerlendirmesinde, bu c¢oOziimiin Green fonksiyonunun yardimiyla ifade biciminden
yararlanilabilir. Bunu L operatorii H Hilbert uzayinda self adjoint ve pozitif tanimli bir

operator olmak iizere

Lu _ 4 (k(x)—j qg(xX)u =—f(x), O<x<l1 4.1)
a’x
u@)=0, ul)=0, k(x)=c>0, q(x)=0

sinir-deger problemi Orneginde gosterelim. Bilindigi gibi bu problemin ¢oziimii asagidaki

integral ile verilebilir
u(x) =[G &) f(§)dE (4.2)

burada G(x,&) kaynak fonksiyon veya Green fonksiyondur. Eger x’in fonksiyonu olarak

G(x,¢&) Green fonksiyonu her bir & igin
LG(x,&) == (k()ﬂxqu g(0)G(x, &) =0, x# & O<x<l,

G(0,5)=G(1,$) =0, (4.3)
sartlarin1 sagladig takdirde (4.2) fonksiyonu (4.1) denklemini ve u(0)=0 ve u(l)=0 sinir

sartlarini saglar.

[G]=G(&£+0; &)-G(E-0; &) =0, [k%?}:—l igin  x=¢
X
S0z konusu tanimdan Green fonksiyonunun negatif olmadig1 ve simetrik oldugu goriiliir:
G(x,$)>0, G(x,$)=G(&,x).

G(x,&) fonksiyonunun agik ifadesi asagidaki sekilde verilebilir.

ax) B&) oY

Gro={ o (4.4)
xX,$) = .
a(6) Bx). i3
a(l)

a(x) ve P(x) sirasiyla asagidaki baslangig-deger problemlerinin ¢6ziimiidiir:
La=0, O<x<l, a(0) =0, k(0)a’(0) =1, 4.5)
LB =0, O<x<l, B1) =0, kDB Q) =-



A(x)#0, ayrica x>0 i¢in a(x)>0 ve 0<x<l i¢in pSB(x)>0 oldugundan

a(x) ve PB(x) fonksiyonlari lineer bagimsizdirlar (Samarskii, 2001).

Ornek.
47U _ i), 0<x<1)
dx
u(0) = u(1) =0

probleminin Green fonksiyonunu ve ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. Homojen problemin sadece asikar ¢oziime sahip oldugunu gostermek kolaydir ve

bdylece Green fonksiyonu mevcuttur. #” =0 diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
u(x)=Ax+B

u(0)=0 sartim1 saglayan bir ¢Oziim u,(x)=x olarak kolayca bulunur. u(l)=0 sartim

saglayan bir ¢oziim u,(x)=x-1 ile verilir. Goriildiigii gibi bu iki fonksiyon lineer

bagimsizdir. Wronskian W (u,;u,;u;) = u,u, —u,u, =1 dir. Boylece Green fonksiyonu

x(E-1), 0<x<¢&

G(x;f):{(f(x—l), F<x<l

olur ve problemin genel ¢oziimii

u(x) = [G(x:9) f(&)dé

olur. Ozellikle f(x)=1 ise
u(x) =x(x—1)/2
seklinde bulunur (Eutiquio, 1972).
Ikinci mertebeden genel bir fark denklemi Ay, , —C,y, + B,y,,, = —F, seklindedir ve
bunu
Ui Vi = ¥) =@, (¥, = yi) = d 3 ==,

bigiminde yazilir. Burada ¢, yerine h’@, ve d, yerine h’d, yazilirsa:

1 .
Ay; :?[am(ym =) —a;(y; _yi—l)]_diyi == i=12,...,N-1

durumu diferansiyel denkleme oranla daha uygun hale gelmis olur.
Indissiz bicimde yazilmis

A, =(ay,), —dy=—p(x). x=ih, (4.6)



a(x)2c¢,>0, d(x) =0, i=12,...N—-1
fark denklemini ele alalim. Ayrica i = 0(x =0) ve i = N(x =1) i¢in birinci tip sinir sartlarini:
vo =0, yy =0 4.7)

(4.6) probleminin ¢oziimiinii asagidaki bicimde arayalim
N-1
Vi :Z Gyuo.h=(Gy.0,) (4.8)
k=1

ve talep edelim ki bu fonksiyon Ay, =-¢, denklemini saglasm. A G, =—0J,/h sart
N-1

dahilinde (4.6) denklemi Ay, = z A ;G o.h esitliginden kolayca goriilir. y, =y, =0
k=1

sartlarmin, G, = G,, =0 secimi i¢in saglanacag: da agiktir. BOylece, i’e gore bir fonksiyon

olarak G, =G(x,,x,) herbir k =1,2,..., N -1 i¢in
5
AyGy =(a,(Gyi), —d,Gy = —7, i,k=12,..,.N-1 4.9)

G, =G, =0
sartlarini1 sagladig takdirde, (4.8) formiilii (4.6)-(4.7) probleminin ¢6ziimiinii verecektir.
Bu bicimde tanimlanmis Green fonksiyonu mevcuttur ve bu fonksiyonun (4.4)’e
benzer acik ifadesi elde edilir. Bu amagla asagidaki baslangic-deger problemiyle tanimlanmis

a; ve . fonksiyonlarini dahil edilir.

Ao, =0, i=12,....N-1,
o —a
a,=0, aa,=a———=_=1,
’ h
A,Bl. =0, i=12,...,.N—-1, (4.10)
IBN:O’ aNﬁ},N:aNM:_I’

h

o, ve f, fonksiyonlarinin asagidaki Ozelliklere sahip oldugu agik bir sekilde

dogrulanacaktir:

1) a, monoton artan ve J;, monoton azalan olmak iizereer, ve [, pozitif
fonksiyonlardir:
a, <o, Say, :3; S:Bi—l Sﬂo’

i=12,..,N icin ;>0 ve i =12,..,N -1 icin B,>0. Gergekten, (4.10) sartlar



i—1 h
a,a;; =1+ hd, e, a =—>0,

k=1 a,

esitliklerini saglar.

Eger k =1,2,...,i—1 i¢in &, >0 ise, bu takdirde a, &; ;>0 ve a,>«,_, >0 olur. Benzer
bicimde f..<0ve 0<fB.<f,_, dir.

2) a, = f3, veya (1) = B(0). Ikinci Green formiiliinden

(@, Af) = (B, Aa) +ay (aff; = Boy) y —a, (o = fa.)y

(4.10) sartlarindan dolay1 &, = S, oldugu ortaya cikar.

3) Determinant A, =a, (o, B -, f;,)=sbt=0, O0<i<N i¢in pozitiftir.
{0 Sx, =ihsx, =x } bolgesinde ikinci Green formiiliinii uygulayarak

ip—1

0= Z(Cb’/\ﬂ—ﬂ/\d)ih =4a,; (of; - pa;)—a,(of, - pa,),

=-A(x, )+ B0)a, oz, =—A(x, )+ b,
bulunur. x;, =x, @, sebekesinin keyfi bir diigiimi oldugundan,
A(x) = sbt = B(0) = a(l).

Green fonksiyonu

%GB i<k,
aN
G, = o (4.11)
=L ein i2k
N
biciminde diizenlenebilir. Buradan G,, = G,, =0 oldugu ortaya ¢ikar.
Formiil (4.11)’deki denklemin A, G, =-0,/h denklemini ¢bzmesiyle dzellestigini

gostermeyi basarirsak Onceki gosterim ispatlanacaktir. Gergekten Aa;, =0 ve Af =0
gergeklerinden dolayi i # k i¢in A ; G, =0 olur. i =k i¢in A ; G, ifadesi incelenmelidir:
1
A3Gy)iy = W [ak+1 @ frn— B —a (b, — o B, )]_ 4Gy (4.12)
N

Ao =ty @ B —a, Bi) [ h=a, sartindan a,, B, = a,, ., B, —ha, ifadesini

tiiretilir ve (4.12) formiiliiniin sag tarafinda yerine yazilir. Sonug olarak

d
(A Gi) ik :ﬂ aos),, BNy b a, =& Aa, —l:_l
aN ’ h aN 0{N h h



elde edilir.

(4.11) formiiliintin anlam1 sudur G, >0 i¢in i,k #0,N ve G, =G, olur. Ayrica, i

sabiti i¢in k 'nin bir fonksiyonu olarak G,
NGy ===~ Gip =Gy =0

sartlarim saglar. Sinir sartlarnmin y, = ¥,y, ve yy =4%,yy olmasi durumunda Green

fonksiyonu benzer bir yolla olusturulabilir. Ilgili 6zel durum d(x)=0 olmasidir. Burada

o= cot'(x) ve = ,b’ (x) fonksiyonlar1 agik bicimde (4.10) denklemlerinden belirlenebilir:

° i h o N h
o= —, Bi=2 — (4.13)
s=1 as s=i+1 as
ve
(ay-), =—-¢, xe,, Yo =0, yy =0, 4.14)

problemle ilgili Green fonksiyonu

LS/
s=1 Ay s=k+1 Gy

As  s=k+1 s=1 Qg
G, = (4.15)
k h N h N h
— —, i2k
; as S;l as ; aS

fonksiyonuna indirgenir.

Samarskii (2001)’de sayfa 153-154’deki (15), (17) semalarindan dolayi, G, , bir

diferansiyel denklem i¢in Green fonksiyonu ile w, sebekesi iizerinde rastlagir.

4.1 A Priori Degerlendirmeler:

Green fonksiyonuyla ilgili olarak (4.6)-(4.7) probleminin bir ¢oziimiiniin (4.8) asikar
gosterimi, sag tarafla alakali olarak bir ¢oziimiin ¢esitli hata degerlendirmelerinin zemininde

yatar. (4.8)’den kolayca goriiliir ki

|yi| < (Gy»

N-1
D |):Z Gik|¢k |h (4.16)
k=1

ve bundan dolayt y,’nin bulunabilen bir diizgiin degerlendirmesi max;, G,

degerlendirmesiyle bulunabilir. Bu dogruda, ¢,



i—1
o=n,, n, =0, n,=Y ho, i=23..N (4.17)
s=1

olarak diizenlenir. Bu ifadeleri yukaridaki (4.8) formiiliinde yerine yazilarak,
Y(x) =(G(x,6),1,) == (G; (x,£), ()], x.¢ € w, (4.18)

oldugu formiiliin kistmlarinin toplamindan ¢ikarilir.

Sonraki adim ‘GE (x, 5)\ ile ilgilidir (Samarskii, 2001).

Lemma 4.1. (4.6)-(4.7) problemiyle iliskili G(x,&) Green fonksiyonundan dolayi, diizgiin

degerlendirmeler biitiin x,&{€ @, icin

G(x,$) Si, (4.19)

G
G, (x,§)|s3, G, (x.8) <2 (4.20)
c ¢ c

gecerlidir (Samarskii, 2001).

Ispat.
1) (4.6)-(4.7) probleminin bir ¢oziimii i¢in
N-1 1 i 5 1 N-1 i 5
bl <X — X |r*e) < — X2 @21
R < P — Cp o=l 5=l
oldugu biliniyor.

(4.21ydeki y, ile G, 'y1ve @, ile J, /h’1 yer degistirerek,
i<k igin §, = 6,, S,=0i2k igin S, =1
s=1

olmak iizere

1« 1—x 1
maxG, <— > hS, g
ik
" ¢ o ¢ ¢

IA

bagintilarini olusturulur.

2) d(x)=0 ve G =G,(x,¢) Green fonksiyonunu (4.15) formiiliiyle 6zellestirilir. Bu

durumu varsayarak,



@0 O i e
Gy: (x,6) = . a(l)
ZGYECRN
a(l)
esitligini bulunur.
=<t Bo=—<t a@<am, &) < al)
a, c a, ¢

bagintilarina dayanarak

|Gox(x,§)| < i
C

1

(4.22)

sonucuna ulasilir. Ayni1 sekilde,

1
|Gy (1,8 < -
v(x,8)=G,(x,)—G(x,&) olsun. G, ve G igin denklemler

A(z v(-x7 f): _d(-x) G() (-x’ 5)7 U(O’ é) = U(L é) = 0
ifadesini saglar. Bu denklemin her iki tarafinin &’ye gore sol fark tiirevi hesaplanabilir,

(x,&) = Vs icin problemi diizenlenirse
A, o(x,6) = (a(x) @; (x,8)), —d(x) A(x,8) = -d ()G (x,5),
@(0,£)=0, w(,£)=0.

Buradan

max| @(x,$)| < max| G, (x,£)|< e (4.23)
X X cl
(4.22) ve (4.23) degerlendirmeleri kullanilarak bunlardan baska, bilinen esitsizlikten
G- (6,9 <|Gp (x.8)| +] @(x,8)|

istenen (4.20) degerlendirmesi tiiretilir (Samarskii, 2001).

Teorem 4.1. (4.6)-(4.7) probleminin ¢oziimii icin su degerlendirmeler gecerlidir:

25

C

i=

N-1

D ho,

s=i

: (4.24)

1
D ho,

s=1

[)-2 8

1 1

. (4.25)



Ayrica eger ¢(x); ¢=1,+¢ biciminde ise, (4.6)-(4.7) probleminin ¢oziimii,

i—
*

M=) he,  icin i=23,..,N ve M, =0

k=1

olmak iizere

|1 (4.26)

2
I3 <2 {0 ]n) 1+ 0.
1

degerlendirmesini saglar (Samarskii, 2001).

Ispat. =7, alarak ve daha sonra (4.18) formiiliinii uygulayarak onceki Lemma yardimiyla

& | (4.27)

| <(|e. o

b

(&)l ]sf(l,

sonucu ¢ikar. 77(x) fonksiyonu 77, =¢ sartindan keyfi bir sabitle
N =M =ho,

tekrar diizenlenebilir. Fark denkleminin bir ¢6ziimii ya

N-1 N-1
ny=0ise 7, =ny-> ho,==> ho,

veya
m=0 ise M, =7 +2, hp=3 ho,
s=1 s=1
ile ifade edilebilir. Bu formiilleri (4.27) esitsizliginin sag tarafina 77, i¢in yerine yazma (4.24)
ve (4.25) degerlendirmelerine gotiiriir.
(4.26) esitsizligini ispatlamak igin, @ =pu_ yerlestirmek yeterlidir, Oyle ki

@=(n+u), ve onceki arglimanlari tekrar alinir (Samarskii, 2001).

Uyari 4.1. (4.16) formiiliinden,
1 1 1
<— <— <—
sl < alobs Hlol<lol,
degerlendirmesi cikar. Bu

<(1lel)<]el<lol.

> ho,
k=1

belli esitsizliklerinden agiktir.

Ayrica,



16,8, <=
C

1
degerlendirmesi kullanilarak, (4.6)-(4.7) sinir deger problemin ¢oziimiiniin fark tiirevi i¢in C

uzayinda bir hata degerlendirmesi kolayca tiiretilebilir. Ger¢cekten de asagidaki denklem

3. =|<Gx<x,§>,¢<§)|s§<1, o))

su esitsizlige yol acar:

X

2
c Sc—(l,

1

o)

(Samarskii, 2001).



5. SINGULER PERTURBE OZELLIKLi KONVEKSiYON-DiFUZYON DENKLEMi
ICIN FARK GREEN FONKSIYONU

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler i¢in niimerik metotlarin yakinsama derecesi
analiz edildiginde, kesinligin 6l¢iimii icin en uygun normun modiiliin maksimum normu ( L -

normu) oldugu iyi bilinir (Farrell ve ark., 2000). Mevcut durumda, bariyer fonksiyon teknigi
bu normdaki hata degerlendirmesini elde etmek i¢in genis bicimde kullanilir. Arastirilan
semanin monotonlugunu kabul eden bu teknik, ¢ok kesin bir metottur, fakat uygun bariyer
fonksiyonun kurulmasi ¢ok zor olabilir.

Bu boliimdeki amag, modiiliin maksimum-normunda sonlu fark semasinin kesinligini
analiz etmek ic¢in, Green fonksiyonu kullanilarak bulunan ayrik (diskret) problemin

coziimlerinin bir a priori degerlendirmenin uygulamasini gostermektir.

5.1 Siirekli Problemin ifade Edilmesi:

[0 ,1 ] araliginda asagidaki sinir deger problemi goz Oniine alinsin: L operatoric H
Hilbert uzayinda self adjoint ve pozitif tanimli bir operatdr olmak iizere
Lu=—¢eu"(x)—r(x)u’(x)=f(x), O<x<l,

u(0)=u)=0. (5.1)
Burada €< (0,1 ] kiiciik bir parametredir.

r(x)2a >0, ac R ve r(x), f(x)eC'[0,1] (5.2)
oldugu kabul edilsin. (5.1), (5.2) probleminin ¢oziimii icin asagidaki degerlendirmeler
gecerlidir (Kellogg, 1978):

[P )| c+ete™), k=012 (5.3)

Burada c, £’dan bagimsiz pozitif bir sayidir. Bu degerlendirmeleri ve (5.1) diferansiyel

denklemi kullanilarak, ayni (5.2) kabulleri altinda ¢oziimiin tglincii tiirevinin benzer bir

degerlendirmesi kolayca bulunabilir:

u”(x)|< c(1+€7e™). (5.4)
Bu degerlendirmeleri kullanilarak, (5.1) probleminin ¢oziimiiniin Shishkin ayrigiminin

u(x)=Ux)+V(x), xe[0,1] (5.5)



ifadesinin yerini aldig1 gosterilebilir, burada
Ut)|<e, k=0123,

(5.6)
\V"(x) \s cete ™k =0123,

esitsizlikleriyle
LU (x)=f (%), ui=0,

(5.7)
LV (x)=0, V(0)==U(0), V(1) =0,

olur (Andreev, 2001).

5.2 Ayrik (Diskret) Problem:

[0,1] aralifinda diizgiin olmayan keyfi @ sebekesi iizerinde asagidaki ayrik (diskret)

problemi
L'u! == EUy, — rh u)'—:!i =f,.h,x,. € w, u, =uy =0 (5.8)
g6z oniine alinsin. Ornegin,
na=r(x), ' =f(x) (5.9)

alinabilir (Andreev, 2001).

5.3 Kismi Toplam Formiilleri ve Ayrik (Diskret) Green Formiilleri:

Av,_, =V, esitligi asikardir. A operatoriinii v, =u, @, ¢arpimina uygulayarak

Alu; @)= Uy @y —1; @+ (U, O, =1, O )= U AW, + 0, Au,
elde edilir. Bu bagintiya ¢arpimin diferensiyellenmesine dair fark formiilii denir.
Bu bagintinin i ’ye gore, 0’dan N —1’e kadar toplamin1 alirsak
N-l N-1 N-1
z A(u,0,)=uy 0y —uy0, :z U A, +z @,Au,
i=0

i=0

i=0
N N-1
:Z u Vo, +Z W, Au,
j=1

i=0
esitligi elde edilir. Bu baginti, kismi integrasyon formiiliiniin fark benzeridir ve kismi toplam
formiilii olarak adlandirilir.

(Av, )/hiEch,i’ (Vy, )/hiEch,i’



esitlikleri gbz oniine alinip, kismi toplam formiiliinii asagidaki bicimde yeniden yazilabilir:

N
a)N_MOwO:Z ul thl+z a)uxt i (510)
@, =r", v, ve u, =0,=0 olsun. Bu durumda (5.10) esitliginden
N-1
Z 1+l xz i Z( 1+1 l)v~l/lh MN:v():O (511)
i=1

sonucu elde edilir. u, =v;; ve @, =m, =0 esitlikleri (5.10)’da yerine yazilirsa, bu durumda

N-1 N N

Vi a)‘hi:_z Vs wfc,ihi:_zv;,i a))?,ihi’ @, =y =0 (5.12)

[
i=1 i=1 i=1

elde edilir. Bu formiil birinci fark Green formiilii olarak adlandirilir (Samarskii, 1971).
(5.12)’de v, ve . terimlerinin yerleri degistirilip (5.12)’den elde edilen ifade

cikarilirsa

N-1 N-

Ve, @, = Z - @, =W, =0,=0, =0 (5.13)

1
i=1 i=1

ikinci fark Green formiilii elde edilir (Andreev, 2001).

5.4 Adjoint Ayrik (Diskret) Problem:

i=0vei=N noktalarin1 goz ardi1 ederek ve @ sebekesinde tanimli u, ve v, sebeke

fonksiyonlari i¢in asagidaki bi¢iminde

N-1
(u,0)=>> u,v,h, (5.14)
i=1
bir i¢c carpim tanitilsin. (5.13) formiiliinden
(Uxxt’a)) (a))wu’vl)’

oldugu ¢ikar, yani, i =0 ve i = N noktalar1 disinda ayrik (diskret) fonksiyonlarin bir sinifinda
tanimlanan v sonlu fark ifadesi (5.14)’deki i¢ carpim anlaminda self adjointtir.
(5.11) esitliginden
(it 0)== (5L 0) 1)



esitligi elde edilir. Bu esitlikten — (7", u,) +; ifadesinin i =0 ve i = N noktalar1 disinda ayrik

(diskret) fonksiyonlarin bir sinifi iizerinde r”, u. e adjoint fark ifadesi oldugu goriiliir. (5.14)
anlaminda (5.8)’e adjonit ayrik (diskret) problemin
L"v} =~ gl))%,i — (1, v )i = ih s X €0, vy =vy =0

bicimine sahip oldugunun sdylenmesinden ortaya ¢ikar (Andreev, 2001).

5.5 Ayrik (Diskret) Green Fonksiyonu ve Ozellikleri:

Problem (5.8)’in G"(x,,&,) fark Green fonksiyonu goz oniine almsin. & sabiti icin
x,’nin bir fonksiyonu olarak bu fonksiyon

LhGh(xi’fi)zah(xnfi)’ X; € @, éjew’

(5.15)
G"(0,£,)=G"(1,£,)=0, ¢ ea

bagintilariyla tanimlanir, burada

h, icin  x,=¢,

o h(xi ’f,' )= .. '

: 0 icin  x,#¢&;

fark Green fonksiyonu kullanilarak (5.8) problemin ¢6ziimii icin asagidaki formiilii
verilebilecegi kolayca goriiliir:

N-1

ul =Y G'x.E)fl . xed. (5.16)

j=

Gergekten (5.15) problemi goz Oniine alinirsa
N-1
Liu! =% LG"(x.$§)f'n,=f' xeo
j=1

sonucu elde edilir. x; sabiti i¢in bir &; degiskeninin fonksiyonu olan G"(x,,¢;) fark Green

fonksiyonu adjoint problemin ¢oziimiidiir:
h* ~h _ch
LG (xi,fj)—d (x,,&), fje 0, x, € O,

(5.17)
Gh(x,.,O):Gh(xi,l)zo, X, € 0,

Bu asagidaki argiimanlardan elde edilir: (5.16), (5.8) ve L" operatoriiniin L" operatriine

adjoint olmasi kullanilarak



N-1 N-1
' =3 G"(x &) =3 G (x,.&) Lyujh,
j=1 J=
=Y LG (x Epul = LG (x, ) = 8" (x,.6))

esitligi elde edilir (Andreev, 2001).

Teorem 5.1. " > r >0 ise, bu takdirde G"(x,,&,) fark Green fonksiyonu negatif degildir ve
£ ’a gore diizgiin stmirlidir:

0<G"(x,,&,)<Vr
(Andreev, 2001).

Ispat. (5.15) lineer denklemler sisteminin matrisi bir M-matrisidir. Green fonksiyonunun
negatif olmamasi buradan ve (5.15) esitliklerinden elde edilir.

$imdi iist sinirmn bulunmasi isteniliyor. &, € @ noktas
rgeaa))(Gh('xi’fj):Gh(xi’fjo), xiea)
kosulunu saglayacak sekilde olsun.
(5.17)’yi h; ile carpthp ve j, I’den j,’e toplanilsin. G"(x,,0)=0 esitligi goz 6niinde

bulundurularak

jO
DG (x,E0 = —€GL(x,, &) +EG(x, . &) + 1o G (%6 )
j=1

0 (5.18)
= 25h (xiaé:j)hj
j=1
esitligi elde edilir. f,‘o “1n se¢ciminden dolay1
Gf(xi ’éjo ):[Gh(xi ’§jO+l)_Gh(xi ’fjo ) ] h;(iﬂ <0,
ve G"(x,,&,) negatif olmayan oldugundan bu durumda
Gg(x,. ) =G"(x,,E) T =20

(5.18) ifadesindeki ilk iki terimden herhangisi negatif olmadig goriiliir ve bundan dolay1
70
rj%+1 Gh(xi »fjo) < Z 5h(x,‘ ’éj ) hj <1
j=1

ifadesi, istenen degerlendirmeyi saglar (Andreev, 2001).



Uyan 5.1. (5.1) denklemi icin (5.8) fark semasiyla birlikte asagidaki fark semasi siklikla

kullanilir:

L'ul =—eu —r"u' = f (5.19)

XX,I i+l P x,i

Eger r" " yerine r #,/h,, yazilip bu fark semasi (5.8) biciminde yazilabilir. (5.19)’dan

L["a adjoint olan operatoriin asagida verilen operator oldugu kolayca kontrol edilebilir:

Tht b h
L v; -—_gv}m’ i+l Yi

+ (”ilh hi/h U'h);,;
Bu ve Teorem 5.1’1in ispatindan, (5.19) fark semasinin Green fonksiyonunun

2hi+l < 2

”ili1 (h+h,) o

fonksiyonunu degerlendiren sabit degerle sinirlandigi ortaya ¢ikar (Andreev, 2001).

Teorem 5.2. Eger 1" > r >0 ise bu takdirde, (5.8) problemin ¢éziimii icin

h
|«

1
S _H fh
I 7

h
Ll

a priori degerlendirmesi elde edilir (Andreev, 2001).

Ispat. Ispat, (5.16) ve Teorem 5.1°deki ¢oziimiin gosteriminden dogrudan ispatlanir (Andreev,

2001).

5.6 Shishkin Sebekesi Uzerinde Kesme Hatasi:

u!', (5.8) ayrik (diskret) problemin ¢oziimii ve u(x,) @ sebekesinin diigiimlerinde
orijinal siirekli problemin ¢oziimiiniin degerleri olsun. Bu takdirde z,=u—u, ¢odziimiin
kesinligidir. (5.8) probleminde u,'=z,+u, yerine yazilir (5.9)’da goz oniine alinirsa z,
asagidaki problemin ¢oziimii oldugu goriiliir:

L'z=f"-Lu=f+¢€u,,+ru. =y, (5.20)
Z,=25 =0
(5.1)’1 kullanarak yeni bir gdsterimi

V/i:g(uﬁ,i_”;’)""?(”},;_”;) (5.21)

elde edilir. Simdi Shishkin sebekesi ilizerinde ¥, kesme hatas1 degerlendirilsin.



(5.8) problemi i¢in tantmlanmis olan Shishkin sebekesi g6z Oniine alinsin.

Oncelikli olarak, i #N/2 igin kesme hatasi incelensin. Taylor formiilii kullanilarak
i<N/2 i¢in

1
U-—- =U- ‘:?(MH—I —2ui +u,’_1)

XX,i xx,i

1 ’ hz ” h3 V4 7 hz ” h3 V4
=\ u+hu+—u+—u (&)-2u.+u. —hu.+—u, —u .
h2 ( 1 i 2 1 6 (fl) i i i 2 i 6 (771)]

” h V4 V4
=Uu; +g[” (5;)_” (1,) ]’ éi €(x;, X ) n,€(x,x;)
elde edilir. Buradan

) i<NJ/2. (5.22)

u”(1,)

Ui —U;

” h V4
XX,Q S—(|M (fl)|+
6
Benzer degerlendirme, i>N/2 icin de

), i>N/2 (5.23)

” H V4 V4
Uszi U ‘ < g(|u (fi)|+|” ()
elde edilir. Yukaridaki gibi diisiinerek,

uﬁ,—ulf:ux’i—ulf:%u"(fi), & e(x ,x, ) i>N/2 (5.24)

X,i

ve

u <—u;:%u”(§i), i>N/2 (5.25)

X,i

oldugu goriiliir. Elde edilen bagintilar, (5.21) ve (5.3), (5.4) degerlendirmelerinden,

l’lg 1 -1 r. h 1 -1
) S —c 1+_e—ré‘ Xi—1 +I_C 1+_€—ré‘ X; ,

, i>N/2  (5.26)
<g¢ ( h+—ze_”‘"—lx”‘ j
€

Ve
H —re'x. .
|l//i|Scl(H+—ze j i>N/2 (5.27)
£

alinir. Sonra y, degerlendirilsin. Herhangi ¢(x) e C 2[)ci_l , X ] fonksiyonu i¢in asagidaki

i+l

Xit1

0w = [ sme apdn,

Xi-1

gosterimi elde edilebilecegi kolayca goriilebilir, burada



1 (n_xi—l )/h, ’ X S 'xi’ Xig1
h dn=1.
g@n) h, {(xi+1—77)/hi+l, X2 x, I gmdn

Ortalama Deger Teoremi kullanilarak,

Xigl

Ous = 9" (&) [ g(m) dn =9"(A), Aelxi x, ]

Xi-1

elde edilir. Lagrange formiilii kullanilarak,

_ hi+1 _ h ’
Pui= 2 Pu = " (&)

bulunur. Son iki bagintiy1

hN 2+, ’
Vin = (") =u"(ry) o1y (h;” (§y2) <xN/2>] (5.28)

N/2

olarak (5.21)’1 tekrar yazmak miimkiindiir. Simdi, (5.3) degerlendirmeleri kullanilarak,

1 F Xy
‘WN/Z ‘ < c{l+; exp(—%ﬂ (5.29)

elde edilir.
w,’nin tim yerel degerlendirmeleri elde edilir fakat i=N/2+1 igin (5.29)

degerlendirmesi ve (5.27) degerlendirmesi kiicilk € ise, amag¢ i¢in oldukca kabadir. Bu
degerlendirmeler daha kesin yapilacak. Bunun i¢in (5.1) probleminin ¢6ziimiiniin (5.3), (5.4)
a priori degerlendirmelerinin yerine (5.5) ayristmi ve (5.6) degerlendirmeleri kullanilir.

(5.20), (5.5), (5.7) ve (5.21)’den
Ynp = fzg/z - UN/z - VN/Z =WineTVWons

esitligi cikar. Burada (5.9) dikkate alinarak,

Vino = Fup - Uyp = E(U};c _Uz,\’//z )+ Tnya (U)?,N/Z _Uz’v/z )’ (5.30)
Vone =~ r Ve = EVei+ 1y Vinge (5.3

u(x)’in yerine U(x) var olmak luzere, ¥, v/, i¢in (5.28) gosterimine sahip olunur. (5.6)'nin
ilk degerlendirmesi kullanilarak
W | <c (5.32)

elde edilir.
W, ns Yl degerlendirmek igin, dnce (5.31)’yi

Vone =7 [S(Vx -V )N/Z T T (VN/2+1 —Vin )]

Tty



biciminde tekrar yazilip ve sonra Lagrange formiilii kullanilirsa

1 7 ’
l/’z,N/z = h_ [g(V (é:N/Z)_V (fN/Z—l) )+ Iy (VN/2+1 _VN/Z )]
N/2
alinir. Simdi (5.6) nin ikinci degerlendirmesi kullanilarak

rx
4 N/2-1
‘WZ,N/Z ‘ < chN/2 exp(— . J

oldugu goriiliir. Bu degerlendirme ve (5.32)’den,

rx
(Wan|<c (1+h;;/2 exp(—%n (5.33)

elde edilir.

Benzer diisiince kullanilarak asagidaki degerlendirme elde edilir:

SC(I-FH_I exp(—mw2 D (5.34)
€

(5.29) ve (5.33) degerlendirmeleri birlestirilerek,

rx
‘I/IN/Z‘SC 1+min l, ! exp EREESS
€ hy), £

‘ WN/2+1

(5.35)
rx
<c|l+ 2 exp S VER
E+Ny, £
elde edilir. (5.27) ve (5.34)’den
1 1 Xy
< 1+min< —,—; ex
‘I/IN/ZH Cl: {82 H} P( c j}
(5.36)

esitsizligi ¢ikar. Bu, ¥, nin yerel degerlendirmelerini tamamlar (Andreev, 2001).

5.7 Yakinsakhk:

(5.20) ve Teorem 5.2°den, ¥, kesme hatasina gore ¢oziimiiniin z, dogrulugu igin

asagidaki a priori degerlendirmesine sahip olunur:



-1
[zl < vl

Geriye W, nin Li‘ - normunu degerlendirmek kalir. (5.26), (5.27), (5.33) ve (5.34)

kullanilarak,
N/2-1 N-1
”W”L';:Z |Wi|h+‘WN/2‘hN/2+‘WN/2+1 H+ / v, |H
i=1 i=N/2+2

N/2-1 N-1
Sc[ S hP+hy, +H+ Y, H2J+

i=1 i=N/2+2

=

+c { s > exp[— re”! (i—l)]+M expl- V"E_I’CN/Z—l)Jr

e = 2e+H+h
2H*? .
+ PERTE exp(-ré& xN/z) +

H* _ = -
+ pe exp(-ré& l)CN/M) z exp(—ré lHJ. )}

j=0

(5.37)

4
<c {N“ +> Sk}
k=1

elde edilir. S, degerlerinin her biri ayr1 ayri degerlendirilir. Her 7>0 igin 1—e™ >te™’

oldugundan,
S,=(h/e) ,Z:: exp[-re h(i-1)]= 1(_}15,2/1 Sr—}; e,
Fakat (3.1) ile
h 20 |2(nN)/(Nr), er'InN<1/2,
E:E:{I/Nﬁc(lnN)/N, er'InN21/2,
ve bundan dolay1
S,=0O(N'InN). (5.38)

Ayrica,



2
H _ - _
S, = (?j exp(—r&” Xy, ) Z exp(—ré" H,)

Jj=0

2 —rH/¢e
_(H -1
_(?j 1_6—_’1'1/5 exp(—ré‘ 'xN/Z)S
1/ 2 tze_t =
N /r malx1 —, er ' InN<1/2,
=< ¢
2r2N'InN ma})xlte — %) ernN21/2.
> —e
Buradan
S,=0O(N~'InN) (5.39)
elde edilir. Sonug olarak,
2
Hth | H | N“exp(N"InN), er' InN<1/2,
2e+H+h € +H
S,+8,<2
2N [ 2N o (—re (1/2—1/NY), er'lnN21/2
rN rN
ve ayrica
S,+S, =0(N'InN). (5.40)

(5.37)-(5.40) den
[],. = 0Ny N

esitligi ortaya ¢ikar. Bununla da ispatlanmis olunur (Andreev, 2001).

Teorem 5.3. u(x), (5.1)-(5.2) problemin coziimii ve u", (5.8),(5.9), (3.1) ayrik (diskret)

=O(N'InN) ¢&’e gore diizgiindiir

probleminin ¢6ziimii olsun. Bu takdirde H u —u(x,) p

‘oo

(Andreev, 2001).

Uyan 5.2. (5.8) ile birlikte, Shishkin sebekesi iizerinde (5.1) diferansiyel denklemini

diskretize icin hybrid sema denen semada kullanilabilir (Linss ve Stynes, 1999). Bu semada,

(3.1) sebekesinin ince kismu iizerinde r(x)u’(x)’in diskretizasyonu igin r,u’, yerine r,u”
3y

kullanilir. Bulunan semanin (5.8)’e kars1 gelmesi i¢in onun yeni denklemleri asagidaki gibi

yazilmalidir



2 uf::_g((l_g_hjuﬂ _%“h =i i =1, N/2—1,
£ . '

ve x,,, diigiimiindeki denklem (1 —ryph / (26‘)) ile carpilmalidir ve

”il,zv/z _(1 _rN/Zh/( 2e) )u,fvl,N/Z ( rN/Zh h j h
_8 —I"N/2 1_

—— |u-
'h X,N/Z

2¢e 2H
rN/zh
= ] ——
fN/Z( 2¢ J

bicimine doniistiiriilmelidir. (3.1) Shishkin sebekesi iizerinde h/ (2¢6)=(InN) / (rN) ve

N/2

(5.41)

h/H =0/(1-0) <1 oldugundan, bu durumda, 6rnegin

_rnInN o >l_ 1
rN 2(1—6)_2 rN 4 i=l,..N/2

ise bu takdirde Teorem 5.1 ve 5.2 gecerlidir ve semanin dogrulugu O(N™") seklinde artar.
Onceki (5.41) denklemini yenisiyle yer degistirilirse ayn1 sonug

_e uf,N/z - (1 - rN/Zh/( 2e) )”;,N/z
By

h
“TpUznp = fN/z

elde edilir (Andreev, 2001).



6. SINGULLER PERTURBE OZELLIKLi REAKSiYON-DiFUZYON DENKLEMIi
ICIN FARK GREEN FONKSIYONU

[0,1] araliginda, 86(0,1] kiiciik bir parametre ve L operatorii H Hilbert uzayinda

self adjoint ve pozitif taniml1 bir operator olmak iizere

Lu = —ezi( p(x)ﬂj+q(x)u(x) = f(x), O<x<I, (6.1)
dx dx

u(0)=u()=0
sinir deger problemi ele alinsin. (6.1) denkleminin katsayilarinin
P>2px)2p>0,02qg(x)2g>0 (6.2)
sartlar1 saglandig1 kabul edilsin. [O,l ] aralifinda, diizgiin olmayan bir keyfi sebeke
={0=x, <x <.<xy =1}, @=@\{0,1},
tanitilsin ve sebeke adimi olarak
h, =x,—x_, i=1,...,N,
bagintisina ve ortalama adim olarak

h,=(h+h,, )2, i=l,.,N-1,
ifadesine bagvurulsun. @ sebekesi iizerinde tanimlanmis v(x;)=0, fonksiyonlar: i¢in
(0, -v, )/h =0, (V=0 )l = 0, (V-0 )0, =0,
fark tiirevleri belirtilsin. Normlar ve yar1 normlar v,=v, =0 bicimindeki v, fonksiyonlar

icin tanimlansin:
[v], =1l : Zlv 7.

[vl. =lv],; =max|o

X,e@

h,,

X,i

N
o, =leli, =2 1w
i=1

vl =lo

-, (6.3)

wo=
Wi i=1

.....

[0),.cc =0l =20+ ]

[o]... =]l = min max

C X €@

th—c.

W _ uzayu, olagan anlamda W', ’nin dual uzayidir (Andreev, 2001; Kopteva, 2001).

1,00

@ sebekesi lizerinde (6.1) problemine



L'u! =L"(p".q" yu! =—€*(p"ul)., +q'u' = f", xea 6.4)
u, =upy =0,
fark semasiyla yaklasalim, burada
pl = p(x=h/2), g =aq(x), f'=fx). (6.5)
(Simdilerde Bakhvalov sebekesi olarak atfedilen) o6zel bir sebeke tamitilmuistir
(Andreev, 2004); bu sebeke iizerinde belirli bir (6.4), (6.5) probleminin ¢oziimiiniin &€ ’a gore
diizgiin olarak ve sebeke diigiimlerine gore O(N ) oramnda (6.1) problemin ¢oziimiine

yakinsadig1 burada ispatlandi. Bakhvalov sebekesi sinir katlarinin disinda diizgiin ve birbirini
izleyen artiglarin farkinin kendi artislarindan daha yiiksek mertebeden son derece daha az
oldugu belirli bir kurala gore araligin u¢ noktalarina dogru (sinir katlarinda) yogunlagsir. Daha
sonra, Bakhvalov sebekesinin singiiler pertiirbe 6zellikli konveksiyon-difiizyon denklemleri
icin de kullanilabildigi gosterilmistir (Liseikin ve Yanenko, 1981; Andreev, 1998). Ayrica,
konveksiyon-difiizyon denklemi i¢in ikinci mertebe fark semasi durumunda, Bakhvalov
sebekesinin yaklasim hizin1 belirtmeksizin asagidaki gibi genellestirilebilecegi ispatlanmistir

(Liseikin ve Yanenko, 1981): ardisik adimlarin yakin oldugu varsayimmi ihmal edilebilir; yani
stnir kat1 diginda, sadece h, =0 (N ") smirlamasi ile keyfi diizgiin olmayan sebeke ele alinir.
Bu calismanin amaci, reaksiyon-difiizyon denklemine ait bu sonucu genellestirmektir.

(6.1) probleminin regiiler (£ =1) durumu i¢in O (N ) oraninda diizgiin olmayan bir
keyfi sebekede (6.4), (6.5) fark semasinin yakinsakligi ilk defa Tikhonov ve Samarskii

(1961)’de fark Green fonksiyonunun kullanilmasiyla elde edilen sag taraftaki zayif W_/i,r
normu vasitasiyla ¢oziimiin L -normu igin hata degerlendirmesindeki teknigin esasi iizerine
ispatlanmistir (Tikhonov ve Samarskii, 1962). Bir “negatif” normun (bir norm W—}i,l -normuna

denktir) gercekte bazi fark semalart teorisini tamittifi ayrica zikredilsin (Tikhonov ve
Samarskii, 1961).

Calisma boyunca ¢ ile € ve N ’den bagimsiz degisik sabitler gosterilecek (Andreev,

2004).

6.1 Green Fonksiyonunun Degerlendirilmesi

(6.4) problemin Green fonksiyonunu her & ; € @ igin



L'G"(x,,&)=8"(x.&) xew G"(0,E)=G"(1,E)=0 (6.6)
almarak tamtilsin. Samarskii (2001)’e gore, Green fonksiyonu simetriktir, yani
G"(x,,£)=G" (&, ,x,) ve (6.4) probleminin ¢oziimii igin
N-1 P P
G (&) S, (6.7)

Jj=1

gosterimi kabul edilsin (Andreev, 2004).

Lemma 6.1. (6.7)’deki ilk iki sart saglamirsa, bu durumda, (6.4)-(6.5) probleminin fark
G" (x;,&,) Green fonksiyonu

2

< 82p

0<G"(x,,¢) <

I

\/— Z‘G (x,, \/_ Z_:‘Gf(x,,

degerlendirmesini saglar (Andreev, 2004).

Ispat. Farkli sabitli birinci degerlendirmesi yapilmistir (Savin, 1995). Lemmanin iddiasini
kanitlamak ic¢in ilgili argiiman hatirlanmali ve sabit en iyi hale getirilmelidir. Ayrica, Andreev

(2001)’deki Lemma 1.3,

h; = 2G"(x,, x,)

S h
|Gt (5.,
j=1

bagintisin1 saglar ve ikinci degerlendirme birinciden cikar. Ugiincii degerlendirmenin ispati
Andreev (2001)’de Lemma 5’teki bazi sadelestirmelerle gosterilir. Boylelikle Lemmanin

ispat1 tamamlanir (Andreev, 2004).

Uyarn 6.1. Daha az smirlayici [ g(x) = 0] kosullari altinda, Tikhonov ve Samarskii (1961)’de

G"(x,,&,) <1/(pe®) ve ‘Gg (x,.£,)| < 2/(pe”) oldugu ispatlanmustir (Andreev, 2004).

Lemma 6.2. v,=0 ve v, =0 olacak bicimde @ sebekesinde tammli her v, sebeke
fonksiyonu, her u>0 icin ||1)||MS 2(ﬂ|v|1m+ﬂ_l”v”_m) esitsizligini saglar (Andreev,

2004).

Ispat. G" (x;.£,),e=u ile L"(1,1) operatoriiniin (6.6) fark Green fonksiyonu olsun. Bu

durumda (6.7) ile



N-1 o
v, :ZG” (x[,fj) (—u’ 1)55+1))th (6.8)
j=l
olur. C, keyfi bir sabit olmak iizere
-V, =v, j=1,.,N-1, v,=-C,, (6.9)

alarak bir V; fonksiyonu tanimlayalim.
N-1
V,=5,w.C,)=> vh-C, (6.10)
I=j

oldugu kolayca goriilebilir. (6.10) ‘in, v(&)’nin V(&) ters tiirevine karsi gelen sebeke oldugu
not edilebilir. Bu bagint1 degisik v; fonksiyonlari igin sik sik kullanilacaktir.

(6.8)’de sag tarafindaki ikinci terim igin (6.9) gosterimi yerine yazilip ve Samarskii

and Andreev (1976)’daki (10) formiili vasitasiyla, toplamin kullanildig1 sonug¢ ifadesi

doniistiiriilsiin. G" icin sinir sartlar1 g6z 6niine alinirsa

N-1 o

N °
v, ==Y G"(x;.¢;) (W’ v; +0); B = 21 G: (x,,&) (W v +V), I, (6.11)
=

=
elde edilir. Bu, Lemma 6.1 ve (6.10) ile birlikte istenen degerlendirmeyi saglar ve Lemmanin
ispatin1 tamamlar (Andreev, 2004).

6.2 A Priori Degerlendirmeler

(6.4) problemin ¢oziimiiniin istenen a priori degerlendirmeleri elde etmek i¢cin Green

fonksiyonu degerlendirmeleri kullanilmistir (Andreev, 2004).

Teorem 6.1. (6.2) sartlari ve

N N 1
D lan|m <0, > (—] h <Q’, (6.12)
i=1 i=l 4 Jx.i
sartlart saglanirsa, bu takdirde (6.4), (6.5) problemin ¢oziimii iki tarafli
21 A I U NPT T e (6.13)

degerlendirmelerini saglar, burada:

¢, =(0+0’+2P)", c, =(1+2P/p) Q" +(1+4P/p)/q (6.14)
(Andreev, 2004).



Ispat. 1 =0 ile (6.7), (6.9), (6.10) ve (6.11) gz oniine alindiginda

N N-1
u =Y Gi(x,,6)) {2 fl'h, —ca} h;
j=1 I=j
elde edilir. Buradan u?,’i bulup ve Lemma 6.1°i kullanlirsa:

elut| <@/ (6.15)
sonug olarak alinir.
Dahasi hi/ g! ile (6.4) denklemi garpilip ve i, k’dan N —1’e gore sonug bagintisi

birlestirilirse:

h ] f]\lll—l ZN_l h _h 1
wh, =S Lip Iy 2N (phul),, o, (6.16)

h X,i h i
i=k i=k 4; qn- i=k q;

esitligi elde edilir. (6.9) ve (6.10)’de v, ile f,"yerine F! =S(f",C,) yazilip ve (6.16)de
sag taraftaki ilk ifadeyi doniistiirmek icin (6.9) bagintis1 kullanilsin. Samarskii ve Andreev
(1976)’da (8) kismi formiil toplami kullanilarak ve F._, =F, + fu_ %, bagntsi goz

Oniine alinirsa

N-2 gh h N-2 h
f f"h 1 f"h
z hhi+ h :_zFx},Li_hhiH-'_ h
i=k q N—1 i=k q N—-1

i q i q
“ i1 F, F!
S (1) an it
= \4 )z, Ay-1 4

elde edilir. Simdi bunu (6.16)’de yerine koyup ve ayn1 anda Samarskii ve Andreev (1976)’da
(11) kismi formiil toplaminin kullanilmasiyla (6.16)’in sag tarafindaki en son toplami

doniistiiriilsiin. Sonug olarak

N-1 Fh N-1 1 Fh
zufhﬂr = (_h Flhy + = =
i=k dyo  i=kn \4d )5, qy
N-1 1 j ph ph
2 hoh N h ko h
—& z pPi Uz, (_ hy — ——usy +——us,
{ i=k ‘]h i ‘]1}\;—1 q/f_l

elde edilir. Bu 6zdesligin her iki tarafinin tam degeri alinip ve (6.3), (6.5), (6.2) ve (6.12)’e

gore degerlendirmeler yapilsin. Bu takdirde

Ju],. < G +Q”] max| F,[ + &° p(g N Q”]

h
']
1

,00

esitsizligi elde edilir. Bu, (6.13)’deki sag degerlendirme (6.10) (v, yerine f"yazilmasiyla),
(6.3) ve (6.15) ile birlikte ifade edilir.



Benzer bir yolda sol degerlendirme ispatlanabilir: W' _’de u" degerlendirmeye

—l,0
alinmis ve benzer normda f” degerlendirmesi yapilir. Boylelikle teoremin ispati

tamamlanmis olur (Andreev, 2004).

Teorem 6.2. Eger (6.2) ve (6.12) sartlart sagliyor ise bu takdirde (6.4), (6.5) problemin
coziimii icin a priori degerlendirme

. < 2e.67 7]

—1,00

seklindedir ve burada c, (6.14) ile verilmistir (Andreev, 2004).

Ispat. Teorem 6.1 ve Lemma 6.2’ den istenen kolayca ¢ikar.
Teorem 6.2 ile verilen a priori degerlendirme diizgiin olmayan bir sebekede yakinsama
oraninin degerlendirmesinde aciktir. Ancak, Samarskii (2001)’de ¢ok 1iyi bilinen

degerlendirmeye ihtiya¢ vardir (Andreev, 2004).

Teorem 6.3. (6.2) sarti altinda (6.4), (6.5) problemin ¢oziimiiniin a priori degerlendirmesi

H u" Hm <q' H f Hm seklindedir (Andreev, 2004).

6.3 Kesme Hatasinin Degerlendirmesi

(6.4), (6.5) semasmnin hata ¢ozimii z, = ui" —u(x,) olsun, burada u(x), (6.1)
problemin tam bir ¢6ziimiidiir. Bu takdirde
L'z =y, X, € o, 2y=2y =0, (6.17)

1

ki burada kesme hatasi
v, =y, w)=f"-Lulx)=f +&(p"u)., —qu (6.18)
seklinde verilmistir.

€ — 0 icin (6.1) probleminin ¢oziimiine dair Shishkin (1983)’deki sonuglara ihtiyag
var (Andreev, 2004).

Lemma 6.3. (5.2) sartlart altinda ve p’(x),q(x),f(x)e CZ[O,I] ise bu takdirde (6.1)

problemin u(x) ¢oziimii



u(x)=U(x) +V(x), (6.19)

formunda gosterilebilir ki burada

LU = f(x), O<x<l, LV(x)=0, O<x<l, (6.20)

ve ayrica
U® ] <c, xe[0.1] k=0,...1, (6.21)
VO] <cet [ +erte] xefoal k=0, (6.22)

ve Y€ (O,\/q/_P) keyfidir.

(6.18) de y, kesme hatasi analiz edilsin (Andreev, 2004).

Teorem 6.4. (6.1) denkleminin katsayilarimin (6.2) sartlarini ve | =4 icin Lemma 6.3’in
varsayimlarmm sagladigini kabul edelim. Eger belli k 21 icin @ sebeke artislart
k' <h/h, <k, i=1,..N—-1, (6.23)

esitsizliklerini saglarsa, bu takdirde

||l//||_1w < ¢ - { max h’ + max(min[(hi/g)z,l]exp(_mj]
’ Y—7 |i=..N ! £
(6.24)
+ max(min[(hi/g )z,l]exp(_mj)},
i £
olur ki burada y ve ¥’
0<y <y<4q/P (6.25)

esitsizligiyle baglantili keyfi sayilardir (Andreev, 2004).

Ispat. (6.18)’de ¥, (u) kesme hatasi gosterimi igin ¢oziimiin (6.19) pargalanmasi asagidaki
formda kullanilsin

W, ()=y,U)+y,(V) (6.26)
ve bu takdirde || vU )||_Lw ve || l//(V)||_Lw’i ayrt ayr1 degerlendirilsin. (6.21)’e dayanarak
v (U) bileseni kesme hatas1 (€ =1) regiiler durumunda ¥ tam kesme hatasindan farksizdir;
Tikhonov ve Samarskii (1961)’den

lw@)|.,. <ce” max i} (6.27)

1,...,.N

degerlendirmesi elde edilir.



|| vV) ”_100 degerlendirmesi, (V) kesme hatasinin (6.18) gosterimi (# 'nun yerine V

yazilmasiyla)’niin bir doniistimiidiir. (6.18)’in sag tarafina

Xiv1/2
' [ LV(0de =0

Xi-1/2

ifadesi eklenip ifadeler yeniden diizenlensin. V' i¢in (6.20) denklemi homojen oldugundan

v, (V)=n.,+y,;(qV), X, € @, (6.28)
esitligi elde edilir. Burada ki bilinmeyen parametrele
o Xi+1/2
AOE { v-n | v(x)dx} ve 7, =00V =€ pt ) Ve, —V(x ) (629
Xiz/2

ifadelerine esittir. (6.28)’in sag tarafindaki ilk ifade W'

1,00

[bkz (6.3)]’in normunda

degerlendirmek i¢in ¢ok uygundur, ilaveten ikinci ifadede doniistiiriilmelidir.

¥ () =S, (z)i(u),oj,

P w)=Y { fv(x)dx—”l-lTJr”lh, }{ jv(x)dx—viT}li]

=i+l ] Xi-1/2

(6.30)

XN-1/2 h
{ [ v(x)dx—l)""%}

XN-1

olarak alinsin (bkz (6.10)). Bu takdirde (6.28) ile [bkz (6.9)] bagintisindan

v, (V)= ( nwv)-— ‘i’(qV)j formu elde edilir. Bu, (6.3) ile birlikte

X,i

P(gV)|. 6.31)

[y, < max|n,0)|+ max

.....

ifadesi ve 77,(V) ve ‘I.}i (qV) degerlendirmesinden biridir.
Bu degerlendirmelerle ilerlenecektir.
mV)=h2p_,VI(E)[24, & € (x_,.x)
bagintisindaki sonuclar (6.29) icin Taylor formiiliiniin (6.22) ile birlikte uygulanmasiyla

|7,V)| < ce(h, &) (775 4700 ) (6.32)



degerlendirmesi elde edilir. Diger yandan, (6.22) ile birlikte
n.(V)= é‘zpi_l/z(V'(é‘i)—Vi'_l/2 )¢ e(x.,x) formu (629ye Lagrange formiiliinii
uyguladiktan sonra
|77; (V)| <ce (e_”“‘/e AR )
ifadesi elde edilir. Bu degerlendirmeyle (6.32) birlestirilirse,
|7,(V)| < cemin (h, /&)1 |(e775/e 4770 ) (6.33)

ifadesi elde edilir.

[bkz (6.30)] ‘Io‘i (qV) 1icin degerlendirmesine tekrar doniiliirse: ispattaki en zor

degerlendirme budur. (6.30)’ta parantez icindeki ikinci ifade tarafindan gosterilen ifadeden

baslansin.
b b
- j w(x)dx+w(b)(b—a) = j (x—a)w (x)dx (6.34)
Esitligi kolayca goriilebilir. Bu esitlik (6.22) ile birlikte
Vi BN (e e
— [ gy @der IV < e (—j (e7mmle 4 ra-nre ) (6.35)
x=1/2 2 €

esitsizligini ifade eder.

Bu ifadenin alternatif bir degerlendirmesi zor olur. (6.34)’den

orile i o I e gy <& o/ (6.36)
2 x;-1/2 7/

elde edilir. (6.34) bagintisi (b =X, ve a=Xx,y, igin) ve (6.23)’yi kullanarak

h~ h Xiv1/2 e
e Tl ?’ < e T —’2“ <k .[ e 7190 gy < & gTIImmnfE (6.37)
/4
X

esitsizligi elde edilir. (6.22) vasitasiyla,

¥ V. h.
- I q(x)V(x)dx+%

Xi-1/2

X; ) » .
< C[ I(e‘?’x/€+e—7(1—x)/€)dx+(e yX1/€+€ 7 ’)/8)3’

i-1/2

esitsizligi elde edilir. Esitlikteki integral ve (6.36) ve (6.37) degerlendirmeleri géz Oniine
alinirsa

X

- .[ qg(x)V(x)dx+

Xi-1/2

<ce (e ralf2e y Ty )

q,V; h
2




esitsizligi elde edilir. Bundan dolay1 (6.35) icin alternatif bir degerlendirme elde edilmis

olunur. (6.35) ile bu degerlendirme birlestirildiginde

V. h, WY (L rmsfe , rene
- | q(x)V(x)dx+q’2’ Ll <ce mian(—’j ,1} (e 7mme perime) (638

Xi-1/2

£

esitsizligi elde edilir. Benzer bir yolla

@V)yihy "
- j q(x)V (x)dx

AN-1

&

2
<ce min{ (h—j ,1} (e 70w/ portmane)  (639)

degerlendirmesi bulunabilir.

(6.30)’deki toplamda degerlendirilen niceliklere tekrar doniilsiin: kisacast w,

vasitasiyla mutlak degerler belirtilmelidir. Diger taraftan

't 't (x — X )(xz - x)

I (x—x,_l/2 )v'(x) dx= j 5

X1 X1

v"(x)dx (6.40)

basit- dogru bagintisini ve (6.22) degerlendirmesi géz oniinde alinirsa

e V. +qV n\
wo=| [ gV (dx B EMERA /A = @y Sc(?’j | (e77 +e7)ax  (6.41)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan,

w, <S¢ { )jl (e_”/e e T )dx+(e_7x’“/€ eV )h, } (6.42)

X1

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlikte sag taraftaki integralin disindaki ifadeler degerlendirilsin.

(6.23) ve (6.24)’den

e e h, < Ke Tl h_ <k .[ e ¢ dx
esitsizligi elde edilir. Ayn1 sekilde

X1
o Vi€ h <K I Al

X2

esitsizligi de vardir. Bu degerlendirmeler (6.42) ile birlikte

X141
w, <c¢ .[ (e_“/e +e T )dx

(6.41) i¢in alternatif degerlendirmeyi gerektirir. (6.41) ile bu degerlendirme ve devam eden

degerlendirmelerle birlestirilirse



X2

2 X141 Y W _
<c min[h_lz,l}[e_y»x,_z/e+€—7’<1_x,+l>/s]X J‘ {GXP[W 7)x}+exp[(7 Y)( x)}}dx
€ £

&

2 X141
w, <c minl: (ﬁj ’1} J’ (e—7x/e 4o i-v/e )dx

esitsizligi elde edilir ki burada %", (6.25)’da verilmistir. Simdi (6.24)’e gore bu
degerlendirmeler toplanarak ve integraller disindaki toplamin yaklasik bir Kkatsayi

doniisiimiiyle integrasyon

- h 2 , B
Z Wl S c& maX 1mln{ (_lj ’1j| [6_7X1_2/E +e‘7(1—)€/+l)/é‘1 xi cew (643)

olarak elde edilir. Fakat (6.23) ile
min| (1, /&)1 |<x? min|(n_, /) 1]

esitsizligi vardir. Bu gdz Oniine alinirsa ve (6.38), (6.39)’e (6.43) eklenirse

(6.24)’in sag taraf1 vasitasiyla yukaridaki degerlendirme bulunabilir. Buda (6.33) ve (6.31) ile

birlikte || V) ||_l _ i¢in istenen degerlendirmedir. En son degerlendirme ve (6.27) kullanilarak

(6.26)’dan dolay1 (6.24) degerlendirmesi elde edilir. Boylelikle teoremin ispati tamamlanmis

olur (Andreev, 2004).

Uyar 6.2. Teoremin (6.23) sartlar1 baz1 @ — @ alt kiimesinde bulunamamasi ve sinirli @

sebekesinde (N ve &’dan bagimsiz) diigiimlerin sayis1 alinsin. ¥, (u)=V, +1/;,. biciminde

v, (u) kesme hatas1 gosterilecek ki burada [bkz (6.26)]

oi _ {% ), X, € @ icin y - {% V), x, €@ igin’ (6.44)

v, (u), X, & @ icin’ 0o , X; & @ igin

seklindedir. Bu takdirde Teorem 6.1, kesme hatasinin l/}i bileseni i¢in de dogrudur (Andreev,

2004).



6.4 Yakinsakhk

Teorem 6.5. (6.1) denkleminin katsayiar: | =4 icin Lemma 6.3’iin sartlarini saglasin ve
(3.2), (3.4) sebekesi iizerinde (6.4), (6.5) problemi verilsin. Sebeke parametresi
a>2y (6.45)

sartimi saglyorsa ve At, =t, —t, , artislart @ yardimci sebekesinin belirli k"> 1 sabiti igin
()" <At /Ar,, < (6.46)
sartlanim sagliyorsa, bu takdirde (6.4), (6.5), (3.2), (3.4) probleminin ¢oziimii L de, (6.1)

problemin coziimiine O(N ) hiziyla € ’a gore diizgiin yakinsar (Andreev, 2004).

Ispat. £>¢, ise bu takdirde (6.1) probleminin ¢oziimiiniin <4 mertebeden tiim tiirevleri
sinirhdir ve teoremde iddia edilen Samarskii (2001)’deki gibidir. Bundan dolayr €<ég,
durumuna odaklanilacaktir. u —u(x,) =z, hata ¢6ziimii icin (6.17) problemin bir ¢oziimii

||z||m < 2028_1”1//”_1!00 Teorem 6.2’den devam eder. Aksi gibi (3.2), (3.4) sebekesi icin ve

||l//||_1m degerlendirmesi icin dogrudan Teorem 6.4 kullanilamayacagindan (6.23) sart1 ihmal

edilir. Ancak Uyan 6.2 kullanilabilir. Sonugta z;, = zoi+ Z; formunda. [bkz (6.17)]
Lhzoi :l/;; » X, €Q, Zoo :Z(;v =0, r =7 =l?,», x,€Q, 7,=2,=0 (6.47)

hata ¢oziimii gosterilmelidir ve soruda sebeke icin @, (6.44) ile WO[ , ¥, verilmistir. Bu zoi
icin istenen degerlendirmeye yol acar. Sonra ki adimda hata ¢oziimiiniin Z; bileseni ayr1 ayri

degerlendirilir.

(3.2), (3.4) sebeke caligmasi alinsin. Bu sebeke 7 =1/2 etrafinda simetriktir; bundan
dolay1 0<t<1/2 igin calismast yeterlidir. Lagrange formiilii ve (3.4) ile h, = At, x'(z,) *diir ve
burada ¢, <7, <t,’dr. Sayet t,,, <@ ise bu takdirde (3.2) ile beraber

a& At, agAt;, _a&gt, agAt,, a€At,
L<h = L < i i <p <

b—t_, ' b—i ~ b-t’ b—t. ~ T b,

ve (6.46) esitsizligi kullanilarak

lb_tm < h, < Az, <K f

K'b-t_, h

<6 (6.48)

i+l i+1



elde edilir. Buradan h, /h,,, [bkz (6.23) esitsizligi] i¢in bir iist simir elde edilmis olunur ve

kalanlardan da bir alt sinir elde edilmis olunur. ¢,

i+2

<@ alinsin. Bu takdirde (6.46) ile

a = (1-a)x’ almsmn; buradan & =1/(1+ &’) ve

Ati + Atm L i
lin <6- T VT A
K1+ &) K(1+ &)
olmak iizere
oAt - -
liy SO-A1, Se_i;Atm =0- /Hl _(l /a)Atm Se_g;Atm_(l ,?)Ati
K K K K (x)
elde edilir. (6-1,,,) icin bu esitsizlik ¢oziimiiyle, buldugumuz
(1+K/+K/2X0_ti+l)2(H_ti—l)’ 1, <6
esitsizligine denktir, sirasiyla
((++x2)o-1,)= (-1 )+ x(+£)Nb-0)=b—1_,, t.,<8
zincirindeki ilk esitsizligi denklestirilsin. b -6 >0 i¢in (3.4) ile (6.48)’den
h, ,
! — <K, t, <0 (6.49)

K(+x+x7) h,
ifadesi elde edilir. n bir tam say1 olmak lizere t, € @ i¢in f, <@<t,,, olarak almnsin. Bu
takdirde (3.2) ile
/&' <h/h, <k, 1,,<t <12

esitsizligi elde edilir. Bu (6.49) ile beraber ¢ _,,f, vet,  icin haric tim diigiimlerde
0<t, <1/2 i¢in k= K’(1+ K+ K’z) ile (6.23) sartlar1 dogrudur. Q, t =1/2 etrafinda simetrik
oldugundan

@ =ty ottt § (6.50)

elde edilir ve burada n’, bazi tn,_l<(1—6’)Stn, icin n’nin bir benzeridir. Uyar1 6.2’deki

formda tamimlanan @ sebeke gosteriminin miimkiinliigii bu yolla ispatlanir. Bu Andreev ve

Kopteva (1998)’deki Teorem 4 ile beraber hata ¢oziimiiniin zoi bilesenini ifade eder, yani

(6.47)’da birinci problemin ¢oziimii

=o(n) (6.51)

=

Z;




degerlendirmesini saglar. 7, bileseni degerlendirmesi alinsin, yani (6.47)’da ikinci problemin
bir ¢oziimiidiir. (6.50) ve y, (V) ile ¢cakismasiyla @ iizerinde verilen (6.44) ile bu problemin
yalniz sag tarafi sifir degildir. Buradan 4, = O(N ") oldugundan

], < e max, 7], < N7 maxfy, (v)
esitsizligi elde edilir. Bu Teorem 6.2 ve || : ||_l _< || : || , degerlendirmesiyle birlikte

2], <2¢, &7 |7, < c(av)™ maxly, (V)
esitsizligini ifade eder. Diger yandan Teorem 6.3 ile

7] <a™{#].. < e maxly; ()

elde edilir. Bu iki esitsizlikleri birlestirip ve

min|(eN) " 1]< 20+ ev)"! (6.52)
bagintist kullanilirsa
J2ll. < c(t+ev)" max|y, (v)) (6.53)

esitsizligi elde edilir.

v, (V) degerlendirmesi alinsin. Taylor formiilii kullanilarak (6.18) ve (6.20) den

(V)| =& [(p[_l/zvx )m —(pV’),,} <ce’N™ _max V7 ()| (6.54)
elde edilir. Diger yandan
(Pi—1/2Vx )x,; = p;—1/2v,’(§i )+ P’(’L )V’(é/; ) SH/TEE ('xi—l"xi+l )

esitliginden

V()] (6.55)

. (V)| < ce? ‘max [|V”(x)|+

degerlendirmesi elde edilir. Simdi (6.22) degerlendirmesi ve (6.52) gdz Oniine alinarak (6.54)
ve (6.55)’den

) < el an)! (7l 4 ool
esitsizligi elde edilir. Andreev (1998)’deki (3.14) formiiliiyle e 7/* < ce 7m0l
degerlendirmesi i =n—1,...,n+1 ve e 7%=/ < c(€ +N™ )M icin dogrudur. Buradan (6.48) ile

lw, (V)| <e N7 (1+eN), i=n—1,.,n+l



degerlendirmesi elde edilir. Benzer bir degerlendirme i =n"—1,...,n" +1 i¢in de dogrudur. Bu
(6.53) esitsizligiyle birlikte ||Z||m icin istenen degerlendirmeyi ifade eder. Teorem’de ifade

edilen degerlendirmenin ispati

o

ol =<)e| +Izl.

o

(Andreev, 2004).



7. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada fen bilimleri, mithendislik ve tip bilimleri gibi ¢esitli bilimlerde gecen
ikinci mertebeden fark denklemi i¢in sinir deger probleminin ¢oziimiiniin degerlendirmesinde
fark Green fonksiyonu olusturuldu ve singiiler pertiirbe 6zellikli lineer ikinci mertebeden sinir

deger problemi icin sonlu fark metoduyla yaklasik niimerik sonuclar incelendi. Bu
problemlerin ¢oziimii icin O(N™') kesinlige sahip fark semasmin kurulmasi, bu fark

semasinin hatasinin degerlendirmesi, €’a gore diizgiin yakinsakliginin, yakinsaklik hizinin
belirlenmesi ve kararliginin incelenmesi temel amagtir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler, yiiksek tiirevler karsisinda kiiciik
bir pozitif parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Bu nedenle bu tiir problemlerin
¢Oziimii, ¢cok degiskenli bir karakter gosterir. Yani ince gecis katlarinda ¢6ziim hizli ve diger
yerlerde diizenli ve yavas degisir. Boylece singiiler petiirbe problemlerin isleyislerinde ciddi
zorluklar ortaya cikmaktadir. Bu o6zellikler niimerik ¢6ziimde de kendisini gostermektedir.
Dolayisiyla, klasik ve standart niimerik yontemler kararsizliklari ya da iraksak olmalari
nedeniyle imkansiz olmaktadir. Bu nedenle, €’a gore diizgiin yakinsaklik 0zelligine sahip
niimerik metotlarin kurulmasi biiyiik 6nem arz etmektedir.

Bu calismada basta (1.1)-(1.2) problemi tanitildiktan sonra bu probleme uygun fark
Green fonksiyonu olusturup ¢oziim icin a priori degerlendirmesi yapildi.

Bu calismaya temel teskil eden singiiler pertiirbe ©zellikli problemler igin, giris
boliimiinde belirtildigi gibi niimerik ¢oziim yapilmstir.

(1.3)-(1.4) singiiler pertiirbe 6zellikli konveksiyon-difiizyon problemi i¢in maksimum-
modiiliin-normunda sonlu fark semasinin kesinligini analiz etmek i¢in, Green fonksiyonlari
kullanilarak bulunan ayrik (diskret) problemin ¢oziimlerinin bir a priori degerlendirmesi
uygulandi.

Son olarak (1.5)-(1.6) singiiler pertiirbe 6zellikli problemin simdilerde Bakhvalov
sebekesi olarak atfedilen sebeke iizerinde 6zel hale getirilen belirli bir problemin ¢oziimiiniin
£’a diizgiin olarak ve sebeke diigiimlerine gére O(N*) oraninda ¢oziimiine yakinsadig
burada ispatlandi. Bakhvalov sebekesi sinir katlarinin disinda diizgiin ve birbirini izleyen
artislarin farkinin kendi artiglarindan daha yiiksek mertebeden son derece daha az oldugu
belirli bir kurala gore araligin u¢ noktalarina dogru (sinir katlarinda) yogunlasir. Daha sonra,

singliler pertiirbe 0Ozellikli konveksiyon-difiizyon denklemleri icin de kullanilabildigi



gosterildi. Ayrica, konveksiyon-difiizyon denklemi icin ikinci mertebe fark semasi
durumunda, Bakhvalov sebekesinin yaklasim hizin1 belirtmeksizin genellestirilebilecegi

ispatlandi: ardisik adimlarin yakin oldugu varsayimi ihmal edilebilir; yani sinir kati disinda,
sadece h,=O(N ") sinirlamast ile keyfi diizgiin olmayan sebeke ele alinir. Bu problemdeki

calismada asil amag olan reaksiyon-difiizyon denklemine ait bu sonuc¢ genellestirildi.
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