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OZET

HIiPERBOLIK DENKLEMLER iCiN AGIRLIK PARAMETRESI

I{CEREN FARK SEMALARI

Hilal KOKSAL
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Ana Bilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. Hakki DURU

Ocak 2010, 40 sayfa

Bu ¢aligmada hiperbolik denklem igin baglangi¢-sinir deger probleminin sonlu
fark metoduyla nlimerik ¢6ziimii incelenmistir. Bu tip problemler matematiksel fizigin
ve akiskanlar mekaniginin c¢esitli alanlarinda kullanilmaktadir. Ele alinan problem i¢in
once agirlik parametreli fark semalar1 kurularak ayrik norma gore yaklasik ¢oziimiin
kararlilig1 incelenmistir. Daha sonra problem i¢in enerji esitsizligi metodu kullanilarak

¢Ozlimiin varhidi, tekligi ve baslangi¢ verilerine baglilig ele alinmistir.

Son olarak diizgiin olmayan (kose olusturan) ¢oziimler fark metoduyla

belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik denklem, Baslangi¢-sinir deger problemi, Fark

semasi, Kararlilik, Enerji esitsizligi metodu.






ABSTRACT

DIFFERENCE SCHEMES WITH WEIGHTS

FOR HYPERBOLIC EQUATIONS

KOKSAL, Hilal
Msc Thesis, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakki DURU

January 2010, 40 pages

In this study, the numerical solution of the initial-boundary value problem for
hyperbolic equation was investigated by the finite difference method. The problems of
this type arise are used in many areas of mathematical physics and fluid mechanics.
Firstly, difference schemes with weight for this problem were constructed; with respect
to discrete norm stability of approximated solution were investigated. Then for the
problem existence of solution, uniqueness and adherence to the initial datas has been
taken by using energy inequality method.

Finally, non-uniform (vertex) solutions were determined by difference method.

Key words: Hyperbolic equation, Initial-boundary value problem, Difference

scheme, Stability, The energy inequality method.






ONSOZ

Diferansiyel denklem iceren uygulamalarda verilen bir diferansiyel denklemin
genel ¢coziimiinden ziyade verilen yardimci sartlari saglayan ¢6ziimiin bulunmasi istenir.
Ozellikle Fizik ve Miihendislik gibi uygulamali bilimlerde anlam kazanan bu tiir

problemler baslangi¢-sinir deger problemi olarak bilinirler.

Bir diferansiyel denklem, bagimsiz degiskenin verilen degerleri igin
bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri {izerinde verilen yardimer sartlarla birlikte bir
baslangi¢-siir deger problemini teskil eder. Baslangi¢-sinir deger probleminin kesin
¢Oziimii icin yliksek hesaplama maliyetiyle karsilasilir veya her zaman kesin ¢éziimii
bulmak miimkiin olmayabilir. Bu sebeple, diferansiyel denklemin bir yaklasik
¢Oziimiinii elde etmek hem uygulamali bilimlerde hem de matematiksel olarak daha
pratiktir. Zira bir fizik nesnenin modellemesi olan diferansiyel denklemler bu sayede
teknolojide kullanilir hale gelir. Calismamizda bir baslangig-sinir deger hiperbolik

probleminin agirlik parametresi iceren yaklasik ¢ozlimii ve kararlilig1 incelenmistir.

Bu ¢aligsma siiresince gdstermis olduklar1 yakin ilgi ve yardimlarindan dolay1
saygl deger hocam ve danismanim Dog¢. Dr. Hakki DURU’ya, saygideger hocam Prof.
Dr. Gabil AMIRALIYEV’e, arkadaslarima, aileme ve yiiksek lisans siiresi boyunca
yiiksek lisansimi destekleyen TUBITAK a tesekkiir ve saygilarimi sunarmm.

Hilal KOKSAL
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1.GIRIS VE LITERATUR BILDIRILISLERI

Mekanik fizik ve baska uygulama dallarinda esas arastirma konular1 adi veya
kismi diferansiyel denklemlerle modellendirilir. Bu diferansiyel denklemlere baslangic
veya sinir sartlarinin eklenmesiyle; baslangic-deger, sinir-deger veya baslangic sinir
deger problemi ortaya ¢ikmaktadir. Bu baglamda bir telin titresim hareketi, bir sarkacin
salimim hareketleri ve benzeri olaylar hiperbolik denklemlerle modellendirilir. Telin
baslangi¢ anindaki durumu, zamana gore degisimi verildiginde ve tel sinirli oldugunda

problemimiz basglangi¢-sinir deger problemi adini alir (Young, 1972).

Adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemleri, parabolik ve eliptik tip
kismi diferansiyel denklemler i¢in smir deger problemlerinin ¢oziimiiyle ilgili
arastirmalarda (¢Oziimiin varligi, tekligi vb) sik¢a kullanilan tekniklerden biri
maksimum prensibidir (Murray, Protter ve Weinberger, 1984). Hiperbolik denklemler
icin ¢6ziimiin degerlendirilmesinde bu teknigin kullanilmasi yerine enerji esitsizlikleri
metodunun kullanilmasi daha avantajlidir. Zamana baglh diferansiyel denklemlerde
ozellikle ¢cok boyutlu durumlarda enerji esitsizlikleri denilen yontem daha yaygin
bigimde kullanilmaktadir (M. Lees (1960)).

Bu tiir problemlerin ¢6ziimleri ¢ogu kez bulunamaz veya yiiksek hesaplama
maliyetinden dolay1 pratikte ¢oziimden faydalanilamaz. Bu sebeple, niimerik ¢éziimler
onem arz etmektedir. Bu sayede modele bilgisayar destegi saglanarak pratikte
faydalanilir hale getirilmis olur.

Bu calismaya paralel olarak, hiperbolik denklemler i¢in baglangic sinir deger
problemlerinin ¢oziimiiyle ilgili ¢esitli niimerik yontemler sunulmustur. Bunlarla ilgili
bazi ¢caligmalar agsagidaki bicimde 6zetlenebilir.

Ascher, Matheij ve Russel (1988) adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger
problemlerinin niimerik ¢oziimiinii incelediler. Singiiler pertiirbe 6zellikli baslangic ve
siir sarth birinci ve ikinci mertebe ile birlikte adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in

adaptiv sebeke lizerinde sonlu fark metotlart Amiraliyev (2005) tarafindan verildi.



Samarskii (2001), degisken katsayili ikinci mertebeden hiperbolik denklemler ve
1s1 denklemleri i¢in diizgiin olmayan sebekeler iizerinde degisik homojen fark semalari
inceledi. Hasio ve Weinacht (1983), lineer ve semilineer hiperbolik- parabolik Cauchy
probleminin ¢ézliimii i¢in diizgiin yakinsak asimptotik agilimlar olusturdular. Doolan ve
ark.(1980), adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in fark metotlarini verdiler. George
ve Twizell (2006), ikinci mertebeden karigik sinir katli bir boyutlu hiperbolik ve
parabolik denklemler i¢in ikinci mertebeden sonlu fark semalarini incelediler.

Bu calismada asagidaki hiperbolik denklem icin baslangi¢-sinir deger problemi

ele alinmaktadir:

2 2
a—l::aza—l:+f(x,t) O<x<L, 0<t<T
ot; OX;
u&0 =u, € %’zﬁo(:, 0<x<L

uQt =1, u€t =4, 0<t<T.
Burada f', u,, u,, x, Ve u, yeterince diizgiin fonksiyonlardir.

Ele alinan problem i¢in ¢oziimiin degerlendirilmesi enerji esitsizligi metoduyla
yapilmis, agirlik parametreleri iceren fark semast olusturulmus ve bu semanin
matematiksel oOzellikleri (problemin kararliligi, yaklasim hatast ve yaklagim hizi)

incelenmistir.

Ek boliimde de konuyla ilgili bir C Programi yapilarak teorik sonuglar icin

bilgisayar destegi saglanmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde diizgiin sebekede fark semasinin kurulmasinda ihtiyag duyulan

notasyonlar, tanimlar ve esitsizlikler ispatsiz olarak verilmektedir.

2.1. Diizgiin Sebeke Icin Gerekli Tanimlar

Tanim 2.1.1.

a) w={x |x =ihi=12.. N-I};h=1/N ifadesine |1 arahgindaki diizgiin

sebeke denir.

b) g, =9 :, o, ’da tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. ||g|| con " max|gi|

X €y,

ifadesine diizgiin sebeke normu denir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

Tanim 2.1.2.

g herhangi bir fonksiyon olsun. Buna gore;

a) 0,; = g((”l#_g((" ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denir.
b)g = g(('+g(("l’ ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir.

C) g, = 9€.: E_hg ¢ ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi denir.




1206 ro€, .. . . :
dg = 9€.. - ghf(l BAL T ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir

(Memmedov,1980).

Tanim 2.1.3

Basit Lu =u" operatorii igin
b ‘ b
ju(lw’) dx = —Iku V'dx +kuv'|> denklemi 1. Green formiilii olarak adlandirilir

(Samarskii,2001).

Tanim 2.1.4

V i=12,..,N-1icin A #0 ve B0 olmak iizere

Ay ,-Cy +By.,=-F,i=12,..,N-1

Yo =2Ya+ M Yo = XoYna + H €l
sinir deger problemini ele alalim.

Vi = &aYia + B €2
a; ve p; belirsiz katsayilar olmak tizere (2.2) denkleminin dogrulugunu kabul edelim.
O halde y, , = o;y; + S, olur. Bu (2.1) de yerine yazilirsa,

Q.o -C, y, + AB, +B,y,, =—F olur. Burada (2.2) denkleminden dolay1

Ko -C &.+B v, +AB + Qe -C, B, =—F eldeedilir.

¢, -C, :Ozm +B, =0, Ap + @, -C, )m + F, =0 sart1 uygulanirsa
denklemin herhangi vy, igin dogru oldugu goriiliir. Bu yiizden C, — A¢; # 0 oldugunu
varsayarak, «;,, ve S, ’in belirlenmesi i¢in (2.2) denkleminin kabulii altinda

__ B il12..N-1 (2.3)

ai+1
C -Ag



By = éﬁ_—;z i=12,.,N-1 (2.4)

rekiirans formiiliinii kurariz. «; ve f,’yi bulmak i¢in ileri eliminasyon, Y, ’yi bulmak
i¢in geri eliminasyon uygulanir. ¢; ve £, 'nin bilinmesiyle (2.2)’ye gore, i +1’den i’ye
hareket ederek y, degerlerinin hepsi belirlenir. ¢; ve f,’yi bulmak i¢in (2.3) ve (2.4)
formiillerine gore aksi yon (i'den i+1’e) takip edilir.

i =0’1(2.2)’ de yerine yazarsak y, =, y, + S, yani y, = y,Y, + 4 sinir sartini
tayin ederiz.

o=y (2.5)

By =y (2.6)

Burada «; ve g, bilinerek y, smir degeri 1—«, y, #0 kisitlamasi altinda

Yn = 22YNna T,

Yna =Yy + By
denklem sisteminden elde edilir. Boylece baslangig sart1 (2.2) denklemi igin

+
yy = 27
1- an X

olur. (2.2) ve (2.7) hesaplama formdiilleri ileri eliminasyonu insa eder. Genel durum i¢in

yontem;
o B. )
ain=——"—, i=12,. ,N-1,0 =y
C,-Aai
(2D Ap +F .
o=—t L j=12..,N-1,8 =
i+1 Ci _Aiai ﬂl /ul
+
Y, = Hy T X>
1-ayx,
P

y/i = di+l Yia +/Bi+17 i=N-1,N-2..10

seklindedir. Bu sunulan algoritmaya sag eliminasyon metodu denir (Samarskii,2001).



Esitsizlik 2.2.1
1 Esitsizligi:
Keyfi a,b i¢gin

|ab| < 1a* +ib2, 10>0

olur (Amiraliyev ve Duru,2002).

Esitsizlik 2.2.2

Cauchy Bunyakovski Schwarz Esitsiligi:
f & =L, ve g€ & L, ise Cauchy Bunyakovski Schwarz esitsizligi
b zZ p b
(jf € g (@xj < '[f 2 (@xjg2 € Ox

gerceklenir (Amiraliyev ve Duru,2002).

Esitsizlik 2.2.3
Gronwall Esitsizligi:
Kullanilan fonksiyonlar siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere,
t
VCsU, + [P€I€3 € s, p G0 ise
0

jt'p@ifl t [jt'pﬁif

vx uoe[0 + [a€g" st
0

olur. Ayrica



t
VC9Cr [p€U€Ts pC0 ise
0

t

[re€as

t
vC9 G [9€D€E  ds
0

olur (Amiraliyev ve Duru,2002).

Esitsizlik 2.2.4

A

@, = A =ihh=1/N;x, =0,x, =| keyfi sebekesi iizerinde ve x=0 ve x=1 ug

noktalarinda tanimli herhangi bir y(x) fonksiyonu i¢in;

|2
IV < 1y, 07 Yo =Yy =0

esitsizligi dogrudur (Samarskii,2001).
Esitsizlik 2.2.5

@, = X =ihi=01..,N,x, =0,%, =1 esit adimli sebeke ilizerinde ve x=0 vex =1

u¢ noktalarinda tanimli herhangi bir y(x) fonksiyonu igin;

E|| v, 12 <yl <5|| yy 17
4 X - - 8 X

esitsizligi dogrudur (Samarskii,2001).



3. BIR TELIN TITRESIMLERININ DENKLEMI iCIN FARK SEMALARI

3.1. Fark Probleminin ifadesi ve Yaklasik Hatanin Hesaplamalari

Bu kesimde, bir telin

o’u _ _, 0
- 2

— +f(x,t),0<x <, t >0
atlz axl (l 1) X1 1

bigimindeki titresim denklemi lizerinde ¢alisacagiz. Buna gore, orijinal denklemin

2 2
a—uzg—?+f(x,t) 0<x<l0<t<T 3.1)
X

. . . . X at . .
ile temsil edilmesinden dolay1, X = Tl ve t= I—l boyutsuz degiskenlere gecis yapmak

daha makul gorinmektedir. Baslangic konumu u, €  ve baslangic hiz1 U, € _ olmak

lizere, baglangic anindaki ek sartlar

~ - ou€o . _ -
u€0 =u, €, u&o u, € ...(3.2)
ot
ile belirlenir. Telin uglar
uQt =4 Cudt =1, C (3.3)

olarak Dbilinen kurala uygun hareket eder. Problemimizin tanimli oldugu
D=g<x<10<t<T dikdortgen bolgede @,, sebekesini sunalim. (3.1) denklemi,

t ye gore ikinci tlirevi igerdiginden fark semasinin kati da tigten kiiglik olamaz.

Asagidaki gosterimleri géz oniine alalim.

j+l =

= J-1 = =
WYEY) 1 V-

y=y.p=y

Ay:yfx



V=Y V=29+Y o Yty Y-y
Y- = - 2 1yz_ -
i T T 2 2T

g6z Oniine alalim. Bu formiilleri (3.1) denklemindeki tiirevlerde yerlestirelim. Bunun
igin;

o’u o°u
o Y 5 AU=Us f~o

formiilleriyle insa edilen yaklasik tiirevleri (3.1) denkleminde yerine yazalim.

Tartismalarimizda anahtar rol,

Vi =A@+ €203 53, o=/t

Vo= C  Yv=1C Y& =u, €y, €0 =0,(x) ...(34)
agirlikli semalar ailesi tarafindan oynandi. Burada U, (X) ilerde belirlenecektir.

Sinir sartlart ve u€,0 =u, € birinci baslangig sart1, @, _sebekesi tizerinde kesin
olarak saglanir. U, ((:’in secimi i¢in, U ((:— ou «,ojat =U, ((:— 0, ((: yaklagim

hatasinin O (2 :mertebesine sahip olmasi sart kosulmaktadir.

0 (%0) = u(x.0) +%TU(X,O) +0(z?)
—ii, (%) +%r(u" (x.0)+ £(x,0)) + O(c?)

= (1) + 5 00+ (6,0 + O )
bagintilarindan,
U, (x) =1, (x)+%r(ug(x)+ f (x,0)) (3.5)

oldugunu kabul edersek, u,(x)—u,(x,0)=0(z*)oldugu hemen gbriiliir. Bu nedenle

(3.4) ve (3.5) fark problemi tam olarak konulmus olur. Burada §=y!™ kabuliiyle,

herhangi bir o > Oigin kararli olan ve sag eliminasyon metoduyla ¢oziilebilen;
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2 4 i+l j+ Y

o @l +y S +20y%)y " =-F, 0<i<N

Yo=thy  Yn =4y, Y =%

F =@y -y +r2(1-20)Ay! +or’AYy "+
sinir-deger problemini (3.4) denkleminin temeli {izerinde kurariz.

Sonraki adim, (3.4)-(3.5) probleminin bir y ¢oziimii ve (3.1)-(3.3) probleminin
U=u(x,t) ¢oOziimii arasindaki farki arastirarak ¢ = f(X,t.) durumunda (3.4)’lin
yaklagim hatasini hesaplamaktir. u =u(x,t) ¢Oziimiine gore
w=AlclU+(@0-20)u+cou)+@—Ug (3.4)’in yaklasim hatasi ve
v =1U,(x)—U,(x,0),y, =U,(x) ikinci baslangi¢ sarti i¢in yaklagim hatasi olmak iizere,
y =2z+U’yu (3.4)’de yerine yazma,

2. =A€2+(1-20)1+07 Y}y,

Z,=2, =0, z(x,00=0, z(x,0)=Vv(x) (3.6)

verir. Yukarida sdylenenlere uygun olarak v=0 ¢ :olur. Iyi tespit edilmisl = u + zu,
ve U =u—zu, ifadeleri
cl+(@1-20)u+ocU=U+o7Uy,
sonucunu ¢ikarmayi,
w =AU+’ AU, +9—Uy,

=Lu+o7’Li+ f —0+0(h* +7?) (3.7)

ifadesini saglayarak izin verir. Ayrica 7 ve h’a bagli olmayan bir keyfi sabit o icin

w =0(h* +7°) olur,

o =6 —h/(127?) alahm. Burada & sabiti (3.4) semasmin kararliligini

saglayacak bicimde h ve 7 ’dan bagimsiz segilir. Simdilik gozlemlendigi kadariyla,
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o> % (- gjl —%7’2, y=tlh, &>0 ic¢in (3.4) semas: kararli oldugundan,
_ 1 ~1 -
o= " (- _ almak yeterlidir.

2

h? .
—f+—f 3.8
7 B (3.8)

ile (3.4) semasi, daha yiiksek yaklasim mertebesi elde etmemize ve y = O §@? +rz:

almamiza izin verir.
Uglincii tip

u©.H = u(0,t) =4 (t), - uly BuLt) — 1, (1)

ox

sinir sartlarina asagidaki fark denklemleriyle yaklasilir;
pYe=A € +1-20)y+oy o, =0
PYe =N €9+(@1-20)y+0y o', i=N,
burada

- yx_ﬁly +
Ny=">2—""2= Ay=
y h/2 y

_Yut+ By
h/2

e +L L +V_2
» =pp h/2’(p PP h/2

seklinde ifade edilir.

Burada simir sartlar i¢in yaklasim hatasi,

¢ =T(x1), pi=p =L V=), V,=,(1)
ise O(h? + %) mertebesindedir.

Az sonra yazilacak

hZ
o = — 2+5, E:Sbt
127
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=1+%

hp
=1+,
PL 3 P 3

2

h
—f(x,t)+—f"
7 (x,1) T

ZAC)

W :u1<t)+%[ 2

+ f'(O,t)—ﬂlf(O,t)],

v, () = ﬂz(t)+%2(ﬁ27(t)+ f'Lt)-p,f (1,t)j

yer degistirmeler, Xx=0 ve x=1 diiglimlerindeki baslangi¢c denkleminin yaklagimi
O(h* +7%) kesinliginden O((h* +7%)/h) kesinligine ve smir sartlarinin O(h* +7?)

kesinligine semanin tasarimi i¢in en uygun olanlaridir.

3.2. Kararhlik Analizi

Simdi homojen simr sartlh ve denklemin sifir sag tarafli olma durumunda
baslangi¢ verisine gore (3.4) semasmin kararliligini inceleyecegiz. Problemin makul

ifadesi;
Yo = A0 +(1—20)y + oY) = Ay,
Yo =Yn =0, y(x,0) =uy(x), Y, (x,0) = Uy (x) (3.4a)

olur. Bunun ¢oziimiinii degiskenlere ayirma metoduyla arayacagiz (Young, 1972).
Burada o6zel ¢6ziim Yy(X,t)=X(X)T(t) #0 c¢arpimi olarak aranacaktir. Burada
y = XT ’y1 (3.4a) denkleminde yerine koyarak

AX _ Tft _
X T@

) (3.9)

sonucunu verir. Bunlar1 y, =y, =0 sinir sartlari ile birlikte ele alarak, X (X) i¢in
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AX+AX =0, xew, X0)=X@2)=0, X(x)%0
0zdeger problemini kuralim, bunlarin ¢éztimleri

A :isinzﬁ,

-2 X ¥ (x) = /2 sin 7kx

olur. Denklem (3.9)’dan T, (t) icin ikinci mertebe
(T ) + AT =0

fark denklemi veya

. ~ Erzlk
T, -2 )T, +T, =0, &, =—2——— (3.10)
1+o07°4,

biciminde tekrar yazabilen
A+o 722 )T, - 2(1+ (0' —~ %)rzlk JTk +(@1+0722,)T, =0

denklemi elde ederiz.

T, =T.(t;) = g, bigiminde sunulan denklemin bir ¢oziimiine kalkisabiliriz. Bu
nedenle, q icin kuadratik denklem (3.10)’dan meydana gelir. q* —2(1-a)q+1=0 (bir
siire igin k indisi ihmal edildi). q,, =1—++a® —2a koklerinin dikkatli analizi,
O<a<2i¢in q, =1-at im degerlerinin ‘ql,z‘ =1 ile kompleks oldugunu

gosterir. Denklem (3.10)’a genel ¢6ziim olmasi sebebiyle ql(k) =e'™ ve qgk) e y
elde etmenin miimkiin kilinmasinin

T T . ..
T (t;)=C, ﬁfk)/Jer Qék)/ = A, COS J@, + B, sin o,

ile temsil edilebildigi

cosp, =1l-¢,, sing, =, (2-«,)

icin yeni bir ¢, degiskenine gegcmek anlamlidir. Burada A, ve B, keyfi sabitler olarak

yer alir.
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Bundan sonra, 6zel ¢ézlimlerin bir

=z

1

y' = (A cos jo, +B,sin jp,)X <€ (3.11)

1

=~
1]

toplami olarak (3.4a) probleminin bir ¢oziimiine bakalm. u, ve O, , u,€ Ve

U, € ’in ilgili
N-1 N-1 -
Uy (X) = ZUOkX ©x), Tx) = Zaokx “ €« (3.12)
k=1 k=1

acilimlarindaki uygun katsayilari olsun. Denklem (3.11) toplami i¢in elde edilecek
y'=u, ve y; Ql—yOZTzﬁo(X) baslangic sartlariyla ilgili olarak, A, ve B,

katsayilarinin belirlenmesi igin

1-cosg, T -
=Uu,, B = —U,, +— u 3.13
Ak 0k k sin (Dk 0k sin ¢k 0k ( )
ifadesini bulmamizi mimkiin kilan
cosp, —1 sin -
Ak = Ugy s Ak P + Bk P = Ugy

T T

bagintilarimi belirleriz. A, ve B, ifadelerini denklem (3.11) de yerini koyarak, kii¢iik
degisikliklerle

o1
n-1| COS(J— )@, rsin i
. io. ~
y!' = Z 1 2 Ugy +— Uy, X ®(x) (3.14)
=] C0S - @, SIin @,
2

sonucuna ulagiriz.

Birinci sathadan sonra (3.4a) semast i¢in Hyj

‘nin degerlendirilmesi,
Ye =AY, Yo=Yn =0 yX0)=Us(x), ¥ (x0)=0,(x) (3.15)

semasina bagli olarak o =0 icin tiiretilecektir. Su halde,

1 .
& Erzﬂk = f, COSQ =1— 4 ,sing =14 (2— 1)



15

olur. Buradan & >0 bir keyfi say1 olmak iizere, @, sebekesinin adimlari

72 1

h " 1+e

ile iligkilendirildiginde,

ifadesini buluruz. Oyle ki

1 y75 \/ €
COS— = 1-=>_|—
2 \/ 2 l+e

esitsizligini verir.

2sin 1(0 2sin 1(0

i A Pk A Pk

NP 2 coslgokz 2 |-£
T T 2 T 1+¢

ve

1
2sIn_ o [2(1—cos
2% ?) 24, _
T B T T \/Z

bagintilarindan dolayz,

Singpk> 4 £

- k
T l+¢

degerlendirmesine ulasilir. Denklem (3.14)’iin agiliminin

N-1 COS(J. _qu)k
R

%
k=1 Coszgpk k=1 5|n¢k

ifadesini  sagladigim1  gozleriz. Kalan denklem (3.18) ve

degerlendirmelerini kullanarak, sonucta

TSln J¢k uka (k)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

denklem (3.19)
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o = k(52
& ’ a A

esitsizligini elde ederiz. Bahsi gegen,
~ - 1/2
% ﬂ'Ok ~
a A
ifadesinin
~ e~ ~ M2
”uO”N1 - « luov Us _
negatif norm olarak bilinen H ,uzay: iizerinde kabul edilen bir normdan bagkasi

olmadigini not edelim. Burada @, sebekesi ilizerinde tanimli biitin y fonksiyonlar

uzayinda ve X =0 ve X =1 noktalarinda sifirlanarak A, =—-A  =-y; olur. Gergekten,

A

a

~
oly &

esitligini saglayarak

l < 1v/ (k) Nila' k (k)
- P = 1T}
O, ATX ) =y o x
k=1 k=1 2'k

elde edilir. Boylece (3.16) sart1 altinda (3.15) semasinin

l+¢

== ol + [0 (3.20)

degerlendirmesini kabul ettigini ispatladik. Bu degerlendirme & >0 keyfi bir say1
olmak iizere, (3.4a) semast i¢in

2
o> ite_ h— (3.21)

4 47?

kisitlamasi altinda gecerliligini siirdiiriir. Bunu temin etmek i¢in, yukaridaki ispatta

1.’y her yerde a, = (%Tzﬂk j(1+ or’ 2. )™ ile yer degistirelim.
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Superpozisyon ilkesi, ¢oziimii bir
o d .
y! =ZTY“ (3.22)
=0
toplam olarak arastirilan

Ya = Ay(a) +0, Yo=Yn= 0, y(X:O) =0, Yi (X,O) =0 (3.4b)

problemini goz oniine alarak sag tarafa gore (3.4) semasinin kararliligini aragtirmada bir
potansiyel ortaya koyar. Burada, j nin bir fonksiyonu olarak Y "7, sabit tutulan j igin

homojen denklemi

~

Yo = AGY I +(1-20)Y T +oY I 0<j <] (3.23)
olarak ¢dzer. Oyle ki bu ¢dziim
Y =Y =0 (3.24)
sinir sartlari ve
. IRV =8 RV (S LRI 8 (R
yHr=0, Y :Y Y :Y =g’ (3.25)

T T

baslangi¢ sartlari tarafindan desteklenir. Buradaki ¢', (3.4b) homojen olmayan

denklemi saglayacak bigimde secilir.

Benzer problem, dogal olarak ¢’ fonksiyonu icin ortaya cikar. Y nin

tanimiyla,

R TP = S
] _ ~vy It 1.
yft ==Y +ZTY&
T i'=0

B -
Ay = AY +ZTA(“ ET)
=0

olur. Denklem (3.4b) ile beraber bunlar1 yerine koyarak,
Y —or? AY I = gt (3.26)

esitligini elde ederiz. Bu esitlik, ¢ = ¢’ =Y ™Iz icin;
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p-cT’Ap=0, ¢y =4y =0 (3.27)

denklemini tiiretmemize izin verir. Bu kesimin amaci i¢in, (3.21) kararlilik sart1 elde
edildiginden, sag taraftaki ¢ terimine gore (3.4b) probleminin bir y’ ¢oziimiinii
degerlendirelim. Bu sart garanti edilerek, (3.20) degerlendirmesi, (3.23) probleminin bir

¢Oziimii i¢in kesinlikle dogrudur ve simdilik

ot E e, -2 ey
< : )
£ L

seklini alir. Uggen esitsizligi ile (3.22)’den

j-1
BN el
£

sonucunu ¢ikaririz. (3.27) denklemi, ¢ ve ¢ ’nin ){

A—l

Afl

® sisteminin 6z fonksiyonlarma

gore
N—

N-1 1
¢:Z¢kx(k)! ¢’:Z¢’kx(k) (3.28)
k=1

k=1

serilerine agildig HY I ‘

normunun bir sinirint belirlemeye ihtiya¢ duyar. (3.28)’i

Afl

(3.27)’de yerine yazarak ¢, =@, (+ Jrzﬂ,kjl ifadesine ulasilir. Elde edilen bu

bagintilarla, o >0 i¢in

N-1 q)Z N-1 (02 N-1 (02 2
of , =S k=_ % Py
|, 2 G o Z ) (i

buluruz. Bu
], = de’],.

anlamina gelir.

Boylece, 0 >0 olur ve (3.21) sart1 yerine getirilirse, degerlendirme (3.4b)

semasi i¢in
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Afl

_ 1 i1 .
vl 2l
j’=0

olur. Ayn1 muhakemeyle, onceki gibi (3.4) problemi i¢in y, =Yy, =0 smir sartiyla

(3.21) kosulu ve o >0 kisitlamasi altinda

]
e (2 e

oldugunu ¢ikaririz. Boyle durumda y' = y(zr) bir 6zel segimi igin (3.15) semasinin

A—l

i-1
i
ot 2o
j'=0

kararliliginin 7 <h kisitlamasi altinda L, uzayinda kanitlandigini goriiriiz.

yi=vyl.,  j=l2. (3.29)

Y =u, =0, +%ryi’x (3.30)

fark semasmin (3.1) ve (3.2) denklemine O(h?+7?) mertebesinde bir yaklasim
sagladigii biliyoruz. Diger fikirler y° =u, ve T, aracihigiyla y’’nin ¢dziimiiniin
ifadeleriyle baglantilidir. Belirlendigi gibi,

N-1

yl = Z(UOk Cos jo, + ;:0“ sin jo, } X ®) (3.31)
N,

k=1 k

oldugunu buluruz. Burada U, , U, Ve ¢, biyikliiklerinin anlami1 korunacak bi¢imde,

U, ((:’in Fourier katsayilaridir. Denklem (3.31)’in karesini alip

- 2
T Ugy : P 2 oy 2 2 in?
2| ———C0S J, U SIN Jpp, S 7°——7—C0S" J@, +Up SIN" Jo,

sing, sin g,

degerlendirmeyi uygulayarak

ill? 2 = Uok
] <l Zin® g,

esitsizligini elde ederiz. Buradan
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72 1

singp, ﬂk(l—ifzﬂk]

seklinde yazilir.

Ifadesinin alt sinirm1 hesaplamak i¢in y =7/h <1 aliriz. Bu dogrular boyunca

ﬂ{ Tjk ]_ —sin %(1—;/2 sinz%)

h2

v

izs nzﬂ(l sin? ﬂkh)
h 2 2

4 _ ,7akh _ , ahk
= —sin“——cos" —
h? 2 2

> izsinz—cos2 h =sin? ”2
h 2 2 h

oldugu agiktir. Kesim 2.2.5°de, h s% ise 4h? Sinz(%ﬂhlj28 oldugu Onceden

gosterilmisti. Bu nedenle, h, = 2h alinarak,

HJ
Smhzﬂh _ismzﬂ_ h<

1
4
oldugunu buluruz. Boylece, 7<h ve hs% olursa (3.29) ve (3.30) probleminin
¢Ozlimii i¢in uygun degerlendirme
112 1,
Y[ =l + 5 o

olur.
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3. Enerji Esitsizligi Metodu

Telin titresim denklemi i¢in fark semalarinin incelenmesi (boliim 3.1) enerji

esitsizligi metoduyla tamamlanabilir. Burada, probleme iliskin
Yo = Ao¥ + (1~ 20)y +0y)
Yo=Yn =0 Y(x0)=us(x), ¥, (x.0)=0(x) (3.32)

baslangic verisine gore kararliliga kendimizi kisitlayacagiz.
oy+(1-20)y+oy=y+or’y, oldugunu akilda tutarak ve E 6zdeslik operatdrii

olmak iizere,
(E-oz?A)Y, = Ay (3:33)

bicimindeki (3.32) denklemini kast ederek, elde edilen (3.33) denkleminin i¢ ¢arpimini

ve Y, = (Y, +Y;)/2 biiylikliigiinii alir1z. Bunun sonucu
t

((E ~o 7’ A) Yy, yg) = (Ay, yg) (3.34)

olur. Asagidaki asikar 6zdeslikler,

1 A 1 -
(ytpygjzgﬁytnzy _(Aytt!yg):(yxtt'yxg}za‘yxt _|21,

(3.34) denkleminin sol tarafini

~
2

1 —
(E-ordyay )=; Gl vy T, 639

bigiminde yeniden diizenlememize yardim eder.

Ayrica, X =0 ve x =1 noktalarinda sifirlanan herhangi y = y(x,t,) fonksiyon

i¢cin
1 T N 2 .
(A ) =g by TS T (3.36)

oldugunu gosterecegiz. Gergekten birinci Green formiiliinden v =y, ile
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- A o | = y Vo
[ y’yt) (V VJ
oldugu ¢ikar. Oteki
RN

V.V;, «-i— V_ o~ 8 f oy

gelismeleri dahil ederek, (3.36) 6zdesligine ulasiriz.

(3.35) denklemini ve (3.36) 6zdesligini (3.34) denkleminde yerine yazarak
2 1), - 1 _ 2
(I (o3l T 2yes, T -0 @37)
t
enerji 6zdesligini veya &' = &/ esitligini elde ederiz. Burada
ol + (o3 )elye Faglynes T (339

olur.

4
Yix J__z = F"yfnz

ve

1 1 1
||yf||2 +(0_Z)72 yfiJ__z Z(th +[O'_ZJTZJ yfiJ__z

olan basit gozlemlerle, y' ve y!™ keyfi alindiginda negatif olamayan &’ biiyiikligii

icin o ’nin degerlerini bulalim. Hatirlandig1 gibi,

(3.39)

ise (3.38) esitliginin sag tarafinin negatif olmadigi sonucuna variriz. Burada,

¢ =|y?|, ifadesi,

I S o L B VR s Y
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yazmamizi saglayan bir norm (veya daha ¢ok bir semi norm gibi) olarak goriilebilir.

Coklu katlardaki y ’nin degerlerine bagl olarak bir araya gelen bdyle normlarin ¢ok

katli semalar icin tipik oldugunu not edelim. Bu, ozellikle ii¢ katli semalar igin

dogrudur.

(3.37) 6zdesligi, (3.40) normunda: her j=012,...i¢in Hyi+l

X =HyOH* baslangig
verisine gore kararlilig1 saglar.

Boylece, (3.39) sart1,(3.40) normundaki baslangi¢ verisine gore (3.32) semasinin
kararlilig igin yeterlidir. Ozellikle o =0 ile (3.32) semasi

7<h (3.41)

sart1 altinda baglangi¢ verisine gore kararlidir. Ekseriya, bu kararlilik sartina, ilk kez R.
Caurant, C. Friedrichs ve G. Levy tarafindan 1928’de ispatlandig1 i¢in Courant sarti
denir (Godunov ve Ryabenkii, 1964, syf 248).

Uzay degiskenlerine gore

o’u  , 0%
— ——a’ = 3.42
ot? x> (342)

denklemi igin (3.41) sart1 7 <h/a seklini alir. Burada a ses hizidir.

3.4. Diizgiin Olmayan Coéziimlerin Fark Metoduyla Belirlenmesi

Gazlar, sivilar ve katilarda sok siirecleri belirleyen matematik fizigin cesitli
problemleri, bir telin titresiminin (3.42) denklemi olan en basit ikinci mertebeden
hiperbolik denklemlerin diizgiin olmayan ¢6ziimlerinin belirlenmesi problemine
gotiirir. Bu ¢oziimler, denklemde bulunan ikinci merteben tiirevlere sahip
olmadigindan, “coziim denklemi saglar” sozii baz1 genellemelere gore anlasilmalidir.
Genellestirilmis ¢oziimlerin miimkiin tanimlarindan biri, diferansiyel denklemin, (3.42)
denkleminde ortaya ¢ikan siirekli tiirevleri mevcutsa integralin korunumu kanunundan

cikmasi gergeginden dolayidir. Bu durumda genel ¢6éziimlerin miimkiin tanimlarindan
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biri mevcuttur. Bu durumda genel ¢oziim, G = §<x<I,0<t<T tanim araliginda

sinirlt pargali stirekli Z—u : zt—u tiirevlerine sahip olan ve
X

CJ.(a—udx+ a’ a—ua’t) =0,
o\ ot ox

integral denklemini saglayan bir u(x,t) fonksiyonu olarak anlasilir. Burada C, G

tanim araliginda keyfi bir kapali egridir. Sayet birinci tiirevler siireksiz ise

X + at = sabit karakteristikleri i¢in;

[%“}:ia[z_ﬂ, F o= f(E+0)- f(E-0) £=x=at

sigrama sartlar1 saglanmalidir.

Problemin bir genellestirilen ¢dziimiinde verilene

2
Zt—l;dxzaZ%0,0<x<l,t>O, (3.43)
X

u(x,0) =u,(x), aat—u(x,O):ul(x), u(0,t)=0, u(l,t)=0

ek sartlarin uygunlugu ile agirlik parametreli semaya
Yo =A(0§+(1-20)y+oxy), Ay=a’y,, (3.44)

giiveniriz. Agirlik parametreli semanin yaklagim hatasini incelerken (3.43) probleminin
bir ¢oziimiiniin var ve yeterince diizgiin oldugu kabul edilir. Baslangic verisinin

diizglinliigline bagh belirli sartlar altinda miimkiindiir.

Sayet U =u(X,t) genellestirilmis bir ¢dziim ise ayni1 sema yakinsar mi? (3.44)
probleminin sebeke ¢ozlimii O[m ) kesinligiyle genellestirilmis ¢dziime
yakinsama meydana gelir. Bu ifadeyi dogrulama {izerinde durmayacagiz.

(3.43) probleminin genellestirilmis bir ¢oziimiinii bulmaya calisarak, sebeke
¢Oziimiinlin salimimlart ve semanin dogrulugunu azaltan tiirevleri (dalgacik) rastlasir.

Dahasi, tiirevlerin siireksizlik dogrulari, uygun siireksiz yayilma hizinin belirlenmesinde
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zorluklara sebep olan birkac sebeke araliklar1 iizerinde yayilir. Bu, fark yaklasiminda

stirtlinmesiz (dissipasyonu) sunumunun sonucudur.

Diferansiyel denklem i¢in biitiin harmonikler ayn1 @ hizina sahip oldugundan,
dalgacik fark harmonilerinin dispersiyonun (serpintilerinin) ortaya ¢ikisi gercegi, yani
harmonik hizin belirlenmesinin sayisina bagli olma gercegiyle sarta baglanir. Bir
semanin kalitesini iyilestirmek i¢in dispersiyonu minimize etmeye ihtiya¢ duyulur.

Agirlik parametreli (3.44) semast ile iliski kurulursa

1 1 ar
O=0.=— 1——2, y=—
12 y h

ifadesine bagli fark semalar1 arasinda en az yayilma vardir ve yukarida bahsedilen

engelin lstesinden gelmemizi saglar. Yakinsama 4. mertebedendir, yani yeterince
diizgiin u = (x,7) ¢dziimleri iizerinde O€* + h“: olur. Diizgiin olmayan genellestirilmis
¢oziimler lizerinde o =o. agirlik parametreli (3.44) semasi igin yaklagim hatasi,
herhangi o # . agirlik parametreli semaninki kadar biiyiik olur. Bununla birlikte
indirgenmis dispersiyona gore o =o. agirlik parametreli sema daha kesindir ve

genellestirilmis ¢oziimlerin karakteristik 6zellikleri ¢ok daha 1yi tiretilir.

1 1 1 1
O'Z———Z:— 1——2
4 4y 4 ¥

gibi (3.44) semas i¢in belirlenen kararlilik sarti, ¥ <1 veya z<h/a ise, yani acik
semaya gore ayni sartlar altinda o =o. agirhik parametreli sema icin kesin olarak

dogrudur. Bu baglamda

o;=i l—i2 <0
12 ¥

olur.

Viskoziteyi sunarak dalgacigi gevsetme tesebbiisiinde, ¢oziimiin goriintiisiinde

ve kesinligin kayiplarinda sapmanin olustugunu burada vurgulayalim.
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EK BOLUM

Niimerik Ornek ve Program

2 2
gt—l:(@t:—4% &t =0,0<x<10<t,

hiperbolik diferansiyel denkleminin
uQt =ugqt =00<t
sinir sartlari ve

u€0 =sin€x D<x<1ve
ou ~

— &0 =00<x<1

ot ¢ -

baslangi¢ sartlarin1 goz oniine alalim. Bu problemin kesin ¢6ziimii

u &t =sinsxcos 2zt *dir.
Sonlu fark sag eliminasyon algoritmasi, m=10, T =1, N=20 ile h=0.1, 7=0.05 ve
A =1 olacak sekilde kullanilmigtir

C++ programu ve sonuglar1 asagidadir. Ornegin sonuglar1 gergeklesmistir. Oyle

ki kesme hatas1 O (2 +h? ‘ olarak sonu¢lanmustir.

#include<math.h>
#include<stdio.h>
#include<conio.h>

#define M1 50

#define pi 3,1415926535897932385
float x,x0,x1,t,t0,t1,yb,ys,h,k,T1;

int n,i,j,m;

float w[M1][M1],;

float f(float x)

{return(sin(pi*x));}
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float g(float x)
{return(x-x);}

float fi(float x,float t)
{return(x-x-t+t);}

float u(float x,float t)
{return(sin(pi*x)*cos(2*pi*t));}

main()

{printf("x0 sayisin1 giriniz...."); scanf("%f",&x0);
printf("x1 sayisini giriniz...."); scanf("%f",&x1);
printf("'t0 sayisin1 giriniz...."); scanf("%f",&t0);
printf("t1 sayisin1 giriniz...."); scanf("%f",&tl);

printf("y0 alt sinir degerini giriniz....");scanf("%f",&yb);
printf("'ys st sinir degerini giriniz....");scanf("%f",&ys);
printf("'n sayisin1 giriniz...."); scanf("'%d",&n);
printf("m sayisin1 giriniz...."); scanf("%d",&m);
h=(x1-x0)/n;
k=(t1-t0)/m;
T1=2*k/h;
for (j=1;j<=m;j++)

{wO1[]=yb;

wn][]=ys;}
w[0][0]=f(x0);
wn][0]=f(x1);
for (i=1;i<=n-1;i++)

{x=x0+i*h;

W[i][0]=f(x);

W[i[1]=(2-T1*TL1)*f(X)+(T1*T1/2)*(f(x0+(i+1)*h)+f(x0+(i-

1)*h))+k*g(x);}

for (j=1;j<=m-1;j++)

{t=t0+j*k;

for (i=1;i<=n-1;i++)

{x=x0+i*h;



28

wli][j+1]=2*(1-TL1*T1)*W[i][j]+(TL1*T1)*(w[i+1][j]+w[i-1][])
-W[i][j-1]+(k*K)*fi(x,t);
}
}
for (j=0;j<=m;j++)
{t=t0+j*k;
for (i=0;i<=n;i++)
{x=x0+i*h;
printf("t= %10.8f x=%10.8f y= %11.8f u=%11.8f hata=%210.8f \n",
tx W] u(x,0). fabs(wli][il-u(x.1)));}

getch();
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X0 sayisim giriniz....
x1 sayisim giriniz....
t0 sayisim giriniz....
tl sayisim giriniz....
yO0 alt simir degerini giriniz....0
ys iist simir degerini giriniz....0

ROk o

N sayisini giriniz....10
m sayisini giriniz....20

t X y u Hata
0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.00000000 0.10000000 0.30901700 0.30901700 0.00000000
0.00000000 0.20000000 0.58778524 0.58778524 0.00000000
0.00000000 0.30000001 0.80901700 0.80901700 0.00000000
0.00000000 0.40000001 0.95105654 0.95105654 0.00000000
0.00000000 0.50000000 100000000 100000000 0.00000000
0.00000000 0.60000002 0.95105648 0.95105648 0.00000000
0.00000000 0.69999999 0.80901700 0.80901700 0.00000000
0.00000000 0.80000001 0.58778524 0.58778524 0.00000000
0.00000000 0.90000004 0.30901688 0.30901688 0.00000000
0.00000000 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.05000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.05000000 0.10000000 0.29389262 0.29389262 0.00000000
0.05000000 0.20000000 0.55901700 0.55901700 0.00000000
0.05000000 0.30000001 0.76942086 0.76942092 0.00000006
0.05000000 0.40000001 0.90450847 0.90450853 0.00000006
0.05000000 0.50000000 0.95105648 0.95105654 0.00000006
0.05000000 0.60000002 0.90450847 0.90450847 0.00000000
0.05000000 0.69999999 0.76942086 0.76942092 0.00000006
0.05000000 0.80000001 0.55901694 0.55901694 0.00000000
0.05000000 0.90000004 0.29389262 0.29389253 0.00000009
0.05000000 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.10000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.10000000 0.10000000 0.25000000 0.25000000 0.00000000
0.10000000 0.20000000 0.47552824 0.47552827 0.00000003
0.10000000 0.30000001 0.65450847 0.65450853 0.00000006
0.10000000 0.40000001 0.76942080 0.76942086 0.00000006
0.10000000 0.50000000 0.80901694 0.80901700 0.00000006
0.10000000 0.60000002 0.76942086 0.76942086 0.00000000
0.10000000 0.69999999 0.65450841 0.65450853 0.00000012
0.10000000 0.80000001 0.47552824 0.47552824 0.00000000
0.10000000 0.90000004 0.25000006 0.24999991 0.00000015
0.10000000 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.15000001 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
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t X y u Hata
0.15000001 0.10000000 0.18163562 0.18163562 0.00000000
0.15000001 0.20000000 0.34549147 0.34549150 0.00000003
0.15000001 0.30000001 0.47552818 0.47552824 0.00000006
0.15000001 0.40000001 0.55901694 0.55901694 0.00000000
0.15000001 0.50000000 0.58778518 0.58778524 0.00000006
0.15000001 0.60000002 0.55901688 0.55901694 0.00000006
0.15000001 0.69999999 0.47552824 0.47552824 0.00000000
0.15000001 0.80000001 0.34549153 0.34549147 0.00000006
0.15000001 0.90000004 0.18163562 0.18163556 0.00000006
0.15000001 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.20000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.20000000 0.10000000 0.09549147 0.09549150 0.00000003
0.20000000 0.20000000 0.18163556 0.18163562 0.00000006
0.20000000 0.30000001 0.24999994 0.24999999 0.00000004
0.20000000 0.40000001 0.29389256 0.29389262 0.00000006
0.20000000 0.50000000 0.30901688 0.30901697 0.00000009
0.20000000 0.60000002 0.29389256 0.29389259 0.00000003
0.20000000 0.69999999 0.25000000 0.24999999 0.00000001
0.20000000 0.80000001 0.18163562 0.18163562 0.00000000
0.20000000 0.90000004 0.09549147 0.09549146 0.00000001
0.20000000 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.25000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.25000000 0.10000000 -0.00000006 | 0.00000000 0.00000006
0.25000000 0.20000000 -0.00000006 | 0.00000000 0.00000006
0.25000000 0.30000001 -0.00000006 | 0.00000000 0.00000006
0.25000000 0.40000001 -0.00000012 | 0.00000000 0.00000012
0.25000000 0.50000000 -0.00000006 | 0.00000000 0.00000006
0.25000000 0.60000002 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.25000000 0.69999999 -0.00000006 | 0.00000000 0.00000006
0.25000000 0.80000001 -0.00000006 | 0.00000000 0.00000006
0.25000000 0.90000004 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.25000000 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.30000001 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.30000001 0.10000000 -0.09549153  |-0.09549153 | 0.00000000
0.30000001 0.20000000 -0.18163568 |-0.18163568 | 0.00000000
0.30000001 0.30000001 -0.25000012  |-0.25000006 | 0.00000006
0.30000001 0.40000001 -0.29389268 |-0.29389268 | 0.00000000
0.30000001 0.50000000 -0.30901700 |-0.30901706 | 0.00000006
0.30000001 0.60000002 -0.29389268 |-0.29389268 | 0.00000000
0.30000001 0.69999999 -0.25000006  |-0.25000006 | 0.00000000
0.30000001 0.80000001 -0.18163568 |-0.18163566 |0.00000001
0.30000001 0.90000004 -0.09549153  |-0.09549149 | 0.00000004
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t X y u Hata
0.30000001 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.34999999 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.34999999 0.10000000 -0.18163562 |-0.18163562 | 0.00000000
0.34999999 0.20000000 -0.34549159  |-0.34549150 | 0.00000009
0.34999999 0.30000001 -0.47552830 |-0.47552824 | 0.00000006
0.34999999 0.40000001 -0.55901700 |-0.55901694 | 0.00000006
0.34999999 0.50000000 -0.58778530 |-0.58778524 | 0.00000006
0.34999999 0.60000002 -0.55901706  |-0.55901694 |0.00000012
0.34999999 0.69999999 -0.47552830 |-0.47552824 | 0.00000006
0.34999999 0.80000001 -0.34549153  |-0.34549147 | 0.00000006
0.34999999 0.90000004 -0.18163568 |-0.18163556 | 0.00000012
0.34999999 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.40000001 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.40000001 0.10000000 -0.25000006 |-0.25000000 |0.00000006
0.40000001 0.20000000 -0.47552824  |-0.47552827 | 0.00000003
0.40000001 0.30000001 -0.65450847 |-0.65450853 | 0.00000006
0.40000001 0.40000001 -0.76942092  |-0.76942092 | 0.00000000
0.40000001 0.50000000 -0.80901706  |-0.80901700 |0.00000006
0.40000001 0.60000002 -0.76942092 |-0.76942086 | 0.00000006
0.40000001 0.69999999 -0.65450853  |-0.65450853 | 0.00000000
0.40000001 0.80000001 -0.47552830 |-0.47552824 | 0.00000006
0.40000001 0.90000004 -0.25000000  |-0.24999993 | 0.00000007
0.40000001 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.45000002 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.45000002 0.10000000 -0.29389262  |-0.29389265 | 0.00000003
0.45000002 0.20000000 -0.55901694 |-0.55901700 |0.00000006
0.45000002 0.30000001 -0.76942086  |-0.76942092 | 0.00000006
0.45000002 0.40000001 -0.90450853  |-0.90450853 | 0.00000000
0.45000002 0.50000000 -0.95105654 |-0.95105654 | 0.00000000
0.45000002 0.60000002 -0.90450853  |-0.90450853 | 0.00000000
0.45000002 0.69999999 -0.76942092  |-0.76942092 | 0.00000000
0.45000002 0.80000001 -0.55901700 |-0.55901700 |0.00000000
0.45000002 0.90000004 -0.29389262  |-0.29389253 | 0.00000009
0.45000002 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.50000000 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.50000000 0.10000000 -0.30901688 |-0.30901700 |0.00000012
0.50000000 0.20000000 -0.58778524  |-0.58778524 | 0.00000000
0.50000000 0.30000001 -0.80901700 |-0.80901700 |0.00000000
0.50000000 0.40000001 -0.95105648 |-0.95105654 | 0.00000006
0.50000000 0.50000000 -100000000 -100000000 0.00000000
0.50000000 0.60000002 -0.95105654 |-0.95105648 | 0.00000006
0.50000000 0.69999999 -0.80901700 |-0.80901700 |0.00000000
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t X y u Hata
0.50000000 0.80000001 -0.58778524  |-0.58778524 | 0.00000000
0.50000000 0.90000004 -0.30901700 |-0.30901688 |0.00000012
0.50000000 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.55000001 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.55000001 0.10000000 -0.29389262  |-0.29389262 | 0.00000000
0.55000001 0.20000000 -0.55901694  |-0.55901700 |0.00000006
0.55000001 0.30000001 -0.76942086 |-0.76942086 | 0.00000000
0.55000001 0.40000001 -0.90450847 |-0.90450847 | 0.00000000
0.55000001 0.50000000 -0.95105648 |-0.95105648 | 0.00000000
0.55000001 0.60000002 -0.90450847 |-0.90450847 | 0.00000000
0.55000001 0.69999999 -0.76942086  |-0.76942086 | 0.00000000
0.55000001 0.80000001 -0.55901700 |-0.55901694 | 0.00000006
0.55000001 0.90000004 -0.29389262  |-0.29389250 |0.00000012
0.55000001 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.60000002 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.60000002 0.10000000 -0.25000006  |-0.24999997 |0.00000009
0.60000002 0.20000000 -0.47552824  |-0.47552821 | 0.00000003
0.60000002 0.30000001 -0.65450841 |-0.65450847 | 0.00000006
0.60000002 0.40000001 -0.76942086 |-0.76942080 |0.00000006
0.60000002 0.50000000 -0.80901694 |-0.80901688 | 0.00000006
0.60000002 0.60000002 -0.76942080 |-0.76942080 | 0.00000000
0.60000002 0.69999999 -0.65450847 |-0.65450847 | 0.00000000
0.60000002 0.80000001 -0.47552824  |-0.47552818 | 0.00000006
0.60000002 0.90000004 -0.25000000 |-0.24999988 |0.00000012
0.60000002 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.65000004 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.65000004 0.10000000 -0.18163562  |-0.18163557 | 0.00000004
0.65000004 0.20000000 -0.34549153  |-0.34549141 | 0.00000012
0.65000004 0.30000001 -0.47552824  |-0.47552812 |0.00000012
0.65000004 0.40000001 -0.55901688 |-0.55901682 | 0.00000006
0.65000004 0.50000000 -0.58778518 |-0.58778507 |0.00000012
0.65000004 0.60000002 -0.55901694 |-0.55901682 |0.00000012
0.65000004 0.69999999 -0.47552818 |-0.47552812 | 0.00000006
0.65000004 0.80000001 -0.34549147  |-0.34549138 | 0.00000009
0.65000004 0.90000004 -0.18163562 |-0.18163551 | 0.00000010
0.65000004 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.69999999 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.69999999 0.10000000 -0.09549147 |-0.09549153 | 0.00000006
0.69999999 0.20000000 -0.18163562 |-0.18163568 | 0.00000006
0.69999999 0.30000001 -0.25000000 |-0.25000006 |0.00000006
0.69999999 0.40000001 -0.29389256  |-0.29389268 | 0.00000012
0.69999999 0.50000000 -0.30901688 |-0.30901706 |0.00000018
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t X y u Hata
0.69999999 0.60000002 -0.29389256  |-0.29389268 | 0.00000012
0.69999999 0.69999999 -0.24999994  |-0.25000006 | 0.00000012
0.69999999 0.80000001 -0.18163556  |-0.18163566 | 0.00000010
0.69999999 0.90000004 -0.09549147  |-0.09549149 | 0.00000002
0.69999999 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.75000000 0.00000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.75000000 0.10000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.75000000 0.20000000 0.00000006 -0.00000000 | 0.00000006
0.75000000 0.30000001 0.00000006 -0.00000000 | 0.00000006
0.75000000 0.40000001 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.75000000 0.50000000 0.00000006 -0.00000000 | 0.00000006
0.75000000 0.60000002 0.00000012 -0.00000000 |0.00000012
0.75000000 0.69999999 0.00000006 -0.00000000 | 0.00000006
0.75000000 0.80000001 0.00000006 -0.00000000 | 0.00000006
0.75000000 0.90000004 0.00000006 -0.00000000 | 0.00000006
0.75000000 100000000 0.00000000 -0.00000000 | 0.00000000
0.80000001 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.80000001 0.10000000 0.09549153 0.09549153 0.00000000
0.80000001 0.20000000 0.18163568 0.18163568 0.00000000
0.80000001 0.30000001 0.25000006 0.25000006 0.00000000
0.80000001 0.40000001 0.29389268 0.29389268 0.00000000
0.80000001 0.50000000 0.30901700 0.30901706 0.00000006
0.80000001 0.60000002 0.29389268 0.29389268 0.00000000
0.80000001 0.69999999 0.25000012 0.25000006 0.00000006
0.80000001 0.80000001 0.18163568 0.18163566 0.00000001
0.80000001 0.90000004 0.09549153 0.09549149 0.00000004
0.80000001 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.85000002 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.85000002 0.10000000 0.18163568 0.18163568 0.00000000
0.85000002 0.20000000 0.34549153 0.34549159 0.00000006
0.85000002 0.30000001 0.47552830 0.47552836 0.00000006
0.85000002 0.40000001 0.55901706 0.55901712 0.00000006
0.85000002 0.50000000 0.58778530 0.58778536 0.00000006
0.85000002 0.60000002 0.55901700 0.55901712 0.00000012
0.85000002 0.69999999 0.47552830 0.47552836 0.00000006
0.85000002 0.80000001 0.34549159 0.34549156 0.00000003
0.85000002 0.90000004 0.18163562 0.18163560 0.00000001
0.85000002 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.90000004 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.90000004 0.10000000 0.25000000 0.25000003 0.00000003
0.90000004 0.20000000 0.47552830 0.47552833 0.00000003
0.90000004 0.30000001 0.65450853 0.65450865 0.00000012
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t X y u Hata
0.90000004 0.40000001 0.76942092 0.76942104 0.00000012
0.90000004 0.50000000 0.80901706 0.80901712 0.00000006
0.90000004 0.60000002 0.76942092 0.76942098 0.00000006
0.90000004 0.69999999 0.65450847 0.65450865 0.00000018
0.90000004 0.80000001 0.47552824 0.47552830 0.00000006
0.90000004 0.90000004 0.25000006 0.24999996 0.00000010
0.90000004 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.94999999 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.94999999 0.10000000 0.29389262 0.29389262 0.00000000
0.94999999 0.20000000 0.55901700 0.55901700 0.00000000
0.94999999 0.30000001 0.76942092 0.76942086 0.00000006
0.94999999 0.40000001 0.90450853 0.90450847 0.00000006
0.94999999 0.50000000 0.95105654 0.95105648 0.00000006
0.94999999 0.60000002 0.90450853 0.90450847 0.00000006
0.94999999 0.69999999 0.76942086 0.76942086 0.00000000
0.94999999 0.80000001 0.55901694 0.55901694 0.00000000
0.94999999 0.90000004 0.29389262 0.29389250 0.00000012
0.94999999 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
100000000 0.10000000 0.30901700 0.30901700 0.00000000
100000000 0.20000000 0.58778524 0.58778524 0.00000000
100000000 0.30000001 0.80901700 0.80901700 0.00000000
100000000 0.40000001 0.95105654 0.95105654 0.00000000
100000000 0.50000000 100000000 100000000 0.00000000
100000000 0.60000002 0.95105648 0.95105648 0.00000000
100000000 0.69999999 0.80901700 0.80901700 0.00000000
100000000 0.80000001 0.58778524 0.58778524 0.00000000
100000000 0.90000004 0.30901688 0.30901688 0.00000000
100000000 100000000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
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