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OZET

DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE COZUMLERIN KARARSIZLIGI VE
PERiIYODIK COZUMLERIN VARLIGI

KARTA, Melike
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Subat 2010, 66 Sayfa

Bu tez birinci ve ikinci boliimleri sirasiyla Girig, Materyal ve Yontem boliimleri
olmak ftizere toplam alt1 boliimden olugmaktadir. Tezin {i¢iincili boliimiinde, tez konusu
ile ilgili olan bazi temel tanimlar, teoremler ve bir lemma verilecektir. Dordiincii
bdliimde, besinci basamaktan lineer olmayan vektdr diferansiyel denklemlerinin sifir
cOzlimlerinin kararsiz olduklarin1 gostermek i¢in bazi Lyapunov fonksiyonlari
tanimlanarak ispatlar yapilacaktir. Yapilan ispatlarda Krasovskii kriterleri esas
almacaktir. Besinci boliimde, dordiincii boliimde ifade edilen besinci basamaktan lineer
olmayan vektor diferansiyel denklemlerinin sifirdan baska periyodik c¢oziimlerinin
olmadigt durumu ele alinacaktir. Tezin son boliimiinde ise altincti ve yedinci
basamaktan lineer olmayan bazi vektor diferansiyel denklemlerin sifirdan bagka

periyodik ¢oziimlerinin mevcut olmadigi durumu incelenecektir.

Anahtar kelimeler: Diferansiyel denklemler, Lyapunov fonksiyonu, Kararsizlik,

Periyodik ¢oziimler.



ABSTRACT

INSTABILITY OF THE SOLUTIONS AND EXISTENCE OF THE
PERIODIC SOLUTIONS IN DIFFERENTIAL EQUATIONS

KARTA, Melike
Ph.D. Thesis Mathematics Science
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
February 2010, 66 Pages

This thesis consists of six chapters, first and second of which are Introduction
and Material and Method. In the third chapter of the thesis, some fundamental
definitions, theorems and a lemma related to the subject of the thesis are given. In the
fourth chapter, to show that the zero solution of fifth order nonlinear vector differential
equations is unstable, some Lyapunov functions are defined and the results are proved.
In the proofs, Krasovskii criteria are taken as a basis. In the fifth chapter, the result that
fifth order nonlinear vector differential equations defined in fourth chapter has no
periodic solution other than the trivial solution is handled. In the last chapter of the
thesis, the situation that sixth and seventh order nonlinear vector differential equations

have no periodic solution other than the trivial solution is investigated.

Key words: Differential equation, Lyapunov function, Instability, Periodic

solutions.
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ON SOz

Bilindigi tizere adi diferansiyel denklemlerin temel 6zellikleri yaygin bigimde bu
denklemlerin niteliksel teorileri ile ilgilidir.

Diferansiyel denklemlerde niteliksel teori, diferansiyel denklemleri ¢c6zmeksizin
bu denklemlerin yoriingelerinin davranislarini ele alir. Bir dinamik sistemi temsil eden
bir diferansiyel denklemin veya inceleme altindaki bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii
bulunabilirse bu denklemlerin ¢oziimlerinin kararlilik, kararsizlik, smirlilik vb.
ozellikleri s6z konusu kavramlara ait tanimlar dogrudan uygulanarak belirlenebilir.
Ancak genelde niimerik metotlar haric lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemleri
bazi 6zel durumlar hari¢ ¢6zmek miimkiin degildir. Ayrica yiiksek mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi daha zordur. Bu nedenle diferansiyel
denklemleri ¢ozmeksizin ¢éziimlerinin davranislar1 hakkinda bilgiler elde etmek son
derece 6nemlidir.

Matematik literatiirinde simdiye kadar diferansiyel denklemleri ¢6zmeksizin
onlarin ¢oziimlerini temsil eden yoriingelerinin davraniglarini yorumlama ile alakali
baz1 yontemler gelistirilmistir. Bu yontemler arasinda Lyapunov’un ikinci metodu veya
Dogrudan metodu en iyi bilinenler arasindadir. Soyleki; bu metot diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini kararlilik, kararsizlik, sinirlilik, periyodik ¢oziimlerin varligi
vb. durumlarini incelemede temel bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Bu yontemin temel
avantaji ¢oziimler hakkinda herhangi bir bilgiye sahip olmaksizin onlarin niteliksel
davraniglart hakkinda bahsetmemize imkan verir. Metodun esasi inceleme altindaki
denklem veya sistem icin uygun bir fonksiyon insa edilmesine dayanmaktadir. Bu
fonksiyon ise Lyapunov fonksiyonu olarak bilinir. Ancak yiiksek mertebeden lineer
olmayan diferansiyel denklemler i¢in uygun bir Lyapunov fonksiyonu olusturmak veya
tanimlamak ¢ok zordur. Biz bu tez caligmasinda uygun bazi Lyapunov fonksiyonu
tanimlayarak belli bir bigimde verilen yiliksek basamaktan lineer olmayan denklemlerin
cOzlimlerinin kararsizligini inceleyecegiz. Belirtelim ki bilinen yontemlerle inceleme
altindaki denklemleri ¢6zmek ¢ok zordur. Coziimlerin kararsizlig: ile ilgili teoremleri
ispatlamada Lyapunov fonksiyonu kullanilirken Krasovskii kriterleri esas alinacaktir.

Yine tez caligmasinda periyodik ¢oziimleri incelerken literatiirde daha ©nceden



tanimlanmis olan Lyapunov fonksiyonu kullanilacaktir. ispatlanacak olan teoremlerde
literatlirde kullanilmis olan prosediir uygulanacaktir.

Tezin her asamasinda beni yonlendiren danisman hocam Prof. Dr. Cemil Tung’a
tesekkiir ederim. Bitirmem i¢in hep bir neden bulup beni tesvik eden maddi ve manevi

desteklerini benden esirgemeyen canim aileme tesekkiirlerimi bir borg bilirim.
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1.GIRIiS VE KAYNAK BILDIRISLERI

Diferansiyel denklemler fizik, miihendislik vb. anabilim dallarinda pek cok
uygulamada yer almaktadir. Bu tezde, diferansiyel denklemlerde ¢6ziimlerin kararsizlig
ve periyodik ¢oziimlerinin varligi ile ilgili bir calismada bulunulacaktir.

Matematik literatiiriinii incelememiz boyunca besinci basamaktan farkli bi¢imde
lineer olmayan, skaler ve vektor diferansiyel denklemlerde ¢oziimlerin kararsizligi
giiniimiize kadar incelendigi ve halen bu konuda ¢aligmalarin siirdiigii goriilmiistiir.

Bu konuda ¢aligmalarin bir kismi siras1 ile asagidaki gibi 0Ozetlenebilir;
yaptigimiz arastirmalara gore ilk olarak Ezeilo (1978b), besinci basamaktan lineer
olmayan skaler ve farkli bicimde verilen ii¢ diferansiyel denklem igin sifir ¢6ziimiiniin
kararsiz olmasini saglayan ve yeter sartlar iceren bazi teoremler ispatladi. Daha sonra
Ezeilo (1979a), farkli bir lineer olmayan skaler diferansiyel denkleminin sifir
¢Ozlimiiniin kararsiz olmasini saglayan ve yeter sartlar i¢ceren bir teorem ispatladi. Yine
benzer bir sonug, ayni tiirden ancak farkli modeldeki lineer olmayan skaler bir
diferansiyel denklem i¢in Tiryaki (1987) tarafindan olusturuldu.

Li ve Yu (1990), farkli bicimde verilen lineer olmayan bir diferansiyel denklem
modelinin sifir ¢oziimiinlin kararsizligint inceledi. Yine konu ile alakali benzer bazi
sonuglar farkli bicimdeki skaler ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri i¢in
Li ve Duan (2000) tarafindan olusturuldu.

Konu ile alakali olarak yapilan benzer ¢alismalar farkli modeldeki bazi skaler
diferansiyel denklemler i¢in Villari (1964), Losprime (1966), Reissig ve ark. (1974),
Ezeilo (1978a), Ezeilo (1979b), Skrapek (1980), Ezeilo (1982a), Liao ve Lu (1988), Sun
ve Hou (1990), Andres (1996), Athanassov (1999), Dong ve Zhong (1999), Ezeilo
(2000), De 1a Sen (2003), Tung (2009a) gibi kaynaklara bagvurulabilir.

Farklt modelde verilen besinci basamaktan vektor diferansiyel denklemlerinin
sifir ¢oziimiiniin kararsizlig1 i¢in yeter sartlar iceren bazi sonuglar Sadek (2003), Tung
(2004), Tung(2005), Tung ve Sevli (2005), Tung (2007), Tung(2008), Tung ve Karta
(2008) tarafindan ispatlandi.

Ayrica yine matematik literatiiriinii incelememiz boyunca altinct ve yedinci

basamaktan bazi lineer olmayan vektor diferansiyel denklemlerinin de periyodik



cozlimlerinin varligr ile ilgili giinlimiize kadar bircok caligmalar yapilmistir. Bu
calismalar Bereketoglu (1992), Tejumola (1995) gibi arastirmacilar tarafindan
gergeklestirilmistir.

Konu ile alakali olarak altinc1 ve yedinci basamaktan bazi lineer olmayan skaler
diferansiyel denklemler icin Tiryaki (1990), Tung¢ (2008) ve Tung¢ (2009b) gibi

kaynaklara bagvurulabilir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu tezde, materyal olarak literatiir bildirislerinde ve tezin kaynaklar kisminda
bulunan makale ve kitaplar kullanilmaktadir. Tezde, yontem olarak kararsizlik
teoremlerini ispatlamada Krasovskii (1955) kriterleri esas alinarak Lyapunov (1966)
ikinci metodu kullanilmaktadir. Periyodik ile ilgili teoremler ise yine Lyapunov

fonsiyonlar1 yardimi ile ispatlanmaktadir.



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve
teoremler Ornekleriyle birlikte gosterilecektir. Bunun yani sira bir lemma verilecektir.
Bu temel bilgiler i¢in LaSalle ve Lefschetz (1961), Liu (2003), Jordan ve Smith (2007)

gibi arastirmacilarin kitaplarina bakilabilir.

Tanim 3.1.

QO < R" sifir vektoriinii i¢cinde bulunduran bir bolge ve V' : Q — [0, 00) siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger V(0) = 0, x# 0 i¢in V(x)>0 ise V fonksiyonuna pozitif tanimlidir

denir. Eger V(x) >0 ise V fonksiyonuna pozitif yar1 tanimlidir denir.

Ornek:
L,
V(x17x2)_5(x1 +x5)

fonksiyonu R’ de pozitif tamimlidir. Ciinkii

V(0,0)=0,x, #0 ve x, #0 icin V' (x,,x,)>0
olur.
Tamm 3.2

Qc R" sifir vektoriinii i¢inde bulunduran bir bolge olsun. V' :Q —[0,0)

fonksiyonu verilsin. Eger V pozitif tanimli ve V siirekli birinci mertebeden kismi

tiirevlere sahip ise V" ye bir Lyapunov fonksiyonu denir.

Ornek:

V(xl,)cz):xl2 +x22



fonksiyonu bir Lyapunov fonksiyonudur. Ciinkii ¥ fonksiyonu R’ de pozitif tanimli ve ¥

stirekli birinci mertebeden kismi tiirevlere sahiptir.
Q c R" sifir vektoriinii i¢cinde bulunduran bir bolge olmak iizere D =[0,0)xQ

bolgesinde

x(t) = f(t,x(1)) 3.1)

denklemi gdz 6niine alinsmn. (¢,,x,) € D =[0,0)xQ icin (3.1) denkleminin x(z,) = x,
olmak iizere [f,,0) aralifinda bir tek x(t,¢,,x,) ¢Ozlimiine sahip oldugu

varsayilmaktadir.

Tanim 3.3.

@(t) = p(t,t,) fonksiyonu [¢,,%0),t, > 0lizerinde (3.1) denkleminin bir ¢oziimi

olsun:

(a) Herhangi bir 7, >¢,ve her ¢>0 i¢in |x,—¢(f)[< 5 iken her 1>¢, igin
| x(t,¢,,x,)— (1) |< & olacak sekilde bir 6 =d(&,t,) >0 (0 =0(e,t,) < &) sayis1 varsa

(3.1) denkleminin ¢(z,¢,) ¢dzimii kararlidir.

(b) ¢(t,t,) ¢dzimi kararli ve her ¢ > 0 igin 7, 27, ve [x, —¢(Z))|<J iken
her ¢ >1;i¢in | x(2,£,,x,) — (¢) |< & olacak sekilde bir 6 = (&) > 0 sayisi varsa ¢(7,¢,)

¢ozlimi diizgiin kararlidir.

(©) o(t,t,) ¢oziimi kararli ve herhangi bir ¢, 27, i¢in | x, —¢(¢,) [< r(#,) iken
1im|x(t,t0,x0)—(o(t)| =0 olacak sekilde bir r(¢,)>0 sayisi varsa ¢(f,7,) ¢ozlimi
t—w

asimptotik kararlidir.

(d) ¢(1,1,) ¢oziimii dizgin kararl |x0 - o(t, )| <riken ¢, >, i¢in diizgiin olarak
1im|x(t,t0,x0) — go(t)| =0 olacak sekilde ve #,>7 den bagimsiz r>0 sayisi varsa

@(t,1,) ¢Ozimii diizgiin asimptotik kararhidir. Yani, her &>0 igin {to 21,,



|x0 -o(t, )| <r, t2t,+T } icin |x(t,t0,x0)—¢)(t)| <& olacak sekilde bir T=T(¢g)

sayisi varsa ¢(t,,) ¢ozimii diizgiin asimptotik kararlidir.
(e) o(t,1,) ¢oziimi kararl degilse kararsizdir denir.

Ornek:

2
xX"+—x"+x=0
r+1

denklemini ele alalim. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri

sint cost

(+17t+1°

olur. Ayrica yukaridaki denklem x =0 ¢0ziimiine sahiptir. Yukarida verilen kararlilik
tanimlar1 uygulandiginda s6z konusu denklemin sifir ¢oziimiiniin kararli, diizgiin kararli

ve asimptotik kararli oldugu kolaylikla goriiliir.
Ornek:
x"+9x=0

denklemini diisiinelim. Bu denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri sin3¢ve cos3tolur.
Ayrica bu denklem x =0 ¢ozlimiine de sahiptir. Yukarida verilen kararlilik tanimlari
uygulandiginda sifir ¢oziimiinlin kararli ve diizgiin kararli oldugu, ancak asimptotik

kararli olmadig1 goriiliir.
Ornek:

X=x

x(t)) = x,

baslangi¢ deger problemini goz 6niine alalim. Bu problem ¢6ziildiiglinde



x(t) = x(2,)e" ™) = x, ), 121

(1-10)

elde edilir. # > i¢in x(¢f)=x,e — o olacag1 agiktir. O halde verilen problemin

stfir ¢ozimil kararsizdir. Gergekten kararsizlik tanimi uygulandiginda
x(ty) = 0| =|x(t)| =|x,| < &
iken

|x(t) - 0| = ‘xoeH"

t—t,

e i,
2

elde edilir. #>¢;, oldugundan, bu ifadenin yeterince biiyiik # ler icin & dan kiiciik

birakilamayacagi aciktir. Bu durum grafikten kolaylikla goriilebilir:

x(t) = x,e ™

Ornek:

Simdi ise ikinci basamaktan



14 2 ’
x'——x"+x=0, t>0
t+1

diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklem sinz—(¢#+1)costve cost+(¢+1)sint

lineer bagimsiz ¢ozlimlerine sahiptir. Ayrica x =0 da bu denklemin bir ¢éziimiidiir.
Kararlilik tanimlar1 uygulandiginda x = 0 ¢6ziimiiniin kararsiz oldugu goriiliir.

Simdi kararlilik durumlari ile ilgili olarak asagidaki teoremler ifade edilebilir.
O c R"sifir vektoriinii i¢cinde bulunduran bir bolge ve D =[0,00)xQ olmak

lizere, bu bolgede otonom
x(1) = g(x(2)),£(0)=0 (3.2)

diferansiyel denklem sistemi goz Oniine alinsin. Ayrica herhangi bir (¢,,x,) € D igin
(3.2) denkleminin x(¢,)=x, olmak {lizere [f,,00) aralig1 lizerinde var olan bir tek

x(t,t,,x,) ¢oziimiiniin oldugu kabul edilmektedir.

Teorem 3.1.

Yukarida verilen kabuller altinda (3.2) denklem sistemini géz Oniine alinsin. V'

bir Lyapunov fonksiyonu olsun:

(i) Eger V(x) <0 ise, bu taktirde (3.2) denklem sistemining = 0 ¢dziimii diizgiin

kararlidir.

(ii) Eger x # Oigin V(x) <0 (veya —V (x) pozitif tanimlidir) ise ¢ =0 ¢oziimil

diizgiin asimptotik kararlidir.

(iii) Eger x # 0 igin V' (x) > Oise, ¢ =0 ¢oziimii kararsizdir (Liu, 2003).



Teorem 3.2.

(Cetaev Kararsizlik Teoremi): Q: “x” < A,x € R", A pozitif bir say1, Q orijinin

bir komsulugu, V(x) verilen bir fonksiyon, €, ise € de bir bdlge olsun. V'

fonksiyonunun asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu kabul edelim:

1) V(x),€, de birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir;
2) V(x)veV (x),Q, de pozitiftir;

3) Q, in sinir noktalarinda V' (x) = 0;

4) Orijin Q, bolgesinin bir sinir noktasidir.

Bu sartlar altinda orijin kararsizdir (LaSalle ve Lefschetz,1961).

Yukaridaki teorem Cetaev kararsizlik teoremi olarak bilinmektedir. Bu teoreme
ilave olarak literatiirde gecen baska bir kararsizlik teoremleri de asagidaki gibi ifade

edilmektedir.
Teorem 3.3.

Qc R" bir bolge ve Q orijini iginde bulundursun. V' (x)fonksiyonu Q
bolgesinde birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ve V' (0) =0

olsun. Ayrica V pozitif tanimli ve ¥ orijinin keyfi bir komsulugunda pozitif degerler

alsin. Bu taktirde orijin kararsiz olur (LaSalle ve Lefschetz,1961).
Teorem 3.4.

x(t)=0, (t>t,), n boyutlu (3.2) denklem sisteminin bir ¢dziimii olsun.
Burada x(0)=0 dur. Hx”ék olmak iizere U(x) asagidaki kosullar1 saglayan bir

fonksiyon olsun:

1) U(x) ve kismi tiirevleri siireklidir;



10

2)U(0)=0
3) U(x) pozitif tanimlidir;
4) Orijinin her komsulugunda en az bir x noktas1 vardir 6yle ki U(x) > 0 dir.

Bu takdirde (3.2) denklem sisteminin sifir ¢6ziimii (dolayisiyla her ¢6ziimii) kararsizdir

(LaSalle ve Lefschetz,1961).

Ornek:
. _ + 2
X=X TX
Xy ==X, — XX,

diferansiyel denklem sistemini géz Oniine alalim. Lyapunov fonksiyonu olarak
1
V)=V (x (), x,(1) = E[Xf (1) +x;(1)]

secelim. V fonksiyonunun sistem boyunca tiirevi

ar
dt = x(0)%, () +x,(0)x,(7)

=X, (=x, + xzz) +2, (=X, —x,x,)
= —(x] +23) = =2V (1)
olarak bulunur. Buradan integral alindiginda,

Vo ovy= Y - o
dt V

td7V=—2j;dt

fy
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InV(t)—InV(t,) =-2(t —t,)

V(1) — o200
Vit,)

Vo) =V (e

elde edilir. Bu ise ¢ — oo igin %[xf (t)+ x5 ()] > 0 oldugunu gosterir. Sonug olarak

verilen sistemin sifir ¢dziimii asimptotik kararli olur.

Ornek:

X,
. 1 2
X, =14 X,

2
Xy ==X, — XX,

diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistem i¢in Lyapunov fonksiyonu
1
Ve)=V(x (1), x,(0) = E[Xf (1) + x5 (1)]

olsun. V fonksiyonunun sistem boyunca tiirevi

dav
dt =X X +X,X,

X 2
= xl(_?l +x7) + X, (=x, —x,.x,)

2
— (5 +x))

x2 xz
<—(L4Z2y=p(
(2 2) (1)
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olarak bulunur. Buradan integral alindiginda,

Ve viy= d7V <—d(1)

dt
[ < Jar
t, V ty
InV(t)—InV(t,) < —(t—t,)

V()< V(t,)e "™

elde edilir. Bu ise t > i¢in V(¢) > 0 oldugunu gosterir. Sonug¢ olarak verilen

sistemin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir.

Ornek:
L2
Xy =Xy =X Xy

. 2
X, ==X, + X, X,

denklem sistemini goz oniine alalim. Lyapunov fonksiyonu olarak
1
V() =V(x(t),x. (1) = E[Xf(t) +x; ()]

secelim. Bu fonksiyonun pozitif tanimli oldugu aciktir. Fonksiyonun sistem boyunca

tiirevi alindiginda

d_V = XX, + X,X,
dt

2 2
=x,(x, —x,x3) + x,(=x, +x7x,)

=0
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elde edilir. O halde verilen sistemin sifir ¢6ziimii kararli olur

Ornek:

denklem sistemini ele alalim. Lyapunov fonksiyonu
1
V(6) =V (x(),x,(1) = E[Xf (t)+x;(1)]

olsun. V fonksiyonunun sistem boynuca tiirevi

1714
dt  =XX XX,

2 2
=x,(x; —x,x5) +x,(x, +x7x,)
=x; +x; =2V (1)

elde edilir. Buradan integral alindiginda

dv dv
—=20()=> ——=2d(t
7 == ()

sy

InV(t)—InV(t,) = 2(t—t,)
V(@) =V (t)e" ™

olarak bulunur. Bu ise ¢ — o igin %[xf (1)+ x5 ()] = o oldugunu gosterir. Boylece

sistemin sifir ¢oziimii kararsiz olur.
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Ornek:
X"+x'+g(x)=0
x=x(t)eR, g(0)=0,
xg(x)>0, (x=#0)
sarka¢ denklemini goz 6niine alalim. Bu denklem
X =x, x,=x
konumu ile esdeger sistem olarak
X, = X,
X, =—x, — g(x)

biciminde ifade edilebilir. S6z konusu denklem i¢in Lyapunov fonksiyonu
V5 =55+ [ g(5)ds, g (x) >0
0

bi¢ciminde tanimlanmaktadir. Bu fonksiyonun yukarida verilen sistem boyunca tiirevi

alindiginda
iV(xeZ):Vx %—FVX &
dt L dt Podt

= g(x)x, + x,%,
= g(x))x, +x,(=x, — g(x)))

_V(xl’xz) = x22

bulunur.
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Bu ise verilen denklemin x=0 ¢06ziimiiniin kararli oldugunu gosterir. Ayrica,
- I/"(x1 ,x,)=x, fonksiyonunun pozitif tammli olmadig agiktir. Ciinkii — V(0,0)=0 ve
c#0 olmak iizere —V(c,0)=0 olacagi agiktir. Bu nedenle Teorem 3.1.(ii), yukarida

verilen denklemin x =0 ¢0ziimiiniin diizgiin asimptotik kararliligin1 gostermek i¢in V'
Lyapunov fonksiyonuna uygulanamaz.

Simdi de yukarida verilen sarka¢ denklemi i¢in Lyapunov fonksiyonu olarak
1, 1 , P
Vo) =3+l + 3] +g) g(5)ds . (g> 0)
0

secelim. Bu fonksiyonunun yukarida ki sistem boyunca tiirevi

V(x,x,) X, + (X +2,)(%, + %) + g8 (%)X,

=X, (—x, —g(x))) +(x, + x,)(x, —x, — g(x)) +qg(x))x,
= _xzz +(q-2)g(x,)x, —x,g(x,)

olarak bulunur. ¢ =2 igin — V(xl,xz) =x; +x,g(x,) pozitif tammlidir. Sonug olarak

Teorem 3.1. (i1) sartinin saglandig1 goriiliir.
Lemma 3.1.

A, nxn basamaktan, reel, simetrik bir matris ve a',a sabitler ve A.(A4)lar ise

A nin 6z degerleri olmak iizere,

a'2A(4)za>0 (i=1,2,...n)

olsun. Bu taktirde,
a'<x,x> > <Ax,x> > a<x,x>

a” <x,x> > <Ax,Ax> > a2<x,x>

olur.



4. BESINCIi BASAMAKTAN VEKTOR DIFERANSIYEL
DENKLEMLERDE COZUMLERIN KARARSIZIGI

4.1. Giris

Matematik literatiirlinii incelememiz boyunca besinci basamaktan farkli bigimde
lineer olmayan, skaler ve vektor diferansiyel denklemlerde ¢ozlimlerin kararsizligi
giiniimiize kadar incelendigi ve halen bu konuda ¢aligmalarin siirdiigii goriilmiistiir.

Bu konuda ¢aligmalarin bir kismu sirasi ile asagidaki gibi 6zetlenebilir; ilk olarak
Ezeilo (1978b), besinci basamaktan lineer olmayan skaler

P +ax? +a¥ +ai+ax+ f(x)=0

x4+ ax? + a, X + h(X)¥+ g(x)x+ f(x)=0

xO + ()X + (X)) +0(X)+ f(x)=0

diferansiyel denklemlerini ele aldi. Bu denklemlerin sifir ¢6ziimiiniin kararsiz olmasini
saglayan ve yeter sartlar iceren bazi teoremler ispatladi. Yine benzer bir ¢alisma olarak,

besinci basamaktan lineer olmayan

x +ax® +a, X + g(x)i + h(x, %, %%, x)x+ £(x) =0

skaler diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimiiniin kararsizlig1 Ezeilo (1979a) tarafindan
ele alind1.

Ayn1 zamanda, Tiryaki (1987) besinci basamaktan lineer olmayan skaler

x +a,x® +k(x, x5, %%, x ) + ()i + h(x, X%, 8%, x)x+ f(x) =0

diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsizligini inceledi.

Daha sonra; Li ve Yu (1990), besinci basamaktan lineer olmayan skaler

x +ax® +bY +yp(x, 1, %, %, x ¥+ g(x0)x + f(x)=0



17

diferansiyel denklemini ele aldi. Bu denklemin sifir ¢6ziimiiniin kararsiz olmasini
saglayan ve yeter sartlar iceren bir teorem ispatladi. Benzer sekilde farkli bir

diferansiyel modeli olan besinci basamaktan lineer olmayan skaler

X=X, (i=123,4)

Xg =—f5(x,)x5 = £,06)x, = [0, %5, X5, %, X5)%; — (%) = f(x) (4.1)
ve

=x, 0 (i=123,4)

X =—asxs — f4(X,%,,X5,%,,X5)%, — f5(X,)x;

= fo (x5 x5, x5, X4, X5)X, — £1(x)) (4.2)

diferansiyel denklem sistemlerinin sifir ¢ozilimiiniin kararsiz olmasini saglayan ve yeter
sartlar iceren teoremler Li ve Duan (2000) tarafindan ispatlandi.

Ayrica, Sadek (2003) besinci basamaktan lineer olmayan

XO+ X)X +D(X)+0O(X)+ F(X)=0,

XO 4+ AXY +BX + HX)X +G(X)X +F(X)=0

ve

+F(X)=0

vektor diferansiyel denklemlerinin sifir ¢oziimleri i¢in bazi kararsizlik sonuglarini
inceledi.

Yine benzer bir ¢alisma olarak, besinci basamaktan lineer olmayan
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vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimiiniin kararsizligi Tung (2004) tarafindan ele
alindu.

Ayn1 zamanda, Tung (2005) besinci basamaktan lineer olmayan

+DOHX, X, X, X, X)X +EWOF(X)=0

vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsizligi ile ilgili bir teorem
ispatladi.

Yine benzer bir ¢aligma modeli olarak, besinci basamaktan lineer olmayan

vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢ézlimiiniin kararsizligi Tung ve Sevli (2005)
tarafindan ele alindi.

Ayrica, Tung (2008) besinci basamaktan lineer olmayan

vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsizligini inceledi.

Daha sonra Tung ve Karta (2008) besinci basamaktan lineer olmayan,

XO+AXD +BX + P (X, X, X, X, XX +GX)X+F(X)X =0 (4.3)
vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsiz olmasini saglayan ve yeter
sartlar igeren bir teorem ispatladi.

Biz bu boliimde (4.1), (4.2) diferansiyel denklem sistemleri ve (4.3) vektor

diferansiyel denkleminin yerine,

+E(X)+H(X)=0, (4.4)
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+G(X, X, X, X, XNX+H(X)=0, (4.5)

Ve

+FXX, X, X, X)X =0 (4.6)

vektor diferansiyel denklemlerini inceleyecegiz. Bu denklemlerin her biri i¢cin X = 0
cozlimiiniin kararsiz olmasmi saglayan ve yeter sartlar igeren birer teorem
ispatlayacagiz.

Burada elde edilecek sonuglar (4.1) ve (4.2) diferansiyel denklem sistemlerine
karsilik gelen besinci basamaktan skaler diferansiyel denklemlerin n-boyutlu bir vektor
genellemesi ve (4.3) vektor diferansiyel denkleminin ise daha genel bir durumu

olacaktir.

4.2. (4.4) Denklemi icin Kararsizlik Sonucu

Biz bu kesimde ilk olarak besinci basamaktan lineer olmayan (4.4) vektor

diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsizlik durumunu inceleyecegiz.

Bu denklemde, X € R"; ¥, ®ve ® nxn- boyutlu simetrik, siirekli ve reel elemanlt

matris fonksiyonlar1t E:R" — R"ve H:R" — R" birer fonksiyon olmak {iizere

E(0)=H(0)=0 dir. Burada (4.4) denklemi i¢in sirasiyla farkli kosullar altinda iki teorem

ifade ve ispat edilecek ve konu ile ilgili birer 6rnek verilecektir.

X=Y,X=2X=w,X¥=U

olmak iizere (4.4) denklemine es deger sistem olarak

X=Y,Y=Z,Z=W,W=U,

U=-YW)U-DZW -O(X,Y,Z,W,U)Z—EY) - H(X) (4.7)
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seklinde yazilabilir. Bu sistem i¢in

oh, o,
Ty (X) = (QJ Ty W) = (WLJ

J

o0, de,
Jo(Z)= (%} J,(Y) = {é] G j=12,..n)

Jacobian matrisleri var, simetrik ve siirekli oldugu farz edilmektedir. Burada sirasiyla,

(hy,hy,....h,) ve (x,,x,,....,x,) ler H ve X in; (y,¥5,...¥,) ve (W, W,,....,w,) ler ¥ ve
Wnm; (¢ 1,0 ,,..0 ,) Ve (2,2,,..,2,) ler @ ve Znin; (e, e,,....,e,) Ve (V1,50 ),)

ler ise E ve Y nin elemanlaridir.
Teorem 4.2.1.

(4.4) denkleminin katsayilari i¢in yukarida verilen sartlara ilave olarak asagidaki
sartlarin saglandigin1 varsayalim: H(0) = 0, X # 0 i¢in H(X) = 0, E(0) = 0, Y+ 0 igin
E(Y) #0 olmak iizere,

(1) ¥, ® ve O simetrik ve 4, (J,(X)) <0, (i=L2,..,n)

(it) her X,Y,Z,W,U e R" i¢in 4, (O(X,Y,Z,W,U)) =20, A (Y(W))<0dur.
Bu takdirde (4.4) denkleminin X =0 ¢0zlimii kararsizdir.
Ispat:

Teorem 4.2.1 in ispati i¢in kullanacagimiz temel arag,

v, =~2Z,U)-< j (¥(oW), W>d0'>+ j (©(02)2,Z)d

0

- j(E(O'Y), Y)do —(H(X),Y) (4.8)
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olmak tizere V, =V (X,Y,Z,W,U) seklinde tanimladigimiz Lyapunov fonksiyonudur.
Burada Teorem 4.2.1 in sartlann altinda »; Lyapunov fonksiyonunun Krasovskii

kriterlerini sagladig1 gosterilecektir. (4.8) den 1/(0,0,0,0,0)=0 oldugu aciktir. Ayrica

keyfi e e R", £ #0 igin
1 Ly g2
7,(0,0,0,£,0)=—(g,6)=—|¢]” >0
2 2
oldugu goriiliir.
Bu ise V; fonksiyonunun Krasovskii’nin K; 6zelligini sagladigin1 gosterir. (4.7)

sisteminin keyfi bir ¢coziimii (X,Y,Z,W,U)=(X(¢),Y(¢)),Z(t),W(t),U(t)) olsun. (4.8) in

(4.7) sistemi boyunca tiirevi alinirsa,

V, =(Z, YU )+(Z,0Z)W)+(Z,0(X.Y,Z,W,U)Z)
d 1
+(Z,E(Y)) _<E Z, ! <‘P(0W),W>d0>

d | d !
- { <oq>(02)z,z>da—5 ! (E(c¥),Y)do —(J,(X)Y,Y) 49)

elde edilir. Simdi, yukarida ge¢en ve hesaplanmayan tiirevler i¢in asagidaki esitlikler

kolaylikla elde edilir:

d 1 1

E<Z, ! (o), W) d0> <W, ! Y(oW),W)d >
+<Z,
+<Z,j<o J. (o-W)U,W>do->
< | <‘P(aW)Wd0'> < J(w(em),U) >

+ <Z,j)-a£<‘l’(O'W),U>da>

<‘P(0W),U>d0'>

© e
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<W,j<‘P(aW) W>d0'> < ,j<‘P(aW),U>da>
+ (2, % (W)U |10

<W, j (o), W) d0> (Z,yW)U), (4.10)

%j(o@(aZ)Z,Z)da = j(o@(aZ)W,Z)da + [0 (1o (2)2W, 2)do

0 0

+ j<o<D(Z)Z, W)do

= j)‘<o<D(JZ)W, Z)do + I 0£<0®(JZ)W, Z)do

- 0'2<(D(GZ)W,Z>|; —(D(Z)W,Z), @.11)

% j (E(oY),Y)do = j o(J,(oY)Z,Y)do + j (E(oY),Z)do

- ! a%{E(aY),zwa + ! (E(oY),Z)do

= o(E(oY).Z)|, = (E(1).2) (4.12)

(4.10), (4.11) ve (4.12) ifadeleri (4.9) da yerine yazilir ve Teorem 4.2.1 sartlar1 goz

Ontine alinirsa,
. 1
V, = —<W, j (¥ (oW), W>d0'> +(Z,0(X,Y,Z,W,U)Z)~(J ,(X)Y,Y)>0
0

elde edilir. Bu ise Krasovskii’nin (K3) 6zelliginin saglandigini1 gosterir.
Boylece Teorem 4.2.1 in sartlarindan her ¢ > 0 i¢in V1 2 () olur. Yani V1 pozitif
yart tanimlidir. Ayrica V1 = 0 olmas1 her # = 0 i¢in Y = 0 olmasim gerektirir. Boylece

X=E, her t >0 igin
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Z=Y=0W=Y=0,W=Y=0

olur. Buna bagli olarak

X=EY=Z=W=U=0

elde edilir. Bu ifadeler (4.7) sisteminde yerine yazilirsa X #0 icin H(X)#0 ve
H(0)=0 oldugundan dolay1 H(§)=0 olur. Bu ise {=0 oldugunu gdsterir. Bu takdirde

V. =0 olmasi her £>0 igin

X=Y=Z=W=U=0

oldugunu dogrular. Boylece Krasovskii’nin (K;) ozelligi de saglanmis olur. Sonug

olarak V; fonksiyonu Krasovskii kriterlerinin (K;), (K») ve (K3) 6zelliklerini saglar. Bu

ise (4.4) denkleminin X=0 ¢6ziimiiniin kararsiz oldugunu gosterir.

Ornek:

(4.4) denkleminde gecen katsayr matris ve fonksiyonlarini sirasi ile 6zel bir

durum olan #=2 i¢in asagidaki gibi se¢elim:

2 2 21 +4 3
Wy = _2_21 —Z, 1 o= X, +1
B 1 R B 1
1 2 3 5 +4

x; +1

3
—=L—5x,

H= 3
X3
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Yukarida gegen simetrik ve reel elemanli matrislerin 6z degerleri asagidaki gibi

kolaylikla hesaplanabilir:
AP)=-z] -z, -1, ,(¥)=-z] -z -3

1 1
2 1+15 }“2((9): 2

X X1

ﬁ“l (®) =

+7
1

Ayrica H vektorii i¢in J,, (X) Jacobian matrisi

—x>-5 0
JH(X):|: 10 xz 5
—xl -

olarak elde edilir. Bu Jacobian matrisi i¢in 6z degerler

AT ==xl =5 A,(J,)=-x] -5

olarak bulunur.

Agikca goriildiigii tizere Teorem 4.2.1 in biitiin sartlar1 saglanir. Yani yukarida
secimi yapilan ¥, ® ve H i¢in keyfi simetrik 2x2 basamaktan @ matrisi, 2- boyutlu
keyfi E vektorii i¢in karsilik gelen vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimii kararsiz

olur.
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Teorem 4.2.2.

(4.4) denkleminin katsayilar1 i¢in yukarida kabul edilen sartlara ilave olarak

asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(1) HO) =0, X=0 igin HX) #z0ve E0)=0, Y#0igin E(Y)#0
Y, d ve O simetrik ve A; (J,, (X))>0, (i=1,2,....n)

(ii) her X Y,Z W,UeR" i¢in }; (© (X.Y.ZW,U)) <0, A: (\¥ (W)) > 0
(D (Z2) >k, k>-1, (i=1,2,...,n).

Bu takdirde (4.4) denkleminin X=0 ¢6ziimii kararsizdir.
Ispat:
Teorem 4.2.2 nin ispat1 igin

V,=(Z,U) +<Z,j<‘P(JW),W>d0'> —%(W, W>+j<q>(aZ)Z,Z>da

+ [(E(o7),Y)do +(H(X),Y) (4.13)

0

olacak sekilde V, = V, (X, Y,Z, W,U) Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Burada
Teorem 4.2.2 nin sartlar1 altinda ¥, Lyapunov fonksiyonunun Krasovskii kriterlerini

sagladig1 gosterilecektir. (4.13) den V,(0,0,0,0,0)=0 dir. Keyfi bir €0 olmak iizere

£e€R" igin

V,(0,0,£,0,&) = <5, 5> + J.<CD(0'5)5, 8>da

0

>l + ke = a+m)e] >0, k> -1



26

olur. Bu ise Krasovskii’nin (K;) 6zelligini sagladigini gosterir. (4.7) sisteminin keyfi bir
cozimii (X, Y,Z, W,U)=(X(t), Y(t), Z(t), W(t), U(t)) olsun. (4.13) iin (4.7) sistemi boyunca

tliirevi alinirsa,
V, =—(Z,Y"U)-(Z,0ZW)-(Z,0(X,Y,Z,W,U)Z)~(Z,E(Y))

d|._ d |
+E<1BT@W%WWU>ﬁEB“MdDZZWU

+é%j<E@ﬂqg§da—(JH@¥ncy> (4.14)

0

elde edilir. (4.10), (4.11) ve (4.12) ifadeleri (4.14) de yerine yazilip ve Teorem 4.2.2 nin

sartlar1 dikkate alinirsa,
. 1
V;:<WQJCP«ﬂVLW§da>—(ZADQYJQZJV102>+<JHcyncY)>o
0

sonucuna varilir.

Boylece Teorem 4.2.2 nin sartlarindan her ¢ > 0 igin ¥, >0olur. Yani ¥, pozitif
yar1 tanimlidir. Ayrica V2 =0 olmasi her # >0 i¢in Y = 0 olmasim1 gerektirir. X = &, her

t>0igin
Z=Y=0W=Y=0W=Y=0

olur. Buna bagli1 olarak
X=¢,Y=Z=W=U=0

elde edilir. Bu ifadeler (4.7) sisteminde yerine yazilirsa X #0 i¢in H(X)#0 ve
H(0)=0 oldugundan dolay1 H (£) = 0 olur. Bu ise & = 0 oldugunu gosterir. Bu takdirde

V, =0 olmas1 her ¢ >0 i¢in
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X=Y=Z=W=U=0

oldugunu dogrular. Boylece Krasovskii’nin (K;) ozelligi de saglanmis olur. Sonug

olarak V, fonksiyonu Krasovskii kriterlerinin (K;), (K>) ve (K3) ozelliklerini saglar. Bu

ise (4.4) denkleminin X = 0 ¢6zlimiiniin kararsiz oldugunu gosterir.

Ornek:

(4.4) denkleminde gecen katsayr matris ve fonksiyonlarini sirasi ile 6zel bir

durum olan #=2 i¢in asagidaki gibi se¢elim:

3 2
v (422 432243 2 24xi+x>  2+x’+x
2 4z2432+43) | 2 3 I
2+x] +x; 2+x] +x;
_2+le+2§ 1 X +x,
¢ = , o H= 3
| 1 2+z; +z; X, +X5

Yukarida gegen simetrik ve reel elemanli matrislerin 6z degerleri asagidaki gibi

kolaylikla hesaplanabilir:

A(W)=4z] +32] +1, 1,(¥) =4z +3z +5,

4(0) =~ 4,(0) =—

2 2°
I+x; +x,

(@) =z} +7;+1, L, (®)=z +27;

5

2 2
I+x; +x,

+3

Ayrica H vektorii i¢in J,, (X) Jacobian matrisi
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3x2+1 0 }

Jy(X)=
n () [o 302 +1

olarak elde edilir. Bu Jacobian matrisi i¢in 6z degerler

A(H)=3x} +1, A,(H)=3x] +1

olarak bulunur.
Agikca goriildiigl iizere Teorem 4.2.1 in biitiin sartlar1 saglanir. Yani yukarida
secimi yapilan @ ,¥, ® matrisler, H vektorii ve keyfi £ vektorii i¢in karsilik gelen

vektor diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimii kararsiz olur.

4.3. (4.5) Denklemi icin Kararsizlik Sonucu

(4.5) denkleminde, X € R"; 4 nxn boyutlu sabit, reel elemanli simetrik matris,
®, F ve G, nxn- boyutlu simetrik siirekli matris fonksiyonlar1 ve H(0) = 0, H siirekli
ve H:R" — R" bir fonksiyondur.

X=Y,X=Z,X=w,Xx¥=U
olmak tizere (4.5) denklemine es deger sistem olarak

X=YY=Z,2=W,W=U

U=-AU-OX,Y,Z,W,UW —F(Y)Z-G(X,Y,Z,W.,U)Y - H(X) (4.15)

seklinde yazilabilir. Bu sistem i¢in

J, (X) =(%} J.(Y) =(%} (i,j =1,2,...,n))

J i
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Jacobian matrisleri var, simetrik ve siirekli oldugu farz edilmektedir. Burada sirasiyla,
(h,hy,..sh) ve (x,%,,...,x,) ler Hve X'in; (f, f55-s f,) V€ (¥} Vsseern ¥,) ler ise F ve

Y nin elemanlaridir.
Teorem 4.3.1.

(4.5) denkleminin katsayilar1 i¢in yukarida verilen sartlara ilave olarak a; pozitif

bir sabit olmak iizere agsagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(1) 4 ve Jy(X) simetrik matrisler ve Ai(4) > a;, (i = 1,2,...,n).
H(0)=0, X =0 i¢in H(X) =0,
(ii) ®, F ve G simetrik matrisler ve her X,Y,Z W,U eR" i¢in

ﬁi(G(X,Y,Z,W,U))—i[ﬂ, O©X,Y,Z,W,U)[ >0, (i=12,.,n)

Bu takdirde (4.5) denkleminin X = 0 ¢6ziimii kararsizdir.
Ispat:
Teorem 4.3.1 in ispatin1 yapmak i¢in

V==YU)+(ZW)-(AY W) +%<AZ,Z> - j(F(JY)Y, Y)do

- j (H(cX),X)do (4.16)

0

seklinde V =V (X,Y,Z,W,U) Lyapunov fonksiyonunu tanimlayacagiz. Burada V
fonksiyonunun Krasovskii kriterini sagladig gosterilecektir. (4.16) dan V(0,0,0,0,0) = 0
oldugu agiktir. £ € R" olmak iizere keyfi bir € # 0 i¢in Teorem 4.3.1 in (i) sart1 ve 3.

Boliimde verilen Lemma 3.1 g6z 6niine alindiginda
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V(0,0,&,£,0)= <5, 5> + %(Ag, 5>
> el +%a1<8,5> >0

~[ef” + Jailel >0

oldugu goriiliir. (4.15) sisteminin keyfi bir ¢cozimii (X,Y,Z W,U) = (X(t), Y(t),Z(t), W(t),

U(t)) olsun. (4.16) nin (4.15) sistemi boyunca tiirevi alinirsa,

V:diV(X,Y,Z,W,U)
t

= (W, W) +(Y,0(X,Y,Z,W,UW)+(Y,F(Y)Z)

+(Y,G(X, Y,z,W,U)Y)+<Y,H(X)Y>—%I<UF(UY)Y, Y)do

0

—% j (H(cX),X)do (4.17)

0

elde edilir. (4.17) de tiirevi hesaplanmayan terimler i¢in

%j(o-F(o-Y)Y, Y)do =a*(F(cY)Z,Y)|

0

(F()Z,Y)

1
0
Ve

1

% [(H(oX), X)do = o(H(cX),Y)|' = (H(X),Y)

| 1
0 0

elde edilir. Bu ifadeler (4.17) de yerine yazilip ve buna bagh olarak Teorem 4.3.1 in (i1)

sart1 goz Oniine alindiginda
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V=(WW)+(Y,0X.Y,Z,W,UW)+(Y,G(X,Y,ZW,U)Y)
2

—%(0()(, Y,Z,W,U)Y,0(X,Y,ZW,U)Y)

W +%0(X, Y, Z,W,U)Y

+{Y,G(X,Y,Z,W,U)Y)

>(Y,G(X,Y,Z,W,U)Y) —%(9(){, Y, Z,W,U)Y,0(X,Y,ZW,U)Y)>0

elde edilir.
Boylece, Teorem 4.3.1 in sartlarindan her ¢ > 0 icin ¥ >0 olur. Yani V pozitif

yar1 tamimlidir. Ayrica, ¥ =0 olmast ¥ = 0 olmasin1 gerektirir. Bu durumda X =7 ve

hert>0icin Z=Y=0,W=Y=0,W =Y =0 olur. Buna bagli olarak
X=nY=Z=W=U=0

elde edilir. Bu ifadeler (4.15) sisteminde yerine yazilirsa X #0 i¢cin H(X)#0 ve
H(0)=0 oldugundan H(n)=0 olur. Bu ise #=0 oldugunu gosterir. O halde ¥V =0

olmasi her ¢ > 0 i¢in
X=Y=7Z=W=U=0

oldugunu gosterir. Sonug¢ olarak V' fonksiyonu Krasovskii kriterlerinin (K,),(K,) ve
(K ,) ozelliklerini saglar. Bu ise (4.5) denkleminin X=0 ¢6zlimiiniin kararsiz oldugunu

gosterir.
Ornek:

(4.5) denkleminde gecen katsayr matris ve fonksiyonlarini sirasi ile 6zel bir

durum olan #=2 i¢in asagidaki gibi se¢elim:
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2
21 ? x4y
A:L 2}’ 0= 2 ’
N 2 2 2
I+x" +y
G={xf+y12+2 1 }
1 xp+yl+2

Yukarida gegen simetrik ve reel elemanli matrislerin 6z degerleri asagidaki gibi

kolaylikla hesaplanabilir:

A(A) =1, A,(4)=3,

2x2 +2y2 442x3+2y2
4(0) =20 4 (0) =

I+x +y I+ +y

2 2 2 2
L(G)=x"+y, +1 , L, (G)=x; +y +3.

Agikca gorildigli iizere Teorem 4.3.1 in biitin sartlar1 saglanir. Yani
A(4)>1=a, ve
1 1 (2x) +2y})°
4G La oy = ey LN P
4 4 (A+x; +y))
_ ATyt DA+ X + 7)) - (2x) 427’
A1+x"+y0)°

>0

l(4+2x12 +2y72)°
4 (1+x12+y12)2

1
/Iz(G)_Z/Iz((’D):xf + ¥ +3-

A+ yE 3+ X+ y]) = (A4 2x] +2y))

2
>0
4(1+x12 +y12)2
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oldugundan dolay1
AGXT 2 D) =1 2y O Y ZI U >0, (1 =12,.0m)

olur. Boylece (4.5) denkleminin X =0 ¢6ziimiiniin kararsiz oldugu goriiliir.
4.4. (4.6) Denklemi icin Kararsizlik Sonucu

Bu kesimde, besinci basamaktan lineer olmayan (4.6) vektor diferansiyel

denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsizlik durumunu ele alacagiz.

Bu denklemde, X e R". 4 ve B nxn- boyutlu sabit, reel elemanh simetrik
matrisler; W,G ve F i1se nxn- boyutlu simetrik siirekli reel elemanli matris

fonksiyonlaridir.

Goriildigi tizere Tung ve Karta (2008) tarafindan incelenen denklemde F' (X)X

bu denklemin bir genellemesidir. Burada Tung¢ ve Karta (2008) tarafindan elde edilen
sonucu (4.6) denklemi i¢in olusturacagiz.

(4.6) denklemine es deger sistem

X=Y,X=2X=w,X¥=U

olmak tlizere

X=YY=Z7=W,W=U

U=-AU-BW -Y(X,Y,Z,W,U)Z-G(X)Y —F(X,Y,Z,W,U)X (4.18)

bigiminde ifade edilebilir. Bu sistem i¢in

0g; .
Jo(X)= [5} (i) =12,sm)

J
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Jacobian matrisinin var, simetrik ve siirekli oldugu varsayilmaktadir. Burada

(g,255---8,) Ve (X, X,,...,x,) ler sirastyla G ve X in elemanlaridir.

Teorem 4.4.1.

(4.6) denkleminin katsayilar1 i¢in yukarida kabul edilen sartlara ilave olarak, a ve

b sabitleri ve k; pozitif bir sabit olmak {izere asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(1) 4, (A)za, 1, (B)=b,bsgna>0
(i) A (F(X,Y,Z,W,U))sgna —ﬁ[ﬁi Y(X.Y,Z,W,U)] >k,
a

(i=12,..,n).
Bu takdirde (4.6) nin X = 0 ¢ozlimii kararsizdir.
Ispat:
Teorem 4.4.1 in ispatin1 yapmak i¢in,
V=V,(X,Y,Z,W,U)sgna (4.19)
olmak tizere, Tung ve Karta (2008) tarafindan tanimlanan

Vo =(Y,W)+(Y,AZ)-(X,U)~(X,AW)-(X,BZ)

_%<z Z)+ BY Y)~ [{oG(aX)X. X)d (4.20)

seklindeki Lyapunov fonksiyonunu kullanacagiz.

Burada Teorem 4.4.1 in sartlann altinda V=V (X,Y,Z,W,U) Lyapunov

fonksiyonunun Krasovskii kriterlerini sagladigi gosterilecektir.

lk olarak (4.19) ve (4.20) den
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¥(0,0,0,0,0)=0

oldugu aciktir. Ayrica € € R” olmak tizere keyfi bir £ #0 i¢in
2 l 2
V(0,esgna,0,£,0) =& +§bsgna le]|™>0

oldugu goriiliir. (4.18) sisteminin keyfi bir ¢coziimi (X, Y,Z, W,U) = (X(¢), Y(¢), Z(t), W(¢),
U(?)) olsun. (4.20) nin ¢ ye gore tlirevi alindiginda.

Vy=(4Z,Z)+(F(X) X, X)+(X,¥Y(X,Y,Z,W.,U)Z)
elde edilir. Tung ve Karta (2008) de gecen islemler dikkate alindiginda
Vek|X[ 20, k>0

oldugu kolaylikla goriiliir.
Teorem 4.4.1 ispatinin geriye kalan kismi i¢in Tung ve Karta (2008) bakilabilir.
Ornek:

(4.6) denkleminde gecen katsayr matris ve fonksiyonlarimi sirasi ile 6zel bir

durum olan #=2 i¢in asagidaki gibi se¢elim:

PRERE RN x4yl
230 -1 2] 1 ’
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F

B x12+y12+212+4 1 } G_{forsz xl2
o > - 2 2
X, X, + X5

1 x{+yl 4z +4 2

Yukarida gegen simetrik ve reel elemanli matrislerin 6z degerleri asagidaki gibi

kolaylikla hesaplanabilir:

A(A)=1,4,(4)=5, A(B)=1,1,(B)=3

2 2 2 2
X +y 24 x +y
— =, L,(¥)=—"T

A(P)=
(F) I+x; +y, l+x12+y12

AF)=x'+y] +20 43, L(F)=x+y +2 +5

A@)=x;,  4L(G)=2x +x;
Agikca gortildiigii tizere Teorem 4.4.1 in biitiin sartlar1 saglanir. Yani

A(A)>1=a,, 4,(B)=21=>b, bsgna >0 ve

1 2 2 2, 2 1 (x12+y12)2
A(F) == A (¥) =x?+y?rzt 43— )
4 4 (A+x; +y;)

_ A+ 2 )X + ) - (] + )’

>0
4(l+x12 +y12)2

1 1 2+x7+y})
H(F)Y—=2,(¥)=x"+y, +z/ +5——— L 12
,(F) 4 () 1 TN 1 4(1+x12+y12)2

Ay H 454X + ) -2+ + )
4(1+x12+y12)2

2
>0

oldugundan dolay1
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A(F(X,Y,Z,W,U))sgna —ﬁ(/@. (V(X,Y,Z,W,U)) >k (i=12,..,n)
a

olur. Boylece (4.6) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin kararsiz oldugu goriiliir.



5. BESINCi BASAMAKTAN BAZI VEKTOR DIFERANSIYEL DENKLEMLER
iCIN PERiYODIiK COZUMLERIN VARLIGI

Bu boéliimde 4. Boliimde ifade edilen besinci basamaktan lineer olmayan vektor
diferansiyel denklemlerinin sirasiyla periyodik ¢6ziimlerinin varlig1 incelenecektir.
Teorem 5.1.1.

(4.4) denklemi i¢in Teorem 4.2.1 in tiim sartlarinin saglandigini var sayalim: Bu

takdirde (4.4) denkleminin X=0 dan baska bir periyodik ¢6zlimii yoktur.
Ispat:
(6‘1,6‘2, E3,E45 Es ) = (gl(t), &,(1),&5(2),&,(1), & (t))
(4.7) sisteminin keyfi bir a-periyodik bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda « > 0 i¢in
(8,(0), £,(0), &,(1), &,(), &, (1)) = (&,(t + @), &, (t + @), &,(t + @), &, (t + @), &t + @) )

esitliginin saglanacagi agiktir.

Teorem 5.1.1 in sartlar altinda yukaridaki esitligi saglayan tek ¢ozlimiin
E=&=6=¢6,=6=0
oldugu gosterilecektir. Teorem 5.1.1 in ispati i¢in temel ara¢ olarak

V,=—(z,U) —<Z,j<‘P(0W),W>dO'> +%<W,W>—j<cl)(0'Z)Z,Z>da

—j<E(aY),Y>da—<H(X),Y>

0
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seklindeki V, =V,(X,Y,Z,W,U) Lyapunov fonksiyonunu kullanacagiz.

e(t) = Vl(‘91 (t)’ 82 (t)’ ‘93 (t)a ‘94(t)’ ‘95 (t))

fonksiyonunu ele alalim. Burada 6(z) fonksiyonu siirekli ve &,¢,,¢&;,¢,, &5 ler ¢ ye gore

periyodik oldugundan, €(z) simirlidir.

V, = %VI(X,Y,Z,W,U) = —<W, (¥ (o), W>do>+<Z,6(X, Y. Z,W,U)Z)

o t—

—(J,(X)Y,Y)

ve Teorem 5.1.1 in sartlar1 altinda V1 >0 oldugu agiktir.
Buradan 6(¢) >0 olur. Boylece () fonksiyonu siirekli ve ¢ ye gre monotondur.

0(t) fonksiyonu sinirli oldugundan ¢ — +oo igin 6(t) bir 6 limit degerine sahiptir. Yani

lim 6(¢) = 6,, (6, sabit)

keyfi her # ve keyfi her m tam sayisi igin
ot =0 (ttma)
yazilabilir. O halde ¢ — +o0 i¢in

lim 6(¢) = lim 6(¢ + mer) = 6,

olur.

lim 6(¢) = 6,,6(t) = O(t + ma)
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oldugundan dolayi her ¢ i¢in
ai) = 6

olur. Bu nedenle her ¢ i¢in
0(t)=0

yazilabilir. Ayrica 6(r)=0 olmasi her ¢ i¢in &, =0 olmasini gerektirir. Boylece & = X,

(sabit vektor) ve Teorem 5.1.1 in sartlar1 altinda H(0)=0 ve X#0 icin H(X)#0
oldugundan dolay1 (4.7) sisteminde &, =&, = ¢, = ¢,=0 yazildiginda H(¢,)=H(X,)=0

olur. Bunun saglanmasi i¢in & =X ;=0 olmak zorundadir. Her ¢ i¢in

E=&=6=¢6=6=0

olur. Boylece 6(t)=0 olmasi her 7 icin & =¢, =5, =5, =&, =0 oldugunu gosterir.

E1,E5,E3,E,4,E5 ler (4.7) sisteminin bir ¢oziimii oldugundan

(&0, &,(1), (1), ,(t), &) = (X (©), Y (1), Z(t), W (1), U (1))
=(0,0,0,0,0)

elde edilir. Bu durum (4.4) denkleminin X = 0 den baska bir periyodik ¢6ziimiiniin

olmadigini ispatlar.
Teorem 5.1.2.

(4.4) denklemi i¢in Teorem 4.2.2 nin tiim sartlarinin saglandigin1 varsayalim: Bu

taktirde (4.4) denkleminin X = 0 dan baska bir periyodik ¢6ziimii yoktur.
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Ispat:
(6‘1,6‘2, E3,E45 Es ) = (gl(t), &,(1),&5(2),&,(1), & (t))
(4.7) sisteminin keyfi bir a-periyodik ¢6ziimii olsun. Bu durumda o > 0 i¢in
(8,(0), &,(0), &, (1), &,(), &, (1)) = (&,(t + @), &, (t + @), &t + @), &, (t + @), &t + @)

esitliginin saglanacagi agiktir.

Teorem 5.1.2 nin sartlar altinda yukaridaki esitligi saglayan tek ¢6ziimiin
g=6=86=¢=6=0
oldugu gosterilecektir. Teorem 5.1.2 nin ispat1 i¢in temel arag

V,=(Z,U)+ <Z,J1-<‘P(O'W), W>d0'> —%(W, W)+ j(cb(aZ)Z,zwa

0

+j<E(aY),Y>da+<H(X),Y>

0

seklindeki V, =V,(X,Y,Z,W,U) Lyapunov fonksiyonudur.
0(t) =V,(&,(2), &,(1), &(1), £,(2), & (1))

fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada 6(#) fonksiyonu siirekli ve ¢,,¢,,¢;,¢8,,&; ler t

ye gore periyodik olup, &) sinirlidir.

V2=diV2(X,Y,Z,W,U)=<W,
t

© —

<‘P(0'W),W>d(7>—<Z,®(X,Y,Z,W,U)Z>

+(J 4 (X)Y,Y)
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ve Teorem 5.1.2 nin sartlar1 altinda ¥, >0 oldugu goriiliir.
Burada 6()>0 olur. 4t fonksiyonu siirekli ve ¢ ye gdre monotondur. 6(2)

fonksiyonu sinirli oldugundan ¢ — +o0 igin () bir 6 limit degerine sahiptir. Yani

lim 6(¢) = 6,, (6, sabit)

yazilabilir. Keyfi her ¢ ve keyfi her m tam sayis1 i¢in
0t =0(t+ma)
yazilabilir. £ > +oo i¢in
tliIBo o(t) = tlirgo O(t+ma)=0,
olur.
t1_1>r+ro10 0(1)=6,,0(t)=0(t+ma)
oldugundan dolay1 her ¢ i¢in
ar = 6
olur. Bu nedenle her ¢ i¢in
0(t)=0

elde edilir. Ayrica 6(t)=0 olmasi her ¢ i¢in g, =0 olmasim gerektirir. Boylece ¢, =7

(sabit vektor) ve Teorem 5.1.2 sartlar1 altinda H(0)=0 ve X+ 0 i¢in H(X) # 0 oldugundan
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dolay1 (4.7) sisteminde ¢, = ¢, = ¢, = £,=0 yazildiginda H(&,)=H(7n)=0 olur. Bunun

saglanmasi i¢in & =7=0 olmak zorundadir. Her t i¢in

&=6=6=6=0

olur. Boylece 6(f) =0 olmasi her zicin &, =&, =&, =&, = &, = 0 oldugunu gosterir.

£ =6 =& =¢&,=& =0 lar (4.7) sisteminin bir ¢6ziimii oldugundan

(&), 6,(1)&5(1), £,(1), &5 (1)) = (X (0), Y (1), Z(), W (1), U (1))
=(0,0,0,0,0)

elde edilir. Bu ise (4.4) denkleminin X = (0 dan baska bir periyodik ¢6ziimiiniin

olmadigini ispatlar.
Teorem 5.1.3.

(4.5) denklemi i¢in Teorem 4.3.1 in tiim sartlarinin saglandigini varsayalim. Bu

taktirde (4.5) denkleminin X = 0 dan baska bir periyodik ¢oziimii yoktur.

Ispat:

(£1:62,83,84,85) = (£,(1),6,(0),&5(1), £,(1), £5())

(4.15) sisteminin keyfi bir a-periyodik bir ¢6ziimii olsun. Yani, & > 0 i¢in

(£(0), &,(0),&5(0),£,(0), &5(1)) = (6,(t + @), &, (1 + @), &, (t + @), &,(t + @), &5(1 + )

esitliginin saglandigini varsayalim.

Teorem 5.1.3 {in sartlar1 altinda
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E=&=6=¢6,=6=0

oldugu gosterilecektir. Teorem 5.1.3 in ispatinda temel ama¢ Teorem 4.3.1 in ispatinda

da kullanilan

1

V=~Y,U)+(Z,W)~{AY, W)+ AZ z)-[(F(oT)Y,Y)d

—j(H(aX),)Qda

seklindeki V' =V (X,Y,Z,W,U) Lyapunov fonksiyonudur. Burada

0t) =V (&,(1),£,(1), &5(0), £,(2), £5(1))

fonksiyonunu gdz oniine alalim. Burada #(¢) fonksiyonu siirekli ve &,¢,,¢;,&,,8; ler ¢

ye gore periyodik oldugundan, &(¢) smirhdir.

V=Ww)+(Y,0X.Y,ZWUW)+(Y,G(X,Y,Z,W,U)Y)

ve Teorem 4.1.3 iin sartlar1 altnda ¥ >0 oldugu aciktir.

Béylece 6(t)>0 olur. 6 (1) fonksiyonu siirekli ve ¢ ye gore monotondur. (%)

fonksiyonu sinirli oldugundan ¢ — +o0 i¢in é(¢) bir 6, limit degerine sahiptir. Yani

lim 0(t) = 6,, (6) sabit)

olur.

Keyfi her ¢ ve keyfi her m tam say1s1 igin

0(t) = 0(t + mar)
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yazilabilir. Bu durumda ¢ — +o i¢in

lim 6(¢) = lim (¢t + ma) = 6,

olur

lim 6(¢) = G,ved(t) = 0(t + ma)

olmasi nedeni ile her # i¢in.

(1) =6,

olur. Bu nedenle her # igin
0(t)=0

yazilabilir. Ayrica 6(f)=0 olmasi her ¢ i¢in &, =0 olmasini gerektirir. Boylece ¢ = X,

(sabit vektor) ve Teorem 5.1.3 iin sartlar1 altinda H(0)=0 ve X#0 i¢cin H(X)# 0
oldugundan dolay1 (4.15) sisteminde ¢, = ¢, = ¢, = £,=0 yazildiginda H(¢, )=H(X ,)=0

olur. Bunun saglanmasi i¢in ¢, =X ;=0 olmak zorundadir. Her 7 i¢in

£ =6=6=6,=6=0

olur. Boylece 6(t)=0 olmasi her ¢ icin & =&, =&, =¢, =¢, =0 oldugunu gosterir.

E1,E,,E3,E,,E5 ler (4.15) sisteminin bir ¢oziimii oldugundan

(&0, &,(1), (1), ,(1), &) = (X (@), Y (1), Z(t), W (1), U (1))
=(0,0,0,0,0)

elde edilir. Bu durum (4.5) denkleminin X = 0 den baska bir periyodik ¢6ziimiiniin

olmadigini ispatlar.
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Teorem 5.1.4.

(4.6) denklemi i¢in Teorem 4.4.1 in tiim sartlarinin saglandigini varsayalim. Bu

taktirde (4.6) denkleminin X = 0 dan baska bir periyodik ¢6ziimii yoktur.

Ispat:
(&1,65,63,64,85) =(&,(1),&,(8),85,(2),&,(1),&5())

(4.18) sisteminin keyfi bir a-periyodik bir ¢6ziimii olsun. Yani, & > 0 i¢in
(6,(2),&,(1),&,(8),&,(1),65(1)) = (gt + @), &, (t+ ), &t +a),s,(t+a), &t +a))

esitliginin saglandigini varsayalim.

Teorem 5.1.4 iin sartlar1 altinda
&=&=6=¢6=6=0

oldugu gosterilecektir. Teorem 5.1.4 {in ispatinda temel amag¢ Teorem 4.4.1 in ispatinda

da kullanilan
V=V,(X,Y,Z,W,U)sgna
olmak iizere V' =V (X,Y,Z,W,U) Lyapunov fonksiyonudur. Burada

Vo =(Y,W)+(Y, AZ>—<X U)—(X,AW)—(X,BZ)
—%(Z BY Y) j (0G(cX) X, X)d

dir.

O(t) =V, (&(2),&,(2),&5(2),£,(1), &5(t))sgn a
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fonksiyonunu géz oniine alalim. Burada #(¢) fonksiyonu siirekli ve &,,¢,,¢;,8,,&5 ler t

ye gore periyodik oldugundan, €(¢) smirlidir.

V, =%V0 (XY, ZW,U)=(AZ,Z)+(F(X)X,X)+(X,¥(X.Y,Z,W,U)Z)

ve Teorem 4.4.1 in sartlar1 altinda ¥ > k1||X ||2 >0 oldugu aciktir.

Béylece 6(t)>0 olur. 6 (1) fonksiyonu siirekli ve ¢ ye goére monotondur. (%)

fonksiyonu sinirli oldugundan ¢ — +o0 i¢in é(?) bir 6, limit degerine sahiptir. Yani

lim 0(f) = 6,, (6) sabit)

olur.

Keyfi her ¢ ve keyfi her m tam say1s1 igin
0)=0(t+ma)
yazilabilir. Bu durumda ¢ — +o0 igin

lim 6(¢) = lim (¢t + ma) = 6,

olur

lim 6(¢) = G,ved(t) = 0(t + ma)

olmasi nedeni ile her 7 i¢in.
() =6,

olur. Bu nedenle her ¢ i¢in
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0(t)=0

yazilabilir. Ayrica (f) =0 olmast her 7 igin &, =0 olmasini gerektirir. Bu ifade

& =6=6=6,=6=0

oldugunu gosterir. ¢,,¢,,¢;,&,,&; ler (4.18) sisteminin bir ¢6ziimii oldugundan

(&(0),&,(0), &,(1), &,(8), () = (X (). Y (0), Z(), W (1), U (¢))
=(0,0,0,0,0)

elde edilir. Bu ise (4.6) denkleminin X = 0 dan bagka bir periyodik ¢Ozlimiiniin

olmadigini ispatlar.



6. ALTINCI VE YEDINCi MERTEBEDEN VEKTOR DiFERANSIYEL
DENKLEMLERI iCiN PERiYODiIiK COZUMLERININ VARLIGI

6.1. Giris

Matematik literatiiriinli incelememiz altinda altinc1 ve yedinci basamaktan bazi
lineer olmayan skaler ve vektor diferansiyel denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin
varlig ile ilgili giiniimiize kadar bir¢ok ¢aligmalar yapilmistir. Bu ¢alismalarin bir kismi
sirasi ile asagidaki gibi 6zetlenebilir; ilk olarak Ezeilo (1982b), altinct mertebeden lineer

olmayan

(6) (%) (4)

¥ +ax® +a,x? +a,¥ + g, (X)% + g, (X, X)x + g, (x) = p(t, x, %, %,%,xY, x*)

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimiiniin varligini inceledi.

Daha sonra Bereketoglu (1992), yedinci basmaktan lineer olmayan

(6) (5) (4)

x7 +a,x” +a,x® +a,x? +a, %+ f(X)%+g(x)x

+h(x) = pt,x,%,%,%, x4, x x@)

diferansiyel denkleminin periyodik ¢oziimiiniin varlig ile ilgili bir ¢alismada bulundu.

Ayrica, altinc1 basamaktan lineer olmayan

X9 +ax® +a,x? + g, (¥)X + g, (0)X + g, (%, %)X + g, (x) = p(t, x, x, %, %,xP, x)

(6) %)

X9 +ax® +ax? +a ¥+, (x,%,%, xY

(5))x+q05(x)x+§06(x X, %%, x¢ (5)) 0

Ve

(5)

x4+ a,x +a,x® +a, X + @, (%, %)% + @5 (x)x

+ @ (x,%,%) = p(t,x,%,%,%,xY,x)
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diferansiyel denklemlerinin periyodik ¢6ziimleri Tejumola (1995) tarafindan incelendi.

Yine benzer bir ¢alisma da Tejumola (1995), yedinci basamaktan lineer olmayan

7 +a,x? +a,x® +ax® +a, X + f,(x, )i+ f,(x)x

+ f(x,x,%) = p(t, x,x,%,X,x

(7 (5) (4) (4) (

X +a1x(6)+a2x +a,x" +y,(x,x,X,X,x ,xs),x(6))')'c'+l//5(5c))'c'

+ (X, X, X%, X, x® x® x©® )X+, (x)=0

X7+ ax'® +a,x® +ax® +y, (%, X, %)X + s (0)X + (%, X, X)X

+ (%) = p(t,x, %, 5,5, 0, x, 1)

diferansiyel denklemlerinin periyodik ¢oziimleri ile ilgili birer sonug elde etti.

Biz bu boliimde sirasiyla; altinci ve yedinci basamaktan lineer olmayan

Ve

“4) .5 ,.(6)
, X7, x)

(6.1)

(6.2)

(6.3)



51

vektor diferansiyel denklemlerinin X=0 ¢oziimiiniin kararsizlik durumu ile ilgili Tung
(2007) tarafindan verilen teoremler dikkate alinarak (6.1), (6.2) ve (6.3) denklemlerinin

X = 0 dan bagka periyodik ¢oziimlerinin olmadigi durumunu inceleyecegiz.
6.2. (6.1) Denkleminin Periyodik Coziimiiniin Varhg:

Bu kisimda (6.1) denkleminin X = 0 dan baska periyodik ¢oziimii i¢in yeter

sartlar iceren bir teorem ifade ve ispat edilecektir.
Burada X € R";A, B ve C sabit, reel elemanli simetrik matrisler; @, R ve H ise

nx n- boyutlu simetrik stirekli reel elemanli matris fonksiyonlaridir. (6.1) denklemine es

deger sistem olarak
X=Y,X=2ZX=8,X¥=1,X"=U
olmak iizere

X=YY=2,7=8,S=T,T=U

U=-AU-BT-CS-®(X.Y,Z,5,T,U)Z - R(X)Y
~H(X,Y,Z,S,T,U)X (6.4)

biciminde yazilabilir. Ayrica,

o

JR(X)Z(@X } (i,j=L2,..,n)

J

Jacobian matrisinin var, simetrik ve siirekli oldugu varsayilmaktadir. Burada

(X,,X,,0.0,X,) V€ (,Fy,...,7,) sirastyla X ve R nin elemanlaridir.
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Teorem 6.2.1.

(6.1) denkleminin 4,B,C, @R ve H katsayilar1 i¢in yukarida kabul edilen sartlarin

yani sira a; bir sabit olmak tlizere agsagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(1) 4, (B)<a, <0,
(i) her X,Y,Z,S,T,Ue R" i¢in

A(H(X,Y,Z,S,T,U)) < —4#[/1,. (O(X,Y,Z,8,T,UN, (i=1.2,..n).

a,

Bu takdirde (6.1) denkleminin X=0 dan baska periyodik ¢6zlimii yoktur.
Ispat:

(81,65, 85, 64,85, 85) = (61(0), 8, (1), £5(1), £,(0), &5(2), (1))

(6.4) sisteminin keyfi bir a-periyodik ¢6ziimii olsun. Yani a > 0 i¢in

(£,(1),€,(2),&5(2),£,(2),&5(2), (1) = (&, (t + @), &, (t + @), &5 (1 + @), £, (1 + @),
e(t+a),s(t+a))

esitliginin saglanacagi agiktir.

Teorem 6.2.1 in sartlar1 altinda
§=6=6=6=6=8=0

oldugunu gosterilecektir. Teorem 6.2.1 in ispatinda kullanacagimiz temel arag
Vo =(X,U)+(X,AT)+(X,BS)+(X,CZ)
(¥, 7)~ (¥, AS)—(Y,BZ>+<Z,S>—%(Y, cy)
1
+ %(z, AZ)+ [(oR(oX) X, X )do (6.5)

0
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seklinde tanimlanan V, =V, (X,Y,Z,S,T,U) Lyapunov fonksiyonudur (Tung, 2007).

0t) =V (£,(1), &,(1), £5(1), £4(1), &5(2), £,(1))

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Burada 6(#) fonksiyonu siirekli ve ¢,¢,,¢;,8,,€5,8

lar ¢ ye gore periyodik oldugundan, &(?) sinirhdir.

v, =%VO(X, Y,Z,8,T,U)=~®(X,Y,Z,8,T,U)Z,X)-(H(X,Y,Z,S,T,U)X, X)
—(BZ,Z)+(S,8)—(R(X)Y,X)
d 1
o j oR(GX)X,X >do (6.6)
0
olur. (6.6) denkleminde
1
%ja<R(aX)X,X>da =(R(X)Y,X) (6.7)

0

dir. (6.7) ifadesi (6.6) da yerine yazilirsa,

V,=—(®(X,Y,Z,8,T,U)Z,X)-(H(X,Y,Z,S,T,U)X,X)—(BZ,Z)+(S,S)

elde edilir. Teorem 6.2.1 in sartlar1 altinda ve <S, S> = ||S||2 gerceginden

V, 2(®(X,Y,Z,8,T,U)Z,X)-(H(X,Y,Z,5,T, U)X, X)-a,(Z,Z)
2

Z+L®(X,Y,Z,S,T,U)X ~(H(X,Y,Z,8,T,U)X,X)

a,

:—az

L(cD(X, Y,Z,8,T,U)X,®(X,Y,Z,8,T,U)X)

4a,

>~(H(X,Y,Z,8,T, U)X, X) —ch((X, Y,Z,8,T,U)X,®(X,Y,Z,8,T,U)X)>0
4

a,
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oldugu goriiliir.

Boylece O(r) >0 olur. () fonksiyonu siirekli ve ¢ ye gore monotondur. 67)

fonksiyonu sinirli oldugundan ¢ — +o0 i¢in () bir 6, limit degerine sahiptir. Yani

lim 6(¢) = 6,, (0 sabit)
t—+o0

olur. Keyfi her 7 ve keyfi her m tamsayisi igin
o) =0(t+ma
yazilabilir. Bu durumda ¢ — +o0 i¢in

lim 6(t) = lim (¢t + ma) = 6,

t—>+0

olur.

lim 6(¢) = 6,,6(t) = O(t + ma)

olmasi nedent ile her ¢ i¢in

o) = 6
olur. Bu nedenle her ¢ i¢in
0(t)=0

yazilabilir. Ayrica 0(f)=0 olmast her ¢ igin g =0 olmasmi gerektirir. Boylece (6.4)

sisteminde &, = &, = &, = & = &, = 0 olur. Buna bagli olarak 6(¢)=0 olmas1 her ¢ igin

E=6=6=E,=6,=8=0
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oldugunu gosterir. (&,,¢&,,&;,8,,85,8) » (6.4) sisteminin bir ¢6ziimii oldugundan

(81 (t)a ‘92 (t)’ ‘93 (t)’ ‘94 (t)a ‘95 (t)a ‘96 (t)) = (X(t)a Y(t)’ Z(t)’ S(t)’ T(t)’ U(t))
=(0,0,0,0,0,0)

elde edilir. Bu ise (6.4) sisteminin X = () dan bagka bir periyodik ¢dziimiiniin olmadigini

ispatlar.
6.3. (6.2) ve (6.3) Denkleminin Periyodik Coziimlerinin Varhgi

Bu kesimde (6.2) ve (6.3) denklemlerinin X=0 dan baska periyodik ¢dzlimlerinin
olmadigr durum ile ilgilenilecek ve bu denklemler i¢in iki teorem ifade ve ispat
edilecektir.

(6.2) ve (6.3) denklemlerinde X € R"; A,B,C ve D nxn- boyutlu sabit, reel

elemanli simetrik matrisler; I','V,G,Q2,0® ve F nxn- boyutlu simetrik stirekli reel

elemanli matris fonksiyonlaridir. E:R" —> R" ve E(0)=0 dir. Aym zamanda, E
fonksiyonu stireklidir. (6.2) ve (6.3) denklemleri sirasiyla:

X=Y,X=ZX=85X9=7,X=U,X°=w

olmak tlizere

X=Y,Y=2,72=8,S=T.T=U,U=W

W=-AW-BU-CT-T(X,Y,Z,S,T,U,W)S
~WY(Z-G(X,Y,Z,S,T,W,U)Y - E(X) (6.8)

A~

X=Y,Y=2,72=8,S=T,T=U,U=W

W=—AW -BU -CT -DS - (X,Y,Z,S,T,U,W)Z
— OX)Y -F(X,Y,Z,8,T,UW)X (6.9)

sistemlerine es deger oldugu kolaylikla goriilebilir. (6.8) ve (6.9) sistemleri i¢in
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J(X)= [STQJ Jo(X) = [%] ve J, (X)= [ZT‘/’] (i,j=12,..,n)

J J J

Jacobian matrislerinin var, simetrik ve siirekli oldugu varsayilmaktadir. Burada sirasiyla
(Xps Xy yeeees X, )y (Fps Hyyeres ), (€,.€550005€,)5 (0, 051000 0,) VE (W, s, ) ler X, X, E,© ve

¥ nin elemanlaridir.
Teorem 6.3.1.

(6.2) denkleminin katsayilari i¢in yukarida kabul edilen sartlara ilave olarak a; bir

sabit olmak tlizere asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(1) 4, (B)<a, <0,
(i) X#0 i¢in E(X)=0
(i) her X,Y,Z,S,T,U,W € R" i¢in

AGUY.Z ST U <=4 X ZSTUWDE (=120

a,
Bu takdirde (6.2) denkleminin X=0 dan baska periyodik ¢6zlimii yoktur.
Ispat:
(£1,65,63,E4,E5,86,67) = (€,(8),&,(8),&;,(1),84(1),&5(1),64(2),&,(1))

(6.8) sisteminin keyfi bir a-periyodik ¢6ziimii olsun. Bu durumda o > 0

(£,(2),8,(0),,(1),€,(1),&5(0), 8, (1), 6, (1)) = (&, (t+ @), &, (1 + @), &, (t + @),
g(t+a)et+a)e(t+a),
& (t+a))

esitliginin saglanacagi agiktir.
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Teorem 6.3.1 in sartlar1 altinda

oldugu gosterilecektir. Teorem 6.3.1 in ispatint yapmak i¢in

V,=(Y.W)+(Y,AU)+(Y,BT)+(Y,CS)—(Z,U)—(Z,AT)~(Z,BS)—(S.T)

—%(2, CZ)+ %(S, AS)+ j<o*P(aY)Y, Y)do + Jl-<E(0’X),X>dO’

seklinde V, =V,(X,Y,Z,S,T,U,W) Lyapunov fonksiyonunu kullanacagiz (Tung, 2007).
e(t) = I/1 (81 (t)a 82 (t)a 83 (t)a 84 (t)a 85 (t)a 86 (t)a 87 (t))

fonksiyonunu ele alalim. Burada 6(#) fonksiyonu siirekli ve ¢,,¢,,&;,¢,,85,64,8, ler

t’ye gore periyodik oldugundan, 6#) sinirlidir.

V, = %Vl(X,Y,Z,S,T,U,W) =(T,T)-(I'(X,Y,Z,8,T,U,W)S.Y)

~(G(X.Y,Z,8,T,UW)Y,Y)-(BS,S)

—(Y("Z,Y)-(E(X).Y)

d 1
e j (¥ (oY)Y,Y)do

0

d 1
r j (E(oX),X)do (6.10)

0

olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

% [[(o¥(on)Y.¥)do =(¥(1)2.7) (6.11)
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Ve

% [[(E(ax),x)do = (E(X).Y) (6.12)

elde edilir. (6.11) ve (6.12) ifadeleri (6.10) de yerlerine yazildig: taktirde

V,=(T.T)-(T'(X,Y,Z,S,T,UW)S.Y)-(G(X,Y,Z,S,T,UW)Y.,Y)
—(BS,S)
(7" ~a,(S,8)~(T(X,Y,Z,8,T,UW)S,Y)~(G(X,Y,Z,S,T,U,W)Y,Y)

2
—(G(X.Y,Z,8,T,UW)Y,Y)

=7 - a, S+%F(X,Y,Z,S,T,U,W)Y

2

1
—4—<F(X,Y,Z,S,T,U,W)Y, N(X,Y,Z,S,T,.UW)Y)
a,

1
> (F(XY.Z.S.T.UWY.T(X.Y.Z8.T.UW)Y)
a,

~-(G(X,Y,Z,8,T,U,W)Y,Y)>0
elde edilir.

O halde 9(t)>0 olur. Béylece @) fonksiyonu siirekli ve ¢ ye gére monotondur.

d(t) fonksiyonu sinirli oldugundan

lim O(f) = 6,, (0, sabit)

olmak iizere H(), t — +oo icin bir §) limit degerine sahiptir. Keyfi her ¢ ve her m

tamsayist i¢in
ot =0 (t+rma)
yazilabilir. Bu durumda ¢ — +o i¢in

lim 6(t) = lim 8(t + ma) = 6,
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olur.
lim 6(¢) = 6,,0(t) = 0(t + max)

oldugundan dolayi her ¢ i¢in
ot = 6
olur. Bu nedenle her ¢ i¢in

0(t)=0

yazilabilir. Boylece, O(f)=0 olmasi her ¢ igin &, =0 olmasin1 gerektirir ve ayni
zamanda &, =7 (bir sabit vektdr) olmak iizere (6.8) sisteminde ¢, =¢,=¢, =€, =&
=¢,=0 yazildiginda Teorem 6.3.1 in sartlar1 altinda E(0) = 0 oldugundan dolay1

E(n)=0 olur Bu ise 7 =0 oldugunu gosterir. Boylece ¢,,¢,,¢;,¢,,85,8,&, ler (6.8)

sisteminin bir ¢6ziimii oldugundan

(&,(2),€,(1),&5(0),8,(1), &5(8),84(2), £7(1)) = (X (1), Y (1), Z(2), S (1), T (1), U (1), W (1))
=(0,0,0,0,0,0,0)

elde edilir. Bu durum (6.2) denkleminin X=0 dan baska bir periyodik ¢6ziimiiniin
olmadigini ispatlar.
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Teorem 6.3.2.

(6.3) denkleminin 4,B,C,D,€2 ® ve F katsayilar1 i¢in kabul edilen sartlarin yan

sira ay, a; ve a; sabitleri olmak lizere asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

1) A(d)za, 4(B)<a, (a,#0), 4,(C)=a; (a; #0), a;sgna; <0
(ii) her X,Y,Z,S,T,U, W eR" i¢in
FO,Y,Z,S,T,UW)=0, X #0i¢in F(X,Y,Z,S,T,UW)+#0

ve

A(F(X,Y,Z,8,T,U,W))sgna, —%[zi (QX,YZ,8,8,T,U W) >0
a

3

Bu takdirde (6.3) denkleminin X=0 dan baska periyodik ¢6zlimii yoktur.
Ispat:
Teorem 6.3.2 nin ispatinda kullanacagimiz temel arag

V,(X,Y,Z,S,T,UW)={~X,W)—(X,AU)—(X,BT)-(X,CS)
—(X,DZ)+(Y,U)+(Y,AT)+(Y,BS)+(Y,CZ)
+j (0®(cX) X, X)do - <Z,T>+%<DY, Y)
- (2,82)+(5.5)~(2.4)}sena,

seklinde verilen V,=V,(X,Y,Z,S,T,U,W) Lyapunov fonksiyonudur (Tung, 2007).

Burada

28 :%VZ(X, Y,Z,S,T,UW)={~{S,AS)+(Z,CA)+(X,F(X,Y,Z,S,T,UW)X)
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+(X,X,Y,Z,8,T,UW,Z)}sgna, (6.13)
olur. Teorem 6.3.2 nin sartlar1 ve 3. Boliimde verilen Lemma 3.1 ve (6.13) ifadelerinden

V, > a, | ||z||2 +sgna,[(X,F(X,Y,Z,8,T,.UW)X)+(X,X.Y,Z,8,T,UW)Z)

—a, sgn a3||S||2
2

—a,|Z + Szgln—am(x, Y,Z,8,T,UW)X
a;

+sgnay(X,F(X,Y,Z,S,T,UW)X)
R
4]a, |

(AX,Y,Z,8,T,UW)X,X,Y,Z,S,T,U,W)X)~a,sgna,|S|

> —a,sgna,|S| +sgna(X,F(X,Y,Z,8,T,UW)X)
1
4lay |

(UX,Y,Z,8,T,UW)X,X,Y,Z,S,T,UW)X)>0

elde edilir.
Teorem 6.3.2 nin ispatinin geriye kalan kismi Teorem 6.3.1 in ispatina benzer

sekilde yapilir. Bu yiizden biz detayli ispat vermeyecegiz.
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