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OZET

2-NORMLU UZAYLAR ve LINEER OPERATORLER

BEYIS, Siddik
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Damismant: Prof. Dr. Tunay BILGIN
Ocak 2010, 43 sayfa

Dort boliimden olusan bu calismanin birinci boliimiinde konuya hazirlayici
nitelikteki bilgilere ve konu ile ilgili olarak daha once yapilmis calismalara kisaca
deginilmis, ikinci boliimiinde ise daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel
tanmim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimiinde, 2-normlu uzaylar ele alinip sinirh lineer operatdrler ve bu
operatorler i¢in Banach-Steinhaus teoremleri verilmistir.

Son boliimde ise genellestirilmis 2-normlu uzaylar ele alimip sinirli 2-lineer

operatorler ve bu operatorler icin Banach-Steinhaus teoremleri verilmistir.

Anahtar kelimeler: 2-Metrik uzay, 2-Normlu uzay, Genellestirilmis 2- normlu

uzay, Sinirli lineer operatdr, Sinirli 2-lineer operator, Banach-Steinhaus teoremleri.
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ABSTRACT

2-NORMED SPACE and LINEAR OPERATORS

BEYIS, Siddik
Msc, Mathematics Science
Adviser: Prof. Dr. Tunay BILGIN
January 2010, 43 pages

This study contain 4 section, in the first section, literature information were
given which contain a short review on the subjects. In the second section, some basic
definition and theorems were given.

In the third section, 2-normed spaces were studied and bounded linear operators
and Banach-Steinhaus theorems for these operators were given.

In the last section generalized 2-normed spaces were studied and bounded 2-

linear operators and Banach-Steinhaus theorems for these operators were given.

Key words: 2-metric space, 2-normed space, Generalized 2-normed space,
Bounded linear operator, Bounded 2-linear operator, Banach-Steinhaus theorems.
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ONSOZ

Biz bu calismada; 2-normlu uzaylarda smirli lineer operatorler ve bu
operatorler i¢in Banach-Steinhaus teoremleri ile genellestirilmis 2-normlu uzaylarda
sinirli 2-lineer operatorler ve bu operatorler i¢in Banach-Steinhaus teoremlerini ele alip
inceleyecegiz.

Bu calismayr bana tez olarak veren tez c¢alismalar1 boyunca her konuda
yardimlarini esirgemeyen saym hocam Prof. Dr. Tunay BILGIN’e tesekkiirlerimi arz
ederim.

Siddik BEYIS
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Simgeler

||" .||

B(XxX,Y)

BL(X,X)

infA
L(X,Y)

L,(D,Y)

SupA

SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Norm
2-norm

XxX’den Y’ye tiim sinirl lineer operatorlerin kiimesi.

(X, ||||) normlu uzayindan (X,|., ||) lineer 2-normlu uzayina tiim 2-

sinirli lineer operatorlerin uzayi.

A’nin en biiyiik alt sinir1, infimumu.

X denY ye tiim lineer operatdrlerin lineer uzay:.

D kiimesinden Y uzayina tiim sinirh 2-lineer operatorlerin kiimesi

D=XxXise L,(X,Y) ile gosterilir.

A’nin en kiiciik {ist sinir1, supremumu.

1X






1. GIRiS ve KAYNAK BiLDiRiSLERI

Matematikte bazi uygulamalar hem cebirsel hem de topolojik yapiya sahiptir.
Boyle uzaylarda bu iki yapiy1 birbirine baglamak faydali ve kullanilabilir bir teorinin
ortaya cikmasini saglar. Lineer uzay olarak bilinen cebirsel yapi ile 6zel olarak tarif
edilen bir metrik uzay arasinda bir irtibat kurulmakta. Bdylece zengin bir teorinin
baslangict kabul edilebilecek normlu uzaylarla bu uzaylarda tanimli doniisiimler 6nem
arz etmektedir. Lineer uzaylarinda ki bu cebirsel yap:1 iki cebirsel islem ile normdan
ibarettir. Fonksiyonel analizde lineer operatorler ve normlu uzaylar 6nemli bir yer
tutmaktadir. Lineer operator teorisinde bir cok 6nemli sonug, uzayin tamligina baglidir.
Mesela, analizde R’nin Q’dan daha ¢ok kullanisinin asil sebebi R’nin tamligidir.
Operatorler ayn1 zamanda doniisiimdiir. Bu sebeple onlara siirekliligin ve sinirliligin
tarifini uygulayabiliriz. Dolayisiyla Banach uzay1 burada 6nem kazanmaktadir. Banach
uzaylarin lineer operatorler teorisi, bir cok genel sonuca sahiptir.

Genel metrik’i Menger (1928) tamimladi. Fakat bir cok matematikgi tarafindan
dikkat alinmadi. 1963’te Menger (1928)’in aragtirmalarini esas alan Gahler tarafindan
tanitilan 2-metrik uzay ¢alismasi ile yeni bir gelisme baslamistir. Bir metrik notasyonu
iki nokta arasindaki mesafenin genellestirilmesi olarak adlandirilir. 2-metrik notasyonu
ise alana genellestirilmesiyle elde edilir. Oklid diizleminde alan, diizlemde verilen 3
nokta tarafindan tek bir sekilde belirlenir. Bundan dolay1 her bir 2-simplex bir alana
sahiptir. Bu fikir cok daha yiiksek boyuttaki figiirlere kolaylikla genellestirilebilir.
Ornegin bir 3-simplex Oklid uzaymda dort nokta ile belirtilir. Bu durumda her bir
simplex hacim denilen, negatif olmayan bir gercek sayiya sahiptir.

Gahler (1964) lineer 2-normlu uzay kavramim ortaya koydu ve 2-normlu
uzaylarda degerleri olan sinirli lineer operatorler icin bircok 6zelligi ve 6rnegi inceledi.
Lin (1992) 2-konveks ve 2-normlu uzaylan inceledi. Kim ve ark. (1992) 2-normlu
uzaylarda lineer operatorlerin bazi 6zelliklerini incelediler ve bir lineer operatoriin 2-
siirekli olmasi i¢in 2-sinirl olmasi gerektigini gosterdiler. Lewandowska (1999-2003b)
genellestirilmis  2-normlu  uzay kavramini tanimlayarak normlu uzaylardan
genellestirilmis 2-normlu uzay icine lineer sinirlhi operatorlerin 6zelliklerini inceledi ve

biitiin lineer 2-simirli operatdrlerin uzaymin Banach uzayi oldugunu gosterdi. Yine



Lewandowska (2003a) 2-normlu kiimeleri tamimladi ve genellestirilmis 2-normlu
kiimeleri inceledi. Chu ve ark. (2004) lineer 2-normlu uzaylarda alan koruyan
dontigiim kavramimi inceledi. Chu (2007) lineer 2-normlu uzaylarda alan koruyan
doniisiim kavraminin sunulmasi i¢in 2-izometri kavramini inceledi. Bu konuda White
(1984), Iseki (1976), Acikgoz (1997), Gunawan ve Mashadi (2001), White ve Cho
(1984), caligmalart da mevcuttur. Yakin zamanda ise Lewandowska ve ark. (2006)
genellestirilmis 2-normlu uzaylarda Hahn-Banach teoremini inceledi.

Biz bu calismada; iki normlu uzaylar ile genellestirilmis 2-normlu uzaylar ele
alarak bu uzaylar iizerinde verilmis olan bazi Onemli kavramlar1 (sinirli lineer
operatorler, 2-siireklilik, 2-sinirhlik, sinirli 2-lineer operatorler, Banach-Steinhaus

Teoremleri, v.b.) ele alip inceleyecegiz.



2. ON BILGILER

Bu boliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. Lineer uzay (Vektor Uzay1)

X bos olmayan bir kiime ve F cismi R veya C olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L. ye
F tizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir.
L1) +:XxX—X, (x,y)—x+y (Burada x,y,ze X ve a,be F dir.) denen ikili isleme gore
degismeli bir gruptur. Yani,
GO0) Her x,ye X i¢in, x+ye X dir.
G1) Her x,y,ze X icin, x+(y+z)=(x+y)+z dir.
G2) Her xe X icin, x+e=e+x=x olacak sekilde bir ee X vardir.
G3) Her xe X i¢in, x+y=y+x=e olacak sekilde ye X vardur.
G4) Her x,ye X igin, x+y=y+x dir.
L2) .: FxX—X, (a,x)—a.x doniisiimii asagidaki sartlar1 saglar.
1) 1.x=x dir. (Burada 1,F’ nin birim elemanidir.)
2) (ab)x=a(bx) dir.
3) a(x+y)=ax+ay dir.
4) (a+b)x=ax+bx dir.
F cisminin R reel sayilar cismi ya da C kompleks sayilar cismi olup olmadigina bagl
olarak L uzayina reel ya da kompleks vektor uzayi denir. X uzayinin elemanlarina nokta
ya da vektor denir. + ve . islemlerine kisaca lineer uzay islemleri ve F nin elemanlarina

da skaler denir.
Tamm 2.2. (Lineer Operator)
X ve Y ayn1 F cismi iizerinde vektor uzaylar1 ve D, X uzayinin lineer alt kiimesi

olsun. Keyfi x,ye D ve a,Be F i¢in,
T(ax+ By)=alx+ pTy



ise, T:D—Y doniigiimiine lineer doniisiim (Lineer operator) denir. X uzayindaki tiim

lineer operatérlerin lineer uzayr L(X,Y) ile gosterilir.

Tanim 2.3. (Stmirhi Operator)

T:X—Y lineer operatorii X den elde edilen her sinirli kiimeyi Y de bagka bir simirl
kiimeye doniistiirtirse, T lineer operatoriine sinirhi lineer operatdr denir. Bir baska
deyisle her xe X i¢in,

7] < ]

olacak sekilde bir C>0 sabiti varsa T ye sinirlt operator denir.

Tamm 2.4. (Operatoriin Normu)
T:X—Y smirh bir lineer operator olsun.
7] <l

Esitsizligini saglayan C>0 sayilarinin infimumuna, T operatoriiniin normu denir ve ||T||

ile gosterilir.
Tamm 2.5. (i¢c Carpim Uzay1)

X, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.

0:XxX—K

Px,y)=(x, y)

fonksiyoneli, V x,y,ze X ,Vae K icin
1) (x,y)20 ve {(x,y)=0=x=0

ii) (x,y)=(y,x) (kompleks eslenik)

iil) (x+y,2)=(x,2) +{y,2)



iv) (ax.y) =|af-(x. )

ozelliklerini sagliyorsa bu ¢ fonksiyoneline i¢ ¢arpim, (x,y) sayisina da x ve y

ogelerinin i¢ carpimu ve (X, {,) ) ikilisine de i¢ carpim uzay1 denir.

Tamim 2.6. (2-Metrik Uzay)

XxXxX iizerinde taniml reel degerli negatif olmayan d:XxXxX —R*U{0} fonksiyonu
asagidaki kosullar1 sagliyorsa, bu fonksiyona 2-metrik, (X,d) ikilisine de 2-metrik uzay
denir.

(2M1). X in farkhh x,y elemanlar i¢in, d(X,y,z)# 0 olacak sekilde X de bir z elemani
vardir.

(2M2). d(x,y,z)=0 iken, x,y,z elemanlarinin en az ikisi esit olmalidir.

2M3). d(x,y,z)=d(x,z,y)=d(y,z,X)

2M4). d(x,y,z)<d(x,y,w)+d(x,w,z)+d(w,y,z) (Gahler, 1964)

Ornek 2.7.

1
2]2
xoox; 1

d(x, y,z)z%z i oy 1 2-metriktir. Burada, x;,y,,z, x,y,z nin

—
a7 1

koordinatlaridir. (Iseki, 1976)
Tanim 2.8.

1964 yilinda S. Gahler lineer 2-normlu uzaylar kavramim ortaya koydu.

X 1’den daha biiyiik boyutlu bir reel lineer uzay ve asagidaki kosullari

saglayan X x X kiimesinde reel degerli bir fonksiyon olsun.

(N |xy

|= 0 ancak ve ancak x ve y lineer bagimldir.

(Ny) [ 5]=

Y, X



(N,) Her a reel sayist icin | x.ay | =|af] x. v |
(N [y 2] <o v+,

|..] fonksiyonuna X lineer uzayinda bir 2-norm denir ve (X,]..|) uzayma lineer 2-
normlu uzay denir. 2-normlu uzay ile 2-metrik uzay arasinda d(x,y.z)=|x-zyz ||

bagintis1 vardir. (2M2) 6zelliginden ||,|| reel fonksiyonunun negatif olmadig1 goriiliir.

2-normlu lineer uzaylar, 2-metrik uzaylarin 6zel bir durumudur.
Uyar 2.9.

Her x,y,ze X icin, |[x—z,x—y|=|x—z,y—2| dir. Burda, |x—z, y—z| normuna x,y

ve z (ile gerilen konveks zarf’in) nin alan1 denir. (Chu, 2007)
Lemma 2.10.

b,ce X icin, b ile ¢ ayni yonlii olup lineer bagimli iseler yani, bir & >0 i¢in, c=ab

ise, tim ae X igin, |a,b+c|=|a,b]+]a,c|.dir. (Chu ve ark, 2004)

Ispat: Her ae X icin,
la.b+c| = |a.b+ab| = ||a,(1+ a)b” =(1+a)||a.b| =|a. b+ @|a.b]| =|a.b| +|a.c|  elde

edilir.
Lemma 2.11.

Her x,ye X ve V ae R icin ||x, y || = ||x, y+ ax || dir. (Gahler, 1964)

Normlu lineer uzaylarin lineer 2-normlu uzaylara ve bazi kosullar altinda
tersinin yaptirilabilecegi bilinmektedir. Gergekten a ve b X ’te lineer bagimsiz
vektorler olmak iizere, X bir lineer 2-normlu uzay ise, ||x||:||x,a||+||x,b|| esitligi X

uzaymda bir norm tanimlar. (Kim ve ark., 1992) Daha genel olarak her n-normlu uzay



n>2 i¢in, r=1,2,3,...,n-1 olmak iizere (n-r)-normlu uzaya doniistiiriilebilir. (Gunawan ve

Mashadi, 2001)

Ornek 2.12.

x=(x,%,%), y=(y,,5,,;) iken, X =R’ ve X iizerinde
i j k

N(x,y):|x><y|: det| x, x, x,
i Y2 Y3

2-normunu diisiinelim. O zaman; (X, N(.,.)) bir iki normlu uzaydir.

Ornek 2.13.
i j k

X= Q3 , X lizerindeki N(x,y):|x>< y|: det| x, x, x; | 2-normu ile (X,N(.,.)) bir iki
i Y2 Vs

normlu uzay olur. (A¢ikgdz, 2007)
Tamm 2.14.

X ve Y reel lineer uzaylar ve D, X XY kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Her xe X,ye?Y icin D, ={yeY; (x,y)e D} ve D’ ={xe X;(x,y)e D} kiimeleri
sirasiyla Y ve X uzayinin lineer alt uzaylardir.

Bir :D—>[0,oo) fonksiyonu, asagidaki kosullar1 saglarsa, D kiimesi

c9e

tizerinde genellestirilmis bir 2-norm adim alir.

(N1) Her & reel sayisi ve tiim (x,y)e D i¢in, || x,ay ||z|0!||| X,y || :|| ax,y ||

(N2) (x,y),(x,z)e D olacak sekilde xe X,y,z€ Y icin,

xoy+zfsfxy]+]x 2]

(N3) (x,z),(y,z)e D olacak sekilde x, ye X,z€ Y icin,

xtyszfsfaz|+]y.z]

D kiimesi 2-normlu bir kiimedir.



Ozellikle D= X XY ise, || vy || fonksiyonu X xY kiimesinde genellestirilmis bir
2-norm ve (X XY ,|| e ||) ikilisi genellestirilmis bir 2-normlu uzay adini alir.

Ote yandan, X =Y ise, genellestirilmis 2-normlu uzay (X ,||,||) ile gosterilir.

(Lewandowska, 1999)

Ornek 2.15.

X uzayi, iki normulu bir reel lineer uzay olsun. Her a,be X icin, ||a,b||:||a><b||

seklinde tanimlansin. (X , ||,||) genellestirilmis 2-normlu uzaydir.

Ornek 2.16.

X uzayi ||||l ve ||||2 yart-normlarina sahip bir reel lineer uzay olsun. Bu durumda,

(X ,||,||) uzayi, her x,ye X igin, ||x,y||:||x||l||y||2 seklinde tanimli 2-normla verilen

genellestirilmis 2-normlu uzaydir. (Lewandowska, 2004)
Tamm 2.17.

X bir reel lineer uzay olsun. y ile y =y 6zelligini saglayan X x X kiimesinin bos

olmayan bir alt kiimesi gosterilsin. Bu durumda, tim ye X igin,
2’ =1xe X:(x,y)e x} kiimesi y in lineer alt uzayidur.

Asagidaki kosullart saglayan | . , .|  — [0,00) fonksiyonuna,

(S1) Tiim (x,y)e y igin, |x, y| =y, ]

(S2) Bir & reel sayist ve tim (x,y)e y icin, |x,ay|=|of:|x. |

(S3) (x,y)(x,z)e y kosulunu saglayan tim x,y,ze X icin, ||x, y+ z" < ||x, y||+ ||x, z||



& kiimesi tizerinde genellestirilmis simetrik 2-norm denir. ¥ kiimesine de simetrik 2-

normlu kiime denir. Ozellikle, y=XXxX ise,

|. , || fonksiyonuna X uzayinda

,||) ikilisine de genellestirilmis simetrik 2-

genellestirilmis simetrik 2-norm ve (X ,

normlu uzay denir. (Lewandowska, 1999)
Ornek 2.18.

X bir reel i¢ carpim uzayr olsun. Bu durumda, X uzayi, tim x,y€ X igin,

x,y|:|<x, y>| 2-normu altinda bir genellestirilmis simetrik 2-normlu uzaydir.

(Lewandowska, 2006)

Ornek 2.19.
Ornek 2.16 daki |, =[], alabiliriz. O halde, (X,|.]) uzays, her x,ye X icin,
X, y| = ||x|||| y|| alinirsa simetrik 2-normu altinda genellestirilmis simetrik 2-normlu bir
uzaydir.
Ornek 2.20.

oo

s ’nin tiim reel say1 dizilerinin lineer uzay: oldugunu varsayalim. |x, y[|=>"

n=1

xn yll

olsun. Burada x = {xn Ly= {yn}e s ’dir. Bu durumda D = {(x, y)e SXS§:

x,y|<oo} bir

:D— [O,oo) fonksiyonu D iizerinde genellestirilmis

simetrik 2-normlu kiimedir ve

simetrik 2-normdur. (Lewandowska, 2006)
Bir simetrik 2-normlu uzayin Gahler anlaminda bir 2-normlu uzay olmasi

gerekmedigini biliyoruz. Ornegin 6rnek 2.19 dax # 0,y = kx,k #0 verildiginde
e, 1= e e = el ] =l o > 0
esitsizligini elde ederiz. Ancak x ve y lineer bagimhidir. 2-normlu uzay tanimi

anlaminda 2-normlu bir uzay degildir. (Lewandowska, 2004)
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Tanmm 2.21.

X, 2-normlu lineer uzayinda {x,} dizisi verilsin. Her ye X icin lim”xn—x ,y||:0

oluyorsa, {x,} dizisine yakinsaktir denir.
Tamm 2.22. (Cauchy Dizisi)

X, 2-normlu bir lineer uzay ve {x,}, X uzayinda bir dizi olsun. Eger y ve z lineer

bagimsiz olmak iizere lim |x, —x, .,y | =0 ve lim

n,m-—oo n,m—>oco

X, —X,, z|| =0 olacak sekilde

y,ze X varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.23.

(X XY ,|| .y ||) genellestirilmis 2-normlu uzay olsun. || .y || X XY > [0,00)

genellestirilmis 2-normu siirekli ve {(xn Y, Jne N}c XxY dizisi yakinsak ise,

{

X, y,lne N } 2-normlularinin dizisi sinirhdir.

Tamim 2.24. (2-Banach Uzay1)

Lineer 2-normlu (X , ) uzayindan her Cauchy dizisi yakinsak ise buna 2-

o gl

Banach uzay1 denir. Ornek 2.12. 2-Banach uzayidur.

Ornek 2.25.

P ,[0,1] aralig1 iizerinde derecesi n den kii¢iik olan tiim reel polinomlarin kiimesini

gostersin. Bu taktirde bilinen skalerle ¢carpma ve toplama islemleri altinda P, , bir lineer
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Z|f(xl.)>< g(xl.)|, f ve g lineer bagimsiz

vektor uzayidir. || f, g”: i 2-normu

0, f ve g lineer bagimh

tanimlansin ve [0,1] de {x,} (n=1,2,.....,2n+1) verilsin. Bu taktirde (P, |, ) bir 2-

oy

Banach uzayi olur. (Iseki, 1976)
Teorem 2.26.
2-normlu lineer uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

Ispat: Ispat icin, X 2-normlu bir lineer uzay ve {x,}, bu uzayda bir dizi olsun. Ayrica
we X alalim. 2-metrik ve 2-norm arasinda d(x,y,z):”x— Z,y— z|| bagintist vardir. Buna
gore, {Xn},{¥n},{Zn}€ X alalim. Bu dizilerin tek bir limite sahip oldugunu gosterirsek

ispat tamamlanmis olur. Ucgen esitsizligi kullamlirsa,

d(Xn,Yn,Z0)<d (X, Y, W)+d(Xp, W, 7 )+d(W,Yn,Z,) yazilir. Buradan,

X, =W,y — w||:||(x v,)—(w, w)|| elde edilir. Bu anlamda

n?’

d(Xn,Yn,W):

d(Xs,W,z,)=d(Xp,Z,,W) yazilabileceginden d(x,,w, z, )=(x, —w, z, — w|| = ||(x”, z,)—(w, w)||
ve d(W,¥n,Zy)=d(yn,zs,w) oldugundan, d(w,yn,z,)=||y, = w.z, —w| =|(3,,2,) = (w,w)|

bulunur. Dolayisiyla, limm”(xn, v,)—(w, w)|| =0 ve (x,

no

y,) = (w,w) elde edilir. Buradan

da x,—w, y,—Ww olur. Benzer sekilde, lim”(xn, z,)—(w, w)|| =0 ve (x,

no

z,) = (w,w)

bulunur. Buradan da x,—w, z,—w olur. Yine benzer sekilde, (y, ,z,)—(w,w) bulunur.
Buradan, {x,},{yn},{zs}€ X dizilerinin yine X i¢inde tek bir noktaya yakinsadigi

goriiliir.
Tanim 2.27. (Bilineer Operator)

f:R"xR" — R’ doniisiimil x,x,,x,€ R" ve y,y,,y,€ R" ve € R i¢in,
a) flax,y)=fx,ay)=af(x,y)
b) f(xl+x2’y)=f(x1’y)+f(x2v}))



12

c) f(x,y,+y,)=f(x,y)+ f(x,y,) sartlarm sagliyorsa, f ye bilineer operator

denir.
Tanmm 2.28.

Reel veya kompleks sayilar lizerinde bir V vektor uzayi bir yerel konveks uzay ya

konveks kiimeler vasitasiyla yada denk olarak yar1 normlar vasitasiyla tanimlanir.
V de bir C kiimesi i¢in, eger her x,ye C ve te [0,1] icin tx+(1-t)ye C oluyorsa C ye

konvekstir denir.

Teorem 2.29.

(X XY ,|| .. ||) genellestirilmis 2-normlu uzay olsun. O halde,

n

ﬂ{xe X;

i=1

x,y,.||<g}

ile tamimli tim kiimelerin B ailesi, X uzaymin yerel konveks topolojisi i¢in sifirin

komsuluklari sistemini olusturur. Burada, y,, y,,...,y,€Y ve £>0 dur.
Bunu 7(X,Y) semboliiyle gosterecegiz. Benzer sekilde, Y uzaymnda bir
T(Y,X ) topolojisi i¢in de bunu olusturabiliriz. X =Y olmasi durumunda, yukaridaki

topolojileri TI(X )=T(X,Y) ve T, (X)=T(v,X) seklinde gosterecegiz.
Tanim 2.30.

(X XY ,|| s ||) genellestirilmis 2-normlu uzay olsun. X uzayindaki her Cauchy dizisi bu

uzayda yakinsak ise, (X,7(X,Y)) uzayma dizisel tamdir denir. Benzer sekilde, Y
uzayinda Cauchy dizisi tanimlarmi ve (Y,7(Y,X)) uzaymn dizisel tamhigmi elde

edebiliriz.
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Tanmm 2.31.

M ve N, X in lineer alt uzaylarn olmak iizere MxN {izerinde tanimlanan,
F:MxN — R fonksiyonuna 2-fonksiyonel denir. Eger F 2-fonksiyoneli,
a) F(x+y,z+t)=F(x,z2)+F(x,t)+F(y,z)+F(y,t)
b) F(ax,By)=afF(x,y) kosullarim sagliyor ise, F ye 2-lineer fonksiyonel

denir. Burada, a, f iizerinde ¢alisilan cisimdeki skalerdirler.
Tanim 2.32.

M ve N, X in alt uzaylar1 olsunlar. (x,y)e MxN icin |F (x, y)| <K ||x, y|| olacak sekilde

bir K>0 sayis1 varsa 2-lineer F fonksiyoneline MxN iizerinde sinirlidir denir. F’nin

normu, |[F || ile gosterilir ve ||F || =inf{K :|F (x, y)| <K|x,y|,V(x,y)e MXN} seklinde
tanimlanir.

Tanmm 2.33.

(X, .,.||) ve (Y, .,.||) 2-normlu uzaylar, 7:X—Y doniisimii her ye Xigin

|: 0 iken, lim||Txn —Tx, Ty|| =0 oluyorsa, 7T doniigiimiine xe€ X noktasinda

n—soo

11m||xn -X,y

n—oo

2-norma gore siireklidir denir.

Teorem 2.34.

(X,

L ove (v,

) 2-normlu uzaylar, 7:X —Y lineer ve sifirda siirekli ise, 7" X

.y

uzaymin her noktasinda siireklidir.

Ispat: Ispat icin 7 nin T(x+y)=Tx+Ty ve T(ax)=aTx olarak bilinen lineerlik sartlarini ve

|: 0 ise, lim”Txn,Ty” =0 olarak bilinen sifirda siireklilik tanimini ele alalim.

n—oo

11m||xn Y

n—oo

Burada, Vze X icin, lim"z" —-Z,)
n—oo

|=0 olsun. Ozel olarak x,=z,—z aldizimzda,
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|=0 olur. lim|Tx,, y|=|T(z,—2).y|=|Tz, —Tz.Ty|=0 dir. Bu da T nin X in

n—>o0

lim”xn Y

n—oo

her noktasinda siirekli oldugunu gosterir.
Sonug 2.35.

(X, ) 2-normlu uzaylar, 7:X — Y lineer doniisiim olsun. 7 nin sifirda

L ve (v,

.y

siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 nin sinirli olmasidir.

Teorem 2.36.

(X, .,.||) 2-normlu uzay, (Y,||.,.||) 2-Banach uzayi, 7:X — Y doniisiimii siirekli ise,
(X, .,.||) de 2-Banach uzayidir.

Ispat: (V,|.,[) Banach uzay1 oldugundan 2-normuna gére tamdir. Tamligindan dolayi,

Y uzayinda {y,} Cauchy dizisinin limiti bu uzaydadir. y, — y,z €Y igin,

lim” Y, — Y z1|| =0 olup yeY dir. T lineer oldugundan, Tx, =y, = Tx =y olacak

sekilde bir (x,) dizisi vardir. lim|Tx, —Tx,~Tz,[|=0 ve Lim||T(x, —x,) =Tz, =0

yazilabilir. Buda x, — x demektir. 7x=y#0 oldugundan x, X uzayinda (x,) dizisinin

limiti olup bu uzayda bir noktadir.



3.2-NORMLU UZAYLAR

Bu boliimde, 2-normlu uzaylarda 2-sinirli lineer operatorler ele alinarak bir
normlu lineer uzaydan bir 2-Banach uzayina olan tiim 2-sinirh lineer operatorlerin
uzaymin bir Banach uzayi oldugunu gosterecegiz. (Kim ve ark., 1992) Ayrica bir
normlu uzaydan iki normlu uzaya tanimli operatdrlerin kiimesi i¢in Banach-steinhaus

teoremlerini verecegiz. (Lewandowska, 2003b)

3.1. 2-Smirh Lineer Operatorler

) 2-Banach uzayina olan

o gl

Bu kisimda (X , ||||) normlu lineer uzayindan bir (X ,

tim 2-sinirh lineer operatorlerin uzaymin bir Banach uzayi oldugunu gosterecegiz.

(Kim ve ark, 1992)

Tanim 3.1.1.

(X ,||,||) ve (Y,"") sirastyla bir lineer 2-normlu uzay: ve bir normlu lineer uzay1
gostersin. X x X kiimesindeki tiim (a,,b,) ve (a,,b,) elemanlar igin,
||T(a1,b1)— T(a,,b, )|| < k(”at1 - az,b1|| + ||0£2,b1 -b, ||)

esitsizligini saglayan bir k >0 sayisi varsa T : X XY — Y operatoriine sinirlidir denir.

T boyle bir operatdr ise, 7 nin normunu,

|7 =int {k:|T (@) ~T (a5 )| <k(Jon ~t.

seklinde tanimlariz. Stmirliligin tanimindan, asagidaki lemmayi elde ederiz.

|+|ax,b=by)) tim (a,5) ve (a,h,)e XXX igin}

Lemma 3.1.2.

T bir bilineer operator ise, T simirlidir ancak ve ancak bazi1 k>0 sayisi i¢in,

friv.y) <k

X,y | dir.
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Ispat: Eger T sinirh ise, (az,bz)z (0,0) olur. Bu durumda, baz1 £ >0 ig¢in,
||T(x, y)” < k”x, y|| elde ederiz. Tersine, baz1 k >0 icin ||T(x, y)” < k”x, y|| oldugunu
varsayalim. Bu durumda,
IT(a,b)-T(c.d)|=|T(a—c,b)+T(c.b-d)
<|r(a=—c.b)|+|T(c.b-a)
<k(ja—c,b|+|c,b~d|)

esitsizligini elde ederiz. Aynt zamanda 7 bir sinirht bilineer operatér ve x ve y lineer

bagiml ise, T(x, y) =0 oldugunu goriiyoruz.
Teorem 3.1.3.

Eger T bir sinirh bilineer operator ise,

T(a,b
||T||=sup{” @O, 1 pw00up (ah)e xxx } .
a

Ispat: A:sup{”T(a,b)”/”a,b”: ||a,b|| #0olup (a,b)e XxX } olsun. ||T|| normunun
tanimindan, ||a,b|| #0 ise ||T(a,b)||/||a,b|| < ||T|| esitsizligini elde ederiz. Buradan,
A< ||T|| bulunur. Tersine A ’nin tanimindan, ||T(a,b)|| < A||a,b|| elde ederiz. Bu nedenle,

||T|| < A bulunur. Sonug olarak, ||T|| = A elde ederiz. Bu da ispat1 tamamlar.
Tanimm 3.1.4.

Tiim £ >0 sayilan igin, ||x - a,b" <O ve ||a, y— b|| <0 yada ||x—a, y|| <d ve
la, y =] < & iken, [T(x, y)—T(a,b)| < & olacak sekilde bir 6> 0 sayist varsa,
T:XxX —Y operatoriine (a,b) noktasinda siireklidir denir. 7' tanim bolgesinin her

noktasinda siirekli ise, 7' stireklidir. (Veya her ye X i¢in 1im||xn - X, y|| =0 iken,
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lim”Txn —Tx, Ty|| =0 oluyorsa, T doniisiimiine xe X noktasinda 2-norma gore

siireklidir denir.)
Teorem 3.1.5.

Bir T bilineer operatorii (0,0) noktasinda siirekli ise, bu operator siireklidir.

ispat: Dikkat edilirse 7 bilineer ise, 7(0,0)=0 dir. Buradan, 7 (0,0) noktasinda

< iken, T(u,v)” < &/2 olacak sekilde bir

siirekli oldugundan, € >0 verildiginde |[u,v

& >0 sayis1 vardir. (a,b)e X x X olsun. Bu durumda, x—a,y” <9d vela,y —b" <o

iken,
||T(x, y)—T(a,b)” < ||T(x—a, y)||+||T(a, y —b)" <&
esitsizligini elde ederiz. Bu nedenle T operatorii (a,h)e X x X noktasinda siireklidir.

(a,b)e X x X keyfi oldugundan, T operatorii siireklidir. Bu da ispat: tamamlar.

Teorem 3.1.6.
T sinirh bir operator ise, T siireklidir.

Ispat: T smirli bir operatdr oldugundan,

[ (a.5) =T (ar.80)] < T (e = -8+ b =)
esitsizligini elde ederiz. Burada &=¢/2|T| alindiginda, |a,—a,.b|<5 ve
lay.b,—b,| <& iken, |T(a,.b)-T(a,.b,)|<€ esitsizligini elde ederiz ki bu T
operatdriinin siirekli oldugu anlamina gelir. |[T]|=0 ise, T sabittir. Bu ispat: tamamlar.

Bir sézde-normun, ||x||=0 esitliginin x=0 sonucunu vermesi kosulu hari¢ bir

normun tiim kosullaria sahip reel degerli bir fonksiyon olarak tanimlandigini biliyoruz.

B(X x X ,Y) simgesi X XX ’den Y ’ye tiim sinirl lineer operatorlerin kiimesini

gostersin. B(X xX,Y ) kiimesi R {iizerinde bir lineer uzaydir.
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Teorem 3.1.7.

(B(X xX,Y ),||||||) bir s6zde-normlu lineer uzaydir. Burada, sézde-norm Teorem

3.1.3. ile verilen normdur.

ispat: T e B(X x X,Y) operatorii,

"T" _ sup{ ||T(al’b1 ) _T(az’bz )”
||a1 —az,bl"-i-"az,bl —b2|

| |, = ay.b,||+|ay.b, = b, £ 0, (a,.5,).(a,.b,)e XXX}:O

formiiliinii saglayacak sekilde verilsin. ||T|| =0 ise,

[7(a,.b)-T(ay.b,)|  _
lay = ay.b,|+ [ ay.b, = by

0

sonucunu elde ederiz ki bu T(al,bl)zT(aZ,bz) demektir. Yani, T operatorii sifir

operatdrii olmayabilen bir sabittir. Teorem 3.1.3. ve ||T|| normunun tanimindan,
||0/T|| :|a'|||T|| ve ||T1 +T|| S||T1||+||T2|| kolayca elde edilir. Bu nedenle (B(XXX,Y),”H")

bir s6zde-normlu uzaydir.

Tanim 3.1.8.

X , || normuyla ve|..| 2-normuyla verilen bir lineer uzay olsun. Tim x, ye X
igin,
7 Ce) ]+ e T O < ]
olacak sekilde bir k>0 sayist varsa, T:(X,[[)— (X,].]) operatorine 2-smirlidir
denir. T bdyle bir operatér ise |7}, normunu,

||T||2 = inf{k: tiim x, ye X icin, ||T(x), y||+||x,T(y)|| < k||x||||y||}

seklinde tanimlanz. T 2-sinirlt degilse, ||T|| , = e seklinde tammlanir.
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Ornek 3.1.9.

X, ||) bir reel i¢ carpim uzayi olsun. |[x]| = (x, x}'? verilsin ve
(x.[) ¢ carpim uzay I+

||x,y||={||x||2 || y||2 —(x, y)z}l/2 2-normunu tammlayalim. 7 operatorii X uzayindan X

uzayina sinirli operatér olsun. Buradan,
[7Cob vl + e 7 () < 2fr 5
esitsizligini elde ederiz. Bu nedenle T operatorii, ||T||2 < 2||T|| esitsizligiyle verilen X

uzayindan X uzayina bir 2-sinirl operatordiir.

Ornek 3.1.10.

R? kiimesi ||(x1,x2 )|| = |xl| +|x2| normu ve ||(x1,x2 ), (yl, ¥, )|| = |x1y2 —x2y1| 2-
normuyla verilen diizlemi gostersin. T operatdriinii T(xl,xz) = (xl,O) olarak
tanimlayalim. Bu durumda, ||T|| =1 ve ||T||2 =1 dir. T'(xl,xz): (xl,xz) operatoriinii

tanimlarsak, HT“ =1ve “T“2 =2 dir.

Teorem 3.1.11.

T 2-smrhi bir lineer operator ise,
7], = sup{[T(x), | e, T()|:[fl3f| = 1 olup x, ye X}

_ {"T(x) y||+||x,T
=sup

(y)” : ||x||||y|| #0olupx,ye X} olur.

Ispat: A= sup{”T(x), y|| + ||x,T( y)” : ||x|||| y|| =lolupx,ye X } normunu tanimlayalim. 2-
sinirliligin tantmindan, A < ||T|| , bulunur. ||x|||| y" =0 ise, ||T(x), y" + ||x,T( y)” =0<A dir.

||x||||y||¢0 ise, x, =x/||x|| ve y1=y/||y|| alalim. 7 lineer oldugundan, ||T||2SA elde
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edilir. Buradan, ||T|| , =A bulunur. C= sup{(”T(x), y||+||x,T(yX|)/ ||x||||y|| : ||x|||| y|| * O} olsun.

||T|| , = C oldugu kolayca goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

Tanim 3.1.12.

£ >0 sayist igin, ||a —x||||b— y|| < 9 iken,
||T(a) ~T(x),b - y||+||a -x,T(b)- T(ym <&

olacak sekilde bir &>0 varsa, T: (X,[||) = (X)) operatrii (a,b) ikilisinde 2-

sureklidir.
Teorem 3.1.13.

Bir T lineer operatorii (0,0) ikilisinde 2-siirekli ise, o zaman her yerde 2-

streklidir.

ispat: T lineer ve (0,0) ikilisinde 2-siirekli oldugundan, |||y]|< & iken,
IT(x). ¥+ |x. T(y)| < £ olacak sekilde bir § >0 sayisi vardir. Bu durumda
fa=flp < iken,

[T(a)-T(x).6 = y|t|a - x.7®)-T(y)| =|T(a=x).b—y|+|a—xT(-y) <&

sonucunu elde ederiz. Dolayisiyla, T lineer operatorii (a,b) ikilisinde siireklidir. Bu da

ispati tamamlar.
Teorem 3.1.14.

Bir lineer operator 2-siireklidir ancak ve ancak 2-siirhidir.

Ispat: T 2-siirekli ise, bir & >0sayist icin, ||x||||y||< O iken; ||T(x), y||+||x,T(yX| <1

esitsizligi bulunur. ||x||||y|| #0 ise, x yerine ax/ ||x|| ve y yerine ay/ ||y|| alirsak
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[7Ce). v+ [T (Y < 2/ )l5]

elde ederiz. Burada a = (5/ 2)1/ ? dir. ||x||||y|| =0 ve T 2-siurh bir operatér ise, 7(0)=0
olacagindan, ||T(x), y||+||x,T(y)||:O bulunur. Dolayistyla 7' 2-sinirhdir. Tersine 7T 2-

sinirli ise,
[T Co). v+ T (oY < ] ol

bulunur. £€>0 sayist verildiginde, ¢ =€/ (”T”2 +1) alalim. Dolayisiyla ||x||||y||<5 ise,
||T(x), y|| + ||x,T( y)” < & sonucu elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

BL(X X ) simgesi (X ,||||) normlu lineer uzayindan (X ,||,||) lineer 2-normlu

uzayma tiim 2-sinurh lineer operatorlerin uzayini gostersin.

Teorem 3.1.15.

(X ,||,||) bir 2-Banach uzayi ise, (BL(X , X ),|||| 2) bir Banach uzayidir.

Ispat: {Tn} dizisinin BL(X, X ) uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu varsayalim. Bu

durumda, £ >0 saysi verildiginde tim n,m > N i¢in, [T, =T, | <& olacak sekilde
pozitif bir N tamsayis1 vardir. (X ||||) bir 2-Banach uzay1 oldugundan,

T(x)= limT, (x) tanimlansin. |||| , normunun tanimindan, tim x, ye X i¢in,

(T, =T, ). ]+ . (7, = T, )y)| <

tim n,m > N i¢in,

Tn - Tm

) |x|||| y” esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla

(7, =T,)x) |+ (@, =T, )N < [dlvle @)

esitsizligini buluruz. 7(x)=1im7, (x) oldugundan,

[7Co)=,, () s+ e T =T, Gl <[llbfle - @)

olacak sekilde bir pozitif M =M (x, y) > N tamsayist vardir. (A) ve (B)

esitsizliklerinden, [T, (x)-7 (x), y|+|x.T,(y)-T(y)| < 2| y|e esitsizligini elde ederiz ki

bu tim n> N icin,
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T, (x)-T(x).y]+

| FEDTOL ol <
TE

sonucunu verir. Buradan,

Tn—T”2 <2¢ elde ederiz. Yani, BL(X X ) bir Banach

uzayidir.
3.2. Smirh Lineer Operatorler icin Banach-Steinhaus Teoremleri

Bu kesimde bir f,ge L(X,Y) icin, ME, M, ya da Af, A, kiimelerinde

bulunan operator dizilerinin 6zelliklerini ele alacagiz. Ote yandan A7 ya da A/

kiimesinden elde edilen {( f.-8, )ne N} dizilerini inceleyecegiz. Her durumda Banach-

Steinhaus teoremlerini formiile edecegiz. .A7¢ ya da A/¢ kiimesinden elde edilen

operator dizilerine dair bir teorem 47, ya da A/, kiimesinden elde edilen operator

dizileri i¢in de dogru oldugundan, teoremlerin yalniz bir versiyonunu verecegiz.
(Lewandowska, 2003)
L(X.,Y), Y uzayinda degerleri olan X uzaymndaki tim lineer operatérlerin

lineer uzayim gostersin.
Tanmm 3.2.1.

X bir reel normlu uzay ve ) c Y xY bir 2-normlu kiime olsun. Burada, Y bir

reel lineer uzaydir. Bir 47 kiimesi soyle tanimlaniyor:
M ={(f,g)e L(X,Y)2 ;Vxe X(f(x),g(x))e YV AIM >0Vxe X||f(x),g(x)||SM.||x||2}

Bu 7 kiimesinin asagidaki 6zelligi vardir.

Her f,ge L(X,Y) icin,
M ={f e L(X.Y):(f.g)e M} ve M, ={g' e L(X.Y);(f.8 )e M)
kiimeleri L(X,Y) uzayinn lineer alt uzaylandir. (f, g)e A7 igin,

||f,g||=inf{M >0;Vxe X”f(x),g(x)” < M.||x||2} (1.1)

FEhgCfl <] g™ ve

dir. O halde, tim xe X icin,
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|-l =sup{| £ (X)’g(x)ﬂ;xe X Allof=1}
=sup{||f x),g(x ||'xe X A||x||£1}

{—”f w | xexA||x||¢o}

olur. Ote yandan, .47 kiimesi (1.1) formiiliiyle taniml1 2-normuyla birlikte 2-normlu bir

kiimedir.
Tanim 3.2.2.

X bir reel normlu uzay ve J c Y XY bir 2-normlu kiime olsun. Burada Y bir

reel lineer uzaydir. Bir A/ kiimesi soyle tanimlantyor:
W ={(£.8) L(X.Y)" v ye X (£(x).8()) € IV AIM >09x ye X | £ (x). g (v)] <M. o]}
Bu A/ kiimesinin asagidaki 6zelligi vardir. Her f,ge L(X,Y) icin,
N ={feL(X.Y):(f.g)e V] ve NV, ={g' e L(X.Y):(f.g)e V]
kiimeleri L(X,Y) uzayinin lineer alt uzaylandir. (f,g)e A/ igin,
|f.g|=inf{M >0:vx,ye X|f (x).e (V)| <M |+ |y]} 12
dir. O halde, tim x,ye X igin, |£(x). s() <. [

.8l =sup{llf(x),g(y)ll;x,yE X Al =yl=1}

=sup{[f (x). g ()]:x.ye X Al < L]y <1}
f(
(g ne xabiobi=o
dir. Ote yandan, A/ kiimesi (1.2) formiiliiyle taniml1 2-normuyla birlikte bir 2-normlu
kiimedir.
Teorem 3.2.3.

,.) bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve

(X ,||||) bir normlu uzay ve ( ,

ge L(X,Y) olsun. O halde,
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(@) {f,,ne N} c A1¢ dizisi ve ﬂ fn,g";ne N } 2-normlar dizisi sinirh ise, her

£, (x), g(xm, ne N } dizisi stmrhdir.

xe X igin, ﬂ

(b) { f,.ne N} c N dizisi ve ﬂ fn,g”;ne N } 2-normlar1 dizisi sinirli ise, her

I (x), g(y)”,n eEN } dizisi sinirhdir.

xe X igin, ﬂ

ispat: (a) Her ne N igin, |f,,g[ <M olsun. O halde, xe X icin,

foo gl < M’

£,(x). glx) <

elde ederiz. Buradan, her x€ X igin, ﬂ| fn(x),g(x)”,ne N} dizisi M ||)c||2 sayist ile
stnirhidir.

(b) Her ne N igin, ||fn,g|| <M ise, x,ye X igin,
I, Ce)g Gl < £, gl Il < v -]
elde ederiz. Boylece her x,ye X igin, {”fn (x),g(y)”,ne N} dizisi M ||x||||y|| sayi1s1

ile sinmirhidir.

Teorem 3.2.4.

(x.] . ) bir Banach uzay: ve (V,].,.[) genellestirilmis 2-normlu uzay olsun. Bir
ge L(X,Y) icin, {fn;ne N} A/¢ uzaymn elemanlan dizisi olsun. O halde, asagidaki
kosullar denktir.

@ {

(b) AM >0Vx, ye X,”x”Sl”y”Sl‘v’ne N”fn(x),gn(y)”SM

Jur8 ||n eEN } 2-normlar1 dizisi sinirhdir.

(c) Asagidaki kosullar dogrudur.
(i) Vxe XaM >0Vye X ,|y|<1vne N|f, (x).g(y)| <M

X

(i) Vye X3M, >0Vxe X[ <1vne N|f, (x).g(y)| <M

y
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;ne N } 2-normlar1 dizisinin sinirli oldugunu varsayalim. Buradan,

Ispat: Once ﬂ £ 8

her ne N igin, fn,g”SM olacak sekilde pozitif bir M sayisinin oldugu goriiliir.

FAEINACY S
Simdi, (b) kosulu saglansin. xe X \{0} elemamn sabitleyelim. O halde, her
ye X,||y||£1 ve ne N icin,

o [%” : IIXII} g(y)( f, [%”J g(y)(

esitsizliklerini elde ederiz. M =M ||x|| almirsa, (i) kosulunu elde ederiz. Ote yandan,

Boylece, x,ye X,"x" < 1,||y|| <1 ve ne N igin, fn,g"'”x”'”y" <M alinz.

£, (x).8(v) = =

<M |

x=0 i¢in (1) kosulu her M _ pozitif sayis1 i¢cin saglanir. Benzer sekilde, her ye X \{0}
icin, M =M - ||y|| ve y =0 icin bir pozitif say1 alindiginda (ii) elde ederiz. Tersine, (i)
ve (ii) saglansin. X x X kiimesinde her (x,y)e X xX igin ||(x, ym* = ||x||+||y||

formiiliiyle bir norm tanimlayalim. (X xX ,|| . ||*) uzaymin bir Banach uzay1 oldugunu

dogrulamak kolaydir. m,ne N igin,

A, =1 y)e X x X1, (), g(v)| < m}

veE

Bm = ﬁAnm

n=1

") uzayinda kapali olduklarini

diyelim. Her me N icin, B, kiimelerinin (X %X,

gosterecegiz. Once A~ kiimelerinin bu uzayda kapali olduklarini gosterecegiz.

nm

m,ne N ve {(xk,yk fke Nfc A, dizisi (x',y' )e X x X noktasma yakinsayan bir dizi

olsun. O halde,

f,,(xk),g(yk )"Sm ve k — ooigin, ||(x,, yk)—(x', y)H — 0 dir. Bu

da, ”xk —x'” -0 ve "yk - y" — 0 kosuluna denktir. Bu {xk;ke N}, {yk;ke N}
dizilerinin yakinsakligini gosterir. Sonu¢ olarak bu diziler sinirhidir. Her k€ N igin,
||xk || <K ,|| Vi || <K esitsizlikleri dogru olacak sekilde K >0 vardir. Bu sonuglar

kullandigimizda,

f, (x'),g(y')HSm+K-

fn,g”-ka —x'H+K-

Fogl Py =y |+l b= =]
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elde ederiz. k — oo alindiginda ” f, (x' ), g(ym <m elde ederiz ki bu (x', y')e A,
demektir. Bu durumda, A, kiimeleri her n,me N icin kapalidirlar ve bu nedenle B,

kiimeleri de (X x X ,|| : ||*) uzayinda kapalidirlar. Simdi,

X xX :[.]Bm

m=1

esitsizliginin dogru oldugunu gosterecegiz. x€ X,x#0 olsun. O halde,

f, (%”J g(y)‘

olacak sekilde M | >0 vardir. Boylece, her ne N igin, || £, (x), g(ym <M, ||x||

=1. (i)

X
[~

den her ne N igin,

<M,

x=0 ise, ||x||Sl ve fn(x),g(y)”=||O,g(y)||=0=My‘||O|| dir. Sonug¢ olarak, her

£, (x), g(y)";ne N } dizisi simrhdir. Buradan, bir (x,y)e X XX noktasi

x,ye X icin, ﬂ

icin, her me N icin, || £, (x),g(y)" <m yani,

(x.y)e OBm

m=1

olacak sekilde ne N var oldugu goriiliir. Boylece,

XxX:OBm

m=1

dir. Iyi bilinen Baire teoreminden, igi bos kiimeden farkli bir B, kiimesi vardir. Bu
nedenle B, , (x,,y,) merkezli ve r yaricapli bir kapali top igerir. Bu topu

x((x,,y,)7) ile gosterelim. Boylece, her ne N ve (x,y)e x((x,.y,).7) igcin,

£, (x), g(y)”Sm0 elde ederiz. ||x||$% ve ||y||$£ olacak sekilde x,ye X alalim. O

halde, |(x. y), = [ +[s]<r ve  (x.y)

=[x, 3+ 95)= (x5, 3, )|, <7 olur. Bu

durumda,

£, (x +x, ), g( Y+, )” <m, olur. Ozellikle

£ (xo ) g( Yo )|| <m, dir. Bdylece,

£.(%)8(x)|

£,(3), gD <]f () (430 +H () g )|+ () € (4 30)] +
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<2m,+

L)+ £,06) 8o )+, (0 ) g () + 8 (v )]

£, g o) +]1£ () )] -

<4m,+

elde edilir. Boylece, |x]| S% ve | y] S% esitsizliklerinin

[, (%), g(w) < d4my + |1, (x), (3o )| +

£.(x).8()

kosulunu verdigini gosterdik. Simdi x,ye X,

X

|S1 ve ||y||$1 %x S% ve

r r
— || < — oldugundan,
sz  oldug

+

r r
an (5 x), g(E V)| <4my+

f. (% x),g(, )( (%), g(% y)H

olur. Sonug olarak, her ne N i¢in,

< 16m,

17,6 g0 <25+ 2, (g )+

£, 8())

elde ederiz. (i) kosulunu uyguladigimizda her ye X, y|S1 ve neN icin,

£, (x0 )g(y)" <M, esitsizligi dogru olacak sekilde M, >0 var oldugunu goriiyoruz.

Bununla birlikte (ii) varsayimi her xe X,|x

f£,(x).g(v )| <M,

esitsizligi saglanacak sekilde M| >0 var oldugu anlamina gelir. Boylece, her ne N ve

|S1 ve ne N igin,

||x|| <1, || y|| <1 olacak sekilde x,ye X icin,

£, (x),g(ym < 16;10 +%~(Myo +MXO) olur. Bu durumda her ne N igin,
gl =sup{|£, (x).8 (y)|:x.ye X allx| <1y <1}

g 16m,+2r(M, +M )

2
r

olacaktir. Boylece, {” fos g”;ne N } dizisi sinirlidir ve ispat tamamlanmis olur.

ge L(X,Y) olsun.

£(x)=f(x).2|=0

Vxe X,Vze Yigin, lim

ise, bir {f,;ne N} c A/¢ dizisi fe L(X,Y) operatériine noktasal yakinsaktir. Bununla

birlikte g, X lineer uzayindan Y lineer uzayina operator ve
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Vxe X,VyeYigin lim”fn (x)—f(x),g(y)” =0
ise, {f,;ne N} c A¢ dizisi, fe L(X,Y) operatoriine noktasal yakinsaktir. Yukaridaki

notu asagidaki teoremde kullanacagiz.
Teorem 3.2.5.

(X ,|| . ||) bir normlu uzay ve (Y,” ,||) bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve g,
X lineer uzayindan Y lineer uzayina lineer operator olsun. {f,;ne N} c A/ dizisi
fe L(X,Y) operatoriine noktasal yakinsak ve Teorem 3.2.4. deki (a), (b) ve (c)

kosullarindan birini saglarsa, fe A/¢ dir.

o g”;ne N } 2-normlart dizisi simirhidir. Boylece, her ne N

Ispat: Teorem 3.2.4. ten ﬂ

f..8| <M olacak sekilde M >0 vardir. x,ye X noktalari igin,
1, (b g <[ -l < - 5]

elde ederiz. Boylece, ||f (x). g (y)” < "f (x)-f.(x), g (y)||+M |||l ]| olup yukaridaki

icin,

esitsizlikte n — o iken,
£ ()-8 (9)] < - o]

elde ederiz ki bu fe A" demektir.
Teorem 3.2.6.

(X ,|| . ||) bir normlu uzay ve (Y,” cy ||) genellestirilmis bir 2-normlu uzay olsun.

sne N } 2-normlar dizisi smurh ise, her

@ {(f,.8,)ine Nyc At ve {f,.q,
f,(x).g, (x)", ne N } dizisi sinirhdir.
fn’gn

£, (x), gn(y)";n eN } dizisi sinirhdir.

xe X igin, ﬂ

;ne N } 2-normlar dizisi sinirh ise, her

(b) {(fn,gn);ne N}C./l/ ve ﬂ

x,ye X igin, ﬂ
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Teorem 3.2.7.

(X ,|| . ||) Bir Banach uzay, (Y," - ||) genellestirilmis bir 2-normlu uzay olsun.
{( £ gn);ne N } dizisi A/ uzayindan alinan elemanlarin dizisidir. O halde, asagidaki
ozellikler denktir:
(a) ﬂfn &

(b) IM >0Vx,ye X, |x|<1|y|<1Vne N

ne N } 2-normlar dizisi sinirlidir.

f,(x).8,(v)| <M
(c) Asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) Vxe XaM, >0Vye X, |y|<1vne N|f, (x).g,(y)|< M,

(ii) Vye XIM , >0Vxe X.|x| <1Vne N|f, (x).g,(y)|s M,

Teorem 3.2.8.

(X ,|| . ||) Bir Banach uzayz, (Y,". , ||) stirekli 2-norma sahip genellestirilmis bir
2-normlu uzay olsun. {(f,.g,);ne N}c A/ dizisi (f,g)e L(X,Y)" ikilisine noktasal

yakinsak ve teorem 3.2.7 nin (a), (b), (c) kosulundan biri dogru ise, ( f, g)e N dir.

;ne N } 2-normlar dizisinin

Ispat: Teorem 3.2.7 de (i) yi kullandigimizda ﬂ f.:8,

f;l’gn

sinirh oldugunu elde ederiz. Yani, her ne N ig¢in, <M olacak sekilde M >0

vardir. x,ye X keyfi olsun. O halde,

f£,(x)g, ()<

olur. 2-norm siirekli oldugundan,

I7 ()5 ()] =tim] 0., < M o

X—>o0

fn’gn

syl < M

dir. Yani, (f,g)e A dir.



4. GENELLESTIRILMIiS 2-NORMLU UZAYLAR

Bu boliimde, 2-normlu bir kiimeden bir normlu uzaya sinirli 2-lineer
operatorlerin 6zellikleri ele alinarak 2-normlu bir kiimeden bir Banach uzayina sinirl1 2-
lineer operatorlerin ailesi i¢in Banach-Steinhaus teoremlerini verecegiz. (Lewandowska,

2004)
4.1. Siirh 2-Lineer Operatorler

Bu kesimde, bir 2-normlu kiimeden bir normlu uzaya tanimli sinirli 2-lineer
operatorleri ele alacagiz. Bu operatorlerin uzaymin bir Banach uzay1 oldugunu

gostererek bazi ek kosular altinda bir simetrik 2-normlu uzay oldugunu ispatlayacagiz.
Tanim 4.1.1.

Bir X reel lineer uzaym ele alalim. D c X xX bir 2-normlu kiime, Y bir
normlu uzay olsun. Bir F:D —Y operatori asagidaki kosullar1 sagladiginda bu

operatore 2-lineer operator denir.
1. a,ce D" (D olmak iizere a,b,c,d € X igin,
Fla+c,b+d)=F(a,b)+F(a,d)+F(c,b)+ F(c,d)

2. &, B R,(a,b)e D igin, F(aa, fb)=a.B.F(a,b)

Tanim 4.1.2.

Tiim (a,b)e D igin, ||F(a,b)||£ K,

a,b

esitsizligini saglayan bir K >0 sayis1 varsa F 2-normlu operatoriine sinirlidir denir. Bir

F 2-lineer operatoriiniin normu,

|F||=inf {K >0; (a.b)e D igin,

F(a,b)” < K.||a,b||} ile verilir.
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Ornek 4.1.3.

(X,{,)) bir reel i¢ carpim uzay1 olsun. O halde, X asagidaki gibi tanimlanan 2-
norma gore genellestirilmis simetrik 2-normlu uzaydir.
Tim x,ye X igin, ||x,y|=[(x,)| ve a,be X igin, F(a,b)=(a,b) ile tamml bir
F: XXX — R operatorii 2-lineer ve siirlidir. Ote yandan, ||F || =1 dir.

Asagidaki teoremde yukarida bahsettigimiz kavramlarin 6zelliklerini verecegiz.
Teorem 4.1.4.

F bir sinirh 2-lineer operatdr olsun. O halde,
(@) Ke P ={K' > 0;(a,b)e Dicin |F(a,b)| < K Ja.b|} icin [F|< K
(b) Her (a,b)e D igin ||F(a,b)|| < ||F||.||a,b||

(c) ||F|| = supﬂ|F(a,b]|;(a,b)e D,||a,b|| = 1}

= sup{|F(a,b); (a,b)e D,|a.b| <1} 2.1)
|F(a.)]
=sup ;(a,b)e D,||a,b|| #0
{ a.2]
<[|#]

Ote yandan,

A<sup{|F(a,b)}(a,b)e D,|a,b| <1} 2.2)

||a,b||¢0 kosulunu saglayacak sekilde (a,b)e D alalim. Ciinkii =1

a
Fl—.b
(Ila,bll J

a
F| —.b
H (Ila,bll ]

esitsizlikleri vasitasiyla ||F (a,b)"SA.”a,b” esitsizligini elde ederiz. Ote yandan,

b

a
T 9
-]

oldugundan, < A dir. Buradan,

! F(a,b)‘

1
= m-”F (a.0)

(a,b)e D ve ||a,b||¢0 ise, ||F(a,b)||S||F||.||a,b||=0 yani, ||F(a,b]|=0=A.||a,b|| dir.
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Sonug olarak tim (a,b)e D igin, ||F(a,b)||SA.||a,b|| elde edilir ki bu sonu¢ Ae P\
oldugunu gosteriyor. (a) sikkindan ||F || <A (2.3) esitsizligini elde ederiz.

(2.1) ve (2.3) kosullar1
|F| = supﬂ|F(a,b)||;(a,b)e D,|a,b| = 1}

:

(a,b)e D,|a,b| <1}<||F| esitsizligini elde ederiz

= sup{M'(a,b)e D,

; a,b
.

normunu verir. (b) sikkindan ﬂ|F (a,b)

ki bu (2.2) esitsizligiyle birlikte ||F || = supﬂ|F (a,b)”;(a,b)e D, < 1} esitligini verir ve

a,b

ispat tamamlanmis olur.
Tanim 4.1.5.

D c X xX bir 2-normlu kiime ve Y bir normlu uzay olsun. L, (D,Y) ile D
kiimesinden Y uzayina tiim simirli 2-lineer operatérlerin kiimesini gosterelim. Ozellikle
X bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve D = X X X ise, L, (X,Y) yazacagz.

F.Ge L, (D, Y) olsun ve asagidaki esitlikleri tanimlayalim:

1. Tim (a,b)e D icin, (F+G)a,b)=F(a,b)+G(a,b)

2. ae R,(a,b)e D igin, (a.F )a,b)=a.F(a,b)

Teorem 4.1.6.

D bir 2-normlu kiime ve Y bir normlu uzay ise, L, (D,Y ) kiimesi Tamm

4.1.2.de tanimly, || . || normu olan bir normlu uzaydir.

Ispat: a,ce D’ D’ kosulunu saglayan F,Ge L,(D.Y),a,fe R ve a,b,c,de X

elemanlarim alalim. F +G ig¢in,

(F+G)a+c,b+d)=(F+G)a,b)+(F+G)a,d)+(F +G)c,b)+(F +G)c.d) ve
(F+G)aa, pp)=ofp(F +G)a,b)
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esitliklerini elde ederiz. Ote yandan Teorem 4.1.4.’iin (b) kosulundan,
|(F + G )a.b)|=|F(a.b)+G(a.b)|
<|[Fla.p)+|Gla.b) < |F|-Ja.b|+|G] -Jab] 24
= (|F[+IG])-Ja.|
esitsizligini elde ederiz. Boylece,
F+GeL,(D,Y)
bulunur. Benzer sekilde a- F e L,(D,Y) ve
|(@.F Ya.b)| = |e.F(a.b)| < | af|F||a.b| (2.5)
ifadelerini gosterecegiz. Ote yandan, L,(D,Y) kiimesinin bir reel lineer uzay oldugunu
ispatlamak kolaydur.
Simdi de Tanim 4.1.2 de verilen | . | : L,(D,Y) - [0,c0) fonksiyonunun normun
tiim kosullarim sagladigim gosterecegiz.
|F|=0 ise, tim (a,b)e D igin, |F(a,b)|=0 dir. Boylece, her (a,b)e D igin,
F(a,b)=0 elde edilir. Tersine F bir sifir operatdrii ise,
|Fl=sup{lF(a.b)s(a.b)e D.Ja.b] =1}=0
degeri bulunur. Sonug olarak, |F|=0 ancak ve ancak F =0 dur.

(2.5)’ten |0!|.||F||e P'*) elde ederiz ki bu Teorem 4.1.4 (a) sikkindan ||a'F||S|a'|||F||

esitsizligini verir. & # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda,

1
<" far]

F|= <
I .

L aF
a

dir. Yani, |0!|||F||S||05F|| olur. Boylece, |0!|.||F||:||05.F|| esitligi bulunur. & =0 icin,
||a.F||=|a|.||F|| esitligi aciktir. Bu nedenle, @€ R igin, ||a .F||=|a|.||F|| bulunur. (2.4)
kosulu ||F ||+||G||e P79 sonucunu verir. Buradan ve teorem 4.1.4 (a) dan

|F +G| <||F||+|G| elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.
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Teorem 4.1.7.

D bir 2-normlu kiime ve Y bir Banach uzay: ise, L, (D, Y) bir Banach uzayidir.

ispat: Teorem 4.1.6 geregince, L,(D,Y) bir normlu uzaydir. {F:ne N} dizisi
L, (D, Y) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O zaman,

lim |F, - F,

n,m—eo

=0 ve her (a,b)e D igin,

|F,(a.b)-F,(a.b)|=|(F, - F, fa.b)|<

F,=F,| Ja.b]
esitsizligi dogrudur. Bdoylece, {Fn(a,b);ne N } dizisi her (a,b)e D igin Y uzaymnda
bir Cauchy dizisidir. ¥ uzayi tam oldugundan, {F, (a,b);ne N} dizisi her (a,b)e D

icin yakinsaktir. Bu dizinin limitini,

F(a,b)=limF,(a,b)
seklinde gosterelim. F e L, (D,Y) oldugunu gosterecegiz. a,ce D’ (D’ olmak iizere
a,b,c,de X icin,

Fla+c,b+d)=1mF, (a+c,b+d)

n—oo

=1imF,(a,b)+lim F, (a,d)+1lim F, (c,b)+ lim F, (c,d)

= F(a,b)+F(a,d)+ F(c,b)+ F(c,d)
esitliklerini elde ederiz. Ote yandan, o, Be R ve (a,b)e D icin, asagidaki esitligi elde
ederiz.

F(aa, Bb)=1lim F, (cwa, fib)

=af.limF, (a,b)
=af.F (a,b)
Boylece, F bir 2-lineer operatordiir.
IF. 117 <IF. - F.

esitsizligi {||Fn||:ne N } dizisinin R’de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Sonug
olarak, bu dizi simirhidir. Yani, tim ne N icin, ||Fn|| < K olacak sekilde K >0 sayisi

vardir. Bu sonucu kullandigimizda,
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F, (a,b)” <

F,(a,b)+|F(a.b)-F,(a.b)|

<[, oo+ F(ab)- F, (a.5)

<K .|a,b|+|F,(a.b)- F(a,b)
esitsizligini elde ederiz. n — oo aldigimizda, her (a,b)e D igin, |F(a.b)|< K ]a,b| elde
ederiz ki bu F *nin sinirh oldugunu gosterir. Boylece, F e L,(D,Y) oldugunu gosterdik.

Simdi de (a,b)e D ve |a,b|#0 oldugunu varsayalm. £ >0 olsun. {F,;ne N}

bir Cauchy dizisi oldugundan, tim m,n >n, i¢in,

Fn_Fm

&€ e 1ees o
< 2 esitsizligi saglanacak

sekilde —n,e N  dogal sayist vardir. Bdoylece, tim m,n=n, icin,

F(a.b)~F, (a.b)|<

Ez_Fm

. ||a, b|| < %.”a, b|| esitsizligi bulunur.

F(a,p)=1imF, (a,b) limiti, HF,,1 (a,b)—F(a,b)H <§||a,b|| esitsizligi saglanacak sekilde

n—oo
n, =n, (a,b)> n, sayisinin mevcut oldugunu gosterir. Sonug olarak: n >n,, (a,b)e D

ve ||a,b|| #0 icin,

F, (a,b)—F(a,b)" <

F, (a,b)— Fn1 (a,bm +

EA%M—F@ﬁm<§W$"

elde ederiz. |a,b]|=0 ise, F,(a,b)=0=F(a,b) dolayisyla,

F, (a,b)—F(a,b)” :gna,b” esitligini buluruz. Boylece, tim n > n, i¢in, (a,b)€ D
dir. Yani, n>n, ve ge P"" igin, |F, (a.b)~ F (a.b)|< §||a,b|| elde edilir. Bu edenle

n>n, icin, ||F, - F| < % <& dir. Buda, {F,;ne N} dizisinin L,(D,Y) uzayinda F’ye

yakinsadigini gosterir. Buradan, L, (D,Y) uzayimn bir Banach uzayi oldugunu

gosterdik ki bu ispati1 tamamlar.
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Sonug 4.1.8.

4 bir simetrik 2-normlu kiime ve Y bir Banach uzay ise, L,(%.Y) uzayi

asagidaki gibi tanimli 2-normlu simetrik dizisel tam 2-normlu uzaydir.

F,Ge L,(z.Y) icin |F.G|=|F||]]|
4.2. Simrh 2-Lineer Operatorler i¢cin Banach-Steinhaus Teoremleri

Bu kesimde L, (D,Y) uzayinda operator dizilerinin bazi 6zelliklerini ele alarak,

bu operatorlerin bir ailesi i¢in Banach-Steinhaus teoremlerini verecegiz. (Lewandowska,

2004)
Onerme 4.2.1.

D bir 2-normlu kiime, Y bir normlu uzay ve {F,;ne N}cL,(D,Y) olsun.

;ne N } normlar dizisi sinurli ise, her (x,y)e D igin, {”Fn (x, y)”;ne N} normlar

{

dizisi sinirhidir.

Fn

Ispat: Varsayimdan, her ne N icin, F”|| <M olacak sekilde bir M pozitif sayisinin

var oldugu goriiliir. Béylece, (x,y)e D ve her ne N igin,

F (x, y)” < ||Fn ||||x, y|| <M -||x, y|| esitsizliklerini elde ederiz.

n

Teorem 4.2.2.

X bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve Y bir normlu uzay olsun.

{F;ne Nyc L,(X.,Y) dizisi F operatoriine noktasal yakmnsak ve {|F,

N

ne N}

normlar dizisi sinirli ise, Fe L, (X Y ) dir.

Ispat: Tiim x, ye X icin,



37

F(x,y)=1imF,(x,y)

n—oo

limitini elde ederiz. Boylece, F' operatorii bir 2-lineer operatordiir.

{|F.|;ne N} normlar dizisi simrli oldugundan, tim ne N icin, |F,|<M
olacak sekilde bir M >0 sayist vardir. Boylece, |[F, (x,y)| <|F,[: |x. y| <M -[|x. | dir.
x,ye X alahm. Bu durumda,

|F (e y)| <|F, (. y)= Fx, p)|+]F, (. )

<|F, (x,y)- F(x,y)|+ M Jx. ¥

esitsizlikleri elde edilir. n — oo aldigimizda, her x,ye X i¢in, ||F (x, y)|| <M .||x, y|| elde

ederiz. Bu F operatoriiniin sinirli oldugunu gosterir. Sonug¢ olarak Fe L, (x.,Y)

oldugunu gostermis olduk.

Teorem 4.2.3.

Y bir Banach uzayi, (X , ) bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve A kiimesi

(x T (x )) ve (X T, (X )) uzaylarinda lineer yogun bir kiime olsun.

{F;ne N}cL,(X.,Y) dizisi A kiimesinde noktasal yakinsak ve {”Fn

ne N}

normlar dizisi smurl ise, {Fn(x,y);ne N} dizisi, her x,ye X icin, Y uzayinda

yakinsaktir.

Ispat: X,, A ile gerilen X uzaymin lineer alt uzayi olsun. X, uzaymi, X uzayi
vasitasiyla olusturulan ayni 2-norma sahip 2-normlu uzay olarak diisiinecegiz. x,ye X,
olsun. Bu durumda x=a,x +..+a.x,, y=by +..+by, dir. Burada, a,b,€R,

x,y,€A,i=12,...k, j=12,..t;k,te N ve
k t
F;z(xv)’)zzzaibi’Fn( i’yj')-
=l j=1

dir. Ciinki, {F (x,.,yj);ne N} dizisi tim x;,y,€ A i¢in yakinsak oldugundan,

n

{F,(x,y);ne N} dizisi X, uzayinda yakinsakur. Her ne N igin, |F,[<M dir. Bir
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£>0 sayisim ve x,ye X alalim. X, uzayi (x ,TI(X )) uzaymnda yogun bir kiime

oldugundan,

||x-x0,y|<£

olacak sekilde x,e X, segebiliriz. Ote yandan, X, uzayi (x ,TZ(X )) uzaymda da

yogun oldugundan,
£

g,y = o < oM

olacak sekilde y,e X, eleman: vardir.

{Fn (X5, %,);nEN } dizisi yakinsak oldugundan Y uzaymnda bir Cauchy dizisidir. Bu

nedenle, her m,n>n, icin, |F,(x,,y,)—F (xo,yo)||<§ olacak sekilde bir n,e N

n m
sayis1 vardir. Sonug olarak m,n = n, i¢in,

F,(x,y)-F, (x,y)":”Fn(x—xo+x0,y)—Fm(x—x0+x0,y)||

F, (x=x0, y)|[+][E, (x=x0, )|+ | F, (50 )| +]E, (300 )

S"Fn (x—xo,y)||+ Fm(x—xo,y)"+ Fn(xo,y—y0)||+||Fm (xo,y—yo)"-i-
F, (%, %)= F, (%3, )|

<

<

FVl

st N M=o Yy =l Ul y =30l +5

szM.||x_x0,y||+zM.||x0,y_y0||+§<g
esitsizliklerini elde ederiz. O halde, {Fn(x,y);ne N} dizisinin Y wuzayinda her

x,y€ X icin bir Cauchy dizisidir. ¥ uzayi tam oldugundan {F, (x,y);ne N} dizisi ¥

uzaymda yakinsaktir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4.2.4.

(X , ,||) bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve Y bir Banach uzayi olsun. Bir

{F;ne N}c L,(X,Y) dizisi (X,T,(X)) ve (X,T,(X)) uzaylarinda bir A lineer yogun

;ne N } normlar dizisi

kiimesinde Fe L, (X,Y) operatoriine noktasal yakinsak ve {||E }
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smurh ise, {||E \

;ne N } dizisi F operatoriine noktasal yakinsaktir ve ||F ||Ssup||Fn ||

esitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.2.3’ten {Fn (x,y);ne N } dizisinin her x,ye X ig¢in, Y uzayinda
yakinsak oldugu gériiliir. Bu dizinin limitini her x, ye X icin, H(x,y)=1lim F, (x,y)

seklinde gosterelim. Her x,ye X icin, H(x,y)=F (x, y) oldugunu gostermeliyiz.
Teorem 4.2.2°yi kullandigimizda He L, (X,Y) oldugunu goriiriiz. Kabiiliimiizden tiim
x,y€ X icin, H(x,y)=F(x,y)dir. Yani, x,ye X icin, (H—F)(x,y)=0 elde ederiz.
L, (X,Y) bir lineer uzay oldugundan, H — F € L, (X,Y) dir. Sonug olarak: H — F bir 2-
lineer operatordiir ve x,ye X, igin, (H-F)(x,y)=0 dir. Burada, X, simgesi A

kiimesinden alinan elemanlarin tiim lineer bilesimlerinin kiimesini gosterir. Ote yandan,

H — F smurhdir. Dolayisiyla, |(H - F)(x, y)” <K.

x,y| olacak sekilde bir K >0 sayis1

vardir.
Bir £€>0 ve x,ye X alahm. X, kiimesi (x ,TI(X ) uzaymda yogun

oldugundan,

=y <=
2K
olacak sekilde x, € X segebiliriz.

£

EE T S K

Ozelligini saglayan bir y, € X, elemam vardir. Zira X, kiimesi (x T, (X)) uzayinda da

yogundur. Béylece,

=|(H = F)x—xq, y)+(H = F )x,, )|

=|(H = F)x—x0, )+ (H = F ), y = yo + 3 )|

= |(H = F)ox = xg, y)+ (H = F Yo, y = 3o )|+ |(H = F )y 3, )|
S”(H—F)(x—xo,y)||+||(H—F)(xo,y—yom

SK.||x—x0,y||+K.||x0,y—y0||<€
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esitsizligi elde edilir. Bu, her x,ye X icin, ||(H -F )(x,y]|=0 esitligini yani, her
x,ye X icin, H (x, y) =F (x, y) esitligini verir. Bu durumda,

M =sup|F,| diyelim. Bu durumda, |x,y|<1 kosulunu saglayan her ne N ve
x,ye X igin,

F,(xy)|<
esitsizliklerini elde ederiz. Boylece,
|F (e y) = |F (e )= F, (6 y)+ F, (x. )

<[|F(x,y) = F, Ce y)+|F, (e )|
< ||F(x, y)— F, (x, ym +M

F,

x,y”SM

esitsizligi bulunur. n— oo aldigimizda |x,y[<1 kosulunu saglayan x,ye X igin,
||F (x, y]| <M elde ederiz. Bu sonug,

|7 =sup{[F(x. y);x.ve X, Jxy| < 1)< M

normunu verir ki bu da ispati tamamlar.
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