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OZET

EULER SABIT NOKTA TEOREMININ DUAL UZAYA UYGULANISI

DEMIRTAS, Meryem
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmant: Yrd. Dog. Dr. Sakir ISLEYEN
2013, 55 Sayfa

Bu ¢alisma 5 b6limden olugsmustur. Birinci boliim giris ve literatlr bilgilerine
ayrilmugtir. Ikinci boliimde kati cisim hareketlerine ait temel tanim ve teoremlerden
bahsedilmistir. Ugiincii boliimde ortogonal matrislere ait bazi ozellikler aciklanmistir.
Dordiincii boliimde Dual sayilardan behsedilmis, dual sayilarla ilgili tanim teorem ve
ozelliklere yer verilmistir. Besinci boliimde Euler sabit nokta teoremi dual uzayda

calisilmig ve sabit nokta teoremi yardimiyla uzaysal hareketin vida ekseni bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Euler Sabit Nokta teoremi, Dual sayilar, Ortogonal matris, Dual

ortogonal matris.



ABSTRACT

APPLICATION OF EULER FIXED POINT THEOREM
INTO DUAL SPACE

DEMIRTAS, Meryem
Msc, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Sakir ISLEYEN
2013, 55 pages

This thesis consist of five section. The first section is reserved for introduction
and declaration of the literature. In the second section some basic concepts which are
belong to rigit body motions are mentioned. In the third section some properties which
are belong to ortogonal matrices are explained. In the fourth section it is mentioned
about dual numbers and given definitions, theorems and properties about dual numbers.
In the fifth section Euler fixed point theorem is studied and screw axis of a spatial
motion is found by fixed point theorem.

Key Worlds: Euler Fixed Point theorem, Dual numbers, Ortogonal matrix, Dual

ortogonal matrix.
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1. GIRIS VE LITERATUR BILDIRISLERI

Leonhard’s Euler 1775 yilinda U¢ boyutta, her dénmenin bir eksene sahip
oldugunu, kat1 bir kiirenin kendi merkezi etrafinda dondiiriildiigii takdirde capinin sabit
kaldigin1 sdyleyerek Euler orijinal formiiliinii gelistirmistir(Palais ve Palais, 2007).
Bundan yola ¢ikarak uzayda hareket halinde olan bir cismin donme hareketinde, donme
eksenini bulmak i¢in bazi doniisiimler gerceklestirilmistir ve tarafimizdan sabit bir
eksen etrafinda yapilan donme hareketi dual sayilarla ifade edilecektir. Kisacasi nihai

amacimiz R*’te dsnme gerceklesirken sabit kalan ekseni dual sayilarla bulmaktir.

Palais ve Palais (2007) de Euler sabit nokta teoremi icin yeni bir ispat yolu

vermistir.

Ayni sekilde Palais ve ark. (2009) de bir donme ekseninde Euler teoremine farkl
bir bakis adi altinda Euler sabit nokta teoremini inceleyip ortogonal matrisler igin

calismustir.

Alperin (1989) da R ® te dénme matrisini tanimlayip bazi ifadeleri diizenleyip

saglandiklarini gostermistir.

Dual sayilar, 19. yiizyilin baglarinda William Kingdon Clifford tarafindan ortaya
konulmus ve Aleksandr Petrovich Kotelnikov tarafindan 1895 te ve Edward Study
tarafindan 1903 te sistematik olarak kinematige uygulanmistir. J. Michael McCarthy
tarafindan 1990 da Cayley doniisiimii kullanilarak dual rotasyon matrisleri ve dual anti-

simetrik matrisler arasinda bir iliski elde edilmistir.

Karakili¢c 2010 da, dual kiiresel hareketin rodrigues parametrelerini elde etmistir.
Dual Rodrigues parametrelerinin donme agisindan ve karsilik gelen uzaysal hareketin

dogrular arasindaki mesafeden olustugunu gostermistir.

Karakilig 2011 de, dual rotasyon matrisleri ve dual anti-simetrik matrisler

arasinda dual iistel doniisiim denen bir bagint1 elde etmistir.

Karakilig ve Giirsoy 2011 de, dual Euler parametrelerini R3 teki vida hareketini
tanimlamak i¢in kullanmistir. Dual Euler parametrelerini, dual birim kirenin

hareketinden elde edilen dual Rodrigues parametrelerinden elde etmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

2.1. Tamm: (M4, d,) ve (M,, d,) iki metrik uzay olsun.
f: (My,d,) » (M,,d,) doniisimiini alalim. Vp,q€ M; icin

d1(p,a)= d(f(p), f(q))
esitligi saglaniyor ise f ‘ye M; den M, ‘ye izometri denir (Boothby, 2003).

2.2.Tamim: E™ de bir noktay1 sabit birakan izometriye donme denir.

2.3.Tamm: A=[a;;] bir ortogonal matris olmak Uzere, detA=+1 olacak sekildeki
ortogonal matrislere donmeler denir. detA=—1 olacak sekildeki ortogonal matrislere
yansimalar denir (Hacisalihoglu, 2010).

2.4 Tamm: R® te bir dénme, bir eksene dik olan diizlemlerde gerceklesir ve donme
eksen ile karakterize edilir. Temel olan ¢ donme ekseni, koordinat eksenleridir ve
bunlara bagli donmeler 6zel olarak yalpa (yaw), inis-¢ikis (pitch), yuvarlanma (roll)
ile adlandirilir (Schilling, 1990).

2.5.Tammm: n-boyutlu bir uzayda bir disp D=(A,d) vektor ¢iftiyle tanimlanmustir.
Burada A, bir nxn tipinden donme matrisi ve d bir n boyutlu vektordir. Bu vektor

cifti yer degistirmeyi ifade etmektedir.

R™ Oklid uzayinda bir cismin yer degistirmesinden cisimdeki tiim noktalarin bir
D dispi ile belirlenen yeni konumu anlasilacaktir. Bu dispi gdzlemenin matematiksel
acidan 6nemi, cisme yerlestirilen, cisimle baglantili bir ¢catinin hangi konuma tagindigini
gozlemektir. Bu catilardan ilk konumundakine sabit cati, ikinci konumundakine

hareketli ¢at1 diyecek ve sirasiyla F ve M ile gosterecegiz. Boylece bir D dispi
D : F— M olmak uzere
X - X=[A]x+d

seklinde taniml1 uzakligir koruyan doniisiim olarak ele alinir. Burada x noktanin F deki

yer vektorii, X noktanin M deki yer vektoriidiir (Bottema ve Roth, 1979).

2.6.Tammm: D:F — M igin bir yerdegistirme



x> X=[A]x+ d

seklinde bir doniisiim ve izometridir. Eger bir t parametresine bagl olarak ifade edersek

hareket kavramini verebiliriz.

D(t): F > M yer degistirmesine E™ de bir hareket denir (McCarthy, 1990).

2.7 Tamm: [A] = [gfjg ‘622”99] ved = [Zl] olmak tizere d=(A.d) cifti bir
2

D : F - M olmak tizere
x - X=[A]x+ d
doniigiimii tanimlar. Bu doniisiime bir diizlem dispi adi verilir (McCarthy, 1990).

2.8.Tammm: Bir genel diizlem dispi i¢in hareketsiz bir nokta vardir. Bu noktanin

koordinatlari

her iki F ve M referans catilarinda da aynidir. Bu noktaya pol noktasi adi verilir
(McCarthy, 1990).

M

il
pozinon

lon

porisyon

v

Sekil 1: Bir diizlem dispinin poli

D=(A, d) disp olsun. Diizlem dispinin p pol noktasinin koordinatlarini
belirleyelim.

p pol noktas1 p=[A]p + d denklemini saglar.
p=[A]p +d & [l — A]p=d

& —[A—1I]p=d



& p=—[A-1]""d

Veya

6= (][0 2] (2]

p1=cos(8)p; — sin(6)p, + d;

p2=sin(0) p; + cos(f)p, + d,

(1 —cosO)p; + sin(O)p, =d;
—sin(8)p; + (1 —cos 8)p,=d,
Sistemin katsayilar matrisinin determinant:

1 —cos6 sind |_,
sinf 1 — cosH =2—2c0s0#0

dir.(Aksi takdirde 2—2co0s6=0 olsaydi cos6=1= 0=0+2km, keZ olurdu ki bu durumda

sirf 6teleme olurdu.) Sistem Cramerdir.

d .
i Tl (P @-(R s
P1 =1 —cos0 sinf | sin (Q)
—sin@ 1 — cos0 2

1—cos6 d
e al (®)es@+ (@)

P2 = |1 — cos6 sinf |~ sin (Q)
—sind 1 — cos6 2

elde edilir.

Ozel olarak A=Iiken p=[I]p + d olacagindan p= —[I —I]71d bir ¢ozim
vermez. Disp D=(A,d)=(1,d) dir. Bu durumda sirf 6teleme vardir ve dispin pol noktasi
yoktur. Yani sirf Otelemede higbir nokta sabit kalmaz. Cismin biitiin noktalari

hareketlidir.



2.9.Tammm: 3-boyutlu uzayda iki kati cismin bibirine bagli konumu, M hareketli
catidaki bir noktanin x = ( x,y,z ) koordinatlarini, F sabit ¢atisindaki X = ( X,Y,Z )

koordinatlar1 cinsinden belirleyen bir doniisiimle tanimlanir.

Sekil 2: Biri digerine bagl bir cismin uzaysal hareketi

Doniistim,
X=[A]x+d

ile verilmistir. Burada [A] 3%3 tipinden bir dénme matrisi ve d=(d,,d,, d3) oteleme
vektoriidiir. Bu doniisiim M deki noktalar arasindaki uzakligi korudugundan bir kati

dontistimdiir. Bu doniisiime uzay dispi denir (McCarthy, 1990).
2.10.Tammm: Bir M hareketli catidaki 3-boyutlu bir cismin sabit bir F ¢atisina baglh
donmesi

X=Ax

denklemi ile verilir. Burada x ve X sirasiyla F sabit catt ve M hareketli ¢atidaki bir

noktanin koordinatlaridir.
Doniistimiin bir kat1 doniisiim olabilmesi i¢in [A] matrisi

(X, X) = XX = xt[A][A]x = x'x = (x,X)
esitligini saglamali yani,

[A*][A]=1



olmalidir.Bu sart matrisin ortogonal matris olma sartidir. Donmeler determinanti 1 olan

ortogonal matrislerle verilir. Bu ortogonal matrislerin kiimesi SO(3) ile gosterilir.

X=Ax doniisiimii, baslangicta F ile ¢akisan M c¢atisinin bir dispi olarak
diisiiniilebilir. Boyle ele alindiginda cisimdeki bir P noktasinin ilk konumu x ve son

konumu X tir.

X=Ax ile belli olan doniisiimlere kiiresel disp ad1 verilir (McCarthy, 1990).

"
Fl
%
¢
M
0 )9 -
7

Sekil 3: Biri digerine bagl kalarak 3 boyutlu bir cismin dénmesi

X,y ve z eksenleri etrafindaki dénmeler sirasiyla Ry, R,,, Ve R, ile gosterilirse,
A:F->M

donme doniistimii,
[A]= RyRyR,

olarak da bellidir.



3. ORTOGONAL MATRIS ELDE ETME YONTEMLERI

3.1. Bir Ortogonal Matrisin Karakteristik Vektorleri

A nin etkisi altinda hareketli cisimde sabit uzaya gore konumu degismeyen
noktalarin ciimlesi,

Ax=X
matris denkleminin ¢éztmleridir. Bu denklem

Ax=\x

denklemine genisletilerek A’ya karsilik gelen 6zdeger ve 6zvektorler bulunabilir. Ax=x

denkleminin sifirdan farkli ¢6zlimiiniin olmasi i¢in,
det(Ax—AI)=0
olmalidir.
A1 Q12 413]

A=|Gz1 A3z az3| dOnme matrisi icin,
az1 Qzz dzsl

a;; —A as» a3
|A — All = O = ayq azz_l ass3 = O
as; as; azz — A

karakteristik polinomunu verir. Burada M;;, i=1,2,3 i-yinci satir ve i-yinci sltun

silinmesiyle elde edilen minordir.

1

Bir donme matrisi icin det(A)=1 ve A* = A™1 —

A=A oldugu kullamlirsa M;; = a;;

bulunur. Boylece karakteristik polinom
2.3 - Az(all + aon + a33) + A(all + (V%) + a33) + 1=0

haline gelir. A;=1 oldugundan



A—1)[A%2 —A(a;; +ay, +az; —1)+1]=0

dlr. IZA=a11 + (V5% + asz3= a |Ie gOSteI’I|Irse,

A2 —Ma—1)+1=0=> Aps = (a-D+/(@-1)%-4

2

[zA-1 _a-1 e e
T cos0 dontigiimii yapilirsa

Ay 3=cosb + Vcos?6 — 1

A2 3=c0s0+ isinf

12,3:eii9

A nin A=1 karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektor b olsun. A nin
etkisi altinda hareketli cisimde konumu degismeyen noktalarin ciimlesi, Ax=x
denkleminin ¢6zimi oldugundan, b yoniinde v=tb dogrusu iizerindeki biitiin noktalar

sabittir. Bu cismin dénme eksenidir.

¥
\
F Donms skseni
4 M
: /
> X
e

P =

Sekil 4: Her bir donme sabit bir eksen etrafinda donmeye indirgenir.
Ornegin;

cosf —sinf O
sin @ cosf O
0 0 1

[A]= matrisinin karakteristik deger ve vektorleri bulunursa

Ax=Ax=>|A—AI| =0



cosO — A —sin @ 0
sin@ cosf — A 0 [=0
0 0 1-2

(1-2)(A? —2Acos6 +1) =0
21=1, 1,=e'?, A;=e~%
A= 1’e karsilik gelen karakteristik vektor b=(b4, b,, b3) olsun.
cosf —sin@ 0][b1] [b1
Ab=b = |sin6 cos® 0||b,|=|b;
0 0 111b3 1 Lbs
cosOb; — sinOb, = b,
= {sinfb, + cos Ob, = b,

b3:b3

< (1 —cos@)b; +sin6b, =0
—sinfb, + (1 —cos8)b, =0

denklemlerinin ¢oziiminden b=(0,0, b;) elde edilir.

A,=e ya karsilik gelen karakteristik vektor x=(x;, x,, x3) olsun.

' cosd —sinf O0][*1 ' X1
Ax=xe® = |sinf® cos@ O0f|x2|=e' |x2
0 0 111X3 X3
6

cosfx; —sinfBx, = e x;

= {sinfx; + cos Ox, = e¥x,
x3 = e¥x,

cosOx; — sin0x, = (cosO + isinf)x,
= < sinfx; + cos Ox, = (cosf + isinf)x,
x3 = (cosO + isinf)x3

x; =t € IR — {0} denirse
= Xy = —it
X3 = 0
olur. Buradan x=(t,—it,0) elde edilir. Aym sekilde A, =e~® ya karsilik gelen

karakteristik vektor te R olmak Uzere x*=(x7, x5, x3) = (¢, it, 0) olur.



10

X ve x* dan
x+x*
1= = (t, 0,0)
2
x—x*
CZ = 2 l - (0, t, O)

reel ortogonal vektorleri olusturulabilir. Bu noktalarin hareketli ¢ati koordinatlar1 C; ve

C, olmak lzere

[cos@ —sinf@ 0]t
C; =Ac; = |sinf@ cos8® 0||0|=(tcosH,tsinb,0)
0 0 1410

[cos@ —sinf@ 0]]0]
C, =Ac, = |sinf cosf O
0 0 11104

o~

=(—tsind, tcosb, 0)

dir.Bu b ye dik x ve x* karakteristik vektorleriyle tanimlanan reel diizlemde 6 agilik
donmedir.

Génms e

x v x ilegetilen
Karakterietik uzy

A

Ve
7

4

1

Sekil 5: Ortogonal Karakteristik Uzay ve b vektori

3.2. Cayley Formali

Orjin etrafinda bir donme hareketi [A]x = X ile verilmekte olup, bir harekette

cismin noktalar1 arasindaki uzaklik sabit kalacagindan
X, X) = (x,x)
dir.

X—xX+x)=XX)+{X,x)—(x,X)+{(x,x)=0
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dir. Bu, dik ag¢1 altinda kesisen ve kenarlart X ve x olan bir eskenar dortgenin

kosegenlerinin X — x ve X + x oldugunu ifade eder.
Boylece;

u=X-x ve v=X+x vektorleri ortogonal olup, [A]x = X esitligi géz Oniine

alinirsa,
u=[A]lx —x =[A—I]x
v=[A]lx + x = [A + I]x ve (u,v) = 0 dur.

[A]x = —x durumu yani [A] ortogonal matrisinin karakteristik degerlerinden birisinin

—1 olma durumu haric tutulursa o zaman [A — I] matrisi regiler olur. Bu durumda
x=[A+I1]"'D
u=[A-1[A+I1]" elde edilir.

[B] = [A —I][A + I]~* denirse u=[B]v bulunur.

3.2.1.Teorem: [B] matrisi anti-simetrik bir matristir. [B] matrisi anti-simetrik bir matris
oldugundan detB >0 dir ve bir anti-simetrik matrisin tiim karakteristik degerleri

imajinerdir.

(U, V)=(Bv,v) = 0

[B]v=

by, - bln] [51] [b11171 + bypUp + - + blnﬁn]
vn

bnl bnn bnlﬁl + bnzﬁz + et bnnﬁn

(Bv,v) = [BV]*v=0

[bllﬁl + b121_7)2 + e + blnﬁn: ey bnlﬁl + bnzﬁz + b + bnnﬁn]

V1
; ]:o

Un

bllﬁlﬁl + blzﬁzﬁl + + bln{}nﬁl + + bnlﬁlan + bnzﬁzﬁn + + bnn§n§n=0
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n n
i=j

i#j
elde edilir. vg icin

bij + bjl-=0 = bl] =—b

i » by=0 olur Ki buradan [B] nin anti-simetrik matris oldugu

goraldr.
Gercekten [B] matrisine karsilik gelen anti-simetrik bir doniistim
B:R* - R"
x—>B(X)=Ax olsun.
(B(x), x) =(Ax, x) = A{x, x)
(x, B(x)) =(x, 1x) = A{x, x)
dir. Buradan A, A nim eslenigidir. B anti-simetrik bir doniisiim oldugundan
(B(x),x) = —(x, B(x)) dir. Buradan

Mx, x) = —x, x)

A+21=0=2Re(1)=0

olur. A sirf imajiner veya A=0 dir. Ozel olarak A=1 igin det(\l — B) # 0 olup [I — B]

regulerdir. Boylece
[A]lI — B] = [I + B]
[A] = [1 + B][I — B]*

Cayley formuli
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olarak elde edilir.

Genel olarak her [A] ortogonal matrisi anti-simetrik bir matris yardimiyla elde

edilemez. Bunun icin [A + I] matrisi regiiler olmalidir.

3.2.2.Tanim: A ve I mertebeleri ayn1 olan birer karesel matris olmak iizere, A bir

donme matrisi ve A+I regiler ise A matrisine Cayley matrisi denir.

Ornek:
0 5 -3

[B]=|-5 0 1| anti-simetrik matrisi verilsin. Bu matristen Cayley formulu
3 -1 0

yardimiyla bir ortogonal matris elde edelim

3 1 1
L ekD
~ detD
2 40 —6
ekD=[10 10 16] , det D =36
24 —14 26
2 40 —6 1 10 _3
[ /36 /36 /36| [ /18 /9 /18 |

- |10 10 16 |5 5 8
D™= l /36 /36 /36 J— /18 /18 /18 }
24 —14 26 12 —7 13
/36 /36 /36 /18 ~'/18 /18

[A] =C. D1

1 s —31 | YVig Y T3/1g]
-5 1 1] 1%hs s 9 ‘
oo 12,8 77lg  1/ig

[A] =
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—5/9 33/9 —1/9
- 6/9 —51/9 2
5/9 24/9 —2/9

olarak bulunur.
3.3. 3x3 Tipinden Anti-simetrik Matrisler
Bir B 3x3-tipinden anti-simetrik matrisi
O _b3 b2
B:[ b, 0 —bll
_bz bl O

bicimindedir. B matrisi sadece 3 tane bagimsiz elemana sahip oldugundan 3x3-tipinden

anti-simetrik matrisler ciimlesi ile R® arasinda 1-1 esleme vardir.
3x3-tipinden anti-simetrik matrisler cimlesi M ile gosterilirse bu esleme,
Y:M; - R

by 0 —b,
_bz bl O

0 —bs b,
B:[ - Y([B]) = b = (bli bZ' b3)

ile kurulabilir. Bu déniisim V y€ R® igin
By = bxy
ozelligine sahiptir.

Cayley formill bize her anti-simetrik matristen bir ortogonal matris ve her
ortogonal matristen bir anti-simetrik matris elde edebilecegimizi sdyler. A bir ortogonal

matris ve B bir anti-simetrik matris olmak lzere
B=[A+1]"'[A—-1] e
A=[I — B]7[I + B]

olarak verilir (McCarthy, 1990).
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Cayley formulundeki B anti-simetrik matrisinden elde edilen b vektord, A
donme matrisinin A=1 degerine karsilik gelen karakteristik vektordiir. Bunu gérmek icin

bu karakteristik vektorin
[A —I]x=0
denklemini sagladigin1 gostermek yeterlidir. Cayley formiiliinde Ax= x yazilirsa,
Ax=[I—-B] 1[I +B]x=x
[I — B]x=[I + B]x
Bx=0
sonucu elde edilir.
Bx=0
bxx =0
oldugundan [A — I]x=0 denkleminin bir ¢dzimi olarak b elde edilir.
3.4. Rodrigues Denklemi

Bir [A] pozitif ortogonal matrisi verildiginde Cayley formiilinden bir [B] anti-

simetrik matrisi elde edilebilir,
X-%=[BI(X +%)

esitligi donen cismin noktalarinin hareketli ve sabit catidaki koordinatlar1 arasindaki

ilgiyi verir. [B] ile belli olan vektor b olmak tizere

yazilabilir. Bu esitlik donmeler icin Rodrigues denklemi olarak adlandirilir ve b

vektorine de Rodrigues vektorl denir.
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> o

donme ekcsent

Sekil 6: X ve X ile x* ve X* 1 konumlar1 ve Rodrigues vektorii

X* icin de

-

X
gecerlidir. Soyle ki;

ve X yerine, bu vektorlerin b ye dik diizleme izdiigiimleri X* ve

=X

Yani X ve % arasindaki X = [A]% esitligi X* ve % icinde gegerlidir. Dolayisiyla



17

olur. Norm alinirsa

|%< = | = [B]|. |%* + %[ sin(<B, &* + £°)
1% = 2| = |[]]. | * + #* .sing
1X* = 2|l = [|B]|. |~ + %
|X* — % = (X* — %, X" — %)
= (B B0y — 208, 7 + (7, 77)
= (||I%*]| - 2||%* IIf*IIcost9+||y?*||)1/2 151 = 121 = .
a>0

= (2a2(1 - Cose))l/z

benzer islemlerle,

X+ % = (221 + 6059))1/2

elde edilir.

B (2a%(1 - cosé?))l/2
(2a2(1 + cos@))l/2

_ (1 - cosB)
~ \1+ cos6

yani
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1] = tan?

dir. b boyunca belli olan birim vektor § olmak lzere

. b
S = —-
|5]]
olur ki buradan
b=3|b|
dir.b nin bilesenleri
- 7] 7] 7]
b= (tanisx, tanisy, tanisz>

oldugu goriiliir, bu bilesenler b boyunca belli olan Rodrigues parametreleri olarak

bilinirler.
3.5. Bir Dispin Vida Ekseni

Bir uzay dispi etkisi altinda uzayda sabit kalan, hareketli bir cisimdeki noktalar1
ele alacagiz. Bu c noktalari, disp Oncesi ve sonrasi1 ayni koordinatlara sahiptir. Buna

gore bu noktalar,
c=Ac+d

denklemini veya
[ — A]c=d

denklemini saglamalidir. Bu denklemin ¢6ziimii
c=—[A—1]"1d

dir. Ancak 3x3 tipinden bdtiin donme matrisinin karakteristik degerlerinden biri 1
oldugundan [A — I] matrisi singiilerdir. Sonug olarak bir uzaysal dispin sabit noktalari
yoktur. Genel olarak nxn tipinden bir A dénme matrisi igin n ¢ift ise, bir tek sabit nokta

vardir ve bu nokta dispin pol noktasi olarak adlandirilir. n tek ise, A matrisinin
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karakteristik degerlerinden biri 1 oldugundan [A — I matrisi singllerdir ve dispte sabit

nokta yoktur.

Her ne kadar bir uzaysal disp sabit noktalara sahip olmasa da vida ekseni olarak
adlandirilan bir sabit dogruya sahiptir. Bu dogrunun disp dncesi ve sonrasi uzaydaki

konumu degigmez.

Bu dogrunun dogrultmani [A] matrisinin dénme eksenidir. Bu dogrunun konumu

asagidaki gibi belirlenir.
d*, b vektoriine dik bir diizlem iizerinde d 6teleme vektoriiniin izdiisiimii olsun.
[I — A]c=d*

denklemi, b ye dik diizlemde otelenen ve b etrafinda donen diizlem dispinin ¢ pol

noktasini tanimlar. Aranan dogru,
L=c+tb

dir. Bu L dogrusu ile belli eksene vida ekseni denir. Disp bu dogru etrafinda bir sirf

donmeye ve dogru boyunca ds = d—d* miktar1 6telemeye indirgenir. Burada Szﬁ dir.

Buna bir vida dispi denir (McCarthy, 1990).

Ly

Sekil 7: Vida dispi

Sekil 7 den,

ds

(d, s)=|ld||lIs]| cos (E—q)):”dllsin(p Ve sinq):”d”

oldugundan (d, s) = ds dir.

c=[A]c+d*
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c=[I = B[l + B]lc + d*
[l —Blc=1[I+B]c+ [l —B]d"
[ -—B—-1-B]c=[I—-B]d"
[Blc=—~[I - Bld"
elde edilir. Bu ifade vektor formunda
bxc = —%(d* — b xd*)
olarak yazilabilir. Denklemin her iki tarafi b ile vektorel garpilirsa

bx (bxc)=—2(bxd" —bx(bxd"))

(b.c)b—(b.b)c = —%(b x d* — b.d*)b+(b.b)d*>
0 0

(b.b)c = %(b X d* + (b.b)d")

cC =-
2

1 (bxd*

by T d*>

dir. Vida ekseni boyunca 6teleme miktari d - d* vektoriiniin biytkligidiir.
Simdiye kadar verilen bir D = (A,d) dispi i¢in vida eksenini, bu eksen boyunca
otelemeyi ve bu eksen etrafinda donmeyi tanimladik.

Simdi de verilen bir vida eksenine gére D dispini ve L boyunca, d mesafeli, 8

acil1 vida dispini tanimlayalim.

F sabit ¢atisinda vida ekseni L=c+ts ile verilsin. s vektoru birim vektor ve ¢.s=0

oldugunu kabul edelim verilen 8 donme agisindan Rodrigues vektorii

b=tan (g)s

elde edilir. b vektoriiniin bilesenlerini kullanarak [B] anti-simetrik matrisi ve Cayley
formilii yardimiyla [A] donme matrisi belirlenir. Eger vida ekseni F nin orjininden

geciyorsa bu durumda c¢=0 dir. Oteleme miktar1
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c=[A]c+d"
0=[A]0+d"
d =0
olacagindan
ds=d —d* = ds=d
olur. Boylece disp
D' = (A, ds)

dir. Eger vida ekseni F nin orjininden ge¢miyorsa c# 0 dir. Bu durumda F' sabit gatisi
T F->F'
T=(l, )
oOtelemesi ile ¢ noktasinda vida ekseni lizerinde yerlestirilebilir.
D' = (A, ds)
dispi referans catinin degisiminden
D=TD'T~1=(l, c)(A, ds)(I, —c)=(A, -Ac+ds+c)
olur. Boylece d 6teleme vektori
d=ds+[I — A]c

olur.

Ornek: Oteleme vektori d=(-1,0,2) ile D: x+y—z=0 diizlemi verilsin. d nin, D
dizlemi tzerindeki dik izdisim vektori d*=(dj, d5, d3) olsun. Vida ekseni boyunca

Oteleme vektorii d — d* diizlemin normaline paralel olacagindan

~1—-di 2-d; —dj

1 1 —1 H
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diir. Ayrica d*, D nin {izerinde olacagindan diizlemin noktalarini saglar.
X+y—z=0
—u—1—-pu—-(u+2)=0=>pu=-1
d*=(0,1,1)
bulunur. Oteleme vektori
ds=d-d*=(-1,0,2) —(0,1,1) =(-1,-1,1)
dir.
b=(1,1,-1)
iken b vektoru yonindeki birim vektor
(-3

dir.

_ 1(bxd* « _1(211)
C_z( bb +d ) _2( 3 +(O’1’1))

122
€= (5' 3’ 5)
elde edilir. Bulunan bu ¢ noktasi D diizlemi tizerinde bir noktadir. Vida ekseni ise
122
€= (5' 3’ 5)
noktasindan gegen ve dogrultmani b= (1, 1, -1) olan dogrudur.
L=c+tb
L:(l 2 3) + (1, 1, -1)

3’3’3

=G+ei+ei-1)
3 3 3
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vida eksenidir.

Simdi L vida ekseni iizerinde bulunan bir noktanin dispten sonra yine vida

ekseni lizerinde bulunacagini gosterelim. Vida lizerinde herhangi bir nokta

2 .1 . :
X= (5,1,5) alalim. x noktasmin dispten sonraki konumu X = (xq,x5,x3) olsun.

Rodrigues denkleminden

X—x= bx(X+x—2¢)+ds

:(x1! X2, X3) - (g, 1) %)

=l 1,-1) x ((xl,xz,x3) +(313) -2 (g;g))] +(~1,-1,1)

3

X= (—% 0, %) bulunur.

(1+t !
3 T3
3 2+t—0
Stt=
2 t_4
\ 3 3

L 2

T3

olup x vida ekseni Gzerinde

X—x= (—1,0,3) - (?1,%) = (-1,-1,1) =ds dir.

3 3 3

Simdi L vida ekseni tizerinde olmayan bir x=(0,0,1) noktasinin dispten sonraki
konumunu bulalim. x noktasinin disp sonrasi konumu x = (x4, x5, x3) olsun. Rodrigues

denkleminden

X—x= bXx(X+x—2c)+ds

=(x1, xZ, X3) - (0,0,1)

=1, 1,-1) x ((xl,xz,x3) +(0,0,1) — 2 (ggg))] +(-1,-1,1)
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r=(-3-29

bulunur. X noktas1 vida ekseni iizerinde degildir. Ustelik
(X=x).5=(-3,-2,2).(0,0,1) = 2 = |lds]|

dir.



4. DUAL UZAY

4.1. Dual Sayilar

4.1.1. Tamm: R reel sayilar ciimlesi ve a,a R olmak (zere & = (a,a*)e RxR sirali

ikilisinin

olusturdugu ciimle ID ile gosterilsin.
ID={ a + €a*| a,a € IR, £2=0, £#0 }

climlesine dual sayilar ciimlesi denir (Hacisalihoglu, 1983).
Dual sayilar tizerinde toplama ve ¢arpma islemleri asagidaki gibi tanimlidir.
+:IDxID - ID
(A=a+¢€a*,B=b+¢eb") > A+B = (ath) + e(a” + b")
-2 IDXID = ID
(A=a+¢ea",B=b+¢eb*)>AB=ab+ e(ab” +a’b)

Dual sayilar yukaridaki islemlerle birlikte birimli ve degismeli bir halkadir
(Hacisalihoglu, 1983). ( ID, +,* ) halkasina dual sayilar halkasi denir.

M={[g ‘;] |a,a" € IR} < R3

climlesi de matrislerle toplama ve matrislerle ¢arpma islemine gore birimli ve degisimli

bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983).
4.1.1. Teorem: (ID, +,-) ve ( M, +,-) halkalar1 izomorftur (Hacisalihoglu, 1983).

v:ID->M

A:a+£a*—>U(A):[g C;*]

ile tanimlanan v dontistimii bir izomorfizmdir (Hacisalihoglu, 1983).
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41.2. Tamm: ID*® in elemani olan sirali dual iclilere dual vektorler denir
(Hacisalihoglu, 1983).

Buna gore,
ID*={(@y, @y, @3): 4,,a,, a3 € ID}
cumlesi dual vektorler ctimlesidir (Hacisalihoglu, 1983).
4.1.3. Tamm: Elemanlar: dual sayilar olan bir A matrisine dual matris denir ve
A =[4,] iken
/Tl-j = a;j + ea;;”
seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

4.1.4. Tanm: A € ID? icin AA'=A'A=1, ise A dual matrisine dual ortogonal matris
denir (Hacisalihoglu, 1983).

[A] = [A] + e[D][A]=[A] + € [A"]
olarak gosterilir.

Gercekten:
[A][At]=([A] + €[D1[A] )([A] + €[D][A]*

[A][A%]=([A] + £[D1[A] )([A]* + €[A]*[D]®)
[A][At]=[A][A]* + & ([A] [A] [D]¢ + [D] [A] [A]f)

[A][4*]=11]

olup, [A] matrisi bir ortogonal matristir. Bu 3x3 tipinden dual sayi elemanli [4]

ortogonal matrsine dual ortogonal matris denir.
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Ornek:

y ekseni etrafinda 6 agili ve eksen boyunca d mesafeli vida dispine karsilik gelen

dual ortogonal matrisi bulalim.

[A]=] © 1 0

cosd O —sin@]
sinf 0 cosf

ve y ekseni boyunca oteleme miktari

&:(0, d,0) dir. d ye karsilik gelen anti simetrik matris

0 0 d
[D]I=] 0 0 O
-d 0 0

dir.

[Z] = [A] + e[D][A]

[cos O 0 —sm@ 0 cosd 0 —sind
=l 0 +e] 0 0 1 0

| sin O cosB —d 0 O sinf 0 cosf

[cos @ +edsinf 0 —sin® +edcos 0 cos 0 0 —sin 9
= 0 1 1
[sinf — edcos@® 0 cos@ +edsm 0 sin 9 0 cos 0

olarak elde edilir.

iki dogru arasindaki dual a1 8 = 6 + ed dual sayis1 ile tanimlanir. Burada @ iki

dogrunun dogrultman vektorleri arasindaki a¢1 ve d iki dogru arasindaki en kisa

uzakliktir.

Ayrica f(@) fonksiyonunun 8 = 6 noktasindaki Taylor actlimi

((8)= £8 +ed) =H(8) + 2 £(8) + 2 £/ (8) + -+ + = f1(8) + -

€ + ed) (0 + ed)? » 6+ ed)"

= fO) + 7= O +——f @) +-+
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(0) ! (9)2 144 (H)n n
= (f(9)+Tf (9)+Tf (0)++Tf (9)+>
. GO et
+£d<f (9)+Tf (9)+---+(n 1)!]‘ (9)+--->

=f(0) + &d f'(6)
olarak bulunur ve
sinf@=sin(0 + ed)=sin 6 + edcosd
cosB=cos(6 + ed)=cos 0 + edsin6
ifadeleriyle bir dual aginin siniis ve cosiniis fonksiyonlari tanimlanabilir. Bdylece

x ekseni etrafinda 8 ag1li ve eksen boyunca d mesafeli vida dispine karsilik gelen

dual ortogonal matrisi

e 0 0
[ x]:lo cos® —sin @],
0 sinf cos@
y ekseni etrafinda § acili ve eksen boyunca d mesafeli vida dispine karsilik gelen
dual ortogonal matrisi

1Z,J5f o 1 o

cos 0 —sin@]
sin@ 0 cos@

z ekseni etrafinda 8 agil1 ve eksen boyunca d mesafeli vida dispine karsilik gelen

dual ortogonal matrisi

__[cos@ —sind 0
[Z,]=|sind cos® ©
0 0 1

olarak yazilir.
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4.2. Dual Matrisin Ozdegerleri

A nm etkisi altinda hareketli cisimde sabit uzaya gore konumu degismeyen

noktalarin ciimlesi,

-
~

Ax=X%

matris denkleminin ¢cézimleridir. Bu denklem

)
>

Az=

denklemine genisletilerek A’ya karsilik gelen 6zdeger ve dzvektorler bulunabilir. AR=%

denkleminin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmasi igin,
det(Ax — A1)=0

olmalidir.

a1 A2 dg3
A=|Gy; dpp; Q4p3| dOnme matrisi igin,
az; dzp dsz
11— A dg a3
|A - Ml =0 = | dz Ap-A a3 |=0
asq as; dsz — A

S—A3+A%(@yy + gp + G33)—A(Myq + My, + M33)+ det[A] =0

karakteristik polinomunu verir. Burada M;;, i=1,2,3 i-yinci satir ve i-yinci siitun

silinmesiyle elde edilen min6rdr.

Bir dénme matrisi icin det(A)=1 ve A = A" =——A =24 oldugu kullanilirsa

M;; = a;; bulunur. Boylece karakteristik polinom

~

}\3 - 7\2(@11 + azz + a33) + 7\(&11 + @22 + a33) + 1 == O

haline gelir. ;=1 oldugu goriilir.
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A—1)[A% =A@y + Ggp +d33— 1) +1]=0
dir. IZK = dll + CALZZ + 633: a ile gOStethI’SE,

A2—R@-1)+1=0=12,, _ @-nt/@-17-4

- 2

dontigiimii yapilirsa

Az 3= 080 £+ cos20 — 1

A, 3=cosf+ isind

3 —ptib
Ay z=e

A nin A=1 karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektor b olsun. A nin
etkisi altinda hareketli cisimde konumu degismeyen noktalarin cimlesi, AR = X
denkleminin ¢dziimii oldugundan, b yéniinde ¥ =tb dogrusu tizerindeki biitiin noktalar
sabittir. Bu cismin donme eksenidir.

4.3. Dual Cayley Doniisiimii

Hareketli dual birim kire zerindeki herhangi bir & noktasi, sabit dual birim kire
lizerinde bir A rotasyon matrisi ile bir X noktas1 belirtir yani

—

X=A R

dir. Doniistim kati transformasyon oldugu i¢in

ve
=XtX =RPAA R = &% = ||®]|?

A'A = I oldugu gbriiliir, dolayisiyla A dual ortogonal matristir. Diger taraftan X¢X =
%% oldugu da goriiliir, buradan

(R-2)'(R+2)=0
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olur.

X+2=4A2+2=A+D2 =2 2=A+D(X+%)

X—-2=A-DA+D (X +7)
(A — (A + 1)~ ifadesi B olsun. O halde

R—%=B(%+%)

=

yazilabilir.

X — % ile X + & ortogonal oldugu igin, B(X + &), X + % ile ortogonaldir. Her ¥ genel
dual vektoru icin BY, ¢ ye ortogonaldir. Dolayisiyla

Bu bagmti her ¥ i¢in saglanir bu nedenle b;; = 0 ve b;j = —bj; dir. B =

<Dl

tB

<Dl

—B 6zelligini saglayan B anti-simetrik matristir.
Diger taraftan B nin anti-simetrikligi (I - B ) nin singiiler olmamasini gerektirir.
B=(A-0D(A+1)" = BA+1)=(A-1) > B+I1=A-BA
= (I+B)(-B)*=4
Buradan dual durum icin Cayley Formili elde edilir:
A=U+B)I-B)!
At bulunursa,
A=(U+BU-B)
= +BHUI-BH™1
At=(1-B)(I+B)!
elde edilir ve

AAt= (U +B)YI-B)'(U-B(UI+B)
AAt = AtA =1
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bulunur.

Dolayistyla Dual Cayley doniisiimii ile her anti-simetrik dual matris B, bir ortogonal
dual matris A belirtir.

B yi 6zel olarak

0 _53 Bz
B = 53 O _Bl
_BZ Bl 0

alirsak,

M; ile ID? 1-1 eslenir. Gergekten

0 _53 Bz
f: 33 0 _51 - (bl'b21b3)
_BZ Bl 0

doniistimiini alalim,
i) f: My — ID? doniisimii 1-1 midir?

[a;],[B;] € M5 1i,j=1,2,3 olsun,

f([a;)) = f([b:]) alalim.
= (@y,8,,83) = (by, by, b3)
= 4,=Db
a, = b,
43 = by
> d=bh ve &,belD?

f donisimi 1-1 dir.

i) f: My — ID? doniisiimii 6rten midir?
vé € ID? icin f([d;]) = & olacak sekilde 3[d;] € M5 vardr.
f doniisiimi drtendir.

O halde
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172] = (b2ﬁ3 - b3921 bBﬁl - b1ﬁ3'b192 - bzﬁ1)

bx0=|b, b, bs|=(byD3— b3Dy b30y — byD3,b10, — by0;)
v, U, D

oo
L
Il
SHl
X
DI

oldugu gortiliir.

4.4. Dual Rodrigues Denklemi
R-2=B(R+2)
olarak yazilabildigi goriilmiistii. Bu ifade yukaridaki 6zellikten
X-%=hx ()?' + %)
formunda yazilabilir. Bu denklem Dual Rodrigues denklemi ve b vektori dual

Rodrigues vektoriidiir (Karakilig, Giirsoy, 2011).

Bu denklemler X ve % yerine, bu vektorlerin b ye dik diizleme izdiisiimleri

)? * ve & icin de gecerlidir. Soyle ki;



’_:*
=X

S

-1

)¢ ><)¢

Yani X ve % arasindaki X A% esitligi X* ve £ icinde gecgerlidir. Dolayisiyla

-

X —F=bx (X +%)

olur. Norm alinirsa

):(Z*—f 2*||.sin(<§,)?*+§*)
Fo#| =5 | sin
)?*
S . . 1
X —F| = (& -2 % =39
= (8 - 248 B + 3 59)
> 12 2 2\ "/ 2 2
= (| %"= 2| (| 15 llcosd + 13II°) %] = 1Fl =a
a>0

= (Zaz(l - 1:0567))1/2

benzer islemlerle,

|8 = 3| = (202(1 + cos8)) "

elde edilir.

><:>¢
><>¢

><>¢
><>¢

(Zaz(l - 00567))1/2

(2a2(1 + cosé))l/z

_ 1 — cosO
B 1+ cosf
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6

= tanE

yani
5] = can’
dir (Karakilig, 2010).
IBI| + & 7=
5] - ” ”
ve
tan = tang + 87*(1 + tan? g)
oldugundan
21l = tang Ve @ 8—*(1 + tan? 9)
ol 2 2

. b
S=7
2]
olur ki buradan
b=3s8 b||=s.tan—
ve
B=t éﬁ
2

alinirsa
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. i 5[5 b(BD)
§=5+e§'=—5r=——+¢e| 77— —
(T 2

bulunur.
Bir B dual anti-simetrik matrisinden bir A dual ortogonal matrisi elde

edilebileceginden ve burada B matrisi b ile temsil edilebileceginden

A=U+B)(-B)

= (1+b) (1—13)_1

. 0 .
= <I + tan—.§> <I - tan5.§>

C D

A 1
$)—5

9
cos 7

N| D)

A~

7]
C = <coszl + sin

N D)

yazilabilir. Burada C nin sabitleri

A AR Y
C = cosE+smEsl+ smisz+sm§s3 ./COS

N D)

N | D
N | D
N | D
N | D)

Cp =cos=, ¢ =sin=-8;, C, =sin
dual Euler parametrelerdir.

Simdi D~! hesaplanirsa,

olarak yazilir ve

= = -1
K1l= (cosgl - sing.f ) matrisi hesaplanmalidir, burada

N D)

=p
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alinsin.
cosf ésinf —bsinf -
K™ '=|-ésinf cosp  asinf
bsinf —asinf  cosp
o Lk, [Ky] = (D det[ky]
detk VY1’ Y Hlm-1xm-1)
detK

= cosf(cos?B + a%sin?f) — ésinf(—ésinficosp — absin?p)
— bsinfi(aésin?p — bsinfcosp)

= cos®B + @%cosfsin®f + a%cosfsin?f + abésin®f — abésin®f + b%cosfsin?p
= cos3f + cosPfsin?f(a% + b? + ¢2)

= cos®f + cosfsin®f

= cosf(cos?p + sin?p)

= cosf =detK

ki, = cos?f + a%sin®f

ki, = —(—Esinﬁcos[? - dlA)SinZ[?) = ¢sinBcosp + absin?f
k.5 = a¢sin?f — bsinPcosp

kyy = —(Esinf?cosﬁ - dBSinzﬁ) = —&sinfcosP + absin?f
k,, = cos?f + b%sin?f

ko3 = —(—asinfcosp — bésin?B) = asinficosp + bésin?p
ks, = aésin?f + bsinfcosf

ks, = —(@sinficosp — bésin?f) = —asinficosp + bésin?f
kss = cos?f + é2sin?f

((_1)i+jkij)t
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—esinBcosP + absin?p
cos?f + b?sin?p
asinBcosp + bésin?p

cos?f + a%sin?p
= |&sinBcosp + absin?p
acsin?p — bsinBcosp

acsin®f + bsinBcosp
—asinBcosp + bésin?f
cos?f + ¢%sin®f

K— _ l+]k
detK (D ”)
_ . 2 P -
A~ . sin“p _sin?f Asmﬁ’
cosf + a* — —Csinf + ab ac + bsinp
cospf cospf cospf
2 23 A
sin?f N sin“f sin?p
= |Csinp + ab cosf + b? —  —asinf + bé
cosp cospf cosp
2 2 2
_sin?*f o~ ~.Sin“p ~ o sin“p
ac — bsin  asinB + bé A cosf + &2 A
cosf cosf cosf |
[cosp 0 0 0 —¢ésinf bsinf
=| 0 cosp 0 |+| ésinf 0 —asinf
0 0 cosp —bsinf  asinf 0
20 20 20
L, SIN°P ABSln B . sin°f
~ a — ac =
cosf cosf cosfs
2 2/ 2
~sin -, sin - sin
+|a B b? ﬂ bé B
cosf cosf cosf
. sin?B . sin?B sin®f
ac —  bC ~ =
[ cosf cosfs cosf |
- 2p 20 02 A
L, SN sin“f sin®p
a — @b — ac =
~ cosf cosf cosf
0 —¢ b 2 2 2
A oA _~Sin“f . sin“ff . _sin‘f
= cospl+sinf|¢é& 0 —al|l+|a —  p? — bé ~
~ A cos cos cos
5 o o) | ek e Mo
3 L Sin?f o sin®f sin®fs
ac — b¢ ~ C =
L cosp cosf cosp
sin2p[@® ab ac
= cosPI + sinBS + ab b%? be¢
COSP | ~n 74 &
B aé bé ¢é?
X 0 —¢ b][0 —-¢ b
§2=1¢ o0 -alle o -a
-b a 0dl-b a O
—é? — b? ab ac
= ab -2 — g2 bé
ac bé —a% —b?
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a2+ +bh2=1 > a?>—-1 =—¢?-b?
a2+ +bh2=1 2bh*>-1 =-a%-¢?
a2 +¢e2+bh2=1 2¢2-1 =-a>-b?
oldugundan
_ [a*-1 &b ac a? ab ac
§$?=| ab b*-1 b¢ |=|ab b* be¢|—1
ac be er—1l lae be ¢
az ab ae¢]
= lab b* be|=5*+1
ac be é?
_ [a*-1 ab ac 1[0 —¢ b
$*=| ab B> -1 bh¢ ||¢ 0 -a
ac be ¢2-1l-pb a o
abé —abe  —céa*+a*t+¢ ba*—a*b—b 0 ¢ -b )
=| ¢eb?2—b%e—¢ ab¢ —abe  ab®’-b*a+a|=|-¢ o0 al|=-S
—bé? +¢?b+b —ac*+¢*a—a  abe—abé b -a o0

K~ = cosBI + sinps +

= (cos?BI + cosPsinBS + sin?S? + sin?p)
cosﬁ

D™ =K <1/cosﬁ)_1

= (cos?BI + cosPsinfs + sin?fS? + sin?fI)

o)
cosf \cosp

= (I + cosPBsinBS + sin?S?)

D7Y.C = (I + cosfsinBS + sin?BS -
osf

1

cosf

= (cosﬁl + sinf. S + cos?fsinfiS + cosfsin?BS’ + sin®BS cosf + sin3ﬁ§3)

sinf . A oan o a3
[i.S + cosfsinBS + ZSinZﬁS2 + [5 S3
cosf cosp 3

=1+
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. A . 35

sinff . A ~2 .Sin
BN cosfsinfS + 2sin?BS’ — d
cospf cosf

N (sin,@ + cos?fBsinp — sin®f

= > S+ 25in2ﬁ§2
cosf

. (coszﬁsinﬁ + sinf (1 — sin?p)

cosf

>..§ + (1 - cosZﬁ’)S‘z

N <6052Bsinﬁ+sinﬁcoszﬁ’

cosf

>..§ + (1 - cosZ[?)S“z

= I + 2cosfsinBS + (1 — 00523)32

N D

=p

dontisiimii yerine yazilirsa,

~

=1+2 i §§+ 1 22) s
= cos = sinz cos2>
A=1+5sindS + (1 - cosh)S?
olacak sekilde bir A ortogonal matrisi bulunmus olur.

b nin dual Rodrigues vektorii oldugu ve

~

5] = tan
2
oldugu goriildii.
= - 1_9)1_9)*
bl = ”b” + &——
2] Il
ve
. 6 . o 0 Lt tan? 0
anE— an5+87( + tan E)
ifadelerinden
- 6 bp*  6* 6
||b|| = tan ve ﬁli:” = 7(1 + tan? 5)
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b boyunca belli olan birim dual Rodrigues vektérii § olmak lizere

olur ki buradan;

dir.

§=§+£§*=i=i+g B* _B(BB*)
(12 2 A 1

bU|UnUI’, burada, § = (S]J So, 53) ve §* = (51*, SZ*' 53*) dll‘.
3 birim dual Rodrigues vektorii oldugundan ||3]| = 1 dir ve
512 + 522 +S32 =1

5151* + 5252* + 5353* == 0

dir. Ayrica

bb* 6" (1 +tan? 9)

— = — an“—

o] 2 2
ve §= ﬁ oldugundan,

3.b* = *<1+t 29)

s.b* = > an >

* * * 9* 2 9
Slbl + Szbz + Sgbg = 7(1 + tan E)

bulunur.

[ b BB
ST ==
1l 13|

dir. Dolayisiyla
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*|| 1 2 * * *
o F = b b” — by (b1by” + byby” + b3b3")
1 - -3
b]|
* 17112 * * *
. . b b||" — by(byby" + byby" + bsbs”)
2 - -3
|||
* 17112 * * *
oo bl = bs(biby” + baby” + bsbs")
=

-3
1]

denklemlerinden kolayca b,", b,", bs" ifadeleri elde edilebilir.

- 5|l + bubyb,” + bybsby”
_ el
1B]]" = b4
- 5" |[BII” + bobyby” + bybsby”
2 - .. 2 2
B[]" = b,
. s3"|B|l” + babyby” + babyb,’

-2
1B]l" = b5
Reel Rodrigues parametreleri
b1 =51 tanz
bz =35 tan —
b; = s tanE
ve
- 0
||b|| = tanE

oldugundan bu formiiller yukaridaki denklemlerde yerine yazilirsa,
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*

0 .
~ s, tan® 5+ slsztanngz + s.53tan? %b3

e tan? % — 512tan2§

bt = Sz*tan3 % + 5251tan2%b1* n st3mn2 %b;
o tanzg_ Szztanzg

by = s3*tan® % + s3sltan2%b1* 4 sus,tan? %bz*

7] 0
2 2 2 2
tan > = S3 tan >
olur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

* 9 * *
s tanz + S1S,by + 51S3b3

. sz*tang + 5,5.b;" + 5,53b3"
. s{‘tan% + S35.b;" + s35,b,"
b3 = (3)

1 — 552

seklinde elde edilir.

*

Slbl + Szbz + Sgbg = 7(1 + tan E)

denkleminden

*

. 6)7(1 + tan? g) — S,b," — s3b3”
bl = S (4)
1

elde edilir, (1) ve (4) denklemleri esitlenince

*

Sl*tan% + 5152b2 + Sls3b3 7(1 + tanz 7) - Szbz - S3b3

1—s5,2 S1
*

* 9 * * 6 2 6 * *
(51 tanz + 5182b2 + Sls3b3 >Sl = (7 (1 + tan E) - Szbz - S3b3 ) (1 - 512)

9 * * * * *
s15;"tan - + $12(syby" + s3b37) = (1 — 542) (97 (1 + tan? g)) —Syb," — s3bs” +

s12(syby" + s3b3")
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, , N ,0 .0
Soby” + s3bs” = (1 —5.%) 7<1+tan E) — 5151 tanz (5

bulunur. (2) denkleminde, b," yerine (4) denklemindeki degeri yazilirsa,

*

0 .
. 9 7(1+tan2 7) _Szbz _53b3
52 ta,n? + 5251

) + 5,53b3
by = 1—s,2
sz*tan% + s, 97 (1 + tan? g) — 5,2b," — 5,53b3" + s,53b3"
bz* =

1_522

*

6 6
b," — b,"s,% = sz*tanz + 527(1 + tan? 5) —5,%b,"

*

... 8. 8 L0
b, =s, tan§+sz7<1+tan E) (6)

elde edilir. (6) denklemi (5) te yerine yazilirsa,
i 0 0" ,0 i
s, | s, tan5+sz7(1+tan E) + S3b3

=(1 2) 9*<1+t 29) *t o
= S1 > an > 5151 an2

*

* 6 2 2 6 *
S8 tanz + s, 7(1 + tan E) + S3b3

0~ 0 0
=(1-15,%) (7 (1 + tan? E)) - slsl*tanz
(1—5.%2—5,%) 97 (1 + tan? g) (=518 — szsz*)tang

bg* = 2

S3

0" 6 . 6
o 5327(1 + tan? 7) + s3537tan
3 = 5

*

. .. 6 , 0
by = s; tanE+s3?<1+tan E) (7)

olur, son olarak (7) ile (6) denklemleri, (2) denkleminde yerine konulursa
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*

0
sz*tanz+527<1+tan2§> = 15,2

Sy tang + 5,51b1" + 5,53 <s3 tang + 54 92 (1 + tan? g))

* *

s *tan€+s —<1+tan2—)—s 25, *tan— — s,3s —(1+tan2€>
2 2 %2 2 2 o2 2 2779 2

*

0 . 0 , 0 , 0
= sz*tanz + s,8:b; + 525353*tan§ + 5,83 7(1 + tan E)

S,81b" = —s, (1+tan )(52 +53%) +5,— (1+tan )+sztan (=535, — s3537)

1-542 5181"

=— (1+tan )(1—512)+52 (1+tan )+5151 Sztang

(1+tan )+51 Sy, — (1+tan )+sz (1+tan )+5151 sztan2

6
= 5,25, — (1 + tan? ) + 5151 sztan—

. .. 6 0 ,0
b; =s; tan§+ 517(1 + tan E) (8)
bulunur ki, dual Rodrigues parametreleri (6), (7), (8) denklemlerinde bulunan b,", b,",
b;" ifadeleridir.

*

. .. 6 , 0
b, =54 tan5+517<1+tan E)

*

. .. 0 , 0
b, =s, tan§+sz7(1+tan E)

*

. .. 0 , 0
b; = s tan§+537(1+tan 5)



5. EULER SABIT NOKTA TEOREMININ DUAL UZAYA UYGULANISI

Bu boéliimde Euler sabit nokta teoremi dual ortogonal matrisler icin verilecek ve

Euler sabit nokta teoremi yardimiyla uzaysal hareketin vida ekseni bulunacaktir.
5.1. Euler Sabit Nokta Teoremi

Eger A, A'tA ==AA'= | ve detA= +1 sartlari saglayan 3x 3 tipinden dual
ortogonal bir matris ise 0 zaman AV=v sartin1 saglayan sifirdan farkli bir v vektori

vardir (Palais ve Palais, 2007).
5.2. Dual Euler Sabit Nokta Teoremi

Eger A,A'A ==AAt= | ve detA= +1 sartlarin1 saglayan 3x 3 tipinden dual
ortogonal bir matris ise 0 zaman Ap=5 sartin1 saglayan sifirdan farkli bir £ vektori

vardir.

A dual ortogonal matrisi icin B = %(A — A") dual anti-simetrik matris ise, A

=

ow}

tarafindan sol invaryant birakilan vektor 52(131, D, D3) dir. A nin tanimindan ABA?=

dir.

ABA'=ABA! =B nin AB=D ye esit oldugunu gérmek icin, ID® ile 3x3 dual anti-

simetrik matrisler cimlesi arasindaki izomorfizmay1 kullanarak

matrisi yazilabilir. Bu matris,

—

X W

DL

v € ID3 igin B:(w) =

¥ ile vektorel carpimindan elde edilmis matristir. Vektorel carpim islemi ile herhangi bir

A dénme matrisi altinda ¢arpim invaryant kalir. Yani,

S|

X Aw

DI

X

DI

ABxw) =4
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dir.

B déniisiimiinde

ya da

Dl

Buradan

)
Dl

elde edilir. Buradan agiktir ki

Bir © vektord, bir A donme(rotasyon) matrisi altinda sabittir, ancak va ancak, anti-

adjoint matris Eg, A konjugasyonu altinda sabittir.

B =0 ise, bazi dual ortogonal matrislerin —simetrik matris olanlar- 6lgiimleri

stfirdir ve 0 ve m donme agilarina karsilik gelir. Bu durumda,

A = At ve buradan A2 =1 dir. Dahast A(I+A) =A+ A% =1+ A4 dir bu yiizden
I + A nin siitunlar sabitlenmistir. A # 0 oldugu i¢in (detd = +1), A # —I dir. Bu

nedenle I + A nn, 4 ile sabitlenmis bir sifirdan farkli siitunu vardir.

Ornek
L cosd 0 —sinf ~
EgerA=A=| 0 1 0 rotasyon matrisi y ekseni etrafinda, 6 agisiyla bir
sind 0 cosf

doénme ise

~ 1 .

B==(A- A4t

(4 i)

oldugundan

0 0 -—sind % 0
0 0 0 ve U=|-sinf
n
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Eger 8, 0 ve m degilse y-ekseni ddnmenin sabit biraktigi eksendir. Eger = 0 ise,
U1

A = I olur ve her vektdr sabit kalir, eger = T ve b = (vz> ise A + I ifadesi bulunur
U3

0
ve b = (v2> olur ki tekrar y-ekseni sabit kalr.
0

5.3. Dual Uzayda Vida Ekseni

Ac + d = c denklemindeki ¢ noktalariyla belli olan eksene vida ekseni denir.
(I — A)c = d dir. Bu denklemin ¢6zimi icin, Ab=b denkleminin (w dénme ekseni) w
ya dik diizlem iizerinde izdiisiim vektorii d* olsun. Bu diizlemsel harekette ¢ poliine

karsilik gelir. Bunun anlami b etrafinda donme ve b ye dik dizlemde 6telemedir.
d yerine d* vektorii de kullanilabilir. O halde
(I—-A)c=d"

A matrisi yerine Cayley formullindeki karsiligi kullanilir ve her iki taraf (I — B) ile

carpilirsa
Bc=—2(d"—bxd"),(bc)=0
1/bxd*
C=§(wﬁ)+w>
elde edilir.
lld —d*|| = % vida ekseni boyunca 6teleme miktaridir.

%, b etrafinda @ acis1 kadar dondiirilip ve b dogrultusunda d, ||d — d*|| kadar

otelenirse X elde edilir.
X=Ax+d

A = A + eDA dual ortogonal matris olmak (izere,

1
B=5@A-4Y
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AW* + DAW = w*

S

(I — AW* = DAW, AW =
(I-A)W =DwW, Dw=dxw, (DW,w)=(dxw,w) =0

Cayley formiilii yardimiyla

_,, _1fwxDw D
Y e wwy TP

1 [Wx(&xm 3 q] _ 1|3 @ww
T2 )

— — —x

W=w+ew , (W, w*) = 0 dual vektoriine karsilik gelen dogrudur.

NOT: Buradan d* vektori, d vektoriinlin normali w olan diizleme dik izdiisim

vektoridar.

= — — %
- w < WV )
Iwll \lIwll Iwli

Wil llw]]
noktasindan gegen W vektoriinii dogrultman vektorii kabul eden screw eksen ¢ + tw

elde edilir.
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Ornek:
T
0=3
A 0 -1 0 0O -3 2710 -1 O
A=11 0 O0|+¢|3 0 -1||1 O0 O
0O 0 1 -2 1 ollo 0 1
A D A
. -3¢ -1 2¢
A=1]1 -3¢ —¢f, d =(1,2,3), f(x)=Ax+d hareketi icin vida eksenini
£ 2¢& 1
bulalim
A_l ~ t
B—E(A—A)
-3 -1 2¢ 3¢ -1 -—¢
- 1 -3 —¢|+]| 1 3¢ —2¢
£ 2¢€ 1 —2& ¢ -1

w=0001+¢(33,0) =,

> 0 0 1 1 3
c= =(—=,-,0

[3/2 1/2 0] ( 2’2 )
w = (0,0,1)

Eksen ¢ + tw , d nin w iizerindeki izdiisiim vektdrii d* = (1,2,0) oldugundan

Ac+d =c saglanir.

[0 —1 0] L0 m 7Y
1 0 oll3 |+]2l=]3
0o 0 1 éz 0 éz

olur.
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Ornek:
0 —1 OJ[i] [1] [0
1 0 ofltl+][z2]=]3
o o uly Bf 4
A X d X
> >, —_— 2y N — > 1 3
d-d'=(003)=ds , d'=(120, §=w=(001), ¢=(-330)

ifadelerine karsilik gelen vida eksenini bulalim

A(cR) + ds = (%21) +(0,0,3) = (§§4)

F=f-t =030-(-320) =(39

X = A(c®) + ds

Ornek:

_ -1 0 0 0O O 111-1 0 O

A=|0 -1 o|+e|lo o -1/l0o -1 o] wve  d*=(1,1,0) iken
0 0 1 -1 1 0 0 0o 1

Ac+d* =c¢

olacak sekildeki vida eksenini bulalim

A—At=0
-1 0 O 0O O 1 -1 0 £ .
0 -1 0|+€]0 0 -1|=|0 -1 —¢|=4
0 0 1 1 -1 O e —¢ 1
A 0 O £
A+I=|0 0 -—¢
g —& 2
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oY

=D
Il
=D

%= (,—¢,2)
% =1(0,0,2) +&(1,—-1,0)

=x+ex*, |X]| =2

=i

= %[(0,0,2) +£(1,-1,0)]

&L

= (0,0,1) +£G,—%,O)

R 0 0 1 11
€=t _1 =(33-9)
2 2
1 o oY n
[0 -1 0]1/ +[1] =
0o 0 1 02 0

AC+d* =¢ oldugu gorilmiis olur.
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