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OZET

ALTMANIFOLDLARIN ASLI EGRILIKLERI
VE
JOACHIMSTHAL TEOREMIi

DEMIR, Tahir
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Biillent KARAKAS
2013, 67 Sayfa

Bu caligmada, altmanifold olan bir yiizeyin egriligi kavrami ele alinarak tiim
gerekli incelemeler yapilmistir ve egrilik kavramlartyla baglantili olan teoremlerden
Joachimsthal teoremi ve ornekleri verilmistir. Bu tez sekiz bolimden olusmaktadir.
Birinci béliim giris boliimii olup yapilan c¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde ¢alismamiz igin gerekli olan tanim ve kavramlar ele alimmistir. Bununla
birlikte diferensiyellenebilir manifold 6rnekleri verilmistir. Ugiincii bdliimde Sekil
operatoriiniin(Weingarten doniisiimii) tanimi verilmis ve Sekil operatori ile ilgili
teoremler ispatiyla birlikte verilmistir. Dordiinci  bolimde Gauss — doniisimiiniin
tanmm1  ve Sekil operatorii ile arasindaki iliski aktarilmistir. Besinci boliimde Sekil
operatoriiniin(Weingarten donilisimii) matrisinin  hesab1  verilmis ve Ornekler
¢oziilmiistiir. Altinc1 bolime Temel formlar i¢in genel tanim verilip 1. ve II. Temel
formlarin ¢ikarilist verilmistir. Yedinci boliimde Sekil operatoriiniin(Weingarten
dontisiimii) cebirsel degismezlerinin tanimlar1 verilmistir. Bu cebirsel degismezlerin
taban se¢iminden bagimsiz olduklar1 verilmistir. Cebirsel degismezlerle ilgili teoremler
ispatlar1 ile birlikte verilmistir. Sekizinci boliimde Joachimsthal teoremi ve ispati

verilmistir. Joachimsthal teoremi ile ilgili 6rnekler ¢oziilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Sekil operatorii, Asli egrilikler, Asli egrilik ¢izgileri,

Joachimsthal teoremi.



ABSTRACT

PRINCIPAL CURVATURES OF SUBMANIFOLDS
AND
JOACHIMSTHAL THEOREM

DEMIR, Tahir
Msc Thesis, Department of Mathematic
Supervisor: Prof. Dr. Biilent KARAKAS
2013, 67 Pages

In this study, it is investigated curvature of a surface which is submanifold. One
of the theorems about curvature, Joachimsthal theorem and its examples is given. This
thesis is consisted eight sections. The first section is informated about the studies, as
introductions. In second section, it is given the required definitions and concepts.
However it is given differantiable manifold examples. In third section, it is given
Weirgarten transformation definition and proofs of the theorems about shift operator.
In fourth section, it is transfered relations between Gauss transformation definition and
shift operators. In fifth section, it is solved shift operator (Weingarten transformation)
matrix calculation its examples. In sixth section, it is given fundamental definition and
the rising of I-1l Fundamental forms. In seventh section it is given the definitions of
algebratic constants of shift operator. It is shown that this algebratic constant are
independence from chosen bases. It is given theorems about algebratic constants with
their proofs. In the eighth section Joachimstal theorem and its proof is given and
examples solved about it.

Key words: Shift operator(Weingarten transformation), Principal curvatures,

Principal curvature lines, Joachimsthal theorem.
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1. GIRIS

Bu galisma ¢ergevesinde, Oncelikle ¢alisma ile ilgili tanim ve kavramlar ifade
edilecek daha sonra Sekil operatorii, Gauss doniisiimii ve E3 te herhangi bir yiizey i¢in
Weingarten doniisiimiiniin matrisinin hesabi verilecektir. Temel formlar, Gauss ve
Ortalama egrilik fonksiyonlar1 verilecektir.

Asli egrilikler ve asli egrilik ¢izgileri ele alinarak, Joachimsthal teoremi ve bu
teoremle ilgili 6rnekler aktarilacaktir.

Egriler i¢in egrilik dl¢limii egrinin normali ile tanimlanir. Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) 1827 de yazdigi, ¢igir acan “Disguistions Generals Circa Supericies
Curvas” (Worke, Vol. 4, pp. 27-58) isimli yaym ile egrilik Ol¢limiinii yiizeylere
genellemistir.

Ferdinand Joachimsthal (1818-1861) temel katkilarda bulundugu yiizeyler
teorisi iizerine, Ozellikle de ikinci derece ylizeyler ve konik kesitlerin normalleri
problemi {izerine yazmustir.

Joachimsthal teoremi 1870 yilinda, Béghin tarafindan “Note Sur le Cercle de
Joachimsthal” ismiyle Fransizca olarak yaymlanmistir. Raffy, L., (1903)
“Determination Des Surfaces de Joachimsthal & Courbures Principales Li¢es Par Une
Relation” Fransizca yazilmis yayininda Joachimsthal teoremlerini ¢aligmistir. Bu iki
yayin daha sonra Ingilizceye cevrilerek Joachimsthal teoremlerini galisanlar igin kaynak
olmustur.

Baros ve ark. (2012), Oklidyen kiire i¢ine donmeli lineer Weingarten yiizeyleri
calismislardir. Bu calismada Oklidyen kiire S3 te tiim donmeli lineer Weingarten
yiizeylerinin tamamlayict bir tanimint vermis ve bu yiizeyleriaH + bK =c¢
(H,K Gauss egrilikleri, a,b,c sabit) ile karakterize etmislerdir.

Kaya ve ark. (2010), silindirik helis seritleri ¢alismislardir. Bu ¢alismada yeni
tanim ve karakterizasyon verilmistir. Genel helis ve Terquem teoremlerinin (herhangi
iki ylizey arasindaki uzakligin sabit olmasiyla ilgili Joachimsthal teoremlerinden biri)
karakterizasyonlarindan yararlanilmistir.

Keles (1982), Manifoldlar i¢in Joachimsthal teoremlerini, egrilik seridlerini

kullanarak ¢aligmustir.



Kiziltug ve ark. (2013), E3 te Weingarten tiplerinin Tip-2 Bishop catisiyla tiip
yiizeylerini ¢alismislardir. Bu c¢alismada E3 teki Frenet catis1 yerine Tip-2 Bishop
catistyla tiip ylizeyleri calisilmigtir.

Masal’tsev (2000) S3 te Joachimsthal yiizeyleri caligmustir.

Tunger (2008), L3de altmanifoldlarin diferensiyel geometrisi ve kinematigi

lizerine ve Tunger ve ark. (2008) Oklid altmanifoldlar {izerine ¢alismislardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tammm(Topoloji): X # @ bir ciimle ve X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu t
olsun. T koleksiyonu asagidaki 6nermeleri dogrularsa X {izerinde bir topoloji adini alir.
T,) X,0€t

T2 )Ai,AjGT - Ai N AjET

T;)A;et,UjA; €T

(X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir (Hacisalihoglu, 1994).

2.2. Tamm(Hausdorff uzayi): (X, t) bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli
noktalari i¢in X de sirasiyla P ve Q noktalarm igine alan Ap ve A, agik alt climleleri
Ap N A,y = @ olacak sekilde bulunabilirse X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay: denir
(Hacisalihoglu, 1994).

2.3. Tamm(Homeomorfizm): (X,7),(Y,7") iki topolojik uzay olsun. Bir f:X—Y
fonksiyonu siirekli ve f~1 var ve siirekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm denir
(Hacisalihoglu, 1994).

2.4. Tamm(Ag¢ik ortii): M™ bir n —boyutlu topolojik manifold ve M™ nin agik alt
ciimlelerinin numaralanmisg bir ctimlesi V = {V,} olsun. Eger M™ nin her noktasi igin
bu noktayi ihtiva eden en azindan bir V, var ve U V, = M™ ise V ye M™ nin bir a¢cik
ortiisii denir (Brickell ve Clark,1970).

2.5. Tamm(Topolojik manifold): Bir topolojik uzay,
1) Hausdorff uzayidir,
2) Her noktast E™ in bir agik alt ciimlesine homeomorfik olan bir komsluga sahiptir,

3) Topolojik uzay sayilabilir ¢oklukta agik ortiiyle ortiilebilir,



ozelliklerine sahip ise n-boyutlu topolojik manifold olarak adlandirilir. M™ seklinde
gosterilir (Brickell ve Clark,1970).

2.6. Tamm(Diferensiyellenebilir manifold): Bir topolojik manifold iizerinde bir
diferensiyellenebilir yap1 var ise bu topolojik manifolda, bu yapiyla birlikte bir
diferensiyellenebilir manifold denir (Brickell ve Clark,1970).

V ={V,} acik ortiisii verildiginde, herbir V, i¢in V, y1 E™ nin bir U, sina

irtibatlandiran bir de @, homeomorfizmi vardir. Boylece
A={(Vg, ®p): Pg:V, » Uy}

koleksiyonu elde edilir. A koleksiyonundaki herbir (V,, @,) ikilisine M™ i¢in koordinat
déniisiimii veya harita denir. A koleksiyonundaki herhangi iki (V,, @), (V, P5)

haritalar1 i¢in, V; N Vg + @ iken,
D00 i p(Vy N V) » 0, (V, N V)

bileske  doniisiimleri r —mertebeden  diferensiyellenebilir ise A = {(V,, ®,)}

koleksiyonuna M™ i¢in diferensiyellenebilir atlas denir (Brickell ve Clark,1970).

2.7. Tanim(Relatif topoloji): (X, ) bir topolojik uzay olsun. Y € X olmak iizere
VA;e TiginY N A; ler agik ise Y ye X ten indirgenmis relatif topoloji denir
(Hacisalihoglu, 1994).

2.8. Tamm(Yiizey): x: G - {, G = {(u,v) } = IR? kapali dikddrtgen bdlge parametrik
temsili verildiginde

1) x, G tizerinde birebirdir,

2) x, G iizerinde s > 1 sinifindandir,

Yu Zuy

xu
3) rank [xv v, 2z,

] =2,VpeG dir,

sartlar1 saglaniyorsa x e s-sinifindan kabul edilebilir bir temsil denir. Bu durumda

(x,G, IR3) veya x (G) © IR3 bir regiiler yiizey denir (Carmo, 1976).



x = x(u,v)
olmak tizere,

u ve v parametreleri bagimsiz olmalidir. Bu durum da,

[ 3 ]

matrisinin ranki 2 dir. Ranki 1 veya 0 olan noktalara singiiler nokta denir. Rank tiim

noktalarda 1 ise x = x(u, v) bir egri tanimlar.

Mesela,
xX=u+v
y = (u+v)?
z=(u+v)?

icin ilgili matris

1 2(u+v) 3w+v)?
1 2(u+v) 3w+v)?

seklindedir ve rank 1 dir.

Bir yiizey
(u+v, u+v, uv)
olarak verilmis olsun.

L1

XyZy — ZyXy =U—V # 0

den rank 2 dir. Bu bir diizlemdir.

Bir diger 6rnek olarak,
X =1rcosfcos @
y =rcos@sing@
z=rsinf

kiire yiizeyini ele alalim.



—rsinfcosg —rsinfsing rcosb
—rcosfsing rcosécos@ 0

0 = g icin tek bir singiiler nokta (kutup) vardir.

u veya v yi sabit aldigimiz her keresinde elde edilen egriye parametre egrisi denir.

(Carmo, 1976).

2.9. Tamm(Hiperyiizey): Bir (n — 1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold M olmak

uzere,
f:M - E™
doniisiimii diferensiyellenebilir ve her p € M igin
(f)p: Ta(@) = Ten(f (0))

tiirev doniisiimii birebir ise f(M) = M manifolduna E™ nin bir (n — 1)-altmanifoldu

veya hiperyiizeyi denir (Hicks, 1974).

2.10. Tammm(Tanjant vektor ve tanjant uzay): Bir diferensiyellenebilir manifold M,
M den IR ye biitiin diferensiyellenebilir fonksiyonlarin ctimlesi C*(M ,IR) ve peM

olmak tizere

Xp:C®(M,IR) - IR
fonksiyonu, her f,geC*(M ,IR) ve her a, b €lR igin,
1) X,(af + bg) =a(X,f)+b(X,9),

2) X,(f9) = Xpf)g(0) + fF()(Xp9),

Ozelliklerini sagliyor ise bu fonksiyona M nin p noktasindaki bir tanjant vektérii denir.
Bu bigimde tanimli fonksiyonlarin ciimlesi Tj(p) ile gosterilirse, her X,,,Y,eTy(p)

her feC* (M, IR) ve her a€lR igin
(X,® V) (F) = Xpf +Y f

(a O Xp)(f) = aXf



islemleriyle birlikte Ty,(p), IR tizerinde bir vektér uzayr olup, M nin p noktasindaki

tanjant uzayr adini alir ( Matsushima, 1972).

2.11. Tammm(Vektor alan1): M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

1-1, orten

X: M —)UpeM TM(p)

p - XpeTy(p)

bi¢iminde tanimli X donisimiine M  manifoldu {zerinde bir vektér alani denir.

Bir M manifoldu tizerindeki vektor alanlarinin ctimlesi x(M) ile gosterilir.
VX,Y e x(M), aelRvepeM igin

eV = X, + Y,

(@@X)(p) = aX,

islemleriyle birlikte x(M) ciimlesi IR {izerinde bir vektdr uzayidir ( Matsushima, 1972).

2.12. Tamm(Yone gore tiirev): Xe y(E™")ve fe C*(E™IR) olsun.

X = (a4,ay, ...,a,) olmak iizere

9]

X

E

a;

X(H) = X[f1= )
i=1

(o5}

fonksiyonuna, f nin X yéniindeki tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1994).
E™ de bir C* wvektor alam Y ve diger bir vektér alam1 X olsun.
Y =0uy2 V), vie C°(E™IR) olmak tizere, Y vektoriinin X vektori

yoniindeki tiirevi (kovaryant tiirev)

DXY = (X[y1]:X[y2]: 'X[yn])

seklinde tanimlanir (O’neill, 1961).



2.13. Tanim(Riemann manifoldu): Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun.
(, ) x(M) X y(M) = C*(M, IR)

bi¢ciminde, asagidaki Ozelliklere sahip bir i¢ ¢arpim tanimli ise M ye bir Riemann

manifoldu ve ( , ) doniisiimiine de M iizerinde Riemann metrigi denir.
VX,Y € (M), ae€lRigin
D(X,Y) =(V,X ),
(X +Y,Z)=(X,Z )+ (Y,Z), Ze (M),
3)(aX,Y )= a(X,Y ),
H(X,X)=0e X =0,
5) X, Y vektor alanlar1 diferensiyellenebilir ise
(X,Y M= IR

fonksiyonu da diferensiyellenebilirdi.

Bu tanimda eger (4) 6zelligi yerine,
AVWVX ex(M)igin (X,Y)=0=>Y=0

ozelligi alinirsa M manifolduna bir yari-Riemann manifoldu denir (Hicks, 1974).

2.14. Tamm(Riemann konneksiyonu): Bir yari-Riemann manifoldu M olmak tizere
D: x(M)x x(M) - x(M)
(X,Y) - D(X,Y) = Dy¥
fonksiyonu,
VXY, Zeyx(M)ve fe C°(M,IR) i¢in
1) Dy(Y +Z) = DyY + DyZ,
2) Dy4yZ = DyZ + DyZ,
3) DyxY = fDyY,

4) Dx(fY ) = fDyY +(Xf)Y,



5) DyY - DyX=[X,Y],
6) X(Y,Z)=(DxY ,Z Y+ (Y ,DyZ )

Ozelliklerini saglarsa D fonksiyonuna M iizerinde bir Riemann konneksiyonu ve Dy e
de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir ve Y vektor alani

diferenseyellenebilir olmak iizere

DXY = (X[yl ])X[yZ ]’ ,X[yn])

bi¢iminde tanimlanir (Hicks, 1974).

2.15. Tamum( Self-Adjoint):V, i¢ ¢carpim uzayi olmak iizere,
AV -V
lineer dontisiimii, Vx, yeV igin,
(A(x),y) = (x, A(¥))

onermesini dogrularsa A doniisiimiine (self-adjoint) doniisiim denir.

2.16. Tanim(Simetri): V, n-boyutlu bir reel vektor uzay1 ve
L:V XV —>IR
lineer doniisiimii, Vu, veV igin
L(u,v) = L(v,u)

ise L yeV vektor uzay lizerinde simetrik form denir (O’Neil, 1961).

2.17. Tammm(Diferensiyellenbilir egri):M bir C* manifold ve I c IR agik aralik olsun.
a:l > M cE"

doniisimii diferensiyellenebilir ise a ya M {lizerinde diferensiyellenebilir egri denir

(Matsushima, 1972).
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2.18. Tammm(Egrilikler): M c E™ egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel ya
karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r — ayaklisi
{V1(5), V2 (s), ..., Vi (s)}
olsun. Buna gore
ki:1 > IR
s = ki(s) = (V/(s),Viz1(s)), 1<i<r
seklinde taniml1 k; fonksiyonuna, M egrisinin i —yinci egrilik fonksiyonu ve sel igin

k;(s) reel sayisina da a(s) noktasindaki M nin i-yinci egriligi denir
(Hacisalihoglu, 1994).

2.19. Tamm(Bir egrinin geodezik egriligi): E> de s —yay parametresi ile verilen bir
a egrisinin birim teget vektori, T = (T, T, T3 ) olmak iizere,

ld?el|
ds?

kg = IDrT|| =

ifadesine « egrisinin @ (s) noktasma gelen, E3 deki geodezik egriligi  denir
(Hacisalihoglu, 1994).
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Manifold Ornekleri:

2.1. Ornek: S? = {(x,y,2)elR3:x? + y? + z? = 1} orijin merkezli birim kiirenin

diferensiyellenebilir manifold oldugunu gosterelim.

1) S? iizerindeki bir topoloji, S?nin agiklart; IR iin agiklar1 U; — IR3 ler olmak iizere;

U; N S2alt ciimleleri olarak tanimlanir. 752 = {@, %, U; N S%}
a)d—=S?% S*=S?olup @,S% s
b) U, N S%,U, N S%€ 1452 olmak iizere,

(U;nSH N U, NnS?) = U, NU,)NS?

Iki agik ciimlenin kesisimi de agik oldugundan U; N U, agiktir.
O halde (Ul N Uz) N SZE TSZ

¢) U; N S?,U, N S?€ 152 olmak iizere,
(U;nS»H U (U,nS?) = (U, uU,) NS?

Iki agik ciimlenin birlesimi de agik oldugundan (U; U U,) agiktir.
O halde (U; U U,) N S?%€ 12

g2 koleksiyonu topoloji olma sartlarini sagladigindan (zgz, S?) bir topolojik uzaydir.

2) p # q peUy, qeU, olmak iizere IR3 bir Hausdorff uzay: oldugundan U; N U, = @
olacak sekilde Uy, U, — IR? vardur.

pelU; N S2, geU, N S? olmak iizere,
U,nU, =0
(U;nU,)NS?2=¢nNS?
U;nSHNWU,NSH =0

oldugundan $? bir Hausdorff uzayidur.
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3) S? agik alt ciimleleri olarak; (x,y, z)eS? olmak iizere,
V, ={(x,y,2)eS% x > 0} = S? acik
V, ={(x,v,2z)eS?%:y > 0} = S? acik
Vs ={(x,v,2)eS?%:z > 0} = 52 acik
V, = {(x,y,2)eS% x < 0} =5?% agik
Vs ={(x,v,2)eS?%:y < 0} = S? agik
Ve = {(x,y,2)eS?*:z < 0} = S? agik
seklinde secilsin.
US_,V; =82 olup {V;}, S? nin bir acik drtiisiidiir.
4) V; = U; N S? ve By(1) sifir merkezli 1 yarigapl agik yuvar olmak iizere,
®@y: V1 = Bo(1), P1(x,y,2) = (y,2)
D,:V, = Bo(1), @,(x,y,2) = (x,2)
P3:V3 = Bo(1), P3(x,y,2) = (x,y)
Dy Vy = Bo(1), Pu(x,y,2) = (¥,2)
P5:Vs = Bo(1), P5(x,y,2) = (x,2)
Pe: Vs = Bo(1), Pe(x,y,2) = (x,y)

dir. &,D,,®P3,®,Psve Py, nin  birer homeomorfizm oldugunu gosterelim.

®,(x,y,z) = (y, z) koordinat fonksiyonlar1 siirekli oldugundan @, siireklidir.

@, birebirdir:
D1 (x1,y1,21) = @1(x3, Y2, 22)
(y1,71) = (¥2,22)
X =l=y2 =22 =1y — 252 =x
oldugundan

(x1;J’1,Z1) = (xz,}’z,zz)
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@, ortendir:
V(y,z)eBy(1) igin (x,y,z) = ( 1—y%2—-22y, z)eV1 olacak sekilde vardir.
@, birebir ve orten oldugundan @, ! vardr.

@, Ny, 2) = ( 1—y%2—22y, Z) koordinat fonksiyonlar1 siirekli oldugundan @, '
stireklidir.

O halde &, bir homeomorfizmdir. Benzer sekilde @,, @3, @,, P ve @ nin birer
homeomorfizm oldugu gosterilir.

Boylece S2, 2 —boyutlu bir topolojik manifolddur.

5) A={(V;,®;)}i=1,.6 koleksiyonunun(atlas) diferensiyellenebilir atlas oldugunu

gosterelim.
Vi NV, # @ olmak iizere, (V;,®;), (V,, ®,) ikilisini alalim.

CDZO(Pl_l:(Pl(Vl n Vz) i d)Z(Vl N Vz), Vl N VZ == {(x,y, Z)ESZ:x > O,y > 0}

D00, (y,2) = ‘p2(¢1_1(3’»z)) = ‘1’2( 1-y? _ZZ:Y:Z) = (\/ 1-y%- ZZ:Z)

olup @,0®, ! diferensiyellenebilirdir.

D00, 0, (V,NV,) - D, (VynV,), VinV,={(x,y 2)eS% x>0,y > 0}
@00, H(x,2) = <D1(Q>2_1(x, z)) =&, (x, V1 —x2— ZZ,Z) = (\/ 1—x2— ZZ,Z)

olup ®,0®, " diferensiyellenebilirdir.

Diger haritalar iginde ayni islemler yapilir. A = {(V;, ®;)}i=1 ¢ atlas S? iizerinde bir
C® —smifindan diferensiyellenebilir yapr olusturur. Bu yapiyla birlikte S? birim kiiresi

2 —boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.

2.2. Ornek: M = {x,yelR?:x? + 4y? = 4} ciimlesi 1 —boyutlu diferensiyellenebilir

manifolddur.

2.3. Ornek: E™ n —boyutlu diferensiyellenebilir manifolddur.






3. SEKIL OPERATORU (WEINGARTEN DONUSUMU)

E™ in bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alani, N verilsin. E™ de

Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VXey(M) igin
S(X) = DyN

seklinde tanimli, S doniisiimiine M iizerinde sekil operatérii veya M nin Weingarten

doniigiimii denir (Hacisalihoglu, 1994).

3.1. Teorem: E™ in bir hiperylizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. Bu durumda,
1) S: x(M) — x(M)
2) S lineerdir.
Ispat:
1) M nin birim normal vektor alant N ise
(N,N) =1
dir. Buna gore, Xey(M) igin,
X[(N,N)] = X[1],
X[(N,N)] =0,
(DxN,N) + (N,DxN) = 0,

(SX),N) + (N, S5(X)) =0,

2(S(X),N) =0,
(S(X),N) =0,
S(X)ex(M)

dir. Boylece,

S:x(M) — x(M)

dir.
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2)VX,Yex(M), Va,belR igin,
S(aX + bY) = Dax4pyN,
S(aX + bY) = aDyN + bDyN,
S(aX + bY) = aS(X) + bS(Y)

dir. Bu da S nin lineer oldugunu gosterir (Hacisalihoglu, 1994).

3.2. Teorem: E™ in bir hiperyiizeyi M olsun. M iizerinde S sekil operatorii simetriktir.

Ispat:

M iizerinde S sekil operatorii y (M) i¢ carpim uzayi lizerinde

S:x(M) — x(M)
lineer oldugundan S nin simetrik oldugunu gostermek yerine self-adjoint oldugunu

gostermek yeter. Bunun i¢inde,
VX,Yex(M) icin
(SX),Y) =(X,5(Y))
oldugunu gostermeliyiz.
X,Yex(M) oldugundan
(X, N)+(Y,N)=0

yazabiliriz. E™ de D operatorii bir Riemann konneksiyonu oldugundan

Y[(X,N)] =0
veya
(DyX,N) + (X,DyN) = 0 (3.1)
ve
X[Y,N)] =0
veya

(DyY,N)+(Y,DyN) = 0 (3.2)
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yazilabilir. (3.2) den (3.1) i ¢ikararak
(Y,DxyN) —(X,DyN) + (DxY,N) — (DyX,N) =0

elde edilir.

DyN = S(X) ve DyN = S(Y)
oldugundan

(Y,S(X)) —(X,S(Y)) +(DyY — DyX,N) = 0.

D bir Riemann konneksiyonu oldugu i¢in

DyY — DyX = [X,Y]ex(M)
ve dolayistyla

([X,Y],N) =0
dan
(¥, S(X)) — (X,S(¥)) = 0
veya i¢ carpimin simetri 6zelliginden
(X, Y) =(X,5(Y))

olur. Buda S nin self-adjoint olmasi demektir (Hicks, 1974).

Sonug: E™ de bir hiperylizey M olsun. M iizerinde sekil operatorii S ise y(M) deki

herhangi bir baza gore S nin matrisi simetriktir (Hacisalihoglu, 1994).






4. GAUSS DONUSUMU

E™ de yonlendirilmis bir hiperylizey M ve M nin diferensiyellenebilir birim

normal vektor alant N olsun.

M — Sl cEn
= = d
P —n(P)=N(P) = (P'NP) =Z?=1ai(P)a_xi|p

doniisiimii ||IVP|| =1 oldugundan M yi E™ deki S™ ! birim hiperkiiresine resmeder.
Boylece tanimlanmis olan diferensiyellenebilir n donilisimiine Gauss doniistimii denir

(Hacisalihoglu,1994).

Bu doniisiim VPeM noktasina E™ de Oyle bir nokta karsilik getirir ki bu nokta N(P)
birim normal vektdriiniin baslangic noktasma (S™"1 in merkezi) otelenmesiyle elde
edilir.

Gauss doniistimii ile Weingarten donilisiimii arasindaki ilgi asagidaki teoremde

verilmigtir.

4.1. Teorem: E™ de bir hiperyiizey M ve M iizerinde Weingarten doniisiimii
(Sekil operatorii) S olsun. Bu durumda S, M nin Gauss doniisiimiiniin, jacobian

doniisimiidiir.
Ispat:
a:l — M
egrisi verilsin.
a'(t) = Xowy€Tu(a(®))
olmak tizere, Xey(M) vektor alanin1 goz Oniine alalm. a(t) = PeM olsun. Simdi,
Nulp i T (P) — Ts"‘l(n(P))

dontistimiiniin S ile ayn1 oldugunu gosterelim.

n
_. alaxi
=1
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olmak iizere n = (a4, a,, ..., a,) dir. ilgili teoremden,

n
d
N.p(Xp) = Zl Xpla;] a_xl )

yazilabilir. Buradan,
N p(Xp) = Dy, N
N.p(Xp) = S(Xp)
elde edilir. Bu esitlik, VX €Ty, (P) i¢in yazilabileceginden,
n.=S

bulunur (Hacisalihoglu, 1994).



5. E3 DE HERHANGI BiR YUZEY ICIN WEINGARTEN DONUSUMUNUN
MATRISININ HESABI

E3 de bir yiizey M olsun. M nin parametrik ifadesi

®: (u,v) = P, v) = (@1(w,v), 92 (w, V), 93(u, 1))
olsun. y(M) nin bir baz1 {V;,V,} ise
S:x(M) — x(M)
vV, — S(Vy) = aV, + bV,
V, = S(V,) =cV, +dV,

oldugundan, genel olarak a,b,c,d yi ve M nin asli normal egrilik fonksiyonlari
olan k, ve k,, @ cinsinden hesaplanir. Bu hesabin yapilmasi ig¢in @ (u,v)
fonksiyonunun u ya ve v ye gore tiirevleri alinir. u ya ve v ye gore tirevleri @, ve @,

seklinde gosterilsin.

I. durum:(®,, @,) = 0 ve egrilik ¢izgilerinin ylizeyin parametre egrileri olmasi hali.
Il. durum:(®,, @,) # 0 veya (®,, ,) = 0 ama egrilik ¢izgilerinin ylizeyin parametre
egrileri olmamasi hali olsun. Bu takdirde II. durum g¢esitli yontemlerle I. duruma
getirilebilir. O halde, I. durumu g6z 6niine alalim.

I. durum: (@,, ®,) = 0 oldugundan {®,, &, } sistemi y(M) igin bir ortogonal bazdir.

Normlarsak
V, = ! 0)
Yl
V, = ! )
27 Il Y

{V1,V,} sistemi y(M) igin bir ortonormal baz olur. M yiizeyinin birim normal vektor

alani,

N =V,AV, = D,

— ],
leullllepll

olur. O halde,
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SV)=D,N=D 1 N

=——Dg N
A D, |l %
sS() = 1 _dN (5.1)
Y @yl du '
... dN

olur. Simdi —yu hesaplayalim.
dN & \P, + DN (Do Py) (Duyr D)
- _ uu v u uv _ u/\ ", uu3 u _ u/\(pv uv v - (5.2)
du 1Dyl Dyl Py lI2 [l Py I Dyl Dy |

Dyt P Py yi hesaplayalim.

(puu = /11(pu + /12(pv + A3N

(5.3)
Burada A, A,ve A5 degerleri,
(d)uw (pu) = /11”(pu”2
( Py, )
M=— 5.4
TN E (>4
(d)uu; (pv) = /12”(1)17”2
<d)uu'd)‘l])
Ay =——7+H 5.5
2= e, I (5:5)
Az = <(puqu) (5.6)
seklinde elde edilir. (5.6) da N degeri yerine konulursa,
A3 = ———— Py, DuN\D,)
SN TEN Ry
veya
Ay = ————det(d,, &, ®,) 5.7
* = (1l o P P P -1
olur. Simdi (5.3) te (5.4), (5.5) ve (5.7) degerleri yerine konulursa,
(q)ou ¢u> <(Duu; CDU)
= @ + det(®y, P, P,) N 5.8
= gz T e, 2 T gyl o P P P (>5)

olur.



oldugundan birini hesaplarsak yeterli olur.
Puy = 1Py + U Py + UzN
Burada uq,u,ve ps degerleri,
( Py Py) = | P12

,Ll _(d)uvr(pu)
P el

((puw (pv) = ,le ”(DU”Z

Uy = (Pyy, D)
27 1,12
Uz = (‘Duv:N)

seklinde bulunur. (5.12) da N degeri yerine konulursa,

Us <(puv' (pu/\(pv>

ol

veya

Us det(cpuv' cpw (Dv)

@il
olur. Simdi (5.9) da (5.10), (5.11) ve (5.13) degerleri yerine konulursa,

@, D Dy, P 1
(puy :( uv u) ( uv v)qb + det(qbuv,(bu,(bv)N

129 N [ | {4

bulunur.
Dy = 0Py + 9,P, + 93N
Burada 9;,9,ve 95 degerleri,
(Dyy, Dy) = V111D |17

o (PP
i,

<(pvv' ¢v> =19, ”(Dvllz

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)



24

<¢UU’ ¢U>
Uy = ———r 5.17
TN G147
U3 = (D, N) (5.18)
seklinde bulunur. (5.18) da N degeri yerine konulursa,
03 = 70— Py Pu\Dy)
Nl
veya
3 det(®,,, D, D,) (5.19)

el
olur. Simdi (5.15) de (5.16), (5.17) ve (5.19) degerleri yerine konulursa,

D, D D, D 1
¢vv=< w D) g, Do B) g, det(®yy, By ®)N  (5.20)

lPallz 0 ll@pliz 7 1l Dyl

olur. Simdi (5.2) de (5.8), (5.14) ve (5.20) degerleri yerine konulursa,

e ||§T|1§|(|p£: TR ||quj,lff‘|i§: |>|3 PPy
t o2l 2 e P P @) NADy + Sul\Dy ||§z>i7f§|]p53||
t 2Dy ||§Tﬁi§;’ |>|3 ||a>u||21||cb,,||2 AP, B, ) SuAN
~ Py ||gli|l§|(|p£j T ||§>i7ﬁi§: |>|3

seklinde bulunur. Gerekli kisaltmalar yapilinca,

dN 1
= T TR det(¢uu; ¢u; ¢‘U) ¢u -

du det(®y,, By, 0,)P, (521
du ||(pu”3||(pv|| v Puw P ) Py ( )

|2 I[Py I3

olur. Simdi (5.1) de (5.21) degeri yerine konulursa,

S(Vy) = det(Pyy, Dy, @) P, det(®y,, Dy, )P,

1
Py [I*]| Py I [Py 1711y 113

veya

S(Vy) =-— det((puw Dy, cDv) Vi - det(q)uv' Dy, va)VZ

1
[Py 13115 [Py 1711 11
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bulunur. Simdi

S(WVo)=Dy N=D 1 N=——Dg N
( 2) vV, md’v ”(pv” Dy,
SV, = 1 dN
Yyl dv
yi bulalim. Bunun i¢in 6nce Z—IZ yi hesaplayalim.
dN &y, A, + DAP ( Dy, ) ( Py, Py)
~ uv v u VV_(pu/\(pv uv3 u _(pu/\(pv (4% 173
dv |2y 11|y | |2y |13 1| Py |2y [[1| Py
(5.23) te (5.8), (5.14) ve (5.20) degerleri yerine konulursa,
dN <(puw (pu) ((puv’ (pv>
— =P NP, + ——— D, \D,
L 2 R 2 R | ] oM |
NA®D, (Pyy) Pu)
+det(Pyy, Oy, V) 55 + PNy ———
A (2 1191 | W N | LN
((pvw (pv) (pu/\N
+ O NP, ————— + det(Dy,, Py, ) T
el |13 T @2l ey 12
(d)uw d)u) (¢'UUI (pv)
- NPy — e — P NP, ——
| -1 R 121 I ([ ] LM T
ve gerekli kisaltmalar yapilirsa,
i ! det(®,,, D, D,) P ! det(®,,, D, D,)P
—_—= = — e B ) - (3de ) ]
dv Dy 113 1| | T eyl eI v ey

olur. Simdi (5.22) de (5.24) degeri yerine konulursa,

S(Vp) = det(d)uv: Dy, va) b,

1
ENEEAE BEEYE

veya

S(V,) = det((puw Dy, (pv) V-

[Py 11711y 1|2 [Pyl Py 113

seklinde bulunur.

(5.22)

(5.23)

(5.24)

det(®y,,, Dy, D,)D,

det(®,,, @, D,)V,
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S(Vl) = aVl + bVZ

S(Vz) = CVl + dVZ

oldugundan
a e ——— e ) ) _——_————— e , , ,
B T[S T3 Rt [ TN Eha
cVy +dVy = —————det(Py,, D, D) V; — ————=det(D,, D, D,)V.
1 2 ”q§u”2”q§v”2 uv) Tw *v 1 ”(pu””(pv”3 ( vvr *u 17) 2
olur. Bu takdirde,
! det(®,,, D, ©,)
a=————de D,
12y |13 |y | ww
b=—————det(®,, P, P,) =0
|2y |12 |y |I? uvr Fw T
c=—————det(®y,, D, P,) =0
1121 Py 12 uv Tw Ty
d= det(d)w, (pu, (Dv)

TATEAE

elde edilir.

Diger taraftan yiizeyin parametre egrileri egrilik ¢izgileri ise det(®y,, @,, ®,) = 0
olacagindan b = ¢ = 0 olur.
Egrilik ¢izgisi tammindan S(®,) = 1@, veya S(V;) =21V, ve S(&,) = ud, veya
S(V,) = u'V, olacaktir. Buna gore S(V;) in ifadesindeki V, nin katsayis1 ve S(V,) de
Viin  katsayist 0 olacaktir. Bu da det(®,,, @, P,) =0 olmasinm gerektirir.
Parametre egrileri egrilik ¢izgisi olsunlar.

O halde I. durumdaki yiizeyler i¢cin Weingarten donilistimiiniin matrisi su sekildedir:

1
—————det(Dyy, Dy, ,,) 0
g = P13l Pyl . (5.25)

0 det(®,,, Dy, D))

l@yllll®yl®

(Hacisalihoglu, 1994).
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Simdi M yiizeyinin asli normal egrilik fonksiyonlar1 olan k; ve k, yi @ cinsinden
bulalim. Genel olarak,

ki =(S(V), V)
dir. O halde
ky = (S(V), Vy)
ki, = {(aV; + bV,,V;)
ky = a(Vy, Vi) + b(V,, Vy)

k1=a

1
ky = —————det(®y, Py, ,)
! |Dy 13112, || e T

olur. Simdi k, hesaplanirsa,
ko = (S(V2), V2)
ky, = (cVy +4dV,,V,)
ky = c(Vy, Vo) + d(V, V)

kzzd

1
k, = ————det(®,,, D, D
2 = T iaallay e Pov P Po)

elde edilir. Buda S = [k1 0 ] demektir.
0k,

Il. durum: Eger yiizeyin egrilik ¢izgileri parametre egrileri degil ise ister (@, @,) = 0
olsun, ister (&,, @,) # 0 olsun, bu durumda (5.25) de bulunan degerlerle yiizeye ait

Weingarten doniisiimiiniin matrisi,

det(Pyy, @y, ©,) det(Pyy, Dy, @)

1
TR TR NI T 1zl 12
o | TPl 12021, (526)
det(Pyy, @y, D)) det(®y,, Dy, D)

[Py 11?11y 1|2 [Pyl Py 113

seklindedir (Hacisalihoglu, 1994).
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5.1. Ornek: ®:E? — E®
(u,v) » @(u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, rcosu)

biciminde verilen M yiizeyinin Weingarten doniisiimiiniin matrisini hesaplayalim.

@ (u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, rcosu) nun u ya ve v ye gore tiirevleri alinirsa,
&, = (rcosucosv, rcosusinv, —rsinu)
@, = (—rsinusinv, rsinucosv, 0)

olur.

(D, D,) = ((rcosucosv, rcosusinv, —rsinu), (—rsinusinv, rsinucosv, 0))
= —r2cosucosvsinusinv + r?cosusinvsinucosv + 0 = 0
(D, @,) = 0 oldugundan {@,, ®,} sistemi y(M) igin bir ortogonal bir bazdir.

®,,, @, nin normlar1 hesaplanirsa,

”(pu” = <(pur cDu)

= \/ ((rcosucosv, rcosusinv, —rsinu), (rcosucosv, rcosusinv, —rsinu))

= \/r2cos?ucos?v + r2cos2usin?v + r2sinu

= \Jr2(cos?u(cos?v + sin2v) + sin?u)

= \/r2(cos?u + sin?u)
=r
”(pv” =+ ((pv; (pv)

= \/ ((—rsinusinv, rsinucosv, 0), (—rsinusinv, rsinucosv, 0))

= \/r2sin2usin?v + r2sin?ucos?v

= \Jr2sin2u(cos?v + sin?v)
= rsinu

olur.
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&, ve @, normlarina boliiniirse,

@, 1 . .
X = o = — (rcosucosv, rcosusinv, —rsinu)
u

= (cosucosv, cosusinv, —sinu)

|
eyl Tsinu

(—rsinusinv, rsinucosv, 0)

= (—sinv, cosv, 0)
elde edilir. {X,Y} sistemi y(M) i¢in bir ortonormal baz olur. M yiizeyinin birim normal

vektorq,

N = XA\Y = [cosucosv cosusinv —sinu
—sinv cosv 0

= (sinucosv, sinusinv, cosu)

dir. S nin {X, Y} bazina gére matrisini bulalim.

S(X) = DyN ve S(Y) = DyN

dir.
S(X)=DyN=D ¢, N=——Dg N 1 aN
= = dy = — I
T el T eyl du
S(Y)=DyN=D ¢, N=——Dg N 1 dN
= = ‘DV = o —
T e el T eIl dy
ve
dN : . dN . . .
Ty = (cosucosv, cosusiny, —sinw),  —— = (=sinusinv, sinucosv, 0)
oldugundan,

S(X) = " (cosucosv, cosusinv, —sinu)

1
(—sinusinv, sinucosv,0) = " (—sinu, cosv,0)

SY) =—
rsinu

bulunur. Buradan,
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1

1
S()=0-X+-v

elde edilir. O halde S nin matrisi,

A

Il
(=
RIl—= ©

seklinde olur. (5.25) de verilen matris yardimiyla da ayn1 S matrisi elde edilir.

5.2. Ornek: @:E? - E3
(u,v) = @(u,v) = (cosucosv, cosusinv, au)
biciminde verilen M yiizeyinin Weingarten doniisiimiiniin matrisini hesaplayalim.
®(u,v) = (cosucosv, cosusinv, au) nun U ya Vv ye gore tiirevleri alinirsa,
&, = (—sinucosv, —sinusinv, a)
@, = (—cosusinv, —cosucosv, 0)
olur.
(P, Py) =0
oldugundan @,,,, ve @, yi hesaplayalim.
®,,, = (—cosucosv, —cosusinv, 0)
@, = (—cosucosv, —cosusinv, 0)
ise @, = &, dir. Bu durumda
det(Pyy, Py, Py) = det(Pyy, Py, Py)
oldugundan birini hesaplamak yeter. O halde

—cosucosv —cosusinv 0
det(®,,, ®,, ®,) = |—sinucosv —sinusinv a| = acos?u
—cosusinv —cosucosv 0
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olur. Simdi @, ve &, normlarini1 hesaplarsak ve kiiplerini alirsak,
12yl = v/a? + sin?u
o, 113 = (a? + sinzu)%
ve
|®, || = cosu
|, |I° = cos3u

olur. Bulunan bu degerleri Weingarten doniisiimiiniin matrisinde yerine yazilirsa,

acosu
{ 3 o |
— | (a% + sin?u)z |
T Tt
cosuva? + sinu

olur. (5.1) ve (5.22) deki denklemler kullanilarakta ayn1 S matrisi elde edilir.






6. TEMEL FORMLAR

E™ in bir hiperylizeyi M olsun. M {izerinde sekil operatorii S olmak iizere, M

hiperyiizeyi tizerinde g-uncu temel form diye, 1 < g < n olmak {izere,
19 = y(M) x y(M) > C*(M, IR)
X, V) =19X,Y) =(ST7'(X),Y)

seklinde tanimli 19 fonksiyonuna denir (Hicks, 1974).

6.1. I. Temel Form:

u, v parametreleri arasindaki ¢ (u, v) = 0 bagintis1 yiizey tistiinde bir egri tanimlar.

Bu egri,
“ :Eg (6.1)
parametrik formda da verilebilir.
dx
f=— k= xdt (6.2)
vektorii, hem egriye hem yiizeye tanjanttir. (6.2) denklemi,
dx = xy,du + x,dv (6.3)
olarak da yazilabilir. ¢ (u, v) = 0 verildiginde du ve dv arasinda
o, du+ @,dv =20 (6.4)
ile bellidir. Bir egri tistiindeki iki P ve Q noktas1 arasindaki uzaklik
3
ds? = (dx, dx) = Z dx; dx; (6.5)

=1
ile bellidir. dx i¢in (6.2) deki karsilig1 yazilirsa,
ds? = ((x,du + x,dv), (x,du + x,dv))

= (xy,, %) du? + 2 (x,, x,,) dudv + (x,, x,,) dv?
E F G
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ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? (6.6)
elde edilir. E = (x,, xy), F = (x, x,), G = (x,, x,,) fonksiyonlari u ve v ye baglhdir.
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

ifadesine yiizeyin I. Temel formu denir (Carmo, 1976).
I. temel form bir kuadratik diferensiyel formdur. ds, yiizey istiindeki dx vektor
diferensiyelin |dx| uzunlugu olarak aliir ve “yay elementi” olarak adlandirilir. ds

uzunluk oldugundan
Edu? + 2Fdudv + Gdv?

daima pozitiftir. (du = dv = 0 harig)

3.2. II. Temel Form:

II. temel form, yiizey tistiindeki bir P noktasindan gegen bir C egrisinin P deki
egrilik vektorii ele alnarak hesaplanir. C nin birim teget vektorii olsun. £ = % dir.

C nin egrilik vektorii

k =

AR
~

dir. ||k|| egriye ait birinci egriligi (k) Vverir.

k egrilik vektorii, £ ye dik oldugundan dolayi, P de C ye dik olan diizlem

i¢cindedir. Dik olan bu diizlemin teget diizlem ile arakesiti vardir ve yiizey normali olan
N vektdrii bu diizlem i¢indedir.

k nin N ve g ye gore bilesenleri cinsinden yazilist

seklinde olsun.
E[: C nin P noktasindaki normal egrilik vektorii

k,: C nin P noktasindaki geodezik egrilik vektorii

olarak adlandirilir.
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kn = KoN, K, = ||ky||: Normal egrilik

—

kg =K., %, = ||kg||: Geodezik egrilik

k_n) vektori yalnizca C ye bagli olarak tanimlanir. k,, normal egrilik skaler degeri, N nin

isaretine baghdir. Yonlendirmeyle ilgili E:l nin 6zelliklerini irdeleyelim. (N, £) = 0 den,

C boyunca s ye gore tiirev alalim.

<dN £+ (N dt) _0
ds’ "ds'
dt dN
dx dN
= - (%'E>
B (dx,dN)
“n = T dx, dx)

x ve N, u ve v nin yiizeysel fonksiyonlaridir.
dN = N,du + N,dv
dx = x,du + x,dv
(dx, dN) = (xy, Ny)du? + ((xy, Npy) + (x,, Ny dudv + (x,, N,)dv?* = 11
(dx, dx) = (x,, x,)du? + 2(x,, x,)dudv + {x,, x,)dv? = I
—e = {xy, Ny), =2f = (xy, Ny)) + (xp, Ny), =g = (x5, Ny)
olmak tizere,

edu® + 2fdudv + gdv? 11

“n = Fdu? + 2Fdudv + Gdv? 1

11 = edu? + 2fdudv + gdv?

ifadesine yiizeyin 1. Temel formu denir (Carmo, 1976).






7. SEKIiL OPERATORUNUN CEBIRSEL DEGiISMEZLERI

Bir M hiperyiizeyinin, bir P noktasindaki Ty (P) tanjant uzaymda baz(taban)
degisiminden bagimsiz olan parametreleri tanitilacaktir. Bunlardan bazilar1 asli

egrilikler, Gauss egriligi, ortalama egrilik ve egrilik ¢izgileridir.

7.1. Asli Egrilikler, Asli Dogrultular:

E™ de bir hiperylizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir P noktasina
karsilik gelen S(P) nin karakteristik (eigen) degerleri M nin bu noktadaki asli egrilikleri
olarak adlandirilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektdor denen
vektorlerin belirttigi dogrultulara da M nin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular
denir (Hacisalihoglu, 1994).

Bir lineer donisiimiiniin karakteristik degerleri S nin karakteristik polinomu
denen ve Ps(4) ile gosterilen polinomun sifirlart (kokleri) dir. Simdi bu degerlerin
VPeM igin Ty, (P) deki baz degisimlerinden bagimsiz olduklarini géstermek igin Ty, (P)
den farkli iki baz @ ve ¥ alalim. Bu iki baza gore S(P) nin matrisleri, siras1 ile Sy Ve

Sy ile gosterilirse, ki bu iki baz arasinda Q regiiler bir matris olmak iizere,
Sy = QS4Q7"
bagintis1 vardir. Buradan
Ps,,(A) = det(A 1,4 — Sy)
olarak tanimlandigina gore
Pg,, (1) = det(A1,,_; — QSsQ™ ")
=det(1QQ ™" - QS,Q™H)
= det{Q(Aln_; — S»)Q™)
=detQ.det(A11,_;, — Sp)detQ?!
= det(AL,_; — Sp).detQ .det Q!

ve det Q.det Q™! = 1 oldugundan
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PSlp (A) = det(/l In—l - S¢)

Psq, D) = PSq) D

bulunur. Bu ise ¥ ve @ bazlarina gore karakteristik polinomlarin ayni kaldigin1 gosterir.

Su halde bunlarin sifirlar1 olan karakteristik degerler de aynidir (Hacisalihoglu, 1994).

7.1. Teorem: E™ in bir hiperyiizeyi M olsun. Xp ve Yp, M nin bir P noktasinda, farkli
asli egriliklerine karsilik gelen asli dogrultular1 belirtir iseler X, ile Y» ortogonaldir
(Hicks, 1974).

Ispat:
Asli dogrultular karakteristik vektorlere karsilik geldiklerinden,
S(Xp) = ki Xp ve S(Yp) = k,Yp

yazilabilir. Burada k; ve k, ile PeM noktasindaki asli egrilikleridir. S self-adjoint

oldugundan

(S(XP): YP) = <XP:S(YP)>
yazilabilir. Buradan

(k1 Xp,Yp) = (Xp, k2 Yp)

ki(Xp, Yp) — ko{Xp,Yp) =0

(ky — k2)(Xp, Yp) =0

bulunur. k; # k, oldugundan
(Xp,Yp) =0

olmak zorundadir (Hicks, 1974).
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7.2. Gauss Egriligi:

E™ in bir hiperylizeyi M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii S(P)

olmak iizere,
K:M — IR
P — K(P) = detS(P)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de
M nin P noktasindaki Gauss egriligi (total egrilik) denir (Hacisalihoglu, 1994).
Simdi K(P) Gauss egriliginin Ty, (P) nin bazlarinin segilisinden bagimsiz oldugunu
gostermek igin, Ty (P) den alinan birbirinden farkli iki bazdan birisi @ digeri de ¥

olsun.
S: Ty (P) — Ty (P)

lineer doniisiimiiniin bu iki baza gore matrisleri, sirasi ile, Sy Ve Sy ile gosterilirse, Q

bir regililer matris olmak iizere,
Sy = QS4Q7"
dir. Buradan
detSy = det(QS,Q™ 1)
= detQ.det Sg.detQ?!
= det Sp.(detQ.detQ™1)
ve detQ.detQ~! = 1 oldugundan,
detSy = det S,

bulunur. Su halde S sekil operatoriiniin determinanti ile tanimlanan K fonksiyonu
dolayisiyla K(P) egriligi Ty (P) deki bazlarin segilisinden bagimsizdir. Bunun igin
K (P) nin hesabinda en uygun baz se¢ilebilir.

7.2. Teorem: E™ de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki asli egrilikleri
ki(P),ky(P), ..., k,_1(P) ise
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n-—1

K(P) = Hki(P) = Iy (P). ky(P). .. Ky, (P)
i=1

dir.
Ispat:

ki, ko, ... kn—q € karsilik gelen karakteristik vektorleri, sirasi ile Xq, X5, ... , X, ile
gosterelim. boyM = n — 1 oldugundan P noktas1 6zel bir nokta olarak sec¢ilmedikce
rankS(P) = n — 1 olacagindan k; ler birbirinden farkli ve dolayisiyla X; ler de
ortogonal bir sistem olacaklardir. Bu sistemi Ty, (P) i¢in esas olan baz olarak alalim,

D = {Xl,Xz, e ,Xn_l} O|Sun
S(Xi)=kiXil 1<i<n-1

oldugundan @ bazina gore S nin S, matrisi igin

k;,(P) 0 0
N
0 0 - kna(P)
olur. Buradan
K(P) = detS,

k) = [
i=1

bulunur (Hicks, 1974).

7.3. Ortalama Egrilik:

E™ de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii S(P)

olmak tizere,
H:M — IR
P — H(P) = iz(S(P))

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)

degerinede M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 1994).



41

Simdi H(P) ortalama egriliginin T),(P) deki baz se¢ilisinden bagimsiz oldugunu
gostermek i¢in Ty (P) de birbirinden farkl: iki baz se¢elim. Bu bazlardan biri &, digeri

de ¥ olsun.

lineer doniigiimiiniin bu iki baza gore matrisleri, sirasi ile, Sg Ve Sy ile gosterilirse, Q

regiiler bir matris olmak iizere

Sy =QSeQ™"
Buradan,
[zSy = 12[Q(SoQ )]
yazilabilir.
iz(AB) = 1z(BA)
oldugundan

izsw = iZ[(SqDQ_l)Q]
= 125,(Q71Q)
1zSy = 1zS,

elde edilir. Su halde H nin PeM deki degeri Ty, (P) deki baz segilisinden bagimsizdir.
Bu nedenle H(P) degerini karakteristik vektorlerden olusan @ = {X;, X,, ... ,X,_1}

bazina gore hesaplanabilir.

Boylece
ki(P) 0 0
| 0 WO L0
0 0 = kpa(P)

oldugundan

H(P) = izS, = Z k;(P)

bulunur.
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7.4. Egrilik Cizgileri:

E™ de bir hiperylizey M ve M tizerinde bir egri o olsun. o nin teget vektor alani
T ve M nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alani a egrisi boyunca S nin
karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M lizerinde bir egrilik ¢izgisidir
denir (Hacisalihoglu, 1994).

Bu tanima gore M tizerindeki egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi A # 0 bir

skaler olmak tizere,
S(T) = AT

dir (Hacisalihoglu, 1994).

Sekil 7.1

7.3. Teorem: E™ de bir hiperyiizey Molsun. M iizerinde herhangi bir noktadan gegen

egrilik ¢izgileri ortogonal bir egri demeti olustururlar.
Ispat:

Bir PeM noktasindan gecen farkli iki egrilik ¢izgisini ele alalim. Bu iki ¢izginin
tegetleri T; ve T, ise T; # T, dir. Dolayisiyla bu teget dogrultularina S de karsilik gelen
karakteristik degerler de farkli olacaktir. Teorem 7.1. geregince bu farkli karakteristik
degerlere karsilik gelen Ty, T, vektorleri dik olacaklardir (Hicks, 1974).

M nin bir P noktasindaki asli egrilik dogrultular1 Ty, (P) deki baz segilisinden bagimsiz
olduklarindan egrilik ¢izgileri de Ty, (P) deki baz se¢ilisinden bagimsizdir.
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7.1. Ornek: Hiperkiire igin Sekil operatérii, Gauss egriligi, ortalama egrilik, temel form

ve egrilik ¢izgilerini arastiralim.

E™, n-boyutlu Oklid uzayinda

n
Sl =dx = {xq, ., x} [f () = lez =r?, Wﬂ # 0,7elR, r = sabit

i=1
nokta ciimlesine bir (n — 1)-boyutlu hiperkiire veya kisaca (n — 1)-kiire denir. Burada

r hiperkiirenin yaricapini gostermektedir.

P ={P,,P,,...,P.}eS* 1 ve N de S 1 in dis birim normal vektdr alan1 olsun.

O zaman,

dir.
Hiperkiire i¢in Sekil operatorii:
S1=1 in kiiresel doniisiimiinii gdz 6niine alacagiz.

n:SpTt— Sp

1 1
P— T](P) = (;Pl, ';Pn)

idi. Simdi, n, doniisiimiinii hesaplayalim. S/~ {izerinden bir lokal koordinat komsulugu

{x4, ..., xp_1} Olsun.

d .
n*<6_xl |p>. 1<i<n-1

tanjant vektoriinii bulacagiz.
d d(xj01n) -
<7]* (a—xl |p>> (x]') = a—xl |77(p), 1<ijsn-1

1
0Gx)
= axi ’T](P);
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10

=7 ax he(9):

Iki fonksiyonun esitligi tanimindan

(a|)_1a| 1<i<n-1
- ax; ©) rox n(P) st=n

1
VXEX(STTl_l)ﬁ U*(X) = ;X

Diger taraftan,

SX) =n.(X)

dir. O halde
1
VXex(SPH,  SX) = ;X

yazilabilir. Boylece

elde edilir.

Hiperkiire icin K ve H egrilik fonksiyonlar:

S = %I oldugundan, S nin karakteristik degerleri olan k;,1 < i < n — 1 fonksiyonlar

i¢cin
1
r
yazilabilir. Dolayisiyla,
n-1 1 n-—1
e-[- 0
T
i=1
n-1
n—1
H= ki =
T

dir.
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Hiperkiire icin Temel form:

1 1 1
S==I>Sk=—]= [ =—]
r rk rk

dir. Eger, (n — 1)-kiirenin yarigap1 r = 1 alinirsa, biitiin temel formlar birinci temel

forma esit olur. Herhangi relR igin k-yinci temel form olarak

1
rk=1

(kD(X,Y) = (X,Y)

yazilabilir.

Hiperkiirenin egrilik ¢izgileri:

S§™1 {izerinde, teget vektdr alam T olan Syle egriler ariyoruz ki; bu egrilerin T teget
vektdr alani, egrinin her noktasinda, bir asli egrilik dogrultusu olsun. Su halde, S™1
icin; S(T) = AT olacak sekilde, Tey(S™ 1) aryoruz demektir. Halbuki VTey(S*1)
icin S(T) = %T dir. Demek oluyor ki, S™1 iizerinde yatan her bir egri bir egrilik
cizgisidir.

Sonug:

n-boyutlu Oklid uzaymin bir (n — 1)-boyutlu kiiresi iizerindeki her bir egri, bir egrilik

cizgisidir.






8. JOACHIMSTHAL TEOREMI:

Iki yiizey (M, ve M,) bir egri boyunca sabit aciyla kesisiyorsa ve arakesit egrisi M; de
asli egrilik ¢izgisi ise M, iginde asli egrilik ¢izgisidir (Béghin, 1890).

A

v

Sekil 8.1

Ispat:
(N1(y(s)), N, (y(s))) = 0 oldugunu kabul edelim.

T =y'(s) olsun y, M, yiizeyi iizerinde asli egrilik ¢izgisi, k,,; geodezik egriligi,

741 = 0 geodezik burulmasi ve k., asli egriligidir. Bundan dolayz,
T' = kg1 NiAT + k1 Ny
(NAAT) = =k T + 141N (8.1)
N, = =k T — 141 NAT
M, yiizeyinin bir egrisi olarak y i¢cin Darboux catis1 asagidaki gibi verilebilir.
T' = kg N;AT + kyp N,
(N.AT) = —kgy,T +14,N (8.2)

Nzl = _kn,ZT —_ Tg,Z(NZ/\T)’
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Burada M, yiizeyinin egrisi olarak y min, normal egriligi k,, ,, geodezik burulmasi 7,
ve geodezik egriligi kg, dir.
(N1, N,) = 0 oldugu igin N, = +N; AT dir.

Farz edelim ki, N, = N;AT olsun. (8.1) ve (8.2) denklemlerinden N; = TAN,
kullanarak asagidaki esitlikler elde edilir.

Tg2 =Tg1 =0
kg,l = km,Z
kg,z = km,l
Burada k;, , M, nin asli egriligidir. Bundan dolay1 y, M, asli egrilik ¢izgisidir.

(N3, N,) = sbt # 0 bu durum icinde benzedir.

8.1. E™ i¢in Joachimsthal Teoremi:

E™ n-boyutlu Oklid uzayinda M; ve M, hiperyiizeyleri verilsin. Bu iki
hiperyiizey bir egri boyunca sabit aciyla kesisiyorsa ve arakesit egrisi M; de asli egrilik
cizgisi ise M, i¢inde asli egrilik ¢izgisidir (Struik, 1950).
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Joachimsthal Teoremi ile Tlgili Ornekler:

8.1. Ornek: M, (silindir ) ve M, (koni) yiizeyi a(¢ember) egrisi boyunca sabit aciyla

kesissin. Bu egrinin iki yiizey icin egrilik ¢izgisi oldugunu gosterelim.

M, M
dik dairesel _1 X
. dik dairesel
koni A
silindir

a egrilik
¢izgisi

Sekil 8.2
@:E? - E3
(u,v) » @(u,v) = (rcosu, rsinu, v)
biciminde verilen r yaricaplh M, silindir yilizeyinin egrilik ¢izgilerini bulalim.
Bunun i¢gin  6nce  silindir  ylizeyinin  asli  egriliklerini  hesaplayalim.
®(u, v) nin u ve v ye gore tiirevleri alinirsa,

&, = (—rsinu,rcosu,0)
@, = (0,0,1)

olur.

(D, @,) = 0 oldugundan {@®,, &, } sistemi X(M,) i¢in bir ortogonal sistemdir.
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Simdi @,,,, P, Ve @, yi hesaplayalim.
&, = (—rcosu, —rsinu, 0)
@, = (0,0,0)
@, = (0,0,0)
®,, = D, = (0,0,0) oldugundan
det(®,,, D, @,) = det(Dy,, @, P,) =0
ve

—rcosu -—rsinu 0
det(®yy, @, ®,) = |—rsinu  rcosu 0
0 0 1

= —rcosu(rcosu — 0) + rsinu(—rsinu —0) + 0
= —r?cos?u—r?sinu

= —r?(cos*u + sin*u)

=—r

olur. @, ve @, nin normlarin1 hesaplarsak,

D]l = VAP, |2, ) = {(=Tsinu, rcosu, 0), (—rsinu, rcosu, 0))

= \/rzsinzu + r2cos?u

= Jr2(sin?u + cos?u)

=T

12,1l = VAllD, I, 12, 11) = 1/{(0,0,1), (0,0,1))
=1

olur. ||®, ]l = 7 igin ||®,||> =73 ve ||®,]| = 1 oldugundan,

EAET det(Dyy, Py, Pp) = ——— = —

olur.
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O halde sekil operatoriiniin matrisi i¢in,

[——1 det(d,,.,, D, D. — det(,,.,, D, D ]
) ) NTr oW r 11D ) ] 1
o | a4 P P ) g g, 2 4t P P ”)|_[_ 0]
— 1 - |r
———det(®,,, ©,, P ————det(®,,, ®,, P J 0 0
a2 18 Pur P o) =g deUPov P Bo)
elde edilir.

Silindirin asli egrilikleri, k; = %, k, = 0.
Parametre egrileri, egrilik cizgileridir. Ciinki, det(®y,,, Dy, @,) =0
oldugundan S(®,) = ~®,, S(®,) = 08, dir.

Bagka bir ifadeyle, ®(u,v) = (rcosu,rsinu,v) parametre egrisinin(v sabit) teget
vektorii t, = (—rsinu,rcosu,0), S nin Kkarakteristik vektorii olan @, ye karsilik
geldiginden parametre egrisi M; lizerinde bir egrilik ¢izgisidir. O halde silindir yiizeyi
tizerindeki her ¢ember bir egrilik ¢izgisidir.

a egrisinin M, yiizeyi i¢inde egrilik ¢izgisi oldugunu agik sekilde gdsterelim.
¢:E? > E3
(u,r) = @(u,r) = (rcosu,rsinu,r)

bigiminde verilen r yarigapli M, koni yiizeyinin egrilik ¢izgilerini bulalim. Bunun i¢in
once koni ylizeyinin asli egriliklerini hesaplayalim.

®(u,r) nin u ve r ye gore tiirevleri alinirsa,
@, = (—rsinu, rcosu, 0)
@, = (cosu, sinu, 1)
olur. (@,,®,) = 0 oldugundan {@®,, P, } sistemi X(M,) i¢in bir ortogonal sistemdir.
Simdi @,,,, D,,- Ve ®,,,- yi hesaplayalim.
&, = (—rcosu, —rsinu, 0)
@, = (0,0,0)
@, = (—cosu, sinu, 0)

seklinde bulunur.
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—rcosu —rsinu 0
det(®yy, @y, @) = [—rsinu  rcosu 0
cosu sinu 1

= —rcosu(rcosu — 0) + rsinu(—rsinu — 0) + 0
= —r2cos*u—r2sinu
= —r2(cos?u + sin*u)
=—r

&, = (0,0,0) oldugundan det(®,,,d,,P,) =0

—sinu cosu O

—rsinu rcosu 0
cosu sinu 1

det(®y,, Dy, D) =

= —sinu(rcosu — 0) — cosu(—rsinu —0) + 0
=0

olur. @, ve @, nin normlarin1 hesaplarsak,

D]l = DL 1D, ) = /{(—Tsinu, Tcosu, 0), (—rsinu, rcosu, 0))

= \/rzsinzu + r2cos?u

= Jr2(sin?u + cos?u)

=T

o, 1l = VD, 1D, 11) = V/{(cosu, sinu, 1), (cosu, sinu, 1))

= \/sinzu + cos?u+1
=2
@, 1l = 7 igin [|D,]I° =73 ve ||@,]| = V2 oldugundan,

—r? 1

N

——— _det(Pyy, P, P,) = —
|, 11312l e

olur. O halde sekil operatdriiniin matrisi igin,
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[ 1
——————det(Pyy, Py, Dr)

_ & & o)
Y Aet(Pur. P Br) |

——— 1
Dy |12l |2 — 0

S — u T — \/Er

det(®y,, @,, D,) det(®,.., @,, D)) 0 0

1
[Py 1?11 r 11> 12y Il 2 1I°

elde edilir.

Koninin asli egrilikleri, k; = k, =0.

1
Var’
Bagka bir ifadeyle, @ (u,r) = (rcosu,rsinu,r) parametre egrisinin(r sabit) teget
vektorii t, = (—rsinu,rcosu,0), S nin karakteristik vektorii olan @, ye karsilik
geldiginden parametre egrisi M, iizerinde bir egrilik ¢izgisidir. O halde koni yiizeyi

tizerindeki her ¢cember bir egrilik ¢izgisidir.

8.2. Ornek: M, (silindir) ve M,(diizlem) a(dogru) egrisi boyunca sabit aciyla kesissin.

Bu egrinin iki yiizey i¢in egrilik ¢izgisi oldugunu gosterelim.

Y

M2 M]
dizlem dik silindir
\w egrilik
¢cizgisi
ro_____

Sekil 8.3
¢:E? > E3
(w,v) » @(u,v) = (rcosu, rsinu, v)

bi¢ciminde verilen r yarigapli M, silindir yiizeyinin egrilik ¢izgilerini bulalim. Bunun

icin Once silindir ylizeyinin asli egriliklerini hesaplayalim.
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®(u, v) nin u ve v ye gore tiirevleri alinirsa,

&, = (—rsinu,rcosu,0)
@, = (0,0,1)
olur.
(D, @,) =0 oldugundan {@®,, ®,} sistemi X(M,) i¢in bir ortogonal sistemdir.
Simdi @,,,, @, ve @, yi hesaplayalim.
&, = (—rcosu, —rsinu, 0)
@, = (0,0,0)
@, = (0,0,0)
®,,, = D, = (0,0,0) oldugundan
det(®,,, D, @,) = det(Dy,, @, P,) =0
ve

—rcosu -—rsinu 0
det(®yy, @, ®,) = |—rsinu  rcosu 0
0 0 1

= —rcosu(rcosu — 0) + rsinu(—rsinu —0) + 0
= —r2cos?u—r?sin®u

= —r?(cos*u + sin*u)

2

=—-r

olur. @, ve @, nin normlarini hesaplarsak,

Pl = VP, 1PNy = V{(—Tsinu, rcosu, 0), (—rsinu, rcosu, 0))

= \/rzsinzu + r2cos?u

= Jr2(sin%u + cos?u)

=T

2,1l = VAP, I, 19, 11) = v/{(0,0,1), (0,0,1))

=1
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olur. ||, ]| = 7 igin ||®,||> =3 ve ||®,]| = 1 oldugundan,

—r?2 1
det(®y,y, @, @) = —— = —

1Py 1112y |l r3oor

olur.

O halde sekil operatoriiniin matrisi igin,

[——1 det(d,,.,, D, D. — det(,,,, D, D ]
) ) NTr HoUr 11D ) ] 1
o _| a4 P P ) g, 2 4 P P ”)|_[_ 0]
— 1 - |r
————det(®,,, ©,, P ————det(®,,, ©,, P J 0 0
a2 48 Pur P o) =i deUPov P Bo)
elde edilir.

Silindirin asli egrilikleri, k; = %, k, =0.
Parametre egrileri, egrilik ¢izgileridir. Cinki, det(®,, @, @,) =0 oldugundan
S(®,) = %cbu, S(&,) = 0, dir.
Bagka bir ifadeyle, @ (u,v) = (rcosu,rsinu,v) parametre egrisinin(u sabit) teget
vektorii t, = (0,0,1), S nin karakteristik vektori olan @, ye karsilik geldiginden
parametre egrisi M, lizerinde bir egrilik ¢izgisidir. O halde silindir ylizeyi tizerindeki
her dogru bir egrilik ¢izgisidir.
a egrisi M; yiizeyi i¢in egrilik ¢izgisi oldugundan M, yiizeyi icinde egrilik ¢izgisidir.
a egrisinin M, yiizeyi i¢inde egrilik ¢izgisi oldugunu acik sekilde gosterelim.

¢:E? > E3

au+bv+d

)

(w,v) = o(w,v)=(u,v—

bi¢ciminde verilen M, diizleminin egrilik ¢izgilerini bulalim. Bunun i¢in 6nce diizlemin

asli egriliklerini hesaplayalim.

@ (u, v) nin u ve v ye gore tiirevleri alinirsa,

@, = (1,0, —%)

b
(Dv = (0'1' _Z)

olur.
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Simdi @,,,, @, ve @, yi hesaplayalim.

&, = (0,0,0)
d)vv = (0;0;0)
(puv = (OPOPO)

oldugundan
det(Dyy, Py, Py) = det(Pyy, Dy, Py) = det(Pyy, Py, Py) = 0

O halde sekil operatoriiniin matrisi i¢in,

[—;detd) D, D —;detc‘b D, P ]
o | T e BB g e e B
- 1 1 oo
————det(®,,, ©,, P ———det(®,,, ©,, P
1@a 2@, 4P Pur Po) - = i, s 44 (P P B)

elde edilir.

Diizlemin asli egrilikleri, k; = k, = 0.

Parametre egrileri, egrilik ¢izgileridir. Cinki, det(®,, @, @,) =0 oldugundan
S(@,) =09, S(&,) =09, dir.

au+bv+d
c

Bagka bir ifadeyle, ®(u,v) = (u,v,—

) parametre egrisinin(u sabit) teget

vektori t, = (0,1, —%), S nin karakteristik vektorii olan @, ye karsilik geldiginden

parametre egrisi M, lizerinde bir egrilik cizgisidir. O halde diizlem iizerindeki her

dogru bir egrilik ¢izgisidir.
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8.3. Ornek: M, (diizlem) ve M,(diizlem) & egrisi boyunca sabit aciyla kesistiginden bu
egri, iki yiizey i¢inde egrilik ¢izgisidir.

a egrilik

¢izgisi

Sekil 8.4

8.4. Ornek:M, (kiire) ve M,(diizlem) a egrisi boyunca kesisiyor. Bu iki yiizeyin
arakesiti olan a egrisi bir ¢cemberdir. Kiirenin yiizeyi iizerindeki tiim gemberler birer
egrilik ¢izgisi oldugundan « egrisi kiire icin bir egrilik ¢izgisidir. Fakat a egrisi diizlem
icin bir egrilik ¢izgisi degildir ¢iinkii diizlemin egrilik cizgileri diizlem {zerindeki

dogrulardir. O halde a egrisi iki yiizey i¢in egrilik ¢izgisi degildir.

M,

kiire yiizeyi

Sekil 8.5
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¢ (u, v) bir regiiler yiizey, ¢(u,v) = 0 ylizey iistiinde bir egri

u =u(t)
v=v(t)
X = x, U + X,V (8.3)
dx = x,du + x,dv (8.4)

P ve Q noktasi arasindaki uzaklik,

3
ds? = Z dx; dx; = (dx, dx)

=1
ile verilir. (8.4) teki degerler yerine yazilirsa;
ds? = ((x,du + x,dv), (x,du + x,dv))

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?

I.Temel Form

elde edilir.

Yiizey tstlinde bir nokta P, P den gegen bir egri C, x(s) parametrik ifadesi ve C
nin egrilik vektori Kk = dt/ds olsun.

—

k= k, + k_g) , E; : N deki izdiisim k_g) : Teget diizlemdeki izdiisim

H = Knﬁ : k_,: : nornal egrilik vektorti, K, : normal egrilik
k_g) = K44, k_g) : geodezik egrilik vektorli, K, : geodezik egrilik

Sekil 8.6



&Ny =0 (5 Ny + 4, 2
= - (— ) =
’ ds’ "ds
dt dN
N = <dx dN)
’ ds’ ds
(dx,dN) 5
K, = — Tz ds® = (dx, dx)
(dx,dN)
n (dx, dx)

dx = x,du + x,dv, dN = N,du + N,dv

<xu; Nu)duz + ((xu; Nv) + (xv; Nu))dudv + (xvl Nv>dv2
(o, X )AUZ + 2(xy, x,)dudv + (x,, x,)dv*

_edu® +2fdudv + gv? :1I
“n = Edu? + 2Fdudv + Gdv? : I

du? dudv dv?
_edu2+2f duZ +gdu2 dv_

Kn - y 5 — A
du? dudv dv? ' du
Edu2 + 2F T + Gduz
_e+2fA+gA* 4
= Fraraten W
%{l = 0, K, egriliginin ekstremum degerlerini verir.

(e+2fA+gA%)' (E+2FA+ GA?) — (E+2FA+GA?)'(e+ 2fA+ gA?) =0
dan tiirev alma ve cebirsel iglemler yapilirsa,
(gF — fG)A* + (Eg —eG)A+ (Ef —eF) =0 (8.5)
veya A = Z—Z yerine yazilir ve du? ile garpilirsa,
(gF — fG)dv? + (Eg — eG)dudv + (Ef — eF)du? =0 (8.6)
veya matris notasyonuyla

dv? —dudv du?
E F G

e f g

=0 (8.7)
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elde edilir. du ve dv arasindaki ilgi ¢, du + ¢@,dv = 0 ile verilir.

(8.5), (8.6) veya (8.7) dv/ dy NUN iki dogrultusunu verir. Bunlar en kiigiik ve en biiyiik

karekteristik degerlere kars1 gelen dogrultulardir. Bu dogrultulara , asli dogrultular , asli

egrilik dogrultular veya egrilik dogrultular1 denir (Struik, 1950).

Sekil 8.7

Verilen bir diferensiyellenebilir yiizeyin asli egrilik ¢izgileri (8.6) veya (8.7)

nolu diferensiyel denklemin ¢éziimiinden bulunur.

8.5. Ornek: ®:FE? > E3

(u,v) » @(u,v) = (u, v,uv) bigiminde verilen M yiizeyinin egrilik

cizgilerini bulunuz.

@(u,v) = (4, v,uv) nunuyaveyv ye gore tiirevleri alinirsa,
@, =(1,0,v)
@, = (0,1,u)

olur.
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P NP, = ‘1 0 vl =(-v,-u1l
1 u
ve
|2 AP, || = u?2 +v2+1
olmak {izere yiizeyin birim normal vektorti,
o, \P 1
=— (—v,—u,1)

|2 ADy || B Vuz+v2+1
dir. N nin u ya ve v ye gore tiirevleri alinirsa,
1

N, = = (uv, —v? — 1, —u)
w? +v2+1)2

1
N, = 3 (—u? — 1,uv, —v)
(u?+v%2+1)2

elde edilir.

E = (®,®,) =((1,0,v),(1,0,v)) =1 + v?
F =(d,®,) =((1,0,v),(0,1,u)) = uv
G = (D, ®,) =((0,1,u),(0,1,u)) =1+ u?

€= —((Du, Nu)

1
= - ((1I0I v); 3 (uv, —172 _— 1, —u))
(u?+v2+1)2
1
= swr+0—-uv)=0
(u® + 12 +1)2

(@ Ny) + (D, Ny)

= 2

1 1
= _§<(1)0) U), 3 (_uz - 1, uv, —U)>
(W + 12 + 1)?

1 1
—E((O,l,u), = (uv, —v* — 1, —u))
W + 12 +1)?
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=— ! (-u*—1-v*—v*—u?-1)

2(u® + v +1)?

_ 1
Vuz +v2+1
9= _<¢U'Nv>
! 2
= - <(OP1P u); 3 (_u - 1, uv, _v))
(w2 +v2+1)2
1
= s(0+uv—uv) =0

(W® + 12 +1)?
E,F,G,e,f, g degerleri yerine yazilirsa,

dv? —dudv du?
E F G

e f g

=0

dv? —dudv du?

14 v? uv 1+ u?
1 =0
0 _— 0
u?+v2+1

(0 L+ >d2+(0 0)dud +<—1+v2 0>d2 0
- v — 0)dudv —0)du? =
VuZz +v2 +1 Vuz +v2+1

1+ u? 5 1+ v? )
AV + ——————du? = 0

u?+v2+1 u? +v? +1

1+ u? 1+ v?
v = ———du?
u?+v?+1 u+v?2+1

dvz_1+v2
du? ~ 1+u?

dv V1 +v2

— =+

du V1 +u?

du _ . dv
VIt Vito?
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diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimii,

Vitu? V1 + v?

du dv
fmzfm—ﬂn(u+\/l+u2)=ln(v+\/1+v2)+lncl
u v

u+ V1 + u?
- In|——— =] =In¢
v+V1+v?

u+\/1+u2
v+\/1+172

du dv
f\/m=—jW—)ln(u+\/1+u2)=—ln(v+\/1+v2)+lnc2
u v

=0 (8.8)

—>ln(u+ 1+u2)(v+ 1+172)=1nc2

—>(u+ 1+u2)(v+ 1+v2)=c2 (8.9)

(8.8) ve (8.9) egrilerini verir. Bu egriler ylizeyin egrilik ¢izgileridir.
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