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OZET
BAZI OPERATORLERIN KATLILIGININ HESAPLANMASI
ARSLAN, Cihan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmant: Prof. Dr. Heybetkulu MUSTAFAYEV
Eyliil 2013, 32 sayfa

Bu ¢alismada, X ayrilabilir bir kompleks Banach uzaymnda bazi sinif lineer ve
sinirli operatdrlerin  kathihigmni incelemistir. Ayrica bu tezde C(I') ve A(D)-disk
cebirinde ¢arpma operatdriiniin katliligini da incelemistir. Eger T operatorii A (D) de bir

carpma operatorii ise m(T") = n oldugunu gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Banach uzayi, Katlilik, Operator.



ABSTRACT
ESTIMATE MULTIPLICITY OF SOME OPERATORS
ARSLAN, Cihan
Msc. Mathematics Sciense
Supervisor: Prof. Dr. Heybetkulu MUSTAFAYEV
September 2013, 32 pages

In this study, X a complex separable Banach space multiplicity of some class
linear and bouned operators examined. Also in this thesis C(I") and A(D)-disc algebra
multiplication operator multiplicity also examined. If T operator A(D) is a

multiplication operator m(T™) = n is shown.

Key words: Banach space, Multiplicity ,Operator.
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ON SOz

Bu calismada, X ayrilabilir bir kompleks Banach uzayinda etki eden simnirli lineer
operatorlerin katlhilig1 incelenmistir ve bazi sonuglar1 ispatlanmistir. Ayrica bu tezde C(I') ve

A (D)-disk cebirinde ¢arpma operatoriiniin katliligi da verilmektedir.

Beni matematigin spektral teorisi ile tanigtiran ve bunun 6tesinde operatorler teorisinde
oldukga 6nemli bir yere sahip operatdrlerin katlilig1 gibi bir konuda ¢alismami saglayan ve bu
calisma boyunca yol gosteren danisman hocam sayin Prof. Dr. Heybetkulu MUSTAFAYEV’e

tesekkiir ederim.

Cihan ARSLAN
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SIMGELER DiZINi

Simgeler

L(X) Sinirlt lineer operatorlerin cebiri

m(T) T operatoriiniin katliligt

m(A) A cebirinin katliligt

m(T,) T operatoriiniin Direkt toplamlar katlilig

H Bir Hilbert uzay:

r Kompleks diizlem iizerinde birim ¢emberi

c(m Birim ¢cember iizerindeki stirekli fonksiyonlar
uzayli

A(D) Birim ¢ember i¢inde analitik ve sinirinda stirekli
olan fonksiyonlar cebiri.

o Birim ¢ember iizerinde Lebesgue 6l¢iimii

Oy Dirac dl¢imii

dimG G kiimesinin boyutu

T T operatoriiniin adjoint operatorii

Ker T T operatoriiniin ¢ekirdegi

& 1D Normlu uzay1

Il T operatdriiniin normu

D Bir {X;}/-, ailesinin direkt toplam1

X



1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRiSLERI

Matematikte operatdrlerin spektral teorisi dnemli bir yere sahiptir. Spektral teoride
operatorlerin spektral ayrisimi, spektral ayirisimda da operatdrlerin katliligi cok onemlidir.

X ile ayrilabilir bir kompleks Banach uzaymi ve £L(X) ile de X iizerinde simnirli lineer
operatorler cebirini gosterilsin. Ayrica A cebiri £(X) in birim operatoriinii iceren bir alt
cebiri, G ise X in bir altkiimesi olsun. Eger { Tx:x € G, T € A} kiimesi X de yogun ise A
cebiri devirlidir denir ve G ye de A nin devirli bir alt kiimesi ad1 verilir. A cebirinin
devirli alt kiimelerinin en kiigiik kardinalitesine A nin kathiligr (multiplicity) denir ve m(A)

ile gosterilir (Atzmon,1987).

Ar{P(T):P € P} olarak tamimlanirsa buradan P  karmagik katsayili tiim
polinomlar kiimesini gostersin. Az, L(X) in bir alt cebiri olur ve Ay ye T nin dogurgan
cebiri denir. Yukaridaki tanimdan A cebirinin yerine T operatoriiniin dogurdugu cebiri
alimdiginda bu kez T operatoriiniin katliligindan bahsedilir (Atzmon,1987).

T operatoriiniin kathlig1 yukaridaki tanimlara dayanarak

m(T)=inf{dimG: X = span{T"x:x € G}}
seklinde tanimlanir ve m(T) ile gosterilir (Atzmon,1987).

Eger span{T"x:n > 0}=X olacak sekilde IxeX varsa x vektoriine T nin devirli
vektorii denir. Eger T operatoriiniin bir devirli vektorii varsa T ye devirli operatér denir.
Buradan goriiliir ki T nin devirli olmast i¢in gerek ve yeter sart onun kathiligmin bir
olmasidir. Yani m(T)=1 dir (Atzmon,1987).

Nagy ve Foias(1983), T operatorii biitiiniiyle iliniter olmayan bir operatér olup
T™x, + 0 olacak sekilde bir x,eH var ise bu taktirde T™ nin yeterince bliylik n i¢in devirli
vektorii olmadigini, bir baska degisle m(T™)>1 oldugunu ispatladilar. Daha sonra
Atzmon(1987), bu sonucu su sekilde genellestirdi: T kompleks Hilbert uzayinda bir daralma
operatorii olsun. Eger T hem biitliniiyle iiniter olmayan hem de T"x, » 0 olacak sekilde
Xo€H varsa

m (T") > na n=1,2,...
olacak sekilde bir 0<a<l1 sabiti vardir (Atzmon,1987).

Bu konuyla ilgili ayrica yapilan g¢aligmalar i¢in Atzmon(1972), Conway(1981),
Dunford(1963), Halmos(1967), Herrero(1978), Nagy ve Foias(1970), Rudin(1954) ve
Yosida(1980) gibi kaynaklara bagvurulabilir.



Ayrica bu tezde C(I") ve A(D)-disk cebirinde ¢arpma operatoriiniin kathiligi da
i¢irilmektedir. Eger T operatorii A (D) bir ¢arpma operatorii ise m(T™) = n oldugu da

gosterilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm2.1. Vektor Uzayy: Bir F cismi iizerinde bir vektor uzayi (lineer uzay), iki
cebirsel iglemle birlikte verilen x, y ve z elemanlarinin bos kiimeden farkli X kiimesidir.
S6z konusu iki islemin tanimi1 ve bu islemlere dair saglanmasi gereken oOzellikler
asagidaki gibidir:

1. Her x,y € X eleman: i¢in, bir z = x + y € X eleman1 vardir ki bu elemana
x,y  elemanlarmin toplam: denir.

2. Her x € X eleman1 ve her o€ F skaleri i¢in, x elemanmin ve o skalerinin
¢arpimi olan oax€X vardir 0yle ki keyfi x,y,z € X elemanlar1 ve a,B€ F skalerleri igin
asagidaki ozellikler(vektor uzayinin aksiyomlary) saglanir:

V). (x+y)+z=x+(Qy+2)

(V). x + 0 = x kosulunu saglayan bir sifir eleman1 0 € X elemani vardir.

(V3). Her x vektori igin x + (—x) = 0 kosulunu saglayan bir —x vektorii vardir.

). x+y=y+x

(V5)-1x =x,0x=0

(Ve)- a(Bx) =(ap)x

(V7). (a+[3)x = (ocx + Bx)

(Vg)-a(x+y) = ax+ ay
F cisminin R reel sayilar cismi ya da C kompleks sayilar cismi olup olmadigina baglh
olarak X uzaymna reel ya da kompleks vektor uzayi denir. X uzayinin elemanlarina nokta

ya da vektor denir (Bayraktar,2006).

Tamm?2.2. Lineer Bagimsizlik:Bir X vektor uzayinin sonlu {x;, x5, ..., x,} alt kiimesi
a1 x1t ax, + -+ apx, =0
esitligi @y = a, = - = a, = 0 sonucunu veriyor ise, bu kiime lineer bagimsizdir

denir. Aksi durumda lineer bagimlidir (Bayraktar,2006).

Tamim2.3. Boyut ve Taban: X bir vektor uzay: ve E, X kiimesinin bos olmayan bir alt
kiimesi i¢in

1) E lineer bagimsizdir



2) X =spanE (E kiimesinin lineer birlesimi)

sagliyorsa E kiimesine X bir tabani denir. Sonlu boyutlu bir X vektoér uzaymm bir
tabandaki eleman sayisina X vektor uzayin boyutu denir ve dimX ile gosterilir
(Bayraktar,2006).
Tanim2.4. Normlu ve Banach uzayi: X bir uzay vektori olsun. ||| : X — R
fonksiyonu her x, y€X ve a € C i¢in asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, ||. || fonksiyonuna
X iizerinde bir norm denir.

i) llx|l>0

ii) [[x]|=0=x=0

iii) lla x|l =lalllx|]

iv) [lx + yll<llx I+ Iyl
Normlu uzay1 (||.||: X') veya kisaca X ile gosterilir. X normlu uzayinda bir (x,) dizisi
alinirsa eger ||x, — X, |[—0 (n, m —o) ise (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X in bir elemanina yakinsiyorsa X e tam

normlu uzay, tam normlu uzaya da bir Banach uzayt denir (Bayraktar,2006).

Tanmim?2.5. (||. ||: X') tam normlu uzayn sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa ayrilabilir

bir Banach uzayr denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tanim2.6.Lineer Operatorler: X ve Y bir Banach uzay1 olsun. T: X —Y doniisiimii X
den elde edilen her x€X i¢in Y nin tek bir y = Tx elemanina kars1 koyarsa X de (Y de
degerler alan1) bir T operatérii tanimlanmistir denir. T:X —Y operatorii X den elde
edilen her x;,x, ve a,BEC olmak iizere T(ox;+ Px,)=aTx;+ BTx, sartin1 sagliyorsa T
ye lineer operator denir. RanT ile T nin degerleri kiimesini gosterilir. N(T) = {x €
X:Tx = 0} kiimesi T operatoriiniin sifir uzayidir veya c¢ekirdegidir ve ker(T) ile

gosterilir (Bayraktar,2006).

Tanmm?2.7. @: X;xX,X...xX,, = Y bir donilisim olsun. ¢(x4, X,,... x,,) doniisiimii her x;
1 < i < ni¢in lineer ise, yani

n

O(X 1y, ax] + BX{ o X)) =X Q(X1, Xgyer iy Xy o, X )T BOX1, Xy X[y ey X))

oluyorsa ¢ doniistimii n-/ineer doniistimdiir (Suhubi, 2001).



Tamm?2.8. Keyfi bir T: X —Y operatorii i¢in
ITx|ly < Clixllx , her x € X

olacak sekilde bir C> 0 reel sayist varsa sinmirlidir denir. Bu esitsizligi saglayan en kiiciik C
sabitine T operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir. Bir bagka degisle

IT||=inf{ C> 0: ||Tx|| < Cllx|l, x € X}
olur (Bayraktar,2006).
Tanmm2.9. T: X —Y smirh lineer operatorii iken |[x, — x|y = 0 olmas1 ||Tx, —
Tx|ly & 0 olmasin1 gerektirirse T’ye siirekli operatdr denir. X ve Y birer Banach
uzaylar1 olmak iizere X’1 ¥ ye doniistiiren tiim lineer ve smirl operatorlerin kiimesine

B(X)Y) ile gosterilir (Bayraktar,2006).

Tanim2.10. Cebir: A, K cismi lizerinde bir vektor uzayr olsun. Eger A iizerinde bir -
islemi agagidaki kosullar1 sagliyorsa A uzayina K iizerinde bir cebir denir.
Ci.Vx,y,z€Aiginx-(y-z)=(x-y) z
C,.Vx,y,z€EAginx-(y+2z)=x-y+x-2z
C;.Vx,y €A veVa, feK i¢in (ax) - (By) = (aB)(xy)
Burada K = R ise A uzay1 reel cebir, K = C ise kompleks cebir olarak ifade
edilir. Eger V x,y € A i¢in xy = yx oluyorsa A cebirine degismeli cebir, 1-x =x-1

oluyorsa A cebirine birimli cebir denir (Bayraktar,2006).

Tanim2.10.1. Operatorler Cebiri: X bir Banach uzay1 olmak iizere L(X) sinirh lineer
operatorler kiimesini ve onun bir alt kiimesini gz Oniine alinirsa toplama, carpma ve
kompleks sayilarla ¢arpma altinda kapali kalan bu alt kiimesine L(X)’ in bir alt cebiri
denir. Operatdrlerin cebiri, bir X i¢in L(X)’ in bir alt cebiridir (Conway,1989).

Tanim2.11.Topolojik Vektor Uzayr (TVU) : Bir topolojik vektor uzayr (TVU), bir
topolojiye sahip X vektor uzayidir 6yle ki bu topolojiye gore asagidaki kosullar1 saglar.
1.(x,y)—(x + y) ile tammli XxX — X doniigiimii siireklidir

2.(a,x) — ax ile taniml1 FxX — X doniisiimii stireklidir (Conway,1989).



Tamim2.12. i¢c carpim uzay1 ve Hilbert uzay:: Bir F cismi (F = C veya R ) olmak
izere X bir vektor uzayi olsun.
(,.): XxX > F

doniisimii  asagidaki Ozelliklere sahip ise (.,.) ye X {lizerinde bir i¢ ¢arpim
uzayl, (X, (.,.)) ikilisine de bir i¢ ¢arpim uzayi denir.

(i) Her x € X i¢in (x,x) =2 0ve (x,x) =0 x =0;

(ii) Her x, y € X i¢in (x,y) = (x,y);

(iii) Her x,y € X ve a € F i¢in (ax,y) = a(x,y);

(iv) Herx,y,z € X i¢in (x + y,z) = (x,z) + (y,z) (Bayraktar,2006).
Tamm2.12.1. (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 |[x|| = (x, x)1/2 normuna gore tam ise bu ig

carpim uzayina Hilbert Uzay: denir (Bayraktar,20006).

Teorem2.13. T Hilbert -adjoint operatorii: 7: H — H sinirh bir lineer operator olsun
kiburada T € L(H). O halde T nin Hilbert-adjoint operatorii
S:H—-H
S operatoriidiir yle ki her x, y € H i¢in
(Tx,y) = (x,Sy)
olacak sekilde bir tek S operatorii vardir ve S = T* dir (Conway,1989).

Tanm2.14.izometri doniisiim:H, ve H, birer Hilbert uzaylari olsun. U: H; — H, lineer
doniisiimii eger her h, g € H; i¢in
(Uh,Ug) = (h, g)

esitligi varsa U ya izometri doniistim denir (Conway,1989).

Sonugc.2.15. H;ve H, birer Hilbert uzaylar1 olsun. U: H; = H, izometri doniisiimii ise

ker(U)={0} dir (Conway,1989).

Tamim2.16. T operatorii ve E alt uzay1 verilsin. Eger TE € E ise E’ye T nin invariyant

alt uzay1 denir. Bu durumda T | kisitlanisindan bahsedilebilir (Suhubi, 2001).

Tanim2.17. (||.|[, X ) bir normlu uzay F=R veya F=C cismi ise f:X — F lineer

doniisiimiine lineer fonksiyonel ya da lineer form denir (Conway,1989).



Tamm2.18. Dual Uzay1: X", X {izerinde tiim sinirl lineer fonksiyoneller kiimesi olsun.
Eger f,g€E X" vea €F

(af +ag)(x) = af (x) + ag(x)
ise X*, X Dual Uzay: denir. X* = B(X, F) dir (Conway,1989).

Tanim2.19. H bir Hilbert uzay1 ve U: H — H bir lineer operatdr olsun. Eger U operatorii
U*U=UU"=I esitligini saglarsa U ya tiniter operatér denir. Eger UU*=U"U ise U ya

normal operatér denir (Conway,1989).

Tanmm2.20. Eger T:H — H lineer operatorii ||T|| <1 sartim1 saglarsa bir daralma

operatoridiir (Suhubi, 2001).

Tanim2.21. T operatorii H da bir daralma operatorii olsun, eger hi¢ bir alt uzayda T nin

kisitlanist tiniter degilse T ye biitiintiyle tiniter olmayan daralma denir (Conway,1989).

Tanmim?2.22. Direkt Toplamlar: Y; ve Y, , X vektor uzaymin iki alt uzay1 olsun. Eger
her x € X eleman1 y; €Y; ve y, €Y, olmak iizere x =y, +y, seklinde tek bir
gosterime sahipse X vektor uzayr Y; ve Y, uzaylarinin direkt toplamlar1 denir ve

X =Y, @Y, ile gosterilir (Bayraktar,2000).

Tanm?2.23. Izdiisiim operatorii: V bir lineer vektor uzayi olsun. Tanim bolgesi V olan
ve bu uzay kendi icine doniistiiren bir P:V — V lineer operatorii P = P2 bagmtisini

sagliyorsa P operatoriine izdiigiim operatorii denir (Bayraktar,2006).

Tamim2.24. Ortogonal izdiisiim: H bir i¢c ¢arpim uzay1 ve P:H — H bir izdiisiim
operatorii olsun. Bu izdiisiim operatoriiniin sifir uzayi ile erisim uzay1 birbirine dik ise P
ortogonal ya da dik izdiisiim adini alir. Yani x, y € H vektorleri i¢cin

(x,y)=0
ise bu iki vektdre ortogonaldir (diktir) denir ve x L y ile gosterilir (Bayraktar,2006).



Tamim2.25. Lebesgue Ol¢iimii: (x,y) diizleminde bos olmayan kapali, acik veya yar1
acik yar1 kapali olan dikdortgeninin alanma karsilik bir m(P) gergel sayis1 getirilebilir.
Buna gore m(P) olglimii;

1.Negatif olmayan gergel bir sayidir. Yani, m(P) = 0 seklindedir.

2.0lgiim toplamsaldir. Yani, i # j i¢in P; N Pj = @ ve

n
P=Upk
k=1

1se,
m(P) = > m(P)
k=1

olur. Buna gore A=Uj py ise

inf > mpy)
AcSUpy

sayisina A kiimesinin dis 6l¢iimii denir ve u*(A) ile gosterilir. Burada en biiylik alt
siir, A kiimesinin sonlu veya sayilabilir sonsuz dikddrtgenlerden elde edebilecek
miimkiin olan tiim Ortiileri lizerinde alinacaktir.

1 — u*(E\A) sayisina, A kiimesinin i¢ 6/¢iimii denir ve u,(A) ile gosterilir. Buna
gore

1. (A) =1 - (E\A)

esitligi vardir.

Eger u*(A) = u,(A) ise A kiimesine Lebesgue anlaminda olciilebilir denir
(D6nmez,2001).

Tanim2.26. Dirac él¢iimii: X bos olmayan bir kiime, p(X) kuvvet kiimesi, L(X, p(X))
bir 6lgiilebilir uzay olsun. Herhangi bir x € X elemani i¢in Dirac 6l¢iimi &, ile
gosterilsin.

5,:p(x) = R, R reel sayilarm genislemesidir.

5.(E)|

seklinde tanimlanir (Hoffman,1964).

0,eger x € E
l,eger x €EE



Tamm2.27. Borel Olgiimii: Eger X yerel kompakt bir Hausdorff uzay1 ise X iizerinde
bir pozitif Borel 6l¢iimii, X'in her Borel alt kiimesi negatif olamayan bir reel sayiya (ya

da +o00) gotiiren ve A4, A,, ... X icinde ayrik Borel kiimelerinin dizisi oldugunda

#(CJ Ay) = i 1(Ay)

esitligini saglayan u fonksiyonudur (Hoffman,1964).

Tanim2.27.1. Infimumu A yi igeren U agik kiimeler iizerinden alinmak iizere her bir A
Borel kiimesi i¢in
u(4) = infu(U)
ve supremumu A nin i¢inden K kompakt kiimeleri alinmak iizere her bir A Borel
kiimeleri i¢in
n(4) = suppu(K)

oluyorsa u ye regiiler Borel 6l¢timii denir (Hoffman,1964).

Sonuc¢2.27.2.(Riesz Teoremi): M(I') , I' lizerinde regiiler Borel dlglimleri uzay1 olmak
uzere

c()*=M()
esitligi vardir. ue M(T") ve feC(I') olmak iizere

) = [ fau
r

esitligi vardir (Hoffman,1964).

Tamm2.28. Spektral Olciim: B(C), C icinde Borel cebiri kiimesi ve P(H), H iizerinde
1z doniisiimler ailesi olsun.
E:B(C) - P(H)
bir (kompleks) spektral 6l¢ciim fonksiyon ise asagidaki 6zellikleri saglar.
1.LE(@) = 0 ve E(C)=1
2. Eger {B, }nen ayrik Borel kiimelerin bir ailesi ise E(Up=q Br) = Yome1 E(Br)
(Conway,1989).
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Teorem2.29. Weierstrass Yaklasim Teoremi: f:[a,b] - R bir siirekli fonksiyon
olsun. Bir & >0 says1 verildiginde Supye(qplf(x) — P(x)| < & olacak sekilde bir P
polinomu vardir (Suhubi, 2001).

Tanim2.30. Analitik Fonksiyon: A c C bir agik kiime f:A — C bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu bu bolge tizerinde siirekli tiireve sahipse bu fonksiyon séz konusu

bolge tizerinde analitiktir(regiilerdir) denir (Suhubi, 2001).

Teorem2.31. (Rudin-Carleson): K kiimesi birim ¢ember lizerinde Lebesque Olgiimi
sifir olan kapali bir kiime olsun. F fonksiyonu da K iizerinde tanimli kompleks degerli
her hangi siirekli bir fonksiyon olsun. K kiimesine kisitlanigi F ye esit olacak sekilde bir

F € A(D) fonksiyonu vardir (Hoffman, 1964).

Tanim2.32. 1 < p < oo olmak iizere LP (T') uzay1 asagida ki sekilde tanimlanir.
(

| v
LP(I) = gf:f olgtlebilir ve ||f|l, = J-Iflpdxl < m&
I I
\ ' )

(Hoffman,1964).

Tanim2.33. HP Uzaylan

21

1 .
Il = suposre 5= | [ IFGreoPae | <o
0

Yukarida ki normuna gére D={zeC: |z| < 1} kiimesinde analitik f fonksiyonlarmm smnifin
HP? ile (Hardy uzay1) gosterilir. HP uzay1 , D de yukarida ki norma gore bir Banach uzayidir.
Eger p = 2 ise bir Hilbert uzayi olur. Eger

[T emdu(t) =0, (n=123,..)
Ise u ye analitik l¢iim denir.
p =1 alindiginda g¢ember iizerindeki analitik sonlu olgiimlerin kapali uzayr H! ile

eslestirilebilir. Buradan Hj uzaymi da

Hi={f € H': £(0) = 0}
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seklinde tanimlanir (Hoffman, 1964).

Sonuc2.34. A(D)* = {u + H}: ueC(I)*} esitligi vardur.
u+ HE € A(D)* ve f € A(D) ise
(w f)=J.fdu
esitligi vardir (Hoftfman, 1964).



3. BAZI OPERATORLERIN KATLILIGININ HESAPLANMASI

Boliimde katlhiligin hesaplanmasi i¢in bazi genel temel metotlar1 gosterilerek Atzmon
(1987) caligmasidan faydalanilmustir.

X ile ayrilabilir bir kompleks Banach uzaymi ve £(X) ile de X iizerinde smirli lineer
operatorler cebirini gosterilsin. Ayrica A cebiri L(X) in birim operatoriinii igeren bir alt cebiri,
G ise X inbir altkiimesi olsun. Eger {Tx:x € G, T € A} kiimesi X de yogun ise A
cebiri devirlidir denir ve G ye de A nin devirli bir alt kiimesi adi verilir. A cebirinin devirli
alt kiimelerinin en kiigiik kardinalitesine A nin katliligi (multiplicity) denir ve m(4) ile
gosterilir. Yani

m(A) = inf {dimG: G, A cebirin devirili altkimesidir}
seklindedir. P ile karmasik katsayili tiim polinomlar kiimesini gosterin. P(z) = ag + a,;z +
ayz? + -+ a,z" bir polinom olmak iizere
P(T) = apl + a,T + a,T?* + -+ a,T"

olarak tanimlanabilir (Atzmon,1987).

Ar{P(T):P € P} olarak tanimlanirsa Ay, L(X) in bir alt cebiri olur ve Ay ye T
nin dogurgan cebiri denir. Yukaridaki tanimdan A cebirinin yerine T operatoriiniin dogurdugu
cebiri alindiginda bu kez T operatoriiniin katliligindan bahsedilir.

G kiimesi X in keyfi bir altkiimesi olmak iizere, spanG ile G nin elemanlarinin
dogrusal birlesimini, spanG ile de bu dogrusal birlesimin kapanismi gostersin. T
operatoriiniin katlilig1 yukaridaki tanimlara dayanarak

m(T)=inf{dimG: X = span{T"x:x € G}}
seklinde tanimlanir ve m(T) ile gosterilir.

Eger span{T"™x:n > 0}=X olacak sekilde JxeX varsa x vektoriine T nin devirli
vektorii denir. Eger T operatoriinlin bir devirli vektdrii varsa T ye devirli operatér denir.
Buradan goriiliir ki T nin devirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart onun katliligmin bir olmasidir.

Yani m(T)=1 dir (Atzmon,1987).
Ornek.3.1: C[0,1] de (Tf)(x) = xf(x) olarak tanimlanan operatdr devirlidir.
Coziim: Her x € [0,1] icin g(x) # 0 olacak sekilde bir g € C[0,1] almirsa. Bu fonksiyonun

T operatoriiniin devirli bir vektorii oldugunu gosterelim. Buradan T"g = x"g(x) ve P(T)g =

P(x)g(x) oldugu agiktir.
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Vf € C[0,1] icin Weierstrass yaklagim teoreminden

f(x)
P, (x) = ——
(%) g(x)
olacak sekilde % e diizgiin yakinsayacak bir polinomlar dizisi bulunur.
P (x)g(x) = f(x)
F(Mg - f

buradan span{T"g}=C[0,1] oldugunu elde edilir, dolayisiyla (Tf)(x) = xf(x) operatorii

devirlidir.

Ornek.3.2: C? uzaymnda TZ(/}; f ) seklinde tanimlanan T operatorii alalim. z=(z;, z)
2

vektoriine su sekilde Tz= (1,24, 1,2,) etki eder. z0 # 0 ve z9 # 0 olacak sekilde zy=(z?, z2)

vektorii T operatoriiniin bir devirli vektoriidiir.

Coziim: Tz= (1,z,,1,Z,) oldugundan T"z, = (A%z?,A%z9)
olur ve buradan
P(T)z, =(P(A1)Z?:P(AZ)ZS)

esitligi elde edilir. Weierstrass yaklasim teoreminden

Z
Pn (/11) = )
Zq

Z,
Pn (/12) = )
Zy

olacak sekilde 2—3 ve z—ﬁ ye diizgiin yakimsayacak polinomlar dizisi bulunur.
1 2

buradan
Pn(/ll)zg 17
P,(A2)z3 = 2,

elde edilir, dolayisiyla Span{T"z,:n = 0}=C? olur.

Onerme 3.1 A cebiri £(X) in birim operatériinii iceren bir alt cebiri olsun. Kabul edilsin ki
bazi n> 2 tam sayilart i¢in X™ den bir Y topolojik vektdr uzayinin i¢ine n-lineer sifir
olmayan siirekli bir ¢ doniisiimii olsun. (xq, X5,... x,) X™ de bir noktadir. Herhangi x;=x;
(1<i<j<n) i¢in (Ty, T, ,..., T, ) operatorleri A™ dedir
O(Tyx1,Toxy ..., Tpx, )=0 3.1
ve m(A)>=n esitsizligi vardir (Atzmon,1987).
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Ispat: G kiimesi X in her hangi bir alt kiimesi ve eleman sayisi n den daha azdir. Eger ¢+#0
ve ¢(G) = 0 ise 0 zaman G # X dir. Ciinkii G = X ise her x € X i¢in x, — x olacak sekilde
bir (x,) € G vardir ve ¢@(x,) = @(x) olur. Buradan ¢(x)=0 olur ve celigki bulunur.
Dolayisiyla G# X dir. M={Tx:x€ G,T € A} kiimesini géz Oniine almsm. Bu hipotezde G
kiimesinin eleman sayis1 (3.1) deki n elemanlardan daha azdir ve yukaridaki ¢ doniisiimii
M™ kiimesinde sifir olur. Ancak ¢ doniisiimii siirekli oldugundan M " kiimesinde de sifir
olur. Buda M™#X™ oldugunu gosterir ¢iinkii ¢#0 dir dolayisiyla M#£X dir. Boylece dnerme

ispatlanir.

Sonug 3.2: T operatorii L(X) den bir operator olsun. Kabul edilsin ki n > 2 tam sayilar1 i¢in
Y topolojik vektdr uzayn igine X™ nin sifir olmayan siirekli bir ¢ donilisimi vardir.
(X1, X2,... Xp) X" de bir noktadir. Herhangi x;=x; (1<i<j<n) ve negatif olmayan
(ky k3, ..., ky) tam sayilari i¢in

o(Tk1x,, Tk2x, , ..., Tknx,)=0 dir. (3.2)
ve m(T) =n dir (Atzmon,1987).

Ispat: A={T™:. n =0,1,...} kiimenin birlesim cebiri T ve birim operator ile L£(X) de

genellestirilir. Bu sonucun ispat1 Onerme3.1’den ¢ikar.

Onerme 3.3: X ve Y birer Banach uzaylar1 olsun. Kabul edilsin ki T ve S sirasiyla £(X) ve
L(Y) den operatorler olsunlar. R:X — Y smnurli bir lineer operatdriiniin Y de RX=Y ve
RT = SR (3.3)
sartlarmi sagliyorsa bu taktirde her n € N i¢in
m (T™)>m(S"), (3.4)
esitsizligi vardir (Atzmon,1987).

Ispat: Eger P polinom(bir degiskenli) ise (3.3) kosulundan
RT*=S*R
RT? = (RT)T = (SR)T=S(RT) = S(SR) = S’R
Benzer sekilde digerleri i¢inde uygulanirsa

RT™=S™R
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olur. P(T)=ayl+a;T +a,T?+ -+ a,T" ile tammlanan polinomu (3.3) kosulunun
yerine yazilirsa
RP(T)=P(S)R
elde edilir. Baz1 n pozitif bir tam say1 i¢in G kiimesi T" i¢in devirli bir kiime ise O zaman
P(T™G=X, RP(T™)G=RX=Y
Ciinkii RX=Y dir buradan P(S™)RG=Y olur.
Dolayisiyla R(G) kiimesi de S™ i¢in devirli bir kiimedir. Her zaman
dimG = dimRG

oldugundan dolayisiyla (3.4) kosulu keyfidir m (T™)>m(S™) esitsizligi elde edilir.

Onerme 3.4: £(X) den elde edilen her T operatorii ve her n pozitif tamsayisi igin

m(T)<m (T")<nm(T) esitsizligi vardir (Atzmon,1987). (3.5)

Ispat: Sol taraftaki esitsizligi gdstermek icin her hangi bir n pozitif tam sayismi alinirsa G
kiimesi T™ i¢in bir devirli alt kiimeyse tanimdan dolayr P (T™)G=X dir. Diger taraftan
P(T™)G c P(T)G

oldugundan,

P(T")G c P(T)G c X
olur. Buradan P(T)G=X oldugundan G kiimesi T i¢in bir devirli kiime olmasi anlamma
gelmektedir. Dolayisiyla m(T)< m(T™) yazilabilir.
Hatirlanacagi lizere G kiimesinin T i¢in devirli bir kiime olsun:

span{G,TG,T?G,...,T"G,..}=X
m (T"M)<nm(T) esitsizligini gdstermek igin UjL, T/=1(G) kiimesini T™ icin devirli bir kiime
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in asagidaki kiimeyi ele alinsin:

span{G,TG,T?G, ..., T""1G}
Bu kiimeyi T" ile genisletilirse

span{T"G,T™"1G, T"*?G,..}=X (n=0,1,2,...)

gostermektedir.

Onerme 3.5: X, X, ..., X, ayrilabilir Banach uzaylar1 ve [|x|le = sup;<;<xll;ll normu ile

donatilmis olsunlar. Her 1<j<k i¢in T; operatorii L(X;) den bir operatdr olsun.

X=X,DX:D...0X« Banach uzayinda T, ®TD... DT operatorinii
(T, ®T, D ... BTy) (x1Dx, D ... Ox)=(Tx,DTx,D...DTxy,)
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ile tanimlanir ve T ile gosterilir.

max;<j<p, M(Tj) < m (T, DT, D ... EBTR)SZ;Ll m(T;). dir (Atzmon,1987). (3.6)

Ispat:  Her 1<j<k tam says1 icin G; kiimesi T igin bir devirli kiime olsun ve X in iginde
u; € Gy ve l# igin w;=0 olacak sekilde tim (uy, Uy, ..., Uy) vektorlerinin kiimesi F; ile
gosterelim. UleFj kiimesi T i¢in devirli bir kiime oldugunu kanitlamak kolaydir ve (3.6)
kosulun sag tarafindaki esitsizligini gosterilir. Sol taraftaki esitsizligi kanitlamak i¢in her
1<j<k tamsayisti¢in X in X iizerinde standart izdiisimii P; ile gosterilir.

PT=T;P;  j=12,....k

Onerme3.3’ten her 1<j<k igin m(T;)<m(T) dir bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.6: T operatoriic £L(X) den bir operatdr olsun. T~ ile de T operatoriiniin eslenigini
gostersin.

m(T)>sup dim[ker(T"-1)] dir (Atzmon,1987). (3.7)

ispat: Her A kompleks sayist icin m(T) =m(T — A1) oldugundan m(T) >dimKer T
esitsizligini ispatlamak vyeterlidir. Bunu gostermek i¢in Ker T~ da lineer bagimsiz su
vektorleri vy, vy, ..., v, alalim ve X™ lizerinde
O(X1, Xg,... Xp) =det(xi,Vj)i =1 (X1, X,..., X )E X"

olacak sekilde ¢ doniigiimii tanimlanirsa bu doniisim n-lineer ve siirekli oldugu agiktir.
Uy, Uy, ..., U, vektorleri X de (u;,vj)=0i;,(1,j=1,2,...,n) esitligini saglayacak sekilde alalim.

o(Uq, Uy, ..., Uy) =1 oldugu i¢in @+#0 dir.
Kabul edilsin ki; kq, k5, ..., k,, negatif olmayan tam sayilar ve (x4, X5,...,x,) X" de bir
noktadir. Herhangi x;= x; (1<i<j<n) igin

@(Tk1x,, T*2x, , ..., Tknx,)=0 (3.8)
esitligini oldugu gosterilsin. Bazi 1<q<n i¢in k>0 ve v EKer T" oldugundan

(T*ax,,vo)=(Xs, T *avy)=0, 7 =1,2,...,n
esitligi yazilabilir. Dolayisiyla (3.8) esitligini elde etmis olunur. Diger taraftan
ki=k,=...=k,=0 ise x;= Xj oldugundan (3.8) de tanimlanan doniisiim iki esit satira sahip olur
dolayisiyla tekrar sifir olur. Boylece Sonu¢3.2 den m(T)>n oldugundan teoremi ispatlanmis

olur.
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Sonugc 3.7: T operatorii Hilbert uzayinda tiniter olmayan izometri ise

m(T=n,n=12,... dir (Atzmon,1987). (3.9)

ispat : T uniter degildir, Ker T'#{0} oldugunda v vektorii Ker T de bir birim vektdr olsun.

v,Tv,....T"" v vektorleri g0z Oniine alirsa veKer T oldugunu kullanilirsa ve T izometridir.
Bu vektér Ker T*"de bir ortonormal vektdr oldugu kolayca gosterilir. Dolayisiyla

dimKer T*">n dir ve Teorem3.6 dan (3.9) kosulu ¢ikar.

Ly, A lizerinde sol carpma operatorii olsun LS = TS , SeA4 buradan m(Ly) = 1

olur.

Sonuc 3.8: T Banach uzayinda sinirli bir operator olsun.
m(Lm) <n

esitsizligi vardir.

Onerme 3.9: T operatérii, C(I") iizerinde bir ¢arpma operatdrii olsun ve

(T =)

olarak tanimlansin. Bu taktirde
m(T™)>n

esitsizligi vardir.

Ispat : Teorem3.6 dan

m(T")>dim[ker(T*" — )]
esitsizligi oldugunu bilinir. Simdi A = 1 6z degerine kars1 T*" operatdriiniin 6z vektorlerini
bulmak i¢in T*"u = p denklemini géz oniine alinir. Esitligin her iki tarafin1 f ile etki edilirse

(T, £ = f) (3.10)

veya

Jo € f(@du® = [, f®du®), fec)
&1, &y, wn, &y 1le birimin n.dereceden koklerini ve 5£i(i =1,..,n) ile de & noktalarina

konsantre olan Dirac olgiimiinii gdsterilsin. Buradan
Jr M f(®)ds.,(®)=el'f(e)=f (&)
o F®ds.,(®)=f ()
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Bu esitlikler (3.10) esitliginin dogru oldugunu gosterilmektedir.
Simdi de &;, &g,,..., O, Olgiimlerin dogrusal bagimsiz oldugunu gostermek igin
A6g T A26e; + -+ A1,6€,=0 olsun A; = A, = --- = A, = 0 oldugunu gostermek gerekir.
f(e)=1, f(&) =0,...,f(&,) = 0 olacak sekilde {&;, &, ..., €, } kiimesi {izerinde taniml bir
f fonksiyonu alinirsa. Elbette ki f fonksiyonu {&4,¢,, ...,&,} kiimesi iizerinde siirekli
fonksiyondur. Rudin-Carleson teorem’ine goére (Hoffman,1964) f'in bir g € A(D)
genisletilmesi vardir 6yle ki g(&;)=1, g(&;) =0, ..., g(&,) = 0 dir. Buradan

(110, + 2,085 + -+ + A,05,, g)=0
veya

g (e)+A29(&) + - + A, 9(€,)=0
yazilabilir. Buradan da A; = 0 olur. Benzer sekilde A,,.. , A,’lerin sifir oldugunu
gosterilebilir. Dolayistyla m(T™)>n oldugu elde edilir.

Hatirlanacag1 tizere A(D)-disk cebiri lizerinde ¢arpma operatorii asagidaki sekilde
tanimlanir.
(Tf)(2) = zf (2)

bu operatdriin birim fonksiyon vektorii 1(z) = 1 devirli vektoridiir. Cilinkii P(z) = {a,l +

a,z + a,z% + -+ a,z™} polinomlar kiimesi A (D)-disk cebirinde yogundur.

Teorem 3.10: T operatorii A (D) de bir garpma operatdrii olmak tizere
m(T™)=n

esitligi vardir.

Ispat : m(T)=1 oldugu agiktir. Onerme3.4’ten m(T™) <n oldugunu goriiliir. Diger ters
esitsizligi iginde
m(T™>dim[ker(T*" — 1)]

esitsizligini kullanilir.
A(D)" = {u+Hg:pp € M(D)} ve u+Hg, f) = [ f(&)Au®),
f € A(D) oldugu bilinmektedir. T*™(u + Hy )= + H} olsun. Esitligin her iki tarafi f etki
edilirse

™ J fdu® = [ f®du®),

esitligini elde edilir. &, &,, ..., €, birimin n. dereceden kdkleri ve &; noktalarina konsantre olan

Dirac olgiimii §¢,(i =1, ...,n) olsun. §, + H} (*) denkleminden keyfidir. Rudin-Carleson
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teoreminden 3f; € A(D) Oyle ki fi(sj) = §;; dir. Buradan { §;, + H} :i=1,...n} lineer

bagimsizdir ve sonug olarak m(T")>n oldugu elde edilir.

S, I nin kapal1 bir alt kiimesi olsun.
(THE) =1 (©)
C(T) tizerinde bir ¢arpma operatorii olsun. Eger S # I' ise bu polinomlar P(z) = {a,l +
a,Z + a,z? + -+ a,z"} (z=e't), C((S) de yogundur dolayisiyla m(T)=1 olur. Eger S = T" ise
Bu polinomlar C(T") de yogundur m(T)=2 olur. Sonug olarak Onerme 3.4 ten,
m(T") <n

esitsizligi elde edilir.



4. UNITER OPERATORLERIN DERECELERI

Bu bolimde bir Hilbert uzayinda singliler olmayan {iiniter operatdrlerin
kuvvetlerinin katlilig1 verilmektedir. Ayrica I' ile birim ¢emberi, o ile[" iizerinde
lineer Lebesque Olgiimii ve H ile de ayrilabilir kompleks Hilbert uzayi ele alinmaktadir
(Atzmon,1987).

Hatirlanacag1 iizere E spektral 6l¢timii ile H uizerinde bir U {initer operatorii
tamamen siireklidir (her biri ay1 ayr1 olarak, singiilerdir) denir. H de her sifir olmayan
x vektorii i¢in  (E(.)x,x) 6lgiimii , o ile tamamen siireklidir, yani her biri ayri ayri
olarak singiilerdir. Eger u, U operatorii icin spektral 6l¢timii bir skaler ise U operatorii
tamamen siireklidir yani her biri ayr1 ayr1 olarak, singiilerdir ve u ,o ile tamamen
stireklidir yani her biri ayr1 ayr1 olarak, singiilerdir. Bu H da her U {initer operator i¢in
bilinir. Buradan U,liniter operatdor tamamen siireklidir ve Ug bir singiiler {initer
operatordiir. Oyle ki U = U,@® U, dir. Bu operatorler U, ve U, U operatdrii tarafinda
tek bir sekilde belirlenir ve U’nun tamamen siirekli kismi ve singiiler kism1 diye ayr1

ayr1 adlandirilir (Atzmon,1987).

Teorem.4.1: Eger U operatérlii H uzayinda singiiler olmayan {initer bir operator ise
m(U™> na, n=1,2,...

4.1

olacak sekilde 0<a<1 bir a sabiti vardir.

Eger u kompleks diizlem iizerinde kompakt Borel 8l¢iimii pozitif ise £3(u) de
u(z)=z fonksiyonuyla ¢arpma operatorii Nu ile gosterilir.

Eger T; ve T, operatorleri L(H) de {initer denk operatorler ise T; ~ T, ile gosterilir ve
m(Ty)=m(T,)
esitligi vardir (Atzmon,1987).

Nu fniter operatdrler icin Teorem 4.1 ispatlamak yeterlidir. Burada pu, I' da bir
pozitif Borel 6l¢limii o ile tamamen siireklidir. Bunu gérmek i¢in kabul edilir ki U, H da
singliler olmayan bir iiniter operatordiir ve U, i¢in de u skaler bir spektral dlciim
diisiiniiliirse, ¢iinkii U singiiler degildir u # 0 dir. Aslinda U = U,® U, kullaniriz ve
spektral teoremden

U~N, ® U,
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elde edilir. Burada U; bir liniter operatdrdiir. Dolayisiyla her n pozitif tam sayisi i¢in
U™ ~ N} @D Ul vardrr ve Onerme3.5’ten m(U™)>m(N™u) esitsizligini elde edilir.

Bu da Teorem4.1 ispatini tamamlar (Atzmon,1987).

Teorem.4.2: f #0, f fonksiyonu £'(¢) dan negatif olmayan bir Borel fonksiyon olsun.
fo 6lgtimiinii p ile , Nu operatoriinii de U ile gosterilsin 0yle ki
m(U")>na, n=1,2,...

4.2)
esitsizligi vardir ki burada a ile {z € I': f(z) > 0 }’nin Lebesque dl¢limii gdsterilsin.

Teorem 4.2 ispat1 i¢in iki ara sonuca ihtiya¢ vardir. Bunlar i¢in bazi notasyonlar
gereklidir. Her pozitif n tam sayis1 i¢in birimin n.kokiinii 7, ile gosterilir. Yani

Jn={w] "j=1,2,...,n}
buradan
w nzexpsz

olur. Eger ¢ kompleks bir sayr ve C kompleks sayilarinin bir kiimesi ise o halde

{cz: 7 € C} kiimesini cC ile gosterilir (Atzmon,1987).

Lemma.4.3: G kiimesi " nin bir Borel altkiimesi olsun. a(G) > o ve n pozitif bir tam

say1l olsun. Eger k, k=>n o(G) esitsizligini saglayacak sekilde en kiigiik tam say1y1

gosterirse J,i¢inde k elemanlarmi iceren 3;,35,...,5x kiimesi vardir. Oyle ki
a(N¥2,2G)> 0

esitsizligi vardir (Atzmon,1987).

Ispat: G=w H G kiimeleri j=1,2,...,n ve g=X1oxGj fonksiyonu olsun. (xK,K
kiimesinin karakteristik fonksiyonu ) ve {z €Tl:g(z) =k} kimesini de W ile
gosterilir. Clinkii z € I' \ W i¢in g(3)< k — 1 dir ve 0(Gj)=0(G) j=1,2,...,n

J,, gdo = [. gdo— fF\nga >no(G)—(k-1)>0
K nin tamimini kullanarak elde edilir ve (W) )> 0 dir .{1,2,,...,n }’lerinin biitiin alt

kiime toplammi A ile gosterilir ki bu k’nin elemanlar1 da igerir. Ciinkii

WE Ujer Njer Gj ve a(W) )> 0
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burada J , A da bir kiimedir. Oyle ki ¢ (N jej Gj) > o olur. Dolayisiyla lemma

ispatlanir.

Sonuc.4.4: G ,nve k lemma4.3 gibiolsun. F € G bir Borel kiimesini igersin dyle ki
o(F) > 0 ve k elemanlar1 i¢eren a4, @y, ..., ay kimesi j, de Oyle ki ajF, j=1,2,...., k

kiimeleri G de mevcuttur ve ayriktir (Atzmon,1987).

Ispat: .2, ..2z; Lemma 4.3 nin sonucu gibi olsun ve N¥_; ziG kiimesi Gy ile
gosterilir. Burada |1 — wn | den daha kiigiik ¢ap ile z1Go nin bir F Borel alt kiimesi
icerir. Clinkii 0(3,Go)=0(Go)> 0 dir ve o(F) > 0 olur. a’j:ijl_l, =1,2,....,k olsun.
Agiktir ki ajF kiimeleri j=1,2,... k gerekli 6zelliklere sahiptirler.

Eger u, C kompleks diizlem de bir pozitif Borel 6l¢iim ve B, C nin bir Borel alt
kiimesi ise u(B) < oo dir. B de biitiin kompleks Borel fonksiyonlarmin topolojik vektor
uzay1 M (B, u) ile gosterilir ve

_ lg(2)-h(2)] )
d(g, M=/, Tt nm k@ g.h € M(B, ).

metrik ile donatilir.

Teorem.4.2’nin ispati: n pozitif sabit bir tam say1 ve k, k = na esitsizligi saglayan en
kiiciik tam say1 olsun. G = {zel:f(z) >0 disinilir, cinki o¢(G)=a >0
sonu¢4.4’ten G nin bir F Borel altkiimesi igerir oyle ki o(F) >0 ve k
elemanlart ay, ay,...,a,, a; = lile j, dedir. ajF,j=1,2,..,k, kimeleri G de
mevcuttur ve ayriktir. M(B, 1) topolojik cebiri Y ile gosterilir, burada p teoremin
ifadesinde 6l¢iimii tanimlar. ¢ donisimii ( L2(u))* denY ye k-lineer doniisiimiinii
0(g1, G2, - Gi)(2) = det (gi(@;2))¥ =y ; 2€F.g1, 92, g € L°(0)

sekildeki gibi tanimlayalim ¢ # 0 oldugu ag¢iktir. Ciinkii F de f> 0 dir. u, F deki
6l¢iim yakinsakhig1 o, F deki dlgiimle yakinsakligma denktir. Dolaysiyla L *(u) daki
yakinsaklik i¢cin G de u ile ilgili 6l¢tim yakinsaklig1 gosterilir. Bu da ¢ stirekli oldugunu

gosterir. U™ operatorti T olsun, ¢linkii @€/, , J=1,2,...,k takiben negatif olmayan biitiin

k-siralt (jy, jz, ..., i) ve biitiin k-sirali (gy, gas- .., gi) igin - ( L(w))*
(Thgy ,T72g; o.... Tk g N2)=2990(g1, G2s r Gi)(2) , BEF



23

q =n( j, +j, +ji dir. Bu da gosterir ki ¢, T ile beraber (3.2) kosulu keyfidir
istiine Ustiin  Sonu¢ 3.2°den m(T) = k = na oldugunu bilinmektedir. Bu da

Teorem3.1’in ispatidir.

U operatorii iginTeorem4.2 de tanmmlandigi gibi olsun. m(U™<n,
n=1,2,...esitsizligi vardir. Onerme3.4 den ve Nu formunun her operatdriin bir katlilig1

vardir (Atzmon,1987).

Teorem4.1 ve Sonuc¢3.7 birlestirerek asagidaki teoremi elde edilir

(Atzmon,1987).

Teorem.4.5: U operatorii L(H) de bir izometri olsun ve singiiler iiniter bir operator
olmasin 6yle ki m(U ")>na , n =1,2,... olacak sekilde 0<a<l bir « sabiti vardir
(Atzmon,1987).

Bu boliimiin sonucunda Teorem4.1 nin sonucu singiiler iiniter operatorler igin
genellikle dogru olmadig1 gosterilmektedir. Eger K kiimesi I' nin kompakt bir alt
kiimesi K da her 3z, 2, belirgin noktalar i¢in ve her pozitif n tam sayilar i¢in z "% 3™

ise her pozitif u Borel 6l¢iim igin K tarafinda desteklenir ve m(N;)=1, n=1,2,... olur.

Bu esitligi Stone-Weierstrass Teoremini kullanarak gosterilebilir (Atzmon,1987).

Teorem.4.6: E Spektral 6l¢iimii ve T operatorii L(H) de normal bir operator olsun. Farz
edelim ki H uzayinda bazi x # 0 vektorleri i¢in (E(.)x,x) 6lglimii C de tamamen
stireklidir 6yle ki

m(T™">na ,n=1,2,...

olacak sekilde 0<o<1 bir sabit a vardir (Atzmon,1987).



5. DARALMA OPERATORLERIN DERECELERI

Bu bolimde one siirillen metotlar1 Hilbert uzayinda singiiler olmayan iiniter
opratorlerin kuvvetlerin katliliginin hesaplamalarini elde etmekte kullanilir ve Atzmon(1987)
calismasindan yararlanilmistir.

L(H) uzayinda bir T daralmasi C;smifindadir. H uzayindan sifir olmayan tim x

vektorler icin T™, +» 0 olur Atzmon(1987).

Teorem.5.1: T operatorii H lizerinde C; smifinin tamamen iiniter olmayan bir daralma
operatorii olsun oyle ki
m(T">na, n=1,2,...

olacak sekilde 0<a<1 bir a sabiti vardir Atzmon(1987).

Teorem5.1’in ispatlamadan Once bazi notasyonlar1 tanimlanir ve diski cebiri A ile
gosterilir. Yani kapali birim yuvari lizerindeki biitiin siirekli kompleks fonksiyonlarin Banach
cebiri igten ice holomorfiktir I' birim c¢emberde sup-norm ile gosterilir. Von-Neumann
esitsizliginin gdz Oniine alarak L(H) de her T daralma i¢cin L(H) Banach cebiri igine A
Banach cebirinin azalan bir homomorfizma normdur ve bu p — p(T) doniisiimii vardir.
Burada p bir polinom operator, bu homomorfizma tarafinda A da bir f fonksiyonuyla aynidir

ve f(T) ile gosterilecektir (Atzmon,1987).

Teorem.5.1’nin ispati: H uzaynda ||x||; normunu asagidaki gibi tanimlanirsa,

x| =lim, oo [Tl , x € H (5.1)
T limitinin varlig1 bir daralmadir ve bu da

llxll<llxll  vx€eH (5.2)
oldugunu gosterir.
T operatdrii bu kabulde C; sinifindadir. Eger x#£o ise ||x||;#0 olur. Oyle ki ||x/||;bir normdur
dahasi bu norm (,); skaler ¢arpimi tarafindan elde edilir.

(x,y) = lim,,o (T, TyY) X,y €EH

seklinde tanimlanir. Yukaridaki dizinin yakmsakligi (5.1)’den ¢ikar. H; bir Hilbert uzaymni
gostersin, ||.||; normile H uzayi tamligi tarafinda ortaya ¢ikartilir. Ciinkii H uzaymndaki her

x igin ||Tx||;=||x||; dir. T, H, tizerinde bir izometri i¢in tek genislemesidir. Bu izometriyi U
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ile gosterilir. /, H de H, nin kanonik birlesimi gdsterir yani X€ H, jx=x (5.2)’den J siirekli ve
] yogun bdlgede oldugu aciktir. Dolayisiyla JT = UJ olur. O zaman Onerme 3.3’ten
m(T"H>m(U") n=1,2,...
esitsizligini elde edilir. Teorem3.5 den U singiiler olmayan {initer operatdr ise istenilen
sonucu gosterilecektir. Bunu ispatlamak i¢in farz edilir ki U bir iiniter operator ve E ile
spektral 6lgiim gostersin. x, H uzaymda sifir olamayan vektor olsun ve pu,=( E(.)x,Xx), [ de
pozitif Borel 6l¢iimii diistiniiliirse puyx, o ile tamamen siireklidir. py, I' nin lineer Lebesque
olgtimii sifir olan her kompakt altkiimesini yok eder. Dolayisiyla o(K) =0 ve u x(K)=0
olacak sekilde I' nin kompakt bir K alt kiimesi vardir. Clinkii o(K) = 0 dir.
A disk cebirinde h; ve h, fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir.
lhylles = llR1ll0=1
her zeK i¢in hi(z)=2 " ve hy(z) = 1 olur. ze T'\ K igin de |h,(2)| < 1 olur.
fveg fonksiyonlari A cebirinde olsun. g =hh, ve f(2)=zg(z), |z| <1 seklinde
tamimlansin S = g(T) operator disiiniilirse ST = TS = f(T) oldugu agiktir. Cinkii |[g|l. =
1 ve S bir daralmadir. Her zel' igin lim,,_,,, f"(z) = Xx(z) Baskin yakimsama teoreminden
1Moo | f (U = EGOxIE =1imes [ [F7(e%0) = XK ()| "dpa 1(8) = 0
fU)x = f(T)x

oldugu aciktir. (TS)"x=( f(T))"x, n=1,2,... dizisinin H da tiim zayif limit noktalar1 bu
form da elde edilir. E(K)x iginde J ile doniisiimdiirler. Ciinkii J birebirdir. Bundan su sonug
cikar bu dizi H da zayif yakmsaktir. Baz1 y vektor icin dyle ki

Jy = E(K)x (5.3)
ve

TSy =STy =y (5.4)
esitlikleri vardir.

M, H nin kapali altuzay1 olsun ve {T "y: n=0,1,...} kiimesi birlesimi gostersin. Daha

sonra M, T altinda ve S altinda da degismeyendir. (¢iinkii S = g(T) ) dir. Dolayisiyla

TSv =STv=v, veM
esitligini (5.4)’ten ¢ikar. Buradan T(M) = M oldugu agiktir. Ciinkii T ve S birer
daralmalardir. M deki her v i¢in ||[Tv|| = ||[v|| dir. Cinkii T tamamen initer olmayandir.
Buradan M={0} dir dolayisiyla y = 0 ve (5.3)’ten E(K)x = 0 olur. Dolayisiyla u x(K)=0
dir ve U operatorii singiiler degildir. (H, H; de yogun oldugu i¢in yukaridaki dnermeden U

tamamen siireklidir ve bu da Teoremi ispatlar.
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Teorem 5.1’°in sonucu genellikle dogru degildir . Tamamen iiniter olmayan ve
m(T"=1, 1,2,...

olacak sekilde bir T daralmasini bir 6rnegi vardir (Atzmon,1987).

Teorem.5.2: T kompleks Hilbert uzayinda bir daralma olsun. Eger T hem biitiiniiyle {initer
olmayan hem de bazi x, vektorigin T", -+ 0 veya T’mn initer kismu singiiler degilse
m (T") > na n=1,2,...

olacak sekilde bir a sabiti vardir (Atzmon,1987).

Ispat: T operatorii tamamen iiniter olmayan degilse dahasi ongériide tiniter kismi1 singiiler
degildir ve teoremin sonucu Onerme3.5 ve Teorem4.l de sonucundan cikar dolayisiyla
kabuliin devaminda T tamamen {niter olmayandir ve T" x, » 0 H daki x, vektori igin
gosterebilir. Bu da Onerme3.3 ve Teorem5.1in sonucundan ¢ikar.

N = {xeH:T"x- 0} alt uzaym diisiinelim ve ortagonal tiimleyeni H,=N+ dir. Ciinkii
Xo , N de degildir. Bundan su sonug ¢ikar H, # {0} olur. H, iistinde H uzaymin ortogonal
izdiisimii p ve Hy da T nin kisitlanis1 T; olsun. Yani

Tyy = PTy ,yeH,
tarafindan tanimlanan L(H,) da bir operatordiir. T tamamen {initer olmayan bir daralmadir ve
T; operatorii i¢in de dogrudur.

T; operatori C; smifinda oldugunu gosterilebilir. T nin {initer dilatasiyonu kullanarak
ispatlanabilir. H, da y sifir olmayan vektor diisiinelim ¢linkii T bir daralmadir ve y, N de
degildir. Oyle ki
IT™yll > m=1.2,. (5.5)

B> 0 bir sabiti vardir. n sabit pozitif bir tam say1 ve v = T"y dir. N kiimesi listiinde H in
ortagonal izdlistimii Q ile gosterecegiz ve (5.5)’ten her pozitif j tam sayis1 i¢in

B < ||T/v|| = ||TiPv + TV Q| < lIPvl + ||T/ Q|| (5.6)
esitligi elde edilir. Ciinkii N, T altinda invarantidir.

PT = T,P (5.7)
esitligi vardir ve Pv = Ty dir. Dolayisiyla T'Qv — Oolur. Ciinkii j— oo (5.6)’dan
IT{*y|l = B oldugu ¢ikar. Bu da H, da her sifir olamayan y vektorii igin T{'y + 0 oldugunu
gosterir ve T;, C; smifindadir. Sonug olarak T; Teorem4.l nin sonucu keyfidir (5.7) ve

Onerme3.3 de T igin dogrudur. Bu da Teoremin ispatmi  tamamlar.



6. DIREKT TOPLAMLARIN KATLILIGI

Bu boliimde T,, operatorlerin katliliginin hesaplanmasi ig¢in bir ka¢ kiiciik
gbzlem yapilarak Atzmon(1987) ¢aligmasindan faydalanilmistir.
L(X) tzerinden her n pozitif tam say1 i¢in T operatdriiniin n kopyalarmin direkt

toplamlar1 T, ile gosterilir. T operatdrii L(X) de bir operatdr olsun ve Onerme4.5 den

m(T,)< nm(T) n=1.2,...
(6.1)
esitsizligi vardir. Bu esitsizligi Onerme3.6 nin basit bir uygulamasindan
m(T,)= nsupj.dim[Ker(T*-1)] , n=12...
(6.2)

oldugunu gosterilebilir. Ancak T~ bir zdegere sahipse o zaman
m(Ty)=n , n=1,2,...

(6.3)
oldugu soylenebilir. Dolayistyla X, £L(X) de her operator igin sonlu boyutludur. Diger
bir ifadeyle (6.3) deki esitsizlik genelikle dogru degildir. Eger X sonsuz boyutlu ise
mesela T operatrii 1?2 de geri fark operatoriidiir. Buradan m(T,)=1 , n =1,2,...
oldugunu bilinir (Atzmon,1987).

Eger T ayrilabilir kompleks Hilbert uzayinda bir normal operator ise o zaman
Teorem5.1’den

m(T,)=nm(T) , n=1,2,...

(6.4)
esitligi oldugu asikardir (Atzmon,1987).

Onerme.6.1: Eger U ayrilabilir kompleks Hilbert uzaymda bir izometri ise 0 zaman
mU,)=n ,1,2,...
esitsizligi vardir (Atzmon,1987).

ispat: Eger U tiniter degilse KerlU™ # {0} ve bu durum (6.3)’ten ¢ikar. Eger U iiniter ise
bu durum da (6.4) kosulundan ¢ikar.
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Teorem.6.2: T operatorii ayrilabilir kompleks Hilbert uzayinda bir daralma olsun ve
kabul edilir ki igin Ty, + 0 olacak sekilde bir xo vektorler varsa

m(T,)=n ,n= 1,2,...
(6.5)
esitsizligi vardir (Atzmon,1987).

Ispat: Teorem5.l nin ispatindan ¢ikar ve teorem5.2 ayrilabilir kompleks Hilbert
uzayinda

U bir izometri igerir ve smirh bir lineer L doniisiimii yogundur, béylece LT = UL olur.
Dolayisiyla her pozitif n tam sayisi i¢in L, doniisiimii yogundur. Burada L, T,, = U, L,

esitligi vardir. Bu durum 6nerme3.3, 6nerme6.1 ve (6.5) sonuclarindan ispatlanir.

Teorem.6.3: V operatorii L2[0,1] de Voltera integral operatorii olsun. Yani
Vi) =[5 f(©)dt 0< x <1, fel?[0,1]
O zaman
m(Vy)=n ,n=1,2,...
esitligi vardir (Atzmon,1987).

Ispat: 1?[0,1] de fveg fonksiyonlarin bileskesi f g ile gdsterilir.Yani [0,1]
iizerindeki fonksiyon
frg) = [ flx—t)g(®)dt,0<x <1
seklinde tanimlanir.
f *g, L?[0,1] de oldugunu kolayca ispatlanir. Ve
If = gll < lIfll;llgll;
(6.6)
olur. n bir pozitif tam say1 olsun m(V,)=n oldugunu gosterilir. H Hilbert uzayimni
L?[0,1] nin n kopyalarmin direkt toplamlarin1 gosterilir.
@: H - L?[0,1] n-lineer doniigiimii alinsin. Bu tanimda boylece
firUi )iz, » F1.2,....n

H da elemanlardir. O zaman

o(f1, f2 - fn) = det (x ui,j)?,j:l
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u; ; nin 6nlindeki bu * sembol anlami yukar1 determinant tamminda bileske ¢arpimdir.
¢ # 0 kolayca kanitlanir. (6.6) gosterimde ¢ siireklidir. v bir fonksiyon olsun ki bu
[0,1] de aynidir. Buda Vf =V * f oldugunu gosterilir. Her L2[0,1] deki f i¢in negatif
olmayan tam sayilarin (jy, j,, ... j,) tim n-swrali i¢in elde edilir ve n-sirali (f3, f, ... f)
H" dedir.
eV, V2 fy,  VINEN D)=V 20 (f1, fo s f)

qQ=Jitjt...Tjn  dir. Bu gosterim ¢ , V, ile ilgili sonu¢3.2 keyfidir ve dolayisiyla bu
sonugtan m(V,)=n oldugu c¢kar. m(V) =1 kolayca ispatlanir.
v,V de devirli vektordiir ve dolayisiyla (6.1) ile m(V,)<n esitsizligi elimizde

vardir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.



7. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada ayrilabilir kompleks Banach uzaylarinda bazi operatorlerin kathiligmin
iizerinde c¢aligildi. Ayrica X bir ayrilabilir kompleks Banach uzayinda bazi smirli lineer
operatorlerin katlilig1 ¢aligildi.

Ozellikle bu tezde C(I") ve A (D)-disk cebirin iizerinde ¢arpma operatdriiniin katlilig
da calsildi. Eger T operatorii A(D) de bir ¢arpma operatorii ise m(T™) =n oldugu

gosterildi.
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