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OZET

RELATIVISTIK KINEMATIK

KARA, Ridvan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dog. Dr. Senay BAYDAS
Kasim 2013, 54 sayfa

Bu calismada, Relativistik Kinematik baslig1 altinda; 6zel relativite teoremi, bu
teoremin aciklandig1 Lorentz uzay1 ve Lorentz transformasyonlar ile relativistik kinematigin
kinematik boyutu incelenmistir.

Bu tez, bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olup relativistik
kinematigin genel bir yorumu verilmistir. Ikinci bdliimde kinematigin temel tanimlar1 ve
Cayley formiilii verilmistir. Uciincii boliimde iki boyutlu Lorentz uzay1 ve bu uzaydaki a1 ve
donme kavramiyla ilgili tanim ve teoremler yer almaktadir. Dérdiincii boliim, Einstein’ i 6zel
gorecelilik kuramin1 ve Lorentz transformasyonlarini, ayrica relativitede sapma ve Doppler
kaymas1 konularmi kapsamaktadir. Besinci bdliimde ise Lorentz i¢ c¢arpimi ile Lorentz
uzaymnin nasil ve hangi kosullarda olustuguna agiklik getirilmis buna ek olarak relativistik
kinematigin kinematik boyutu incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Kinematik, Lorentz transformasyonlari, Relativistik kinematik,
Relativite.






ABSTRACT

RELATIVISTIC KINEMATICS

KARA, Ridvan
Msc Thesis, Department of Mathematic
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Senay BAYDAS
November 2013, 54 pages

In this study, under subject of relativistic kinematics; Lorentz space in which the theory
of special relativity is explained, Lorentz transformations and kinematics aspect of relativistic
kinematics have been examined. This thesis is consisted of five sections. In the first section,
as an introductory, there is a general explanation about kinematics. In the second section,
Cayley formula and basic definitions of kinematics are given. In the third section, two
dimensional Lorentz space and definitions and theories related to angle and rotation are
described. In the fourth section, it is given Einstein’s special theory of relativity, Lorentz
transformations, aberration and Doppler effect in relativity. In fifth section, it is given Lorentz

inner product with kinematics aspect of relativistic kinematics.

Key words: Kinematics, Lorentz transformations, Relativistic kinematics, Relativity.
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1. GIRIS

Hareket teorisi; matematikte, fizikte ve mekanikte 6nemli bir yere sahip bir
disiplindir. 1900°lii yillara kadar {i¢ boyutlu uzayda bir kati cismin hareketi ¢alisilmakta,
Newton mekanigi ihtiyaca cevap vermekteydi.

Uzay-zaman ile ilgili ilk 6nemli ¢ikis 1909°da Hermann Minkowski tarafindan
yapildi (Minkowski, 1909). Bundan o©nce Lorentz (1904), elektronlarin temel
hareketlerinin kendi adiyla anilan Lorentz transformasyonlari altinda invaryant
kaldiklarin1 gosterdi. Einstein (1905), relativitenin takdimi sayilabilecek yaymi ile yeni
bir agilim yapt1. Béylece uzay-zaman, hareket ve relativite birlikteligi degisik bir yapiya
kavustu. Sophus Lie ve Georg Scheffers (1893) in grup teori ile ilgili ¢alismalar1 ve
Poincare’in Lorentz transformasyonlarinin grup yapisimin R* x iR de mevcut oldugunu
gostermesiyle, R® x iR uzayr daha sonralar1 L* ( 4 boyutlu Lorentz uzayi) olarak
isimlendirilecek olan uzayda, yeni bir kinematik yapisimin yolunu agmustur.

Bu tezde oncelikle kinematigin temel kavramlar1 verilecektir. Daha sonra n
boyutlu Lorentz wuzaymin tanimi, Lorentz uzayinin temel 6zellikleri ve bu uzayda
donme kavramu verilecektir. Sonraki boliimlerde ise 6zel relativite teoreminin esaslari
ve bu teoremin ifade edilisinde kullanilan Lorentz transformasyonlar1 ele almacaktir.

Son bolimde ise relativistik kinematigin kinematik arka plan1 verilecektir.






2. KINEMATIK

Kinematik, noktalarin hareketlerinin geometrik Ozelliklerini ¢alisan, hareket
geometrisi olarak da adlandirilan geometrinin bir disiplinidir. Oncelikle bazi kavramlar:

vermemiz gerekmektedir.

2.1. Tamm:
(M, d,) ve (M,,d,) iki metrik uzay olsun.
f:(My,dy) > (My,d,)
dontistimii verildiginde V p, q € M;i¢in
di(p,q) = do(f (), f (q))
esitligi saglantyorsa f ye, M; den M, ye bir izometri denir (Bottema, 1979).

2.2. Tanim:
E™ de bir noktay sabit birakan izometriye o nokta etrafinda bir donme denir (Hacisalihoglu,
1980).

E™de her donme bir ortogonal matrisle verilir.

2.3. Tamm:
E™ in bir T izometrisi ve X = (x4,...,%,) € E™ igin
T(x) =X +t=(x1 +t1,..., Xp +tp),
olacak sekilde bir tek 7=(ty,t,,...,t,) € E™ noktasi varsa T ye E™ in ¢ ile belirtilen bir

otelemesi denir (Bottema, 1979).

2.4. Tamim:

Re 0(n), Te R" olmak tizere D(R,T) ikilisine E™ de bir yer degistirme denir. Burada
0(n), n X n ortogonal matrisler ciimlesidir.

x € R" i¢in,

Dx)=RT)=R(x)+T

peo=[o lfl

veya

dir.



D:E™ —» E"
iciny, E" =F, D(E™) =M ile temsil edilir, sabit ve hareketli uzay olarak adlandirilir.
Boylece bir yer degistirme D:F — M seklinde bir doniisiimdiir ve izometridir. Eger bir ¢t

parametresine bagli olarak ifade edilirse hareket kavrami verilir (McCarthy, 1990).

2.5. Tanmim:

D(t):F - M yer degistirmesine E™ de bir hareket denir (McCarthy, 1990).

2.6. Koordinat transformasyonlari:

Bir cismin bir digerine bagli pozisyonunu caligmak icin her bir cisme birer cati
baglanir. Cisimlerin biri sabit, digeri hareketli kabul edilir. Sabit cisim yer gibi diisiiniiliir ve
baglanan c¢at1 sabit cat1 olarak isimlendirilir. Bu cati F ile gosterilsin. Hareketli cisme
baglanan ¢at1, hareketli catidir ve M ile gosterilsin. Ilgili transformasyon M de olgiilen

koordinatlar1 F deki koordinatlara donuistiiriir. Bu transformasyon,
X=[Alx+d (2.1)

ile verilir; burada x noktanin M deki yer vektorii ve X ise F deki yer vektoridiir.

Sekil 2.1. Sabit ve hareketli cat1.



Hareketli cisim n —boyutlu (n = 2 veya 3) ise [A] bir n X n matris ve d n —boyutlu
vektordiir. Bu transformasyonun, kati cismin katiligin1 korumak zorunda olmasi demek her iki
koordinat sistemini kullanarak hesaplanan uzakligin ayni olmasi demektir. M deki P ve Q
arasindaki uzaklik, Oklid uzaklik formiiliiyle tanimlanir. Bu deger, P ve Q nun koordinat

vektorlerinin farkinin normudur. F deki 6l¢iilendirme kullanilarak,

d(P,Q) = |IF - Q|

=J/P-QT(P-0Q)
elde edilir. M deki 6lciilendirmeyle;
1P —@ll = ll[Alp + d — ([Alg + Dl

= [I[Al(» — )l

= - QTAT[Al(p — @)

yazilir. Bu son esitligin ||p — ql| ya esit olmasi i¢in
[AT][A] = [1] (2.2)

olmaldir. (2.2) esitligi (2.1) in bir kat1 transformasyon olmasini garantiler. Sonu¢ olarak

(2.2) esitligini saglayan matris bir ortogonal matristir (Bottema, 1979).

2.7. Cayley Formiilii:

Bir donmenin cismin noktalar1 arasindaki sabit uzakligi korumasi

ve sonug olarak,

formunda yazilabilir.



—n
3
—_
Ry

Sekil 2.2. X ve % vektdrleri arasmdaki iligki.

degerleri yerine yazilirsa,
X-2=[A-1A+11X+ %
olur.
B=[A-1Il[A+1I]?

ile gdsterilirse B matrisi X + X vektoriinii kendisine dik olan X — # vektdriine

doniistiirmektedir. X ve X herhangi vektorler olduguna gore, temsilci bir y vektorii igin;
(v.[Bly)=0

dir. B = [bi j] acik bilesenleriyle yazilirsa;

Z(bij + b))y, + Z biy? =0

i%) i=1
elde edilir. Bu esitlik keyfi bir y vektorii i¢in saglandigindan; her i, j i¢in

b; =0



bij = —by;

olmalidir. Yani [B] = —[B]7 olup bir baska ifadeyle B matrisi anti-simetrik bir matristir.

B = [A — I][A + I]7! esitliginden A matrisi ¢oziiliirse;
[BI[A+Il=A—1
[BI[A] +B=A—1
[B][A] — A = —[1] - [B]
[B —I[A] = —[I + B]
[A] = =[B —1]7'[1 + B]
[A] = [1 —B]™'[I + B]

elde edilir. Bu esitlik ortogonal matrisler i¢in Cayley formiilii olarak adlandirilir (McCarthy,
1990).



3. LORENTZ UZAYI

Lorentz uzayi, relativiteyi anlayabilmek i¢in incelenmesi gereken uzaydir. Burada

Lorentz uzaymmn temel yapisini inceleyecek ve Oklid uzayr ile aralarmdaki farklar

vurgulanacaktir. Daha sonra Lorentz transformasyonlar1 ile relativitenin matematiksel

karsilig1 incelenecektir.

3.1. Tanim:

V bir reel vektor uzay1 olmak tlizere V iizerinde tanimli
b:V xV >R

vv,weV, b(w,v)=b(v,w)

sartini saglayan simetrik R-bilineer form olsun.

V {izerinde tanimli bir simetrik bilineer form b olmak tizere

1-) V v € V olmak iizere

v # 0i¢in b(v,v) > 0 ise b ye pozitif tanimli,

v # 01i¢in b(v,v) < 0 ise b ye negatif tanimli,

2-) YV v € V olmak iizere

b(v,v) = 0 ise b ye pozitif yar1 tanimli,

b(v,v) < 0 ise b ye negatif yar1 tanimli,

3-)Vv,weV icin

b(v,w) = 0 oldugunda v = 0 ise b ye nondejenere denir.

b, V iizerinde bir simetrik bilineer form ise b nin her W c V alt uzayma kisitlanmasi da

simetrik ve bilineerdir. b|y«y) kisitlanmast bly, ile gosterilir. b yar1 tanimli ise by, de yar1

tanimlidir (O’neill, 1983).

3.2. Tanmim:



b, V tizerinde bir simetrik bilineer form iken b|;, nin negatif tanimli oldugu en biiyiik boyutlu
W c V alt uzayinin boyutuna simetrik bilineer formun indeksi denir. Boylece 0 < 9 < boyV
dir ve ¥ = 0 & b pozitif yar1 tanimlidir.

Bir V vektor uzayi lizerinde tanimli non-dejenere simetrik bilineer forma skaler ¢arpim denir.
I¢ carpim, pozitif tanimli skaler ¢arpimdir. R" {izerinde taniml

n
V.Ww = Z VWi
i=1

carpimi bir i¢ ¢arpimdir. Bazen nokta (dot) carpimi olarak da adlandirilir.

Bir uzay tizerinde bir skaler carpim (i¢ carpim) tanimliysa vektor uzayina skaler carpimli uzay
(i¢c carpiml1 vektor uzay1) denir.

Bir V' vektor uzay1 i¢in boyV = 2 {lizerinde tanimli bir skaler carpim mevcut ve skaler
carpimin indeksi 1 ise vektor uzayina Lorentz vektor uzayi denir (O’neill, 1983).

3.3. Tanmim:

Bir V' vektor uzay1 icin boyV = 2 {lizerinde tanimli bir skaler carpim mevcut ve skaler
carpimin indeksi 1 ise vektor uzayina Lorentz vektor uzayi denir.

V bir Lorentz uzay; W < V bir alt uzay ve g V iizerinde tanimli bir skaler ¢carpim olsun.
1-) glw pozitif tanimli ise yani W bir i¢ carpim uzayi ise W ya spacelike,
2-) glw non-dejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike,

3-) glw dejenere ise W ya lightlike (null) denir (O’neill, 1983).

3.4. Tamim
X € L? i¢in X in normu

%1l = v I, )1
olarak tanimlanir (Birman ve Nomizu, 1984a).

Yine aksi belirtilmedikge || ||sembolii || ||, yerine kullanilacaktir. Yukarida verilen norm

tanimina gore su teorem verilebilir.



3.1. Teorem:

X € L? olmak {izere;

i—=)|1%]| >0 dur.

ii—) ||X]|=0 «X bir null vektordiir.

iii—) X bir time-like vektor ise ||X]|2=—(X, ¥)dir.

iv—) X bir space-like vektor ise||X||? =

(x, %) dir (Birman ve Nomizu, 1984a).
3.5. Tanim:

L?, iki boyutlu Lorentz uzay1 ve %,y € L?olsun.

ise X ve y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir (Birman ve Nomizu, 1984a).

~ 2

Aksi belirtilmedikce iki vektoriin dikliginden “Lorentz anlamindaki dikligi” anlasilacaktir.

3.2. Teorem:

L?de her ikisi de time-like (veya space-like) olan iki vektor birbirine dik olamaz (Ergin,

1989).
Ispat:
%,V € L? iki time-like vektor olsun. ¥ = (x4, x,) ve y = (y4, y,)icin;

2 2
x1 _xZ < 0 - x12 < sz

Y12 —y,2 <0 = y2 < y,?
olur.

2,2 2., 2
= X1y <X°Y2

= |x1y1] < x5l



10

= X1Y1 F X2)2
= XY — XY, # 0
- (x,y)#0

bulunur. Yani X ve y vektorleri dik olamazlar. Benzer bir ispat space-like iki vektor igin de

yapilabilir.

3.1. Sonugc:

Iki vektdriin dik olmasi i¢in birinin time-like, digerinin space-like olmasi gerekir (Ergin,
1989).

3.6. Tanim:
X € L? time-like bir vektdr olsun. €= (0,1) olmak iizere;
i—) (¥,€) < 0 ise ¥ vektoriine bir time-like future-pointing
ii—) (X, €) > 0 ise X vektoriine bir time-like past-pointing vektdr denir (O’neill, 1983).
Bu tanima gore X vektorii time-like ve future-pointing ise,
x12—x22 <0ve x,>0

oldugundan bu iki 6zelligi i¢inde toplayan asagidaki sonug verilebilir.

3.2. Sonugc:

X= (x4, x,) € L? vektoriiniin time-like ve future-pointing olmasi i¢in yeter ve gerek sart
1] < x,

olmasidir (Birman ve Nomizu, 1984a).

Ispat:

i—) —: X € L? time-like oldugundan
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X= (x1,%2)
i¢in
xf - x% < ODenklemi buraya yazin.

2 2
- X< Xy

= |xy | <l (3.1)
olur. Diger taraftan
X= (x1,%2)
future-pointing oldugundan
- ((x1,x2),(0,1)) <0
- —x,<0
- x,>0

olur. Bunu (3.1) ifadesinde yerine yazarsak;

1| < x;
elde edilir.
[i—) «:

1| < x;
olsun.

Bu da x, > 0 oldugunu ifade eder. O halde,
(xX,€) < 0 demektir. Yani X bir future-pointing vektordiir. Diger taraftan;
1] < x,
- x0< x,°

—>x12—x22< O
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— X time-like dir.

Yukaridaki acgiklamalara gore Lorentz i¢ ¢carpimi ile donatilmis R? icin vektorlerin

cinsi asagidaki sekilde verilebilir (Ergin, 1989).

!_1

eSRNaIS

o N~ [~

Sekil 3.1. Lorentz uzaymda vektor ¢esitleri

3.3. Teorem:
12 de birim time-like vektdr £ olsun.
(6,85 =0
olacak bi¢cimde bir tek #1 birim vektorii vardir (Birman ve Nomizu, 1984a).
Ispat:
Kabul edelim ki #* tek olmasin. Yani;
<37 >=0ve <BFL>=0

— — — -1 - 1 5 L — - -
olacak sekilde ¢'t= (£,'*,0,'t) ve £ = (£; £, ) iki vektor olsun. £ = (¢, ,%,) olmak

uzere;



- - 1
44 4,
= T o1
fz gl
R
6, 4
bu esitliklerden;
- 1 -
gz = Agz 'L
- 1 -
gl = Aglll

-1 - — 1
elde edilirkibu da ¢ ve #'+nin lineer bagimli olmasi1 demektir. Demek ki £  tektir.

3.7. Tamim (Lorentz uzayinda ag1 ):

Lorentz uzaymdaki aci kavrami ile Oklid uzaymdaki a¢i kavrami farklilik arz
etmektedir. Bu kavram vektor gesitlerine gore iki farkli sekilde ele alinacaktir. I1k olarak time-
like future-pointing veya past pointing vektorler arasindaki a¢i kavrami incelenecek daha
sonra yine time-like bolgede, biri future-pointing biri past pointing vektorler arasmdaki aci
kavrami ele alinacaktir. Ayrica burada aciy1 ifade edecek olan u hiperbolik radyan cinsinden

bir a¢1 birimidir.
X ve y time-like birim ve future-pointing (past-pointing) iki vektdr olsun. u € R ig¢in

__[chu shu
AQw) = [shu chu

dir. A(w)x =1y ise u ya x den y ye dogru yonlendirilmis a¢1 denir (Birman ve Nomizu,
1984a,b).
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Sekil 3.2. Time-like vektorleri arasindaki ag1
Bu tanima gore,
KX, y)=u

ise

K@, %) = -K(%,y)
ve

K(=%,—-y) = K(%,y)
dir (Ergin, 1989).

X time-like future-pointing birim vektor, y time-like past-pointing birim vektér olsun.

Bu durumda —y future-pointing birim time-like vektordiir. Bir nceki tanima gore;
u=K(~5,%)

ise X den y ye olan ag1,
KX, y)= —u

olarak tanimlanir (Birman ve Nomizu, 1984b).
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L3

Sekil 3.3. Future pointing vektorler arasindaki agi

5

Ay

Sekil 3.4. Future pointing ve past pointing vektorler arasindaki ag1
3.4. Teorem:

X ve y birim time-like future-pointing vektorler olmak iizere asagidaki esitlikler dogrudur

(Birman ve Nomizu, 1984b).
1) K(%,—%) = 0
29)KEY) + KO,2) = K(&,2)

3-)K(%,%) =0



16

4_) K(}_;'f) = —K(f,_’)_/))
5-) K(=%,5) = K(%,)

6_) K(f,—_’)_/)) = K(f,_’)_/))

3.5. Teorem:

X den y ye a¢1 “u” ve X,y time-like, futurepointing birim iki vektor ise
chu = —(X,y)

dir (Birman ve Nomizu, 1984a).

Ispat:

X den y ye ag1u ise;
(i el beal = 2]

x,chu +x,shu = y,;

x,Shu +x,chu = vy,

<£r5;> = <(x1!x2)r(y1ry2 ))
= (( x4, x3), ( x;chu + x,shu, x;shu + x,chu))
= (x,%2 — x,%) chu

= —chu

bulunur.

3.6. Teorem:

X,y € L? future-pointing ve time-like vektorler olsun. Bu durumda;
1-)(X,y) <0

2—) X + y future-pointing ve time-like’dir.(kapalilik)

3—) — (X, ¥) = lIXIllIy|l (Lorentz uzayinda Schwartz esitsizligi)
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4-) 1% + y|| = lIX]I+ l|¥]l ( Lorentz uzaymda iiggen esitsizligi)
ozellikleri saglanir (Birman ve Nomizu, 1984a).
Ispat:
1-) X = (x1,%;), ¥ = (y1,y,) future-pointing time-like vektdrler oldugundan,
| x1] < x,
1l <2
= | xq|ly1] < x2y,
= | X131 < %2,
= | x1y1] — x5y, <0
Mutlak deger kaldirilirsa esitsizlik daha da kuvvetlenir. O halde;
X1Y1 — %X2Y2 <0
(£,y)< 0
Esitlik hali ik1 vektorden en az birinin sifir olmasiyla miimkiindiir.
2—) X,y time-like ve future-pointing oldugundan,
1| < x,
1l <2
lx1| + ly1l < x2 + 3,
= |xg +y1l < xt y,
(esitsizlik daha da kuvvetlendi).

— X + y future-pointing ve time-like’dur.
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<
5|

Sekil 3.5. iki dik vektdr arasindaki iliski

3—) ¥y vektoriiniin X iizerine Lorentz anlaminda dik izdisiimiinii alalim (Sekil 3.5). Bu

durumda;
X,u) =0
ve
y=ax + u
olur. Bu yazilista © vektorii bir space-like vektordiir. Zira axX vektorii time-like dur.
(y,9) = (ax + u,ax + u)
= a¥ (% %) + 2a{X,uw) + (uw,u)
=aX(%,%) + (u,u)
a*(x, %) = (,y) — (wu) (3.2)
elde edilir. Diger taraftan,
(X,7)=(X,axX + u)’

=a*(%, %)+ (%, u)*+ 2(X, a¥)(X, u)

elde edilir. (3.2) kullanilarak;
= (Y — wu)) (xX,%)
= (J, N, %) — (wuNX,x)

Bu ifadeden pozitif terim atilirsa;



= (X, 7Yz (=IIFIH %1%

- (%, 5= 1yII211%]1>

= [0 = Iy
1.den dolay1 yani (¥, V) < 0 oldugundan,
—(x,y) = Iyl
dir.
4-) AZN+ NP1 = NZ1P + 1911 + 2012111
ch@ > 1 oldugundan;
< 1212 + 19117 + 2012|111l ché
SIEN+IFIY’s =% +5,% + )
SR HIPI < 12 + yII?
= X[Vl < 11X + Fl

bulunur.

3.8. Tanmim:

L? de donme matrisi diye u € R olmak iizere,

__[chu shu
A(w) = [shu chu

2x?2 matrisine denir (Birman ve Nomizu, 1984a).

Bu donme kavrami Oklid uzaymndaki dénme kavramindan farklidir. Bunun durum Sekil 3.6

ve Sekil 3.7 ile agiklanabilir. Buna gore;

[51] _ [Chu shu [fll]
£, shu chul l¢,’
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olur.

mt‘,i;

Sekil 3.6. Lorentz uzayinda donme

Bu donmenin daha iyi anlasilabilmesi i¢in u = [n2 hiperbolik radyan olsun.

A(In2) matrisi yardimiyla ¢, = (1,0) ,#, = (0,1) birbirine dik olan iki vektoriin u = [n2

kadar donmeden sonra alacagi yeni konum

5/ 3
_[ch(n2) sh(n2)] _[P/4 /4
A(In2) _[sh(an) ch(lnz]_[3/4 5/4]
olur.
5 3
A(In2) [(1)] - [4 4 S an2) [(i] = [5;4]
4 4

elde edilir. Burada Lorentz anlaminda u hiperbolik radyanlik donmeden sonra elde edilen

A(In2),,ve A(In2),, vektorleri igin
(A(In2),,,A(In2),,) = 0

|A@n2),, || = 1

|An2),, || = 1

olduklar1 kolaylikla goriilebilir. Hatta bu donme altinda iki nokta arasindaki uzaklik da
korunmaktadir. Bu ileride bir teoremle ifade edilecektir. Simdi ise P = (1,1) noktasinin

A(In2) donme matrisi altinda alacagi yeni konum;
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A [] =[]

olur. Q = (1,2) noktasi igin,

11 _[2,75
An2) || = [3,75]
elde edilir. Boylece L?> de u radyanlik bir donme Sekil 3.7. deki gibidir. Yani 1. ve 3.
Bolgelerde merkezden kacgan ve null vektorlere yaklasan noktalar, 2. ve 4. bolgelerde merkeze

ve null vektorlere yaklasan noktalar bu donmenin esasini olusturmaktadir (Ergin, 1989).

Sekil 3.7. Lorentz uzaymda donmenin bdlgeler aras: fark:

3.7. Teorem:

A(w) matrisine karsilik gelen A: L2—L? lineer doniisiimii, time like vektorleri time like
vektorlere spacelike vektorleri spacelike vektorlere ve null vektorleri null vektdrlere

dontistiiriir. Yani A yonlendirmeyi korur (Birman ve Nomizu, 1984a).

Ispat:

X € L? ve x time like olsun. ¥=(x;,x,) olmak iizere;
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x,chu + x,shu
x,Shu + x,chu

Alw)x =
dir ve
(A)x, A(W)x) =( x,chu + x,shu)® — (x;5hu + x,chu)’
=x,%(ch*u — sh®u)—x,> (ch’u — sh’u)
=x1"—X;
=(x, x)
elde edilir. X time like oldugundan

(A(w)x, A(w)x) < 0

elde edilir. Benzer ispat space-like ve null vektorler i¢in de yapilabilir.

3.8. Teorem:

A(u) matrisine karsiik gelen A:L? — L? lineer doniisiimii zaman yodnlendirmesini korur

(Birman ve Nomizu, 1984a).

Ispat:

X = (x4, x,)€ L’ve x future-pointing olsun. e = (0,1) olmak iizere,
(A(w)x,A(we) < 0

olur. Benzer sekilde past-pointing i¢in yine
(A(wx, A(w)e) > 0

olur. A(u) zaman yonlendirmesini korur.

3.9. Teorem:

A(u) matrisine tekabiil eden A: L? — L? lineer doniisiimii iki nokta arasindaki uzaklig1 korur

(Ergin, 1989).
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Ispat:
X = (x1,x),V = (y1,¥2)€ L? de iki nokta olsun.
Xy =1 —X1,¥2 — X2)
olup
d(x,y) = 17l = 101 = %) = (2 — %)*1/2
dir. Diger taraftan;
A(w)x = (x;chu + x,shu, x,shu + x,chu)
A(w)y = (y;chu + y,shu,y,shu + y,chu)
oldugundan
d(Awx, Awy) = lld(Aw)x, Al
= [1(Cer — y1)chu + (xz — y2)shw), ((x1 — y1)shu + (xz — yz)chu) ||
= |(x; — y1)?ch?u + (x5 — y,)%sh?u + 2(x; — y,) (x, — y,)chushu
— (1 — y1)%sh?u — (x, — ¥,)?ch? — 2(x; — y1) (x5 — yz)chushull/l
= 1 = 3% = (2 = 2022 = d(x,)

elde edilir.



4. LORENTZ DONUSUMLERI

Lorentz’in tanimladigi bu farkli metrik ve vektorler son ylizyilin bazi fizik
kuramcilarina kendilerini ifade edebilecekleri yeni bir alan yaratmistir. Bu kesimde Lorentz
carpani ve Lorentz transformasyonlari olarak bilinen kavramlar ve bu kavramlarmn kullanildig1

fizik alanlar1 incelenmektedir.

Lorentz doéniisiimlerini anlayabilmek i¢in Oncelikle Einstein’in 6zel gorecelik
ilkesine bakilmalidir. Ciinkii Lorentz doniistimleri birbirine gore diizgiin dogrusal hareket
eden farkl eylemsizlik sistemlerindeki gozlemcilerin saptadiklari bir olayin birbirine gore

durumlarini inceleyen doniistimlerdir.

4.1. Ozel Gorecelik Kurama:

Ozdes 6l¢ii cubuklarina sahip gozlemcilerin, icinde bulunan herhangi bir uzunlugu
kendi ¢ubuklariyla 6lctiiklerinde diizgiin dogrusal hareketlerinden bagimsiz olarak ayni degeri
bulduklar1 uzay salt uzaydir. Salt zaman ise, 6zdes ve ayar edilmis (baslangi¢ anlar1 ¢akigik)
saatlere sahip birbirine gore diizgiin dogrusal hareket eden gozlemcilerin her an kendi referans
sistemlerinde yaptiklar1 Olciiler sonucunda saptadiklar1 ortak degerle belirlenen zamandir.
Tiim gozlemciler i¢in salt zaman aynidir.

Simdi salt uzaya gore diizgiin dogrusal hareket eden ve her birinde bir gézlemci
bulunan iki referans sistemi alnsmn. Her iki gézlemcinin kullandig1 koordinat sistemlerinin
eksenlerinin paralel oldugunu varsayilsin. Bu koordinat sistemleri (S) ve (S') ile gosterilsin.
Bu gozlemciler her hangi iki olay1 incelesinler. Her ikisi de kendi 6zdes saatleriyle olaylarin

olus zamanlarini saptadiklarinda ayni degerleri bulacaklaridir.
t=t'
Olaylarin olus yerlerinin birbirine olan uzakligini da esit bulacaklardir.

|r2 - I'1| = |r2' —r1’|
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Bu durum Newton anlayisinda gecerlidir. Yani Newton anlayisi s6z konusu
oldugunda her iki sistemdeki saatler her olay icin aym1 zaman ; 6zel gorecelik kurami s6z

konusu oldugunda ise saatler farkli zamanlar1 gosterir.

Ozel gorecelik kuramma zemin hazirlayan en biiyiik etken 15131n hizinin saniyede
300.000 km olarak oOlciilmesi ve bu gercegin yorumlanmasi olmustur. Einstein (1905)

yayinladig1 bir makale ile su iki ilkeyi benimsemistir.

1-Ozel Gorecelik ilkesi : Fizik yasalari (mekanik, elektromanyetik-optik) birbirine gore

diizgiin hareket eden tiim eylemsizlik sistemlerindeki gozlemcilere gore aynidir.

2-Boslukta Isik Hizinin Sabitligi Ilkesi : Isigin bosluktaki siirati 151k kaynagi ile gdzlemcinin
birbirine gore olan diizgiin dogrusal hareketinden ve 151g1n yayilma dogrultusu ile yoniinden

bagimsiz evrensel bir sabittir.

Boslukta 151k hizinin sabitligi ilkesinin temel olarak alinmasi nedeniyle salt zamanin
varlig1 kabuliiniin bir yana birakilmasi 6nemli bir soruna yol agmaktadir. Bu soru sudur: farklh
eylemsizlik sistemlerinde bulunan gozlemciler bu yeni ilke dogrultusunda kendi
sistemlerindeki zamani1 ve uzunluklar1 nasil belirlemelidirler? Hendrick Antoon Lorentz

(1904) bu sorunun ¢oziimiinde bize yardimc1 olacak Lorentz doniisiimlerini tanimlamustir.

Birbirine gore sabit hizla hareket eden iki gozlemciyi alinsin. Her iki gdzlemcinin ayni
bir olay i¢in Olgtiikleri zaman degerleri birbirine gore nasil olacaktir? Bu amagla bir diisiinsel

deney tasarlansin.

Gozlemciler tam birbirleriyle bulustuklar1 anda ortak hareket dogrultular1 tizerinde
ileride bir yerde bir olay olsun. Her iki gbzlemcinin elinde olaydan ¢ikan ve ve kendilerine
dogru gelen sinyali saptayacak birer 6zdes algilayici olsun. Ayrica bu gozlemcilerin elinde
0zdes zaman Olgerleri bulunsun ve her ikisi de zaman Olgerlerinin baslangi¢ anlarini
bulustuklar1 anda cakistirmis (ayarlamis) olsunlar. Eger gozlemcilerin ikisi de sinyale dogru
hareket ederse sinyale dogru daha siiratli ilerleyen gozlemcinin algilayicisi sinyal ile, oteki
gozlemcinin algilayicisina kiyasla daha once karsilasacak ve gozlemcilerin olayr saptamalari
icin gecen zaman farkli olacaktir. Eger gozlemciler birbirine gore ters yonde hareket ederlerse
sinyalden uzaklasan gozlemcinin algilayicist 6teki gozlemcinin algilayicisma gore sinyal ile

¢ok daha sonra karsilasacaktir.
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Boslukta Isik Hizinmn Sabitligi Ilkesi’ ne inanan gdzlemciler zaman &lgerlerinin
herhangi bir olay icin gosterdigi zamanlarin ayni olmasinin gerekmedigini hatta aym

olmamasinin dogal oldugunu bu sekilde fark ederler.

Newton mekanigi kurallarina bagli gozlemciler i¢in ise boyle bir sey s6z konusu
degildir. Ciinkii Galilei Gérecelik Ilkesi uyarmca 15181 hizin1 sonsuz kabul edeceklerinden
boyle bir fark olugsmayacaktir. Salt zaman kavrami bu farka engel olacaktir (Rizaoglu ve

Stinel, 2011).

4.2. Lorentz Doniisiimlerinin Elde Edilmesi:

(S) ve (S") herhangi iki eylemsizlik sistemi olsun. Bu sistemler birbirine gore diizgiin
dogrusal hareket etsin. Bunlara bagl gozlemciler de ayni sekilde isimlendirilsin. Bu
gozlemciler etraflarinda olan olaylar i¢in saptayacaklar1 olus yeri koordinatlarim1 ve olus
zamanlarini birbirinin elde ettigi degerlere nasil doniistiireceklerini bulmak istesinler.

Bu amaglari icin oncelikle kendilerine birer koordinat sistemi segcmek zorundadirlar.
Boylelikle olaylarin kendilerine olan uzakliklarini hangi dogrultulara gore belirleyeceklerini
ve birim uzaklik (6l¢ek birimi) olarak ne kullanacaklarini1 saptamis olurlar. Birbirine 6zdes
Olcii gubuklar1 ve zaman 6lgerler se¢ip zaman Glgerlerini de ayarlamalidirlar.

(S) sistemine bagli gézlemci her hangi bir olaym olus zamanini ve yerini olgtiigiinde
bulacagi degerleri t; x,y,z ile gostersin.(S") gozlemcisi i¢in aymi degerler t'; x',y’, z’
olacaktir. (S") sisteminin (S) sistemine gore hzi v olsun. Bu durumda (S) sisteminin

(S§") sistemine gore hizi - v olur (Rizaoglu ve Siinel, 2011).

4.2.1.Goreceli hizin eksenlerden birine paralel olmasi durumu:

Koordinat sistemleri birbirlerine gore x ve x' eksenlerinin ortak dogrultusunda hareket
etsin. Eylemsizlik sistemlerinin birbirine gore diizgiin dogrusal hareket etmesi t’; x',y’, z’
koordinatlarinin her birinin t ; x,y,z koordinatlarinin bir lineer toplami olmasinin gerektirir.
Eksenlerin paralelliklerinin bozulmamasi y’ koordinatinin y koordinatina z’ koordinatinin da

koordinatina esit olur. Bu durumda bagntilar;
t, = Qgpo t+ aAg1X + Aoy + ag3Z

X = alot + a1 X
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seklinde olacaktir. Bu denklemler daha yalin halde yazilabilir:

(§") sisteminin orjininden duran bir cismin (S) sistemine gore olan siiratinin bir yandan v 6te

yandan da
dx _ —a10 (17)
dt — ay,(v)
oldugunu bilinmektedir. Buradan ;
aio(v)
=-v 4.1
a1 (v) (1)

elde ederiz. Yukarida verilen doniisiimiin ters doniisiimiinii yazdigimizda yalin bir ara islemle

AW) = a;0(v)ae, (v) — age(v)a (v)

kisaltmasi ile

_ a;1(v) , ag; (v) , a;;(v)ag, (v) , aq1(v)aos(v) ,
T AW A(w) © OB A(v)
_ Qo ) _ Qoo (v) , Q1o (V)ag, (v) ,  ao(v)agz(v)
A®W) A(v) x A(v) Y A(v)

y=y'

z=12z

sonucuna ulagilir. Diger taraftan elde edilen bu ters doniisiimiin katsayilarinin 6zel gorecelilik
ilkesi geregince verilen doniisiimiin katsayilarinda v yerine —v konulmasiyla elde edilecek

olan a,,(—v) katsayilarma esit olacaktir. Bu 6zellik

() = =22
oy (—v) = 202 (4.2)

A(v)
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gy (—v) = a11(Z)(3())2 )

Qo3 (—v) = —“11(?;33(”) (43)
_ag(v)

ao(—v) = A(v)

s (-v) = - 220 (44)

aio()ag,(v) = 0,a;0(v)agz(v) =0 (4.5)

verir. (4.1) uyarinca a,,(v) # 0 olmasi gerektiginden (4.5) esitlikleri

ay, (V) = 0,a03(v) = 0 oldugunu soyler. Boylelikle (4.3) baglantilarindan
o2 (—v) = 0,a03(-v) =0

elde edilir.

Simdi (S) sisteminin orjininde duran bir cisim goz Oniine alinsm. Cismin

(8" sisteminde bulunan gozlemciye gore siirati bir yandan -v ve 6te yandan;

dx'  a;o(v)
dt'  ago(v)

dir. Oyleyse;

a;o(v)

ago(v) - (46)

olur. (4.1) ve (4.6) esitlikler birlestirildiginde
a1 (v) = ago(v)

bulunur. ay,(v) = a(v) yazarsak a,,;(v) = a(v) ve a;o(v) = —va(v) olur. ay; (v) hakkinda

herhangi bir bilgi yoktur. Bu kisaca b(v) ile gosterilsin. Boylece ;
t'=at+ bx

!

x = —avt + ax
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halini alir. Esitliklerin bu son hali bir arada yazilirsa;

t'=at+bx

x' = —avt + ax (4.7)
y' =y

z =z

Her iki gézlemcinin 6l¢tiigli zamanlarm ortak baslangicinda yani t = 0, t" = 0 aninda
her iki koordinat sisteminin ¢akigik olan orjinlerinin bulundugu noktadan bir 151k sinyali
¢iksin. (S) goézlemcisine gore koordinatlar1 x,y,z ve (S') gézlemcisine gore koordinatlari
x',y',z" olan noktada bulunan bir algilayici bu sinyali kaydetsin. (S) bu an1 ¢ olarak (S') de t’

olarak saptayacaktir. Bu 6zellikler (S) sisteminde
(ct)? = x2+y? + 72
ve (S') sisteminde de;
(et =x"+y?+2"?

verecektir. (4.7) esitlikleri

(et =x"+y?+2"?
esitliginde yerlestirildiginde;
(ax — avt)? + y2 + z2 — c?(at + bx)> =0
elde edilir. Parantezler acilir ve elde edilen sonug
(ct)? = x2+y? + z2

ile karsilastirilirsa katsayilarin esitliginden;
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oldugu goriiliir. Boylece bu 6zel durumda yani (S) ve (S") sistemlerinin x ve x' eksenlerinin

ortak dogrultusunda hareket etmesi durumunda (S) ve (S§") gozlemcilerinin Olgtiikleri

koordinatlar1 birbirine baglayan bagintilar

olarak elde edilir. Farkli eksenler boyunca olan siiratleri simdiye kadar goreceli siirati

gosterilen v parametresine swrasityla Xx,y,z alt indisleri yazilarak gosterilir. Eylemsizlik

sistemlerinin birbirine gore hareketinin y ve y’ eksenlerinin ortak dogrultusu ile z ve z'

eksenlerinin ortak dogrultusu olmasi durumunda doniisiim bagintilari,

\(

xvy
C2
1 vy’
C2
=X
y— vyt
1 vy’
C2
=7
XU
t_ Z
C2
1Y
C2
=X
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y =Y
S = Z—v,t
1.2
1-%

seklini alir. (S) gozlemcisinin 6lgtiigii biytikliikleri (S") gézlemcisinin dl¢tiigii biiyiikliklere
baglayan bagintilar yani yukaridaki doniistimlerin ters doniisiimleri de v yerine —v yazilarak

elde edilir. Ornegin x ekseni dogrultusundaki hareket i¢in ddniisiimler yazilirsa

¢4 X
t = c?
172
1-2
x_x’+vxt’
172
12
y' =y
zZ =z

olur. Bu doniisiimler basit Lorentz doniisiimleri olarak bilinir. Genellikle;

B B 1

kisaltmalar1 kullanilir. Buradaki y Lorentz ¢arpani olarak bilinir. Buradaki bir baska nokta da
sudur: Eger v > ¢ olursa f > 1olur. Ve sonugta y sanal olur. Bu da reel ct; x,y,z
biiyiikliiklerinden basit Lorentz doniisimii ile kompleks olan ct’; x',y’,z" biyiikliikklerine
gecmek yani uzay koordinatlarinin ve zamanm kompleks olmasi demektir. Boyle bir sey soz
konusu bile olamaz. Bu nedenle eylemsizlik sistemlerinin goreceli siiratleri 1518 siiratinden
biiyiik olamaz. Bu esitliklerin katsayilar matrisini olusturmak i¢in ¢t esitligi ¢ sabiti ile carpilip

vektorel cinsten yazmamiz gerekir.

ct' = Vx(Ct) - Vx.Bxx
x' = VX — Vx.Bx(Ct)

! !

y =¥ zZ =z
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Bu durumda benzer esitlikleri y ve z eksenleri boyunca hareket sz konusu oldugunda

da elde edilebilir. Matris formlari ise;

Vx _Vx.Bx 0 0
_Vx.Bx Vx 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
v 0 —nBy 0]
0 1 0 0
_Vy.By 0 Yy 0
0 0 0 1
Yz 0 0 _VZ.BZ
0 1 0 0
0 0 1 0
_VZ.BZ 0 0 Vz

seklindedir (Resnick, 1968).

4.2.2. Goreceli hizin her hangi bir dogrultuda olmasi1 durumu:

Eksenleri birbirine paralel olan (§) ve(S’) sistemlerinin herhangi bir dogrultuda
hareket etmesi durumunda doniisiim baglantilar1 bu kadar yalin olamaz. Simdi de bu durum
ele alinsin. (S") sistemi (S) sistemine gore v hiziyla hereket etsin. (S) sistemi de (S")
sistemine gore —v hizi ile hareket edecektir. Herhangi bir olay s6z konusu oldugunda, (S) ve
(§") gozlemcilerinin belirledikleri olus zamanlarinin ve olus yerinin konum vektdrlerinin
arasindaki baglantry1 bulalim. Basit Lorentz doniisiimlerinden, herhangi bir olaym her iki
gozlemciye gore olan olus zamanlarmim ve hareket dogrultusundaki koordinatlarinin
birbirlerine baghliginin nasil oldugu bilinmektedir. Hareket dogrultusuna dik dogrultudaki
koordinatlar ise birbirine esittir. Ele aldigimiz bu genel durumda gegerli olacak baglantilar
bulmak i¢in, yukardaki iki climlede sozii edilen 6zellikler kullanilacaktir. Bu amagcla olayin
olus yerinin her iki gbzlemciye gore olan r ve r’ konum vektorleri iki bilesene ayrilabilir:
Hareket dogrultusundaki bileseni 7 ve hareket dogrultusuna dik dogrultudaki bileseni de r,

ile gosterilsin. Dolayisiyla,

e
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olmak iizere,

olur. v dogrultusundaki birim vektér — oldugundan ,

llvll

n=0F—)— ve r =r—r
I Il 7wl L I

elde edilir. Buna gore;

r' = y((rv) ”;”2 —vt)+1r—(rv) ”;”2

v

=T+ - DD

— yvt
olur. Bu genel durumda elde edilen Lorentz doniigiimii formiilleri bir arada yazilirsa,

TV
ct' = y(ct — ?)

v v

r=r+ @ -10v) BB —yzct

dir (Moller, 1972).

4.3. Einstein Hiz Toplami:

Iki gdzlemcinin birbirine gére hiz bilesenlerini bulmak icin, birbirine gére x ve x’
cksenleri boyunca sabit bir v, goreceli siiratiyle hareket eden (S) ve (S') sistemleri goz
oniline alinsin. Hareketin baska bir dogrultuda olmas1 durumunda benzer islemler yapilarak
ilgili formiiller bulunabilir. (S) sistemindeki gézlemcinin belirledigi cisme ait hiz bilesenleri,

cismin koordinatlar1 x, y, z ve zaman da t oldugundan,
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dx dy dz
dt ' dt ve dt

olur. Cismin (S') sistemindeki gozlemciye gore koordinatlar1 x', y', z" ve kullandigi zaman da

t' oldugundan,

dx' dy' dz’
dt’ ’dt'Ve dt’

olur. Iki sistemdeki koordinatlar arasindaki bagmnti daha once elde edilen Lorentz

dontistimlerinin ilgili eksende karsiligidir. Bu durumda her iki sistemdeki hiz bilesenleri

arasindaki bagintilar da

olur. Ters bagintilar da;

ul
Vx(l + %)
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u Z
Uz = u' v
Yx (1 + Zfz %)
seklinde bulunmus olur.
Genel anlamda;
u' +v
Uu=——"——
1+4%7/ .,

ifadesi relativistik hiz toplami teoremi veya Einstein hiz toplami teoremi olarak adlandirilir

(Moller, 1972).

4.4. Lorentz Doniisiimlerinin Sonuclari:

Lorentz doniisiimlerinin ilging sonuglar1 vardir. Bunlarm incelenmesi igin yine (S) ve
(8") sistemleri alinsin ve goreli hareketin yine x ve x' eksenlerinin dogrultusunda oldugunu

varsayilsin.

Ik olarak es zamanlilik kavrami ele almsin. Bu konuyu incelemek i¢in sdyle bir soru
sorulsun: Bir (S) gozlemcisine gore eszamanli olan iki olay bir bagka (S") gozlemcisine gore
de eszamanli olur mu? (S') gbzlemcisinin iki olay i¢in saptayacagi t; ve t; olus zamanlarma

bakilmalidir.

X1Vx
t{ = Vx(t - c2 )

XUy
té = Vx(t - c2 )

Buradan, x; = x, olursa yani (§)sisteminde olaylar eskonumlu olursa (S) sisteminde

de eszamanli olacag1 goriiniir.

Eskonumluluk kavramina da bir soru ile yaklasilabilir. Bir (S) gozlemcisine gore
eskonumlu iki olay ele alinsin. Bunlar bir bagka (S') gbzlemcisine gore de eskonumlu olur

mu? Bir 6nceki sonugla beraber diisiinecek olursak, olaylar (S) sisteminde eszamanli ise (S”)
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sisteminde de hem eskonumlu hem de eszamanli olacaktir. Aksi durumda (S') sisteminde

eskonumlu olmalar1 gerekmeyecektir.

Ik iki sonuca bakilirsa, tek basma eszamanlilik veya eskonumluluk goreceli
kavramlardir. Ancak, hem eszamanlilik hem eskonumluluk mutlak bir kavramdir. Yani, iki
olayin yalnizca eszamanli veya eskonumlu olmasi eylemsizlik sistemine baglhdir. Fakat iki
olay hem eszamanli, hem de eskonumlu ise eylemsizlik sistemine bagli olmadan ayni

ozelliklere sahiptir.

Bir saatin 6lgek birimi, farkl eylemsizlik sistemlerindeki gozlemcilere gore farklilik
arz eder. Saatin 6l¢ek birimini en kiiciik algilayan gdzlemci, saatin icinde durdugu sistemde
bulunan gozlemcidir. Bu durumu ag¢iklamak igin, (S) sisteminde bulunan bir saatin “tik” sesi
ile ondan az sonra (At kadar sonra) gelen bagka bir “tik” sesi arasindaki zaman araliginin hem
(8) sisteminde, hem de bagka bir (S') sisteminde bulunan gbzlemciler tarafindan ne olarak
saptanacagma bakilmalidir. S6z konusu zaman araligmi (S) sistemindeki gézlemci At olarak
saptayacaktir. Saatin (S) sistemindeki konumunu x ile gosterilirse (S') sistemindeki gozlemci

saatin birinci “tik” sesinin ¢iktig1 ani,

XVy

b=y(t-—

ve ikinci “tik” sesinin ¢iktig1 an1 da,
, XUy
t; =y, (t + At _C_z)

olarak saptayacaktir. Oyleyse (S') sistemindeki gozlemciye gére iki “tik” sesi arasinda gegen

zaman,

At' =t; — t] = Y, At

olur. Buradan ;
At' > At

oldugu goriiliir. At araligini (S) sistemindeki saatin birim zaman araligi olarak alindiginda,

(8") sistemindeki gdzlemcinin saptayacagi At’ zaman araligi, kendisine gore duran 6zdes
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saatin birim araligindan daha biiytlik olacaktir. Zaman biriminin daha biiyiik algilanmasi (yani
zaman araliginin genislemesi) , saatin geri kalmasi1 demektir. (S) sisteminde duran saat, (S’)
sisteminde bulunan gdzlemciye gére diizgiin dogrusal hareket etmektedir. Iki olguyu
birlestirildiginde, gbézlemci ile saat arasinda goreceli bir hareket s6z konusu ise gézlemci saati
geri kalmig goriir sonucuna ulasilir. Sonugcta bir saatin en cabuk calistigmi algilayan gézlemci

saatin bulundugu eylemsizlik sisteminin i¢inde duran gézlemcidir.

Bir gozlemci, kendisine gore diizgiin dogrusal hareket eden herhangi bir ol¢i
cubugunun boyunu, Ol¢cii ¢ubugunun goézlemcinin hareket dogrultusuna paralel olmasi

durumunda kendi 6zdes 6l¢ii gubugunun boyundan daha kisa goriir.

Gozlemcinin eylemsizlik sistemine (S'), cubugun iginde durdugu eylemsizlik
sistemine de (S) denilsin. (S') sistemi (S) sistemine gore diizgiin dogrusal hareket
etmektedir. (S') gozlemcisi (S) sisteminde duran g¢ubugun boyunu kendi 6zdes olgii
cubugunun boyu ile kiyaslamak isterse, kendi saatine gore eszamanli olarak (S) sitemindeki
¢ubugun uglarimi saptamalidir. Saptadigi koordinatlar x; ve x, olsun. Bu koordinatlarin
saptadig1 an da t' ile gosterilsin. Cubuk (S) sisteminde durdugu i¢in, (S) sisteminde bulunan
gbzlemciye gore uglart hep ayni noktalarda durmaktadir. (S) sistemindeki gozlemci bu

noktalar1 x; ve x; olarak isimlendirilmisse,
X1 = V(X1 + X3) Ve Xz = Yy (X + Vyt’)
olacagi goriiliir. Cubugun, (S) sistemindeki boyu
l=x,—x
= yx(xz —x1),

ve (S') sistemindeki boyu da

olur. Gozlemci kendisine gore hareket eden ¢ubugun boyunu, ger¢ek boyuna kiyasla daha

kisa gortir, yani gubuk biiziilmiis goriintir.
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Bir gozlemci kendisine gore diizglin dogrusal hareket eden bir 6l¢lii ¢ubugunun
boyunu, 6l¢li gubugunun hareket dogrultusuna dik dogrultuda olmas1 durumunda, kendi 6zdes

Ol¢ii gubugunun boyu ile ayni1 goriir.

Cubugun her iki sistemin birbirine paralel olan y-eksenleri boyunca oldugunu kabul
edilsin. Lorentz doniigiimii uyarinca y; = y; ,i = 1,2 olacagindan, hareketli gubugun boyunda

her hangi bir degisiklik saptayamaz. Buradan su sonuca varilabilir:

Farkli siiratlerde hareket eden gozlemcilerin 15181 siirati konusunda daima
uyusabiliyor olmalarinin sonucunda, goézlemciler kendi siiratlerine bagli olarak, zaman
birimleri ile hareket dogrultular1 olan uzunluk birimleri boyunca olan uzunluk birimlerini
degisik degerlerle algilarlar. Bu olguyu tersine soylersek, gozlemcilerin zaman birimleri ile
hareket dogrultular1 boyunca olan uzunluk birimlerini kendi siiratlerine bagli olarak
ayarlanmis sekilde algilamalari, 151¢in siirati konusunda daima uyusabilmelerine olanak

saglar.

Eylemsizlik sistemlerinin goreceli siiratleri 15181n siiratine kiyaslandiginda ¢ok kiiciik
kaliyorsa, Lorentz doniisiimleri Galilei doniisiimleri haline gelir. Boyle olacagi en genel
durumda yukaridaki formiiller kullanilarak gosterilebilir.

|v|
T<<1 = y=1

olur. Ayrica, % terimi de goz ardi edilebilecek kadar kiiciiktiir (Moller, 1972).

4.5. Aym1 Dogrultudaki Hareketlerde Lorentz Doniisiimleri Bileskesi:

Ayni dogrultuda olan iki goreceli hareket nedeniyle ortaya c¢ikan Lorentz
dontistimlerini arka arkaya uygulandiginda, aynm1 dogrultudaki bir goreceli hareket nedeniyle
ortaya cikan bir bagka Lorentz doniisiimiinii elde edilir ama toplam goreceli siirat iki goreceli

siiratin toplam1 olmaz.

Her iki goreceli hareketin dogrultusu ayni oldugundan, koordinat sistemlerine ayni
donme donilisiimiinii uygulanarak Lorentz doniisiimleri basit Lorentz doniisiimlerine

cevrilebilir. (§) ve (S') sistemleri birbirlerine gore, paralel olan x ve x' eksenleri boyunca,
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Vyq stiratiyle; (S") ve (S'") sistemleri de yine birbirlerine gore paralel olan x’ ve x'' eksenleri

boyunca v, siiratiyle hareket etsin. Buna gore

1 XV
I _ x1
t' = = (t 2 )
1 _h
C2
1
x' = - (x — vyqt)
1— Vx1
C2
y' =y z' =z
ve
= 1 ' — xvxz)
v2 c?
1 — X2
C2

olur. Birinci esitlik takim ikinci esitlik takiminda yerlestirildiginde;

2

Uyx1 + Va2

kisaltmasi yapilirsa,

(x — Vyrt) (4.8)

elde edilir. v, stirati (S"") sisteminin (S) sistemine gore olan siiratidir.
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Ayni dogrultuda goreceli hareket eden eylemsizlik sistemlerini birbirine baglayan
olas1 tiim Lorentz doniisiimlerinin olusturdugu kiime ele alinsin. Yukarida elde edilen sonug,
Lorentz doniisiimlerinin arka arkaya uygulanmasi ikili islemine goére bu kiimenin kapali
oldugunu gosterir. Ayrica, bir Lorentz doniisiimii simetrik bir matris ile temsil edildiginden ve
simetrik {i¢c matrisin ¢arpimi, matris ¢arpimina gore, asosiyatif oldugundan, ii¢ Lorentz
doniistimiiniin arka arkaya uygulanmasi islemi de asosiyatiftir. Birim matris ile temsil edilen
0zdes doniisiim ile her hangi bir Lorentz doniisiimii arka arkaya uygulanirsa, yine bir Lorentz
doniisiimii elde edilir. Bir Lorentz doniisiimiiniin tersinin de oldugu bilinmektedir. Oyleyse

s0z konusu kiime sozii edilen ikili isleme gore bir grup olusturur (Rizaoglu ve Siinel, 2011).

4.6. Farkh Dogrultulardaki Hareketlerde Lorentz Doniisiimleri Bileskesi:

Farkli dogrultulardaki goreceli hareketler nedeniyle ortaya c¢ikan Lorentz
doniisiimlerinden herhangi iki tanesi arka arkaya uygulandiginda, bir Lorentz doniisiimii degil
de, bir Lorentz doniisiimii ile fiziksel uzaydaki bir donme doniistimiiniin bileskesi elde edilir.

Bu bir 6rnekle gosterilebilir. Ele almman ornekte, (S') sistemi (S) sistemine gore

paralel olan x ve x' eksenleri dogrultusunda % stiratiyle ve (S'") sistemi de (S') sistemine

gore paralel olan y' ve y'' eksenleri dogrultusunda % siiratiyle hareket etsin. Kolayca;

1 1 V3

.Bx=ﬁ Vx=\/§ ,Byl=ﬁ Vy1=ﬁ

oldugu goriiliir. Oyleyse her iki basit Lorentz doniisiimiiniin doniisiim matrisleri

strasiyla,
V3 1
V2 -1 0 0 {E 0 -5 O]I
L, = -1 V2 0 OveLy,=| 0 1 0 Ol
0 0 10 [EEREE
2 2
0 0 0 1 lO 0 0 1J

olur. Bu iki doniisiim arka arkaya uygulandiginda elde edilen doniisiimiin matrisi de,



V31 ]
V3 ——= —-—= 0
Z V2
Ly Ly = -1 V2 0 0
1 1 V3 0
Z 2
L0 0 0 1-

olur. Bu matrisin simetrik bir matris olmadig1 goriilmektedir. Oyleyse bu matris, eksenleri
birbirine paralel olan birbirine gore diizgiin dogrusal hareket eden iki eylemsizlik sistemini

birbirine baglayan bir Lorentz doniisiimiine ait olan bir matris degildir.
(8" sisteminin (S") sistemine gore olan hizini biliyoruz. Bu bilesenler sirasiyla,

_dx’_o ,_dy’_c ,_dz'_o
“dat YT T3 e Y T e T

u'y
seklinde yazilabilir. (§") sisteminin (S") sistemine gore olan hizi hesaplanabilirse, bu iki
sistemi birbirine baglayan Lorentz donlsimiiniin matrisi yazilabilir. Burada u,,u,,u,

degerleri hesaplanmalidir.

uy +v
Yo = u' v
1+ 757/
. . ro_ _ < _c
ifadesindeu’y = 0,v = NG yazilirsa u, = NG
ul
W= ZL’ v
Ye(1+ Zfz %)

. . r_ _ _ i _ i
ifadesinde u’,, = =0,v= NG yazarsak u, =

4 ’
—,Uu
v3© X NG

ifadesinde u’, = 0 yazilirsa u, = 0 bulunmus olur.

(8" sisteminin (S") sistemine gore hiz bilesenleri,
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\/2 ’\/6 '
olarak elde edilir. Béylece,
,8_1 ,8_1 ,B_O ,82_0 _1/3
x = y = 7 = = ‘]/ =

olarak bulunur. Bu degerler matris formunda yerine birakildiginda

[ V3 1
\/§ _ﬁ _ﬁ 0
V3 1+3V3 3-+3
L=1"12 4 4
1 3-+/3 3+43
V2 4 4
L 0 0 0o 1

simetrik matrisi elde edilir. L,,L, matrisi Ly,L, = LR olacak sekilde yukaridaki L matrisi ve
bir R matrisinin ¢arpim seklinde diisiiniilsiin. Simdi R matrisi bulunmalidir. L™! matrisi de

bilinmektedir. O halde R = (L,,L,)L™! seklinde diisiiniiliirse ilgili matrisi,
yrx g

1 0 0 0
0 1+vV3 1-+3
3 3
R=(yLort=| V2 V2
0 -1+v3 143 0
V23 V23
L0 0 o U

bulunur. Birinci satir ve birinci slitunun ilk elemanlarinin 1 ve geriye kalan diger {i¢ elemanin
sifir olmasi, R matrisinin belirledigi doniisiimiin zaman koordinatina herhangi bir etkisinin
bulunmadigin1 gosterir. Kolaylikla goriilebilecegi gibi, R matrisinin uzay koordinatlarina

etkiyen kismi olan,

[1+vV3 1-+3 0
V23 V23 cos1l5 —sin15 0
—14++/3 1443 = [sin 15  cos15 O]
75 i 0 0o 1

0 0 1-

matrisi fiziksel uzayda bir donme matrisidir. 15 lik bir ac1 kadar saat yoniinde bir donmeyi

temsil eder. Bu sonug, eksenleri birbirine paralel olan, ancak birbirine gore farkh
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dogrultularda (burada x ve y' eksenlerinin dogrultularinda) diizgiin dogrusal hareket eden
sistemleri birbirine baglayan Lorentz doniisiimlerinin olusturdugu kiimenin, islemlerin arka
arkaya uygulanmasi ikili islemine gore kapali olmadigin1 gostermektedir (Rizaoglu ve Siinel,

2011).

4.7. Relativistik Sapma:

Diinya giinesin etrafinda, kendi yoriingesinde hareket etmektedir. Giines (S) sistemi
ve diinya da gilinese gore pozitif x ekseni yoniinde v hiziyla hareket eden (S") sistemi olarak
kabul edilsin. Bir P yildiz1 (S) ve (S') sistemlerinde bulunan O ve 0 gdzlemcileri tarafindan

Sekil 4.1. deki gibi gozlensin (Baizid ve Alam, 2012).

P YILDIZI

Sekil 4.1. Isigin sapmasinin hareket ile iligkisi.

A'V'(=¢) hiziyla hareket eden bir dalga denklemine karsilik gelen periyodik;

x'cos @' + y'sing’
—v

cos 27 ( 7 "t (4.9)

tanimlansin.

@' = 0 olursa

4

X
cosZn(T —v'th)

' = 7T/Z olursa

4

cos 217(% —v't)
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olur. (§) sisteminde bu dalgalar bir diizlem halindedir ve Lorentz doniisiimleri lineer
oldugundan diizlemi diizleme doniistiiriir. Bundan dolay1 (§) sisteminde yine ayni1 formda bir

denklemden bahsedilebilir.

x cos 8 + ysinf
7 — vt)

cos 27 ( (4.10)

Burada A ve v; (S) sisteminde 6l¢giilen dalga boyu ve frekans, 6 ise 1518 x ekseni ile
yaptig1 acgidir. Yukaridaki (4.9) ve (4.10) denklemleri, hizlar1 ¢ oldugundan, biitiin

gozlemciler i¢in ayni olacaktir.

.. v e e . . ; _ x—vt , _ t=x(3)
Simdi Lorentz doniisiimleri kullanilarak (4.9) denkleminde x" = g vet' = i
yazilirsa,
1 x—wvt . ysing@ [t —(v/c*)x]
-V

cos 271(/1—,— cos@’ +

- z Ji-p

olur. Bu ifade de diizenlenirse;

0" + in 6’ 6" + 1)v'
(cos B sin _ (Bcos ) t) @11)

i X YT fiope

elde edilir. Bu denklem (S) sisteminde bir dalga diizlemine karsilik gelmektedir. O halde
(4.10) denklemiyle esitlenebilir. Ciinkii ikisi de ayn1 diizleme karsilik gelmektedir. O halde x,

y ve t nin katsayilar1 esitlenirse;

cosf cos@'+f

S 412
e (4.12)
sinf sin@’
—=— (4.13)
'(1+ B cos '
= P+ B cose’) (4.14)

Ji-p?

ayn1 zamanda,

Aw=2Av' =c (4.15)
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esitligi elde edilmis olur. Burada yapilan islemlerde (S') sisteminde 1s5183in A',v’, 6’
degerlerinin (S) sistemindeki A, v, 6 degerleri bulunmaya ¢alisilmaktadir. Burada bilinen dort
esitlik ( (4.12)-(4.14) esitlikleri) ve ii¢ bilinmeyen var. Ve bu esitliklerin hepsi bagimsiz
degiller. Eger (4.13) esitligi (4.12) esitligine boliinecek olursa,

sinf’y/1 — B2

tan @ = W (4.16)

elde edilir. Bu esitlik 1511 sapmasinin relativistik denklemidir. Bu esitlik bize 6 ve 6’

arasindaki iliskiyi verir. Bu esitligin tersi de,

4

_sinf,/1— 2

tan 8 cos6 —

(4.17)

seklinde yazilabilir (Resnick, 1968).

4.8. Doppler Etkisi (kaymasi) :
Yukaridaki (4.12),(4.13), (4.14), (4.15) esitlikleri incelenmesi gereken bir kavrami
daha verecektir. O da relativistik Doppler etkisidir.

v'(1+ BcosB’)
v =

i-p

denkleminin tersi yazilirsa,

3 v(1 — B cos )

i-p

elde edilir. Once relativistik formiiliin klasik formiile indirgendigi durumda yani, v « ¢ igin

!

(4.18)

birinci dereceden S veya % degerinden biiyiik terimler ihmal edilebilir. Boylece formiil klasik
hale donilismiis olur. (4.18) numarali esitlikten,
v'\J1—B? v

=(1—ﬂc059)51_ﬁco5951"(1+ﬁc059)

v

klasik formu bulunmus olur. 8 = 0° durumunda S gozlemcisi kaynagin kendisine dogru

yaklastigini algilar ya da kendisi kaynaga dogru uzaklagmaktadir. Bu durumda,
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v=v'(1+p)= v’(1+§)

esitligi bulunmus olur ki burada algilanan frekans v nin gergek frekans v’ den biiyiik oldugu
gorlilmektedir. 8 = 180°durumunda ise gozlemci kaynagin kendisinden uzaklastigini algilar

ya da kendisi kaynaktan uzaklasmaktadir. Bu durumda ise,
%
v=v'1-p)=v'(1 _E)

esitligi elde edilir. A¢ik¢a goriilmektedir ki v, v’ den kiigiiktiir. Son olarak 8 = 90° durumu,
yani, 15181 goreceli harekete dik geldigi durum s6z konusudur ki burada Doppler etkisi ortaya

¢ikmaz. Bu durumda v = v’ olur. Bulunan bu sonuglar klasik Doppler etkisi sonuglaridir.

Simdi ise v nin ¢ ye nispeten kiiclik olmadigi durumda ortaya ¢ikan relativistik
Doppler etkisi incelenecektir. Bu etki ayr1 olarak hem enine hem de boyuna olmak iizere iki
baslik altinda irdelenecektir. Boylece boyuna relativistik Doppler etkisi i¢in (4.18) esitliginde
6 = 180° ve 6 = 0° alinacaktir. ilk durumda 6 = 0° alinsin. Burada kaynak ve gozlemci

birbirine gore hareket etmektedir.

Eger 8 = 180° alinirsa,

L, 1=B_ [c=v
VEV T8 e+
elde edilir. Bununla birlikte, daha ilging olan, relativistik formiiliin bir de enine Doppler

etkisini ortaya ¢ikarmasidir. Klasik fizikte boyle bir Doppler etkisi yoktur. Bu formiil,

3 v(1 — B cosB)

i-p

formiiliinde 8 = 90° yazilarak elde edilir. Bu durumda,

v=v'(1-p2

bulunmus olur. Eger goriis ¢izgisi goreceli harekete gore 90 derece ise gercek v’ frekansi daha

!

diisiik olacak bir degerde v olarak algilanir (Resnick, 1968).



5. R3 xiR UZAYINDA RELATIVISTIK KINEMATIK

Lorentz transformasyonlari, eylemsizlik sistemlerinin birbirine gore hareketinin x ve

x" eksenlerinin ortak dogrultusunda olmasi durumunda

XV
t- T
tl _ C
U, 2
-5
X —v,t
x' = (5.1)
V)2
-5
y'=y
zZ =z
olarak tanimlanda.
Lix)=x",x=(x,y,zt)e R*xiR i¢gin
WL, = llxl,
dir. Soyle ki; ¢ = 1 alinmak {izere
x"+ vt’ t'+x'v
x2+y?+z22—t?=(—=)?+y*+ 2 - ((—)*
y ( 1—172) y T
x")? +v2(t)?% + 2x'vt' — (£')? — (x')?v? — 2x'vt’
_ ()P () (t)? - (x') e

1—v?

Gerekli sadelestirilmeler yapilip pay v? parantezine alinirsa;

2_|_ZZ

(PR - (D)) - (t)? N
B 1—v? Y

elde edilir. Yine pay (x")? — (t')? parantezine almip ve y = y’ ve z = z' yazilirsa
x2 + yz + ZZ _ t2 — (xr)z + (yr)z + (Z/)z _ (tr)z

esitligi elde edilir. Yani R*® XiR uzayinda norm korunur.
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Ayrica

alimdiginda yani x = 0 i¢in

oldugundan
L(0)=0

dir. Dolayisiyla L Lorentz transformasyonlar1 0 noktasini sabit birakan bir ddonme tanimlarlar.

Bu gercege L nin matris formu ile de ulasmak miimkiindiir. (5.1) esitlikleri matris formunda

Ux
1 0 0 c2
V,2 V,2
X' 1- Lf‘—z 1 Lf‘—z X
y'|_ 0 10 0 y
z' 0 0 1 0 z
’ v
t Zx t
2 1
= 2 00 2
% %
1- Lf‘—z 1- Lf‘—z
seklinde yazilabilir. L nin determinanti
det(L) =1
dir.
( Lo 0 —2 )
2 2
1—% 1—%
0 1 0 0
={LeR¥: L= .
I=<{LeRy 0 0 1 0 > (5.2)
3 1
c2
0 0
. 1—'70"—22 1—?—22_J

olarak gosterilsin.
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5.1. Teorem:
Z ciimlesi matrislerin ¢arpim islemine gore bir gruptur.
Ispat:

1-Kapalilik Ozelligi:

a 0 0 b
; ... 101 0 O . s
Bu donme matrisini L = 00 1 0 seklinde sadelestirilsin.
b 0 0 a
a 0 0 b][a 0 0 b a’+b?> 0
0 1 0 Offo 1 0 0f_ 0 1
0 01 Off0 0 1 O 0 0
b 0 0 allb 0 0 a ab+ba 0
elde edilir. O halde islem kapalidir.
2-Birlesme Ozelligi:
Islem kapali oldugu i¢in birlesme dzelligi de saglanr.
3-Birim Eleman:
v = 0 i¢in birim eleman I, olur.
4-Ters eleman:
a 0 0 b
L= 0 1 0 O
0 01 O
b 0 0 a
matrisinin tersine bakilmalidir. Bu matrisin determinanti;
det =a2 _bZ =

St O O©Q
S O RO
(=N e N
Q ooo

1

ab + ba

a® + b?



50

bulunur. L matrisi de

a 0 0 —b
cof |0 @=b> 0 0
0 a’?—b*> 0
—b 0 0 a
seklinde bulunur. O halde L™! matrisi;
a —b
aZ _ bZ 0 0 aZ _ bZ
sl 0 10 0
0 0 1 0
—b a
aZ _ bZ 0 0 aZ _ bZ

dir.
R® xiR uzaymda bir X vektort,
X = xle—l) + xZe—z) + X3e—3) + iX4e—4,)

seklinde yazilir. R*® XiR deki toplama, skaler ile ¢arpma bilinen standart toplama ve
carpmayla aynidir. I¢ carpim ise Oklid i¢ ¢arpimidir. Ancak, Lorentz anlamindaki i¢ carpim

kullanilir ve R® XiR yerine L* gosterimi tercih edilirse,
(REXIiR,+,..( )g)
yapist ile
(L*+,.. ¢ W)
yapist esdegerdir. X e L* icin
X =x,8; 4 x,8; + X363 + ix €,

yazilir ancak i¢ ¢arpim olarak

i=3

(X,Y) = Z XiYVi — X4Y4

i=1

Lorentz i¢ ¢arpimi kullanilir.
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L* Lorentz uzayi lizerinde tanimli ortogonal matrisler ciimlesinin bir dzel alt ciimlesi olarak
(5.2) esitligi ile tamml1 ortogonal matrisler ciimlesini alahm. L* de
Ty: L* - L*

X->T;(X)=X+¢

seklinde tanimli doniigiime £ vektérii ile taniml 6teleme denir. Bu ciimle 7 ile gosterilsin.

5.1. Tanim:
D =(L,T), TeT, L € I olmak iizere
D: L*- L*
X->DX)=LX)+T
seklinde tamiml1 doniisiime L* de yer degistirme denir.
D={D:DX) =LEX)+T}

ile gosterelim. D , L* de tanimli yer degistirmeler ciimlesinin bir alt ciimlesidir. Ana ciimleden

ayrilan noktasi, donmelerin Lorentz transformasyonlarindan elde edilen donmeler olmasidir.

Kinematigin tanimi ve araglar1 ele alindiginda, D ciimlesi ile L* uzayinda kinematik

yapacak araglar tamamlanmistir.

5.2. Tanim:

L* de D € D yer degistirmeler ile yapilan kinematige relativistik kinematik denir.
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