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OZET

SOFT METRIK VE SOFT NORMLU UZAYLAR

YAZAR, Murat Ibrahim
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigsmant : Prof. Dr. Tunay BILGIN
2. Danigman: Dog. Dr. Sadi BAYRAMOV
Haziran 2014, 61 sayfa

Bu tez caligmasi alti boliimden olusmaktadir. Ik béliimde literatiir bildirisler,
materyal ve yontemden bahsedilerek c¢alisma konusu hakkinda bilgi verildi. Ikinci
béliimde gerekli olan temel kavram ve teoremler verilerek sonraki béliimler i¢in hazirhik
yapildu.

Ugiincii bolimde soft metrik uzaylarda soft stirekli déniisimler ve ozellikleri
incelendi ve ayrica soft daralma dontsiimleri ele alinarak farkli kosullar altinda sabit
nokta teoremleri ifade ve ispat edildi.

Dérdiincti bolimde soft metrik uzaylarda soft kompakt kiimeler incelendi. Soft
dizi, soft y1g1lma noktasi, soft dizisel kompakt metrik uzay, &— sebekesi, tam simurli soft
uzay, soft Lebesque sayisi, soft diizgiin stirekli dontsim tammlan verilerek soft
kompakt kiimelerin g¢esitli 6zellikleri arastirilda.

Besinci bolimde soft normlu lineer uzaylar ele alinarak soft normlu uzaylarla

ilgili baz1 sonuglar elde edildi. Son béliimde ise soft i¢ carpim uzayir ve soft Hilbert

uzay: incelendi.

Anahtar kelimeler: Soft metrik uzay, soft daralma doniistimi, soft normlu

uzay, soft lineer doniisiim, soft i¢ carpim uzayi, soft Hilbert uzayi.






ABSTRACT

SOFT METRIC AND SOFT NORMED SPACES

YAZAR, Murat Ibrahim
Ph. D. Department of Mathematics
Supervisor : Prof. Dr. Tunay BILGIN
Second Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Sadi BAYRAMOV
June 2014, 61 pages

This study consist of six chapters. In the first chapter information about the
subject of thesis is given by presenting pertinent known results from literature, the
discussion about the material and the method. In the second chapter basic definitions
and theorems that will be used in later chapters are given.

In the third chapter soft continuous mappings and their properties in soft metric
spaces are investigated. Furthermore, soft contraction mappings are given and also fixed
point theorems are stated and proved under different conditions.

In the fourth chapter soft compact sets are investigated in soft metric spaces. The
definitions of soft sequence, soft accumulation point, soft sequential compact metric
space, &-net, complete bounded soft space, soft Lebesque number, soft uniform
continuous mapping are given and some properties of soft compact sets are investigated.

In the fifth chapter soft normed spaces are presented some results are obtained.

In the last section soft inner product spaces and soft Hilbert spaces are investigated.

Key Words: Soft metric space, soft contraction mapping, soft normed space,

soft linear mapping, soft inner product space, soft Hilbert space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, a¢iklamalar ile birlikte asagida

sunulmusgtur.

Simgeler

(X,7,E)
(X,d,E)
R(E)

SP(X)

(f>9)
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SV (X)
(SPV(X),<.>,E)
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Ac¢iklama

Dogal Sayilar

- Reel sayilar

Parametreler kiimesi

Soft kiime

R ¢nin bos olmayan sinirl alt kiimlerinin bir simfi
soft nokta

soft topolojik uzay

soft metrik uzay

negatif olmayan soft reel sayilarin kiimesi

soft normlu uzay
Soft noktalar kiimesi
Soft déniisiim

Soft dizi

Soft vektor uzayr
Soft i¢ carpim uzay1

Soft £, uzay1
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1. GIRIS

Miihendislik, tip, ekonomi ve sosyal bilimler gibi bir gok bilim dalinda
belirsizlik iceren problemlerin ¢6ziimiinde klasik yontemlerin yetersiz kaldifi
bilinmektedir. Belirsizlikler igeren bu tarz problemleri ele almak i¢in gelistirilmis farkl
teoriler mevcuttur. Bu teorilerden bazilar1 olasilik teorisi, aralik(interval) teorisi,
bulanik kiimeler teorisi, sezgisel bulanik kiimeler teorisidir.

Bu teoriler arasinda belirsizlikle ilgili en kullanigh yontem ilk olarak (Zadeh,
1965) tarafindan gelistirilen bulanik kiimeler teorisidir. Bununla beraber belirsizliklerle
ilgili bu ve diger yaklagimlarin hepsinin kendilerine 6zgii zorluklari ve yetersiz kaldig
durumlar vardir. Dolayisiyla, belirsizliklerle ilgili olarak yeni yaklagimlara ihtiyag
duyulmaktadir. Bu yaklagimlardan giincel olan Soft kimeler teorisi ilk olarak
(Molodtsov,1999) tarafindan verilmistir. Bulanik ve sezgisel bulanik kuramindan farkli
olarak soft kiimeler teorisinde belirsizlikler reel degerli bir fonksiyon ile degil bir se¢im
fonksiyonu ile ortadan kaldirilmaya calisilmistir. Bu se¢im parametreler yardimiyla
yapitlmistir. Soft kiime bir nesnenin yaklasik tanimlarindan olusan bir siniftir. Soft
sistemler parametrelerin dahil olmasiyla beraber ¢ok genel bir yap: teskil eder ve bu
ozelligi ile ilgili olarak ¢ok genis bir uygulama alani oldugundan zengin bir potansiyele
sahiptir. Soft kiimeler teorisi ile ilgili olarak oyun teorisi, karar verme problemleri,
Riemann integrali, Peron integrali, neuro sistemler, bilisim sistemleri, olasilik teorisi,

ol¢lim teorisi gibi pek ¢ok alanda uygulamalar verilmistir.

1.1. Kaynak Bildirisleri

Belirsizlikle ilgili en kullanish yontemlerden biri olan bulanik kiimeler teorisi
ilk olarak (Zadeh, 1965) tarafindan gelistirilmistir.

Belirsizliklerle ilgili karsilasilan zorluklari asmanin yeni bir yontemi olarak
ifade edilen soft kiimeler teorisi ilk olarak (Molodtsov,1999) tarafindan verilmistir
Daha sonra bu teorinin gelistirilmesinde (Maji, 2003) katkida bulunmustur. (Ali ve ark.,
2005) calismalarinda soft kiime teorisi ile ilgili olarak birlesme , kesisme gibi temel

islemleri tanimlayarak katkida bulunmuslardir. (Das ve Samanta, 2012) soft reel sayi



kavramini tamimlamiglar ve ozelliklerini vermislerdir. (Feng ve ark., 2011) soft kaba
kiime kavramini tanimlamislardir. (Majumdar ve ark.,, 2013) bir soft kiimenin softluk
derecesini tartigmiglardir.

(Maji ve ark, 2002) calismalarinda iyi nesne segimi igin parametre diisiirme
yontemini temel alan bir yontemle soft kiime teorisinin karar verme problemlerine bir
uygulamasin vermislerdir. Yine (Maji ve ark., 2012;2013) ¢alismalaninda karar verme
problemlerinde netrosofik soft kiime yaklasimini kullanmislardir. (Chen ve ark.,
2003;2005) soft kiime parametrizasyonunun indirgenmesi ile ilgili yeni bir tanim
sunarak soft kiime teorisinin bu anlamda uygulamalarini vermistir. (Pie ve Miao., 2005)
soft klime parametreleri ile ilgili olarak bilgi sistemlerini incelemislerdir. (Xiao ve ark.,
2005;2009) soft kiime teorisinin soft bilgi tabam ile ilgili ve birlesik 6n tahmin
yaklasim tabanli uygulamalarini vermislerdir. (Cagman ve Enginoglu, 2010a;2010b)
soft matris teorisini tanimlayarak bi‘r optimum deger bulma probleminde karar verme
algoritmasini gelistirmislerdir.

Soft cebir ile ilgili calismalar ilk olarak (Aktas ve Cagman, 2007) soft gruplari
tanimlamalar1 ve bazi Ozelliklerini aragtimalanyla baslamistir. (Aslam ve Qurashi,
2012) soft gruplarla ilgili katkida bulunmuslardir. (Jun, 2008) ¢alismalarinda soft
BCK/BCl-cebirlerini tanimlamislar ve (Jun ve Park, 2008) soft BCK/BCI-cebirlerinin
soft ideal teorisindeki soft kiimelerin uygulamasim vermislerdir. (Aygiinoglu ve Aygiin,
2009) fuzzy soft gruplart tamimlanuslardir. (Feng ve ark., 2008) soft semigrup,
(Changphas ve Thongkam, 2012) soft -I" semigrup ve (Wu ve Zhan, 2012) soft
hemiring ile ilgili bir ¢alisma yapmislardir. (Sezgin ve Atagiin, 2011) soft ve normal
soft gruplar tizerine bir ¢alisma yaptilar. (Acar ve ark., 2010) soft halka kavramin
tanimladilar. Soft modiiller, bulanik soft modiiller, sezgisel bulanik soft modiiller ile
bunlarin diiz ve ters sistemleri ile ilgili olarak yapilan ¢aligsmalar (Bayramov ve ark.,
2013), (Gunduz ve Bayramov, 2011a;2011b), (Oztiirk ve ark., 2013) ,(Sun ve ark.,
2008) yazarlarna aittir.

Soft doniisimler (Majumdar ve Samanta,2010) ve (Glindiiz ve ark., 2013)
calismalarinda Veﬁlmi§tir.

Soft topoloji ile ilgili ilk ¢aligmalar (Shabir ve Naz, 2011) ve (Cagman ve ark.,
2011) olmak tizere, bu galismalarda soft topolojik uzaylar tanimlanmis ve soft topolojik

uzaylarin bazi 6zellikleri arastinlmistir.(Hussain ve Ahmad, 2011) ,(Min, 2011) ve



(Zorlutuna ve ark., 2012) caligmalarinda soft topolojik uzaym onemli oOzelliklerini
vermislerdir. bulanik soft topolojik uzay (Simsekler ve Yiiksek, 2013) ve (Atmaca ve
Zorlutuna, 2013) ¢alismalarinda vermislerdir. (Varol ve Aygiin, 2013) ¢aligmasinda
soft Hausdorff uzayr tammlamiglardir. (Bayramov ve Gunduz, 2013) Soft lokal
kompakt ve soft parakompakt uzaylarn tanimlamislardir. (Nazmul ve Samanta, 2013)
¢alismasinda soft topolojik uzaylarin komsuluk &zellikleri ele almislardir. Bir ¢ok
arastirmact soft topolojik uzaylarla ilgili olarak pek ¢ok calisma yapmmslardir ve bu
caligmalarda soft nokta kavramu ile ilgili ¢esitli yaklasimlar oldugundan soft nokta
kavrammin tammiyla ilgili tartigmalar devam etmektedir. Bu yaklasimlardan biri
(Bayramov ve Gunduz, 2013) ve (Das ve Samanta, 2013a) ¢alismalarinda tanimlanan
soft nokta kavrami digeri de (Das ve Samanta, 2013b) calismasinda tanimlanan soft
eleman kavramidir.

Soft kiimenin fonksiyonel analiz konularmma taginmasi ¢ok giincel olmakla
beraber bu alandaki ilk ¢aligmalar (Das ve Samanta, 2013a, 2013b) soft metrik kavrami1
tanimlanmasiyla baglamigtir. Bu iki ¢alismada farkli soft nokta kullanimina bagli olarak
iki farkl soft metrik vzay tanimlanmustir. (Das ve ark., 2013) de soft normlu uzay, (Das
ve Sam anta, 2013c) ‘de soft i¢ carpim uzayi, (Das ve Samanta, 2013d;2014) ‘de soft
lineer operatorler, soft fonksiyoneller (Das ve Samanta, 2013b) de ise verilen soft

eleman kavramini ele almistir.

1.2. Materyal ve Yontem

Fonksiyonel analizin temelini olugturan metrik ve normlu uzaylar teorilerinin
yeni bir yaklasim olan soft kiimeler teorisinin ele alinmasi temel olarak amaglanmig ve
soft metrik ve soft normlu uzay yapilarinda farkliliklar veya benzerlikler arastirilmistir.

Tez calismasina baglanirken soft kiimeler teorisi ile ilgili temel tegkil eden
calismalar (Molodtsov, 1999), (Maji, 2002), (Maji ve Roy, 2003), (Ali ve ark., 2005), |
(Chen ve ark., 2003), (Das ve ark., 2012) ve (Majumdar ve ve Samanta, 2013)
incelenmis soft kiimeler teorisi hakkinda bilgi sahibi olunarak temel kavramlar ve

islemler anlagilmaya ve kavranmaya calisiimistir,



Daha sonra soft kiimeler teorisinin uygulamalar1 hakkinda fikir elde edebilmek
agisindan (Maji ve ark, 2002) ,(Maji ve ark., 2012;2013) ,(Chen ve ark., 2003;2005),
(Pie ve Miao, 2005), (Xiao ve ark., 2005;2009), (Cagman ve Enginoglu, 2010a;2010b)
calismalar1 incelenmistir. .

Soft kiimeler teorisi hakkinda daha genis bir ag1 kazanmak ve teorinin cebir
alani ile ilgili ¢aligmalar1 ve uygulamalar yiizeysel olarak arastirilmis ve incelenmistir.
Bu asamada (Aktas ve Cagman, 2007) ,(Aslam ve Quarashi, 2012) ,(Jun, 2008), (Jun ve
ark., 2008), (Aygunoglu ve Aygiin, 2009), (Feng ve ark., 2008), (Changphas ve
Thongkam, 2012), (Wu ve Zhan, 2012), (Sezgin ve Atagiin, 2011), (Acar ve ark.,
2010), (Bayramov ve ark., 2013), (Gunduz ve Bayramov, 2011a;2011b), (Oztiirk ve
ark., 2013) ,(Sun ve ark., 2008), (Majumdar ve Samanta, 2010) ve (Giindiiz ve ark.,
2013) galismalart temel almmustr.

Tez calisma konusuna temel teskil edecek olan soft topoloji ile ilgili ¢calismalar
incelenerek soft topolojik kavramlar hakkinda bilgi sahibi olunmustur. Soft topoloji ile
ilgili olarak (Shabir ve Naz, 2011), (Cagman ve ark., 2011), (Hussain ve Ahmad, 2011)
,(Min, 2011), (Zorlutuna ve ark., 2012), (Simsekler ve Yiksek, 2013), (Atmaca ve
Zorlutuna, 2013), (Varol ve Aygun, 2013), (Bayramov ve Gunduz, 2013) ve (Nazmul
ve Samanta, 2013) caligsmalar1 incelenmistir. Bu agamada soft nokta kavramu ile ilgili
farkl1 yaklagimlarin oldugu tespit edilmistir.

Tez konusu ile direkt ilgili ve fonksiyonel analiz konularini igeren galigmalar
derlenip incelenmistir. (Das ve Samanta, 2013a, 2013b), (Das ve ark., 2013), (Das ve
Samanta, 2013d;2014) ve (Das ve Samanta, 2013b) ¢alismalar1 degerlendirilmistir.

Son olarak yurtiginde yapilan tezler arastirilarak yapilan ¢alismalar okunmustur.
Bu tezler (Senel, 2013) ve (Aygiinoglu, 2011) dir.

Bu tez ¢alismas1 Giris kismi dahil olmak iizere, Temel kavramlar, soft metrik
uzaylar ve soft metrik uzaylarda soft daralma doniigiimleri, soft metrik uzaylarda soft
kompakt kiimeler, soft normlu lineer uzaylar, soft i¢ garpim uzayi ve soft Hilbert uzay:
basliklar1 altinda 6 béliimden olusmaktadir.

ikicin bdliimde tez gahsmasmdd gerekli olan Onbilgiler, temel kavram ve
sonuglar ifade edilmistir.

Ugtincii boliimde ilk olarak soft metrik ile iiretilen soft topoloji ele alinmis ve

her soft metrik uzaymn metrik uzaylann parametrize edilmis bir ailesi oldugu ispat



edilmis ve bunun tersinin dogru olmadig: bir ornekle gosterilmistir. Ayrica, her soft
metrik uzayin bir soft normal uzay oldugu kanitlanmistir.

Yine lglincli boliimde soft metrik uzaylarda soft daralma doniisimleri ele
almmistir. Bu asamada daralma doniigimleri ile ilgili olarak (Long-Guang ve Xian,
2007) ve (Rhoades, 1997) calismalarnindan yararlanilmigtir. Soft siirekli déniisiim, soft
dizisel siirekli doniisiim, Soft daralma doniisiimi kavramlarn tammlanmistir. Soft metrik
uzaylarda soft daralma doniisim teoremi (Banach sabit nokta teoremi) ifade ve ispat
edilerek bu teorem farkli kosullar altinda da incelenmistir.

Tez caligmasinin dérdiincii bolimil olan soft metrik uzaylarda soft kompakt
kiimeler ele alinmistir. Soft alt dizi, soft yléﬂma noktasi, soft dizisel kompakt metrik
uzay, &-—sebekesi, tam sl soft uzay, soft Lebesque sayisi, soft diizgiin siirekli
doniisim tammlar1 verilmistir. Soft dizisel kompakt uzay verildifinde soft kiimenin
parametrelerine karsilik gelen metrik uzaylarin da dizisel kompakt oldugu ifade ve ispat
edilmistir. Bu sonucun tersinin dogru olmadigi bir 6rnekle ifade edilmistir. Soft metrik
uzaylarda soft kompakt kiimelerle igili gesitli sonuglar elde edilmistir. Bu sonuclardan
bazilar1 asagidaki gibidir:

Soft dizisel kompakt uzayda her sonsuz soft kiimenin bir yigilma noktas: vardir,
bir soft metrik uzayin soft tam sinirhlifn bu uzayda her soft dizinin bir Cauchy soft
altdizisinin var olmasina denktir, soft dizisel kompakt uzay ile soft tam ve soft tam
sinirh olmasi kavramlar1 denktir, soft dizisel kompakt metrik uzayda her soft agik

ortiiniin bir soft Lebesque sayis1 vardir, soft diizgiin stirekli bir doniigtim igin her bir

parametreye karsilik gelen f: (X , dle) - (Y ,d, ¢(c)) donilistimii diizgiin streklidir.

Tez galigmasinin besinci boliimiinde soft normlu lineer uzaylar ele alinarak soft
normlu uzaylarla ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir Burada ¢ok fazla 6nem teskil eden
soft vektér uzay kavrami tanimlanarak soft vektér uzaymin yapisi ayrintili olarak
incelenmistir. Literatlirde daha once soft vektor uzayr kavrami (Das ve ark., 2013)
gee¢mesine ragmen bu calismada tanimlanan soft vektdr uzayr gerek soft vektor
toplama, sklalerle carpma islemlerinin tanimlanmasi, gerekse de soft vektdr taniminda
baz alinan farkli bir soft nokta kavramin kullanilmasi agilarindan tamamen farkli bir
yapiya sahiptir. (Das ve ark., 2013), (Das ve Samanta, 2013d;2014) ve (Das ve
Samanta, 2013b) galismalarinda soft normlu lineer uzaylar ve burada kullanilan soft

vektor yapist nedeni ile parametrelerin etkisinin neredeyse kayboldugu, bundan dolay:



da softluk kavraminin niteligi ile ilgili tartismalara neden olabilecegi diisiiniildiigiinden
bu kapsamda burada ele alman soft vektér uzayr kavraminin parametrelerin soft
kiimeler teorinin yapisina uygun bir sekilde etkin oldugu konusunda iddiamizi
belirtmek ihtiyaci hissedilmistir.

Ayrica, yine tezin begsinci bélimiinde soft vektor alt uzayi, soft normlu uzay,
soft tam uzay, soft Banach uzayi, soft lineer doniigiim, soft siirekli lineer déniisiim, soft
sinirlt lineer déniigiim kavramlar1 tamimlanarak soft siirekli lineer operatorlerin bazi
ozellikleri incelenmistir.

Tez calismasimnin altinci ve son bdlimiinde soft i¢ carpim, soft Hilbert uzayi
tamimlanarak soft i¢ ¢arpim fonksiyonunun stirekli oldugu ispat edilmis ve soft Hilbert

uzayai ile ilgili 6rnek verilmistir.

1.3. Bulgular

Bu ¢alisma soft metrik uzaylar ve soft normlu uzaylar olmak tizere iki ana baslik
altinda ele alinmis ve bu uzaylarla ilgili ¢esitli 6zellikler arastinlmustir. Soft metrik
uzaylar baghigi altinda soft daralma donisiimleri ve soft kompakt kiimeler ele
alimmgtir. Soft normlu uzaylar basghig altinda ise ilk olarak soft vektdor uzay
tanimlanmis ve bu soft vektdr uzay: lizerinde soft norm verilmistir. Ayrica, yine bu
kisimda soft siirekli ve soft sinirli doniistimlerle ilgili gesitli 6zellikler verilmistir. Son
olarak, bu baslikta soft i¢ ¢arpim ve soft Hilbert uzaylar ele alinarak gesitli sonuglara
yer verilmistir.

Alt1 bolimden olusan bu ¢alismanin ilk bolimid giris ve ikinci bdlimi temel
kavramlar olarak verilmistir.

Ugiincii béliimde soft daralma déniisiimleri ele alinarak bu béliimde farkl

kosullar altinda Banach sabit nokta teoreminin saglandigi goriilmiistiir. Herhangi bir
(f.9):(X,d,E)— (X,d,E) soft daralma doniisiimii igin her bir parametreye karsilik
gelen doniisiimiin de bir daralma doniisimt oldugu elde edilmistir. Bir énceki durumun
tersinin dogru olmadig: bir 6mekle verilmistir. Eger ( 7, go) soft metrik uzay tizerinde
bir soft daralma déniisiimil ise bu durumda f veya ¢ ’nin birer daralma déniistimii

olmayabilecegi bir drnekle ifade edilmistir.



Dérdiincii béliimde soft metrik uzaylarda soft kompakt kiimeler incelenmistir.
Ik olarak Soft alt dizi, Soft yigilma noktasi, Soft dizisel kompakt metrik uzay, £-
sebekesi, Tam siurli soft uzay, Soft Lebesque sayisi, Soft diizgiin siirekli déniisiim
tammlan verilmigtir. Soft dizisel kompakt bir metrik uzayda her bir parametreye
karsilik gelen metrik uzaylarinda dizisel kompakt oldugu tepit edilmistir. Bu durumun
tersinin dogru olmadig1 bir drnekle gosterilmistir. Soft dizisel kompakt bir uzayda her
sonsuz soft kilmenin bir yigilma noktasina sahip oldugu ispatlanmustir. Soft dizisel

kompaktlik ile soft kompaktligin denk oldugu kanitlanmistir. Soft diizgiin siirekli bir

doniistim i¢in her bir parametreye karsilik gelen f: (X ; d]e) — (Y W ¢(e)) déniisiiminiin
de diizgiin siirekli oldugu gosterilmistir. Soft dizisel kompakt metrik uzayda soft siirekli
bir dontlisimiin diizgiin siirekli oldugu ispat edilmistir.

Besinci bélimde Soft normlu lineer uzaylar ele alinmig ve bu béliimde ilk olarak
soft vektor alt uzay, soft normlu uzay, soft tam uzay, soft Banach uzayi, soft lineer
dontistim, soft siirekli lineer donilisim, soft sinirli lineer doniisim  kavramlar
tanimlanmustir. Bir soft metrik uzaymn soft normlu uzay olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart ifade edilmistir. Her soft siirekli lineer donitistimiin soft sinirlt bir lineer doniisiim
oldugu tespit edilmistir. Soft lineer operatdriin normu ifade edilerek iki soft operatdriin
bileskelerinin normu ile ilgili 6zellikleri incelenmistir.

Bu ¢alismanin altiner ve son boliimiinde Soft i¢ garpim uzay1 ve soft Hilbert

uzayl ele alinarak soft i¢ ¢arpim, soft Hilbert uzay: tanimlari verilmistir. Soft Hilbert

uzayr ile ilgili Cauchy-Scwhartz, Paralel kenar kanunu gibi temel esitsizliklerin

saglandig goriilmiistiir. Soft Hilbert uzay: ile ilgili soft 1’2 uzay1 drnegi verilmigtir.



2. ON BILGILER

Bu calismada materyal ve yontem olarak kullamilacak temel kavramlardan
asagida kisaca bahsedilmi$t-ir.

X evrensel kiime, £ parametrelerin bir kilmesi, P(X), X ’in kuvvet kiimesi ve
ACE dir.
Tanmmm 2.1. X ve E bostan farkli herhangi iki kiime olsun. /', £’den X ’in tiim alt
kiimelerine giden F:E — P(X) bir donlisim ile birlikte (F, E) c¢iftine X iizerinde bir
soft kiime denir (Molodtsov,1999)
Bagka bir ifadeyle soft kiime; X kiimesinin altkiimelerinin parametrize edilmis bir

ailesidir. Her e€ £ i¢in F(e), (F,E) soft kiimesinin e-elemanlarinin kiimesi ya da

soft kiimenin e -yaklasik elemanlarinin kiimesi olarak diistiniilebilir.

Bu yaklasima gére (F,E) soft kimesi agapidaki yaklasimlarin bir smifi olarak
diistiniilebilir:
(F,E)={F(e):ecE}.
Tanmm 2.2. Eger X lzerinde (F, 4) ve (G, B) iki soft kiimesi i¢in
1) Ac B ve
2) Vee A, F(e) ve G(e) 6zdes yaklagimlar ise
(F,4)’ya, (G, B) ’nin soft alt kiimesi denir ve bu (F, 4) & (G, B) ile gosterilir.
Benzer olarak, Eger (G, B),(F,4)’ nin bir soft alt kiimesi ise (F, 4)’ya (G, B)
nin soft tist kiimesi denir ve bu (F, 4) D (G, B) ile gosterilir(Maji ve Roy, 2003).
Tanmm 2.3. X lzerinde (F,4) ve (G,B) soft kiimeleri verilsin. Eger (F, 4), (G, B)
‘nin bir soft altkiimesi ve (G,B), (F,4)’nmn bir soft altkiimesi ise bu iki soft kiime
esittir denir(Maji ve Roy, 2003).
Tanmm 2.4. X iizerinde (F, 4) ve (G, B) soft kiimeleri verilsin. Bu iki soft kiimesinin
kesisimi C=A4B ve VeeC iginH(e)=F(e)nG(e) olmak iizere (H,C) soft
kiimesidir. Bu ise (F, 4)N (G, B) = (H,C) ile gdsterilir(Maji ve Roy, 2003).
Tamm 2.5. X lizerinde (F,A4) ve (G, B) soft kiimeleri verilsin. Bu iki soft kiimesinin

birlesimi C=A4UB ve VeeC igin



F(e), eger ec A— Bise,
H(e)=1G(e), eger ec B—Aise,
F(e)UG(e), eger e A Bise.

olmak tzere (H,C) soft kiimesidir. Bu bagint1 (F, A)D(G, B)=(H,C) ile gosterilir
(Maji ve Roy, 2003).
Tanmm 2.6. Eger her e e E igin F (¢) =@ oluyorsa X tizerindeki (F,E) soft kiimesine

bos(null) soft kiime denir ve @ ile gosterilir (Maji ve Roy, 2003).
Tamm 2.7. Eger her eek iginF(e)=X oluyorsa X iizerindeki (F,E) soft

kiimesine mutlak soft kiime denir (Maji ve Roy, 2003).

Tamm 2.8. ([3]). Bir (F,E) soft kimesinin timleyeni (F,E) ile gdsterilir ve
F':E—P(X) donisimi i¢in F(a@)=X-F(a), VacE olmak lizere
(F,E) =(F°,E) seklinde tanimlanir (Ali ve ark., 2005).

Tamm 2.9. R reel sayillann kiimesi ve B(R), R c<nin bos olmayan siurh
altkimelerinin bir siifi ve £ parametreler kiimesi olsun. Bu durumda bir F: E — B(R)
donlisiimiine soft reel kiime denir ve (F,E) ile gosterilir. Eger (F,E) tek noktadan
olusan bir kiime ise, (F, E) kiimesini karsilik geldigi soft eleman ile iliskilendirerek bu

kiimeye bir soft reel say1 denir ve bu sayilar 7,5,/ ve benzeri sekilde gosterilir,

Her e E igin 0(e)=0,1(e) =1 olmak iizere 0,1 soft reel sayilardir (Das ve Samanta,

2012).
Tanim 2.10. Iki soft reel say1 icin;
(i) Her ee Eigin eger 7(e) <5(e) oluyorsa F<§;
(i) Her ee Eigineger 7(e)=5(e) oluyorsa 725
(iii)  Her ee Eicin eger 7(e) <5(e) oluyorsa 7<§;

(iv) Her e< Eigin eger 7(e)>§(e) oluyorsa 7>5§ dir.

(Das ve Samanta, 2012).
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Tanm 2.11. X dizerinde bir (P,E) soft kiimesi verilsin. Eger bazi xe X ler igin
P(e)={x} olacak sckilde yalmz bir e E parametresi var ve Ve e E/{e} igin
P(e)=0 ise (P,E) soft kiimesine bir soft nokta denir ve %, ile gosterilir (Bayramov

ve ark., 2013; Das ve Samanta, 2013a)
Tanim 2.12. X bostan farkli bir kiime ve E bostan farkli parametreler kiimesi olsun.
£:FE— X fonksiyonuna X ’ in soft elemam denir. E indeks kiimesine bagh olarak X

’in bir 4 soft kiimesi verildiginde, eger Ve e £ igin £(e) € A(e)ise & soft elemanina 4
soft kilmesine aittir denir ve € € A ile gosterilir. Burada A(e) = { g(e),c € A} dir(Das ve
Samanta, 2013b).

Tanmm 2.13. Eger e=¢' ve P(e)=P(e¢') diger bir ifadeyle x=y ise iki X,,7, soft
noktas1 esittir denir. Boylece, X, #y, & x#y veya e# e (Bayramov ve ark., 2013;

Das ve Samanta, 2013a)
Onerme 2.14. Soft noktalarn herhangi bir ailesinin birlesimi bir soft kiime olarak

diistintilebileceginden her soft kiime kendisine ait soft noktalann bir birlesimi olarak

ifade edilebilir; (F,E)= | X (Dasve Samanta 2013b).

%,€(F E)

Tamm 2.15. 7 , X {izerindeki soft kiimelerin bir ailesi olsun, eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa 7 ya X tzerinde bir soft topoloji denir;

1. &, Xer

2. 7 ya ait herhangi sayidaki soft kiimenin birlesimi 7 ya aittir.

3. 7 ya ait sonlu sayidaki soft kiimenin kesigimi 7 ya aittir.

(X,7,E ) ti¢liistine X tizerinde bir soft topolojik uzay denir (Shabir ve Naz, 2011).
Tiimleyeni agik olan soft kiimeye soft kapali kiime denir.
Tanmm 2.16. (X ,T,E) , X lizerinde soft topolojik uzay olsun. Bu durumda (F ,E)
tarafindan kapsanan tiim soft agik kiimelerin birlesimi olarak tammlanan soft kiimeye
(F,E) soft kiimesinin soft i¢ kiimesi denir ve (F, E) ile gdsterilir (Hussain ve Ahmad,
2011
Tanmm 2.17. (X,r, E) , X tizerinde soft topolojik uzay ve (F,E), X fizerinde bir soft

kiime olsun. Bu durumda (F ,E) yi kapsayan tiim soft kapali kiimelerin kesisimine
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(F,E) soft kiimesinin soft kapanigi denir ve (F,E) ile gdsterilir (Hussain ve Ahmad,

2011).
Tanim 2.18. (X ,’L‘,E) , X uUzerinde soft topolojik uzay olsun. Bu durumda

m;\(F E )C ile tanimlanan soft kiimeye (F 3% ) soft kiimesinin soft simir1 denir ve
0(F,E) ile gosterilir (Hussain ve Ahmad, 2011).
X mutlak soft kiime SP(X) soft noktalar kiimesi ve R(E)" negatif olmayan
soft reel sayilarin kiimesi olsun.
Tamm 2.19. Bir d SP()E’ ) SP(X ) > R(E)" déniistimii asagidaki sartlar sagliyorsa d
ye X soft kiimesi {izerinde bir soft metriktir denir:
(M1) Her %,,7, X i¢in d(%,,7,)50;
M2) d (%57, )= 0 ancak ve ancak X, =V
(M3) Her %,,7, €X i¢in d(%,,7,)=4d(F, ,%.);
(M4) Her %,,7,.%, €X isin d(§,,2,)<d(%,,5,)+d(,,.2,)
d soft metrigi ile beraber X soft kiimesine bir soft metrik uzay denir ve (X,d, E) ile
gosterilir (Das ve Samanta, 2013a).
Tamm 2.20. Bir d: SE(}? )xSE()? Y > R(E)" doniisiimii asagidaki sartlar sagliyorsa
d ye X soft kiimesi lizerinde bir soft metriktir denir:
(M1) Her %,7& X icin d(%7)20;
(M2) d(%,7)=0 ancak ve ancak =7 ;
(M3) Her %,7€ X i¢in d(%,7)=d(5,%);
(M4) Her % 7,2&X icin d(%,2)2d(% ) +d(3,2);
(Das ve Samanta, 2013b)
Tamm 2.21. ()? ,(E,E ) bir soft metrik uzay olsun ve & negatif olmayan bir soft reel
sayl olsun. B(X,,€) = { y,EX:d(Z,5,)< 5} kiimesine x, merkezli ve £ yarigapl soft
acik kiire ve B[X,,€]= { 7, EX:d(%,7,) L é"} kiimesine X, merkezli ve & yarigapl

soft kapal: kiime denir (Das ve Samanta, 2013a).
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Tanimm 2.22. Let ()?,c?,E) bir soft metrik uzay ve (F,E), (X’,ﬁ,E) uzayinda bos
olmayan soft altkiime olsun. O zaman (F,E)’nin tiim i¢ noktalar1 (F,E)’ye aittir
ancak ve ancak (F ,E ), X *de soft aciktir. (Das ve Samanta, 2013a).

Tanim 2.23. {iﬁh}, ()Z’ ,dﬂ, E) metrik uzayinda soft noktalardan olusan bir dizi olsun.
Eger n— o iken d(iﬁn,jiﬂ) — 0 olacak sekilde bir ¥ & X soft noktas: var ise

{ij{" } dizisi (f( ,c? E ) soft metrik uzaymnda yakinsaktir denir (Das ve Samanta, 2013a).
Teorem 2.24. Bir soft metrik uzayda bir dizinin limiti varsa bu limit tektir (Das ve
Samanta, 2013a).

Tanm 2.25. (Soft Cauchy Dizisi). (f( ,g,E) soft metrik uzayinda soft noktalardan
olusan bir {JE;”} dizisi verilsin. Eger her £50 igin , 3 N =N(&) dogal sayist var
dyleki her Vi, j>N igin d(i;f, y;,‘j)ég" oluyorsa {%; } dizisine soft Cauchy dizisi
denir (Das ve Samanta, 2013a)..

Tanim 2.26. ( Soft Tam metrik uzay) ()? ,d, E ) soft metrik uzay: verilsin. Eger her X

deki her Cauchy dizisi X ‘de bir soft noktaya yakinsiyorsa ()z' ,5’,E ) uzayma soft tam

metrik uzay denir (Das ve Samanta, 2013a).

V bir K(K =R) cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve E parametrelerin bir kiimesi
olsun. F: E — P(V) soft kiimesi verilsin. Burada (F, E) soft kiimesi F ile gosterilsin.
Tamm 2.27. (Soft kiimelerin toplam ve skaler ¢arpimi) F,F,,...,F, (V,E)izerinde n
tane soft kiime olsun. Bu durumda F +F +..+F, (V,E)’de bir soft kiimedir ve
VAeE ig¢in F(A)= {xl +x,+.atm e F(A)i = 1,2,...,71} olarak tamimlanir. o€ K
bir skaler ve F', (V, E) ’de bir soft kiime olmak iizere aF, (V, E) ’de bir soft kiimedir
ve AeE icin aF =G dir. Burada G(1) = {(xx (X E F(/i)} dir(Das ve ark., 2013).
Tamum 2.28. V bir K (X =R) cismi lizerinde bir vektdr uzay V:e E parametrelerin bir
kiimesi olsun. (G, E), (V, E) tizerinde bir soft kiime olsun. Eger Vee E igin G(e) V
‘nin bir vektdr altuzay: ise (G,E)ye K cismi lizerinde (V,E)’nin soft vektdr uzay:

yada soft lineer uzay1 denir (Das ve ark., 2013).
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Tanmm 2.29. (F,E), K cismi iizerinde V’nin bir soft vektér uzayt olsun.
G:E— P(V), (V, E) tzerinde bir soft kiime olsun. Bu durumda, eger

1.  Herbir ee Eicin G(e), (V,E) 'nin K cismi Gzerinde bir vektor alt uzay: ve

1. F(e)oG(e),VeeE
oluyorsa (G, E) ’ye (F, E) 'nin bir soft vektor alt uzay: denir(Das ve ark., 2013).
Tanmm 2.30. (G,E), K cismi ilizerinde (V,E)’nin bir soft vektér uzayr olsun. Bu
durumda (G, E) soft kiimesinin bir soft elemanina (G, E) ’nin bir soft vektorii denir.
Benzer bir ifadeyle (X, E)soft kiimesinin bir soft elemanina X bir cisim olmak iizere
bir soft skaler denir (Das ve ark., 2013). :

Tanimm 2.31. X, p, bir X cismi Uzerinde (G, E) soft kiimesinde iki soft vektor olsun. Bu

durumda x+ysoft vektér toplami ()”c+ j')) (A)=x(V)+y(1),YAie E seklinde

~

tammlamr. & soft skaler olmak {izere k ve % in skaler ¢arpimi
(]E;E)(/?,) =k(A)+%(A),YAcE seklinde tammlanir. $+7 ve k% (G,E)’nin soft
vektorleridir (Das ve ark., 2013).
Ornek 2.32. R iizerinde n-boyutlu R" 8klid uzaymi ele alam. E={1,2,3,...,n}
parametreler kiimesi olsun. G: £ — P(R") asagidaki gibi tamimlansin:
G(@) = {t € R" :¢' nin 7. koordinat1 0 },z‘ =12,...,n

Bu durumda G, R iizerinde R" uzayinin bir soft vektér uzayidir.

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X mutlak soft kiimesi verilsin. S()? 1
VAeE igin F(A)# D olmak iizere ve @ bos soft kiimesi ile beraber X iizerinde tiim

(F,E) soft kimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda (F, E) *nin tim soft elemanlarinin

simifin1 SE(F, E) ile gosterecegiz. X ’in soft elemanlarinin bir I sinifi icin T ile tiretilen

soft kitme SS(7) ile g6sterilecektir (Das ve ark., 2013).

Tamm 2.33. X mutlak soft kiime olmak iizere X vektor uzayi olsun, diger bir ifadeyle
(F,E)=X olmak tizere X(1)=X,VAe E olsun. Bu durumda, eger
I SECX) » R(EY",

doniisiimii asagidaki sartlan sagliyorsa bu déniisime X iizerinde bir soft normdur denir:
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(N1) Her%& X icin |¥|20;

(N2) Heri& X i¢in [#|=0<%=0;

(N3) Her¥& X ve her & skaleri icin||@x| =|a]|%

H

(N4) Her#,5& X igin %+ 31| 2[%] +|7]

X vektor uzayl ve tanimlanan |||| soft normu ile beraber ()? AL E ) iiclisline soft

normlu uzay denir (Das ve ark., 2013).

Ornek 2.34. E parametre kiimesi iizerinde taniml1 tiim soﬂ'reel sayllarin R(E) kiimesi
verilsin. Her X € R(E) soft reel sayist i¢in “” =R(E) = R(E)" fonksiyonu “5&||:j§|
seklinde tanmimlansin. Burada |i[ soft reel sayillann modilidir. Bu durumda
|||| =R(E) > R(E)" fonksiyonu soft norm aksiyomlarim sapladigindan bir soft

normdur. (R(E),

,E ) soft normlu bir uzaydir (Das ve ark., 2013).

Ornek 2.35. X kesin(crispt) vektor uzayr {izerinde {”” A:/T,EA} kesin(crispt)

normlarmin her parametrize ailesi X soft vektdr uzay: lizerinde bir soft norm olarak
diigiiniilebilir (Das ve ark., 2013).

Onerme 2.36. V vektor uzay: iizerinde bir (G, E) soft vektdr uzaymnda soft vektérlerin
S={a,,a,,...a,} kiimesi verilsin. S kiimesindeki soft vektorler ¥ de lineer bagimsizdir
ancak ve ancak bazi A € £ ler i¢in
$(1)={@(4).%(2),...a,(2)}
kiimesinin elemanlart lineer bagimsizdir (Das ve ark., 2013).
Tamm 2.37. X ve ¥ soft normlu lineer uzaylar olmak iizere 7 :SE (X)— SE()
operatori verilsin. Eger agsagidaki sartlar saglaniyorsa 7 “ye lineer operator denir:
1. Her&,%, &X soft elemanlari igin 7(%, +%,) =T (%)+7(%,);
2. Her%&.X soft eleman1 ve ¢ her soft skaleri igin T(&%)=¢T (%) (Das ve
Samanta, 2013d).- )
Tamm 2.38. X ve ¥ soft normlu lineer uzaylar olmak iizere 7 :SE(X)—> SE(Y)

operatdrii verilsin. X ’in soft elemanlarmin her {X,} dizisi bir ¥ € X noktasinda
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siireklidir efer n—>ooiken X, — X, olmasi durumunda »n-—coiken 7(%,)— 7T(%,)
oluyorsa veya baska bir ifadeyle n— cciken ||in —560" — 0 olmast durumunda # —> oo
iken ||T ()T (:ch)” —0 oluyorsa 7T operatoril x, € X noktasinda siireklidir denir. Eger

T operatSrii X in her soft elemannda siirekli ise 7 ye siirekli operatér denir (Das ve
Samanta, 2013d).

Ornek 2.39. ¥ soft normlu lineer uzay: verilsin. Her % & X soft elemant igin 7 (xX)=x
seklinde tamimlanan Ozdeslik operatdri 1:SE (X) — SE(X)siirekli bir soft lineer

operatordiir (Das ve Samanta, 2013d).

Ornek 2.40. E parametre kiimesi iizerinde taniml1 tiim soft reel sayilann R(E) kiimesi
verilsin. Her x soft reel sayisi igin 7(x)=2.x seklinde tanimlanan 7 :R(E) — R(E)
surekli bir soft operatdrdiir (Das ve Samanta, 2013d).

Tamm 2.41. X ve ¥ soft normlu lineer uzaylar olmak tizere T :SE(X)—> SE(Y)
operatdrii verilsin. Eger her ¥ € X i¢in ||T (56)” <M ||£” olacak sekilde pozitif bir M soft
reel sayis1 var ise 7 operatdriine sinirli operatdr denir (Das ve Samanta, 2013d).

Teorem 2.42. X ve Y soft normlu lineer uzaylar olmak tizere 7" :SE(X)— SE(Y)

operatdrii verilsin. Eger T operatorii sinirli ise siireklidir (Das ve Samanta, 2013d).



3. SOFT METRIK UZAYLARDA SOFT DARALMA DONUSUMLERI

Bu boliimde soft metrik uzaylarla ilgili bazi 6nemli sonuglar ele alinacaktir.

3.1. Soft Metrik ile Uretilen Soft Topoloji

X, E parametreler kiimesi iizerinde mutlak soft kiime ve X, soft noktalarin
bir ailesi olsun, diger bir ifadeyle, Ve e E igin X, = {ie :x € X} olsun. Bu durumda X,

soft kiimesi ile X kiimesi arasinda birebir 6rten bir doniisiim vardir.

Eger e # ¢’ € E ise bu durumda X, X, =® ve ¥ = U X, dir.

eck
(X,d,E) bir soft metrik uzay olsun. Bu durumda ee E igin ()'f'e,&e,{e}) bir soft
metrik uzay oldugu agiktir, Bu durumda c?e soft metrigini kullanarak X {zerinde
seklinde 4, (x, y):c?e(fe, ¥,) bir metrik tanmimlayabiliriz. Dikkat edersek, e#e'€ E

oldugu durumda d, ve d, , X tizerinde genellikle farkli metriklerdir.

Onerme 3.1.1. Her soft metrik uzay metrik uzaylarin parametrize edilmis bir ailesidir.
Onerme 3.1.1 ‘in tersi genel olarak dogru olmayabilir. Bu durum asagidaki Ornek ile
gOsterilmistir.

Ornek 3.1.2. E=R bir parametre kiimesi ve (X,d) bir metrik uzay olsun. Her
5,7, € SP(X) igin d:SP(X)xSP(X)—> R(E)" fonksiyonunu d(%.,7.) = d(x, y)"**
ile tanimlayalim. Bu durumda her ee £ igin c?e, X fiizerinde bir metriktir. Eger
57(566, y,)= 0 ise bu her zaman %, =J, oldugu anlamma gelmediginden dolay1 d, X
tizerinde bir soft metrik degildir.

Onerme 3.1.3. (X,d,E) bir soft metrik uzay ve 7, d soft metrigi ile iiretilen bir soft
topoloji olsun. Bu durumda her bir ee E igin X lizerinde tamimh (r& )e topolojisi X
tizerinde 39 metrigi ile Uretilmis (r& )e topolojisidir.

Ispat. Ispat aciktir.

Lemma 3.1.4. (X,d, E) bir soft metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur.
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(i) £ &(F,E)ed(%,(F,E))=0;
G) £ &(F,E) <:>3(5EQ,(F,E)C)>5;
(i) % &0(F,E) e d(%,(F,E)=d(%.(F.E))=0;
Dikkat edersek, eger (F,E), (X, d,E) soft metrik uzayinda soft kapall bir kiime

ve %, &(F,E) ise bu durumda B(ie,é)ﬁ(F,E):(I)olacak sekilde bir B(X,,£) soft

acik kiiresi vardir.

Teorem 3.1.5. Her soft metrik uzay bir soft normal uzaydr.

Ispat. (F,E) ve (E,E), (X,d,E) soft metrik uzayinda iki ayrik soft kapal kiimeler
olsun. Her %, &(F,E) vey, &(F,, E)soft noktalar igin B(ie,éir)ﬁ(ﬂ,E)dD ve
B( Fr 65, )ﬁ(F],E )=® olacak sekilde B(%,,&; ) ve B( P 5},{) soft agik kiirelerini
secelim. Boylece,

(F.E)eUB(%,.(5/3), )=(U,E) ve (Fz,E)c":UB()?E.,(EB)y'):(V,E)

3

elde ederiz.
(U,E) N (7, E) = @ bos kiime oldugunu gdstermek istiyoruz.
Kabul eldim ki (U,E) ﬁ(V, E)#®olsun. Bu durumda Z,.&(U,E) N (V,E) olacak

e

sekilde bir Z. soft noktasi vardir. Dolayisiyla, z“re.éB(;Ee,(éf 3)x) ve

Eb,.éB(jie.,(EB)ﬁ') olacak sekilde B(ic,(§/3) ) ve B(je,,(ém) ) soft acik

% w
e Yo

kiireleri vardir. Bu durumda, d(%,,%.)<(&/3), ve d(3,,%.) 2(5 / 3) olacaktir. Eger

%, 5
max{(é’/.’))i ,(5 / 3)_ } = (5/3); , olarak alirsak bu durumda
e y(" e

d(%,5,)2d(%,2,)+d(2,5,)2(813), +(813) 22,
. e Ve ¢

elde ederiz ve boylece j, & B()"ce,éie) ve y, &(F,,E) olur ki buda bizim kabuliimiizle

gelisir. Dolayisiyla, (U, E) N (V,E)=ddir.
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3.2. Soft Daralma Déniisiimleri

Bu béliimde soft daralma doniisimleri {izerinde bazi sabit nokta teoremlerini
ispatin1 verecegiz.

(X,d,E) ve (¥,p,E") iki soft metrik uzay olsun. f: X —>7Y, ¢: E—> E iki
déniisiim omak iizere (f,): (X,d, E) = (¥, p, E") bir soft déniisiimdiir.
Onerme 3.2.1. Her bir %, & X soft noktasi igin (f,9)(%,),Y ‘de bir soft noktadir.

Ispat. ¥, & X bir soft noktast olsun. Bu durumda

(1) &)= U fGe= U /G@)=(0®)

{.’qul(e') ple)=¢’ @(e)

Tamm 3.2.1. (X,d,E) ve (V,p,E) iki soft metrik wuzay ve
(f,9):(X,d,E)—> (¥, ,E") bir soft doniisiim olsun. Eger (¥, 5, E") uzaymn her soft
actk B((f.,¢)(%.).) Kkiiresi igin f(B(Ee,S)) EB(f,9)(%.).8) olacak sekilde
(X,d,E) uzaymm bir soft agik B(%,,8) kiresi varsa (f,9):(X,d,E)— (¥, 5,E)
dontigiimi x, € SP ()} ) soft noktasinda siireklidir denir.

Eger (f,p) doniisimii (X,d, E) uzaymnm her %, soft noktasinda soft siirekli ise (f.9)

doniigimii (X, d, E) uzayinda soft siireklidir denir.

£—0 teknigini kullanarak soft sitirekliligi asagidaki gibi ifade edebiliriz;
Eger her £>0 icin c;(fe,j}e.) 26 iken AU e)(%,),(f.9)(5.)) <& olacak sekilde bir

5>0 varsa (f.):(X,d,E)—> (¥, p,E") déniisimii %, e SP(X) soft noktasinda soft

siireklidir denir.

Teorem 3.2.3. (f ,gp):(f( ,d,E)— (¥, p,E") bir soft déniisiim olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:

() (f,0):(X,d,E) = (7, p, E') soft siirekli bir doniigiimdiir,
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(2) Y’de her bir (G,E') soft agik kiimesi igin (f,p)” ((G,E')) X de soft agik
kiimedir,
(3) Y ’de her bir (H,E') soft kapal: kiimesi i¢in (f,¢)” ((H,£’)) X *de soft kapal:
kiimedir,

(4) X *de her bir (¥, E) soft kiimesi i¢in (f,go)((F, E)) c((f.9)(F.E)),

(5) ¥ *de her bir (G, E') soft kimesi icin ((£,0)" (G, E)) = (£.0)" ((G.F)),

(6) ¥ *de her bir (G, E') soft kiimesi igin /" ((G, EY) ) c(f(G.E)) dir.

Proof. (1)=(2) (f,¢) soft sirekli déniisiim ve (G,E") c (f D, E) soft acik bir kiime
olsun. (f ,go)fl (G,E') soft kiimesini ele alalm. Eger (f ,@)_I (G,ENY=® ise
(f, qo)ﬁl((G,E’)) soft agik kiimedir. (7, qo)fl (G,EY#® olsun. Bu durumda
xe(f ,gp)"l (G,E') olacak sekilde en az bir % soft noktasi vardir. Buradan
(f.9)(z)e(G.E) elde  ederiz. (G,E") soft  apk  oldugundan
B((f.9)(%,),6) =(G,E) olacak sekilde soft agik bir B((f,#)(%,),&) yuvan vardr.
Ayni zamanda (f,p) soft siirekli oldugundan (f, @)(B(ie,g)) c B((f,qg)(fce),é)
olacak sekilde soft acik bir B (ie,g ) yuvar vardir. Boylece,
B(%,.5) = (£,0)" (£.0)(B(%.5)) = (£.0)" B((£.0)(%).6) = (f.0)" (G.E),

elde ederiz. Sonug olarak, (f,¢)" (G,E’) soft agik bir kiimedir.

(2) =(3) (H,E') Y de herhangi bir soft kapalt kiime olsun. Bu durumda (H,E')" soft
acik bir kimedir. (2) “den ((f,¢)" ((#,£))) ‘nin X *de soft agik bir kiime olacaktr.

Dolayisiyla, (£, gp)fl ((H L E’)) soft kapal1 bir kiimedir.

3= (F,E), X ’de bir soft kiime olsun.
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(F.E)c(£.0)" ((f.0)(F.E)) ve (f,0)(F.E)c((f.¢)(F.E)) oldugundan dolay:
(F.E)c(f,0)" ((f,0)(F.E)) = (f.0) " (f.9)(F,E)) elde ederiz. (3) ifadesinden
(/.0)" ((f.0)(F.E)), X’de soft kapali bir kime oldugundan dolayr
(7. E)c(£.0)" ((f.0)(F,E)) dir. Béylece,

(£:0)((F.B)) = (£.0)((/0) ' (/:0)(F.E)) < (7.0)(F. E)
elde ederiz.

@=@6) (G,E'), r’de bir soft kime ve (f,p)" (G,E)=(F,E) olsun. (4)

ifadesinden
(£ NFB)=(1.0)|(1.0) (G.B) | < (1:0)((1:0) (6:2)) < (G B),

elde ederiz. Bu durumda

(£.0)" (6.B))=(F.E) = (£.0) ((/20)(F- E)) < (£.90) ((G. EY)

olacaktir.

(5)=(6) (G,E’), Y de bir soft kiime olsun. (5) ifadesinde (G,E')yerine (G, E')

yazarsak bu  durumda (f,ga)_l((G,E’)c)c(f,go)1((G,E')C) elde ederiz.

(G,E") = ((G, E'Y )c oldugundan
(r9)'(@.2))=(r07"([0.EY) )-(r0r"(G.2Y))
(Gor@e])) -((vor @e) | ~((r)" ..

dir.
6)=(1) (G, E'), ¥ de bir soft kiime olsun.

(10 (G.E)) (0 (G.E)=(£,0)" ((G.E) ) =((£:0)" (G.E)) ,
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oldugundan ((f,g'))_I (G, E’)) =(.F; gp)"] (G,E") elde ederizki buda ' (G, E') *niin soft
acik bir kiime oldugu anlamina gelir.
Tanmm 3.2.4. (f, go) : ()?,dN,E) — (¥, p,E") soft déniigiimii %, & SP(.;() soft noktasinda

soft dizisel siireklidir denir ancak ve ancak soft noktalardan olugan her {fg} soft dizisi

(}"( ,5’,E) soft metrik uzayinda bir X, soft noktasina yakinsarken ( f,go)({f’:}) soft

dizisi (¥, p, E") uzayinda bir ( / ,go)(ic'e) & SP(Y) soft noktasina yakinsaktir.
Teorem 3.2.5. Soft metrik uzaylarda soft stireklilik soft dizisel stireklilige denktir."
Ispat. (f, e;o) (X, d, E)—> (Y, 3,E") soft siirekli bir doniisiim olsun ve {J?Z} , (X,d,E)
soft metrik uzaymda X, soft noktasina yakinsayan soft noktalardan olugan herhangi bir
dizi ve B((f,qp)(fcg),é), (}7, 0,E") uzaymda soft agik yuvar olsun. (f,go) soft
doniistimil siirekli oldugundan f(B(%,,5)) & B((f,¢)(%.),) olacak sekilde X'de %,
soft noktasini iceren bir soft agik B(EG,S) yuvarl secebiliriz. {i’e’} soft dizisi X, soft
noktasina yakinsadifindan dolayi bir n, e N dogal sayisi vardir 6yleki her n2n, i¢in
{ X, } & B(%,,5) dir. Dolayistyla, her nn, i¢in
f({i;’” }) & £(B(%,8) & B(f,9)(£.),8) elde ederiz.

Tersine, (f,¢):(X,d,E)— (¥,5,E") soft déniigiimiiniin soft dizisel siirekli
oldugunu fakat soft siirekli olmadigim kabul edelim. ( s (9), ¥, soft noktasinda soft

sirekli olmadigindan dolayr bir &,50 vardir 6yle ki tim 530 sayilan icin
d,,5,)%8 ve B((f.0)(%).(/.0)(5.))58, olacak sckilde bir 5, &SP(X) soft
noktast vardir. Dolayisiyla, tanimdan {( 7 )}(nzl) soft dizisi % soft noktasina
yakinsar. Diger taraftan, tanimdan {( F ,gp)(jif;; )}(nZl) soft dizisi ( f,go)(a?e)soft

noktasina yakinsamaz. Diger bir ifadeyle, ( 7. ,qﬂ) déntisiimii X, noktasinda dizisel

siirekli degildir.
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Tamm 3.2.6. (X,d,E) bir soft metrik uzay olsun. Eger her %,,7.,€SP(X) soft
noktalan igin  d((f,9)(%).(f.0)(5.) 2ad(%,,5,) olacak sekilde bir
ae R,6S a <1 soft reel saylsl var ise (f,(p) : ()Z', 3, E)y—> (X,Q,E) fonksiyonuna bir

soft daralma déniisiimi denir.

Onerme 3.2.7. Her soft daralma déniisiimii soft siireklidir.

Ispat. X, € SP(X) herhangi bir soft nokta ve keyfi bir £5 0 sayis1 verilmis olsun. Eger
d(%,,5,) <6 <& olarak segersek bu durumda (f,p) soft daralma donisiimii
oldugundan

W) E)(10) (5.0 20d(5.5,) <25 25
elde ederiz ve boylece (f,p) soft siireklidir.
Teorem 3.2.8. (X,d,E) bir soft metrik uzay olsun. Eger (f,9):(X,d, E) > (X,d, E)
doniislimil bir soft tam metrik uzay tizerinde bir soft daralma donisiimi ise bu durumda

(f,9)(&,) =%, olacak sekilde bir tek %, € SP(X) soft noktas: vardur.
ispat. £°,SP(X)de herhangi bir nokta olsun.
%, =(LoXE)=(/GD)) L E =((Fo0E)) =)
= (00 ED)) = (™ ED) o s

P (e)

O

olarak teskil edersek
A&, 7)) =d((f,0)E)(fe)E)2ad@ B 2a dE L w220 A7 1),
elde ederiz. Dolayisiyla, »>m igin

(~u ~m)<d(~n =n- l)+d(~n 1 ~n 2)+ +d(~m+l ~m)

@ v e "yd(%E, %)

~m

O halde d(”” "‘")<1 d(x ,X)) dir. Buradan a’(x” "”')—)O (n,m —> o) elde

ederiz. Dolayisiyla, {;E:} bir soft Cauchy dizisidir. X’in tambfindan
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€ X soft noktas1 vardir. ( i gp) daralma

~k

x, — X, (n—> o) olacak sekilde bir X
doniistimil oldugundan

d((f.9)(E)E )3

Qi

((£,2)ED(F,0)E))+d((f.0)(E ). %)
Zad(%,%)+d(70,5),
d((f.0)E)%)2a(ad (5,5 )+d(2",5)) >0,
elde ederiz. Dolayisiyla, d((f,p) (:E:),Sc:) — 0 olmak iizere (f,p)(%)=% dir.
Dolayistyla, ¥, soft noktast (f,¢) déniisiimiiniin sabit bir soft noktasidr.
Eger 7. soft noktasL (f,¢) déniisiimiiniin bagka bir sabit soft noktast ise bu durumda
d(£,7:)=d((f,0)E)(f.0)Fi)) 2 ad(%,5.),
clde ederiz. Buradan &<1 igin d(%,5,)=0=>% =7, elde ederiz. Dolayisiyla,

( i ,QD) donilisimiiniin sabit soft noktasi tektir.

] bir soft sabit olmak

I\JI'-"‘I

Teorem 3.2.9. (X,d,E) bir tam soft metrik uzay olsun. @ e [

tizere (f,p):(X,d,E)—>(X,d,E) soft doniigimiinin her %,7,&X soft noktalar
icin

d((f-0)(2).(f,0)(F.) 2| d((f.0)(2).%)+d ((£.0)(5.).5.) ],
soft daralma sartin1 sagladigini kabul edelim. Bu durumda ( i go) déniistimiiniin X *de

sabit soft noktasi tektir.

ispat. 3°, SP(X) kiimesinde herhangi bir soft nokta olsun.

%, = (L0E) =(f@)), % =((1.00E)) = (1) 5 oo
E = ((F0ED) = (S e

@™ ()
olarak teskil edersek, / = % olmak iizere
-d

d@z 2 =d((f0) &) (f0)ED)
2ald((f.o) @5 )+d((f0)ED. 2]

~afd(znz)edz )]
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d("ﬂ—rl =H ) < 1_ d("'n ~=n= l) hd(f: , ~: l),

elde ederiz. n>m igin
; dH(fi,‘%;:)ég(i;:£2:3)+d~(£; I,J’é" 2)+ +d(.7~5m+1 —-m')

z (/2"'1 +h" e BTY (R R

~d(x , %
_h ( el )

<

P |

7 m

olacaktir. O halde g-(i:-’i;)gihhad(xe,: ) dir. Buradan, d(xn ~m)_>0

(n,m — ) elde ederiz. Dolayisiyla, {f:} bir soft Cauchy dizisidir. X ’in tamligindan

x, —> %. (n— o) olacak sekilde bir ¥ & X soft noktas: vardir. ( f ,go) daralma sartini

sagladifindan
d((f,0)@E)E)2d((£,0)ED(£,0)ED))+d ((f.0)(F).5)
2ald((f.0)@) 5 )+d((f0)@)5) |+ d (7, %)

2L {ad(r0))z )+ ()]

d((f.9)(®),%)2 d%&(dc}(f:’:,f; )+c?(£:;‘,5é:)) —0.
elde ederiz. Dolayisiyla, d((f,)(%),% )—> 0olmak iizere (f.0)(%)=% dur
Dolayisiyla, %, soft noktast (f,¢) doniisiimiiniin sabit bir soft noktasdir.
Eger 7., (f,9) doniisiimiiniin bagka bir sabit soft noktasi ise bu durumda
d(%,5.)=d((f.0)E).(f.0)G)
2a[d((f.0)E)5)+d((£.0)G2).52)] =0
olacaktir. Buradan, a<l igin 5(%:, j):) =0= % =7, elde ederiz. Dolayisiyla, (f,9)

doéniisiimiiniin sabit soft noktasi tektir.

Teorem 3 2 10. (X,d,E) bir soft tam metrik uzay olsun. acelz ;J bir soft sabit

olmak iizere her %,,7, & X soft noktalan i¢in (f,@): (X, d,E)— (X,d,E) déniisimii

d((f.0)(7).(f.0)(5)) 2 [d((f.0)(R).5.)+d((f.0)(3.).%)],
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daralma sartint sagladigini kabul edelim. Bu durumda (f,¢) doniisiimiiniin X ’de sabit

soft noktasi tektir.

Ispat. %°, SP(X)’de herhangi bir soft nokta olsun.
, =(f,¢)(5ff)=(f(i3)) o =((F0)ED)=(S2GD) oo
E = (@)= (S ED) 5o

olarak teskil edersek
d(&, 50 =d((f0)E ). (fe)ED)

[d(( o))+ d (@5 )]

<&
sala(s s )ed(zm)]
elde ederiz. Boylece, / = — & — olmak iizere,

d ~n+l ~n)< d(}fen ~1— I) hd(fﬂ =n-1

e’e e’e

olacaktir. n>m igin
d(@ &) Sd @, B +d@F) + e+ dETL R

2 (h" ‘+h” P M)A (F L E)
hm

d(xl ~0)

m

elde ederiz. O halde d(;"c” ””’)<1h];d'67(f;,if) dir. Buradan Cg(f; 3177:,)—>6=

(n,m —> ) elde ederiz. Dolayisiyla, {JE: } bir soft Cauchy dizisidir. of X ’in

tamhgindan %, — %, (n— ) olacak sekilde bir %, €X soft noktas: vadir. (f,¢)
daralma sartin1 sagladifindan dolay:
d((f-0)EDE)2d((f.0)ED(f0)ED)+d((f.0)(E ). %
2ald((£.0)E) 7 )+d((f0)E).5) ]
éoz[éi((f p) (.5 )+d (50, 5)+d(5 } d ”"jj,”j
a(d ) aen) &(v:,:ﬂ
[

a(d(z,5)+d (=0, 5))vd (e, ”;‘)}—m

)

51 ~n+l ~*
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elde ederiz. Dolayistiyla, &((f,go)(fc:),i:) — 0 olmak ifizere (f,p)(x,)=%, du.

Béylece, x, soft noktas: ( f,¢) déniisimiiniin sabit bir soft noktasidir.

Eger 7., ( #s qp) dontistimiiniin bagka bir sabit noktasi ise bu durumda
d(%,5:)=d((/,0)E(£,0) G2))

2a[d((f.0)E).5)+d((f.0)(7)%)]=0

olacaktir. Buradan @<l igin d (JE:, 37:) =0= %, =, elde ederiz. Dolaywsiyla, f (f,9)

doniisliminiin sabit soft noktas tektir,

Onerme  3.2.11. (X,d,E) bir soft metrik uzay olsun.  Eger

(f, go) : ()E', d, E)y—> ()?,J,E) bir soft daralma doniigiimii ise bu durumda her e € E i¢in

f,:(X.d,) > (X,d,, ) bir daralma déniisimiidir.

Asagidaki omek Onerme 3.2.11 in tersinin her zaman gecerli olmadigim
gbstermektedir.

Ornek 3.2.12. £=R parametreler kiimesi ve X =R? olsun. X kiimesi iizerinde
alistlmis metrigi ele alalm ve X soft kiimesi tizerinde ki soft metrigi
d(%,9,)=le—¢|+d(x,y) seklinde tammlayalim. Eger (f.9):(X,d,E)—> (X,d,E)

soft doniistimiinil agagidaki gibi tanimlarsak
- 1
(105 =(35) -
2 3e

Bu durumda

d((f,9)(0,1),,(f,9)(1,0),) = 3[(0,%)6,(%,0)3 } = 3+§

d((©O1),,1,0),)=1++2
V2

olacaktir. 3+7>1+\5 oldugundan dolay1 ( s go) bir soft daralma doniistimii

degildir. Fakat f:(X,d,)—> (X, d&)— doniisimli e € £ parametresi icin bir daralma
doniistimiidiir.
Sonug¢ 3.2.13. E parametrelerin bir kiimesi ve X bir kiime olsun. Bu kiimeler tizerinde

verilen metrikleri kullanarak bir soft metrik elde edebiliriz. Eger ( £, go) soft metrik



27

uzay iizerinde bir soft daralma doniiglimii ise bu durumda f veya ¢ birer daralma
dontligiimii olmayabilir.
Asagidaki orek Sonug 3.2.13 gegerli oldugunu gostermektedir.

Ornek 3.2.14. (R,d, E) asapida verilen metrikler ile tamimlanms bir soft metrik uzay

olsun,

d(x,y)=|x-y| , d,(x,») =min{|x—y],1} ve

. 1 ,
d(x,,y.)= 5d1(€=9)+d(xsy)
burada E=[l,0) dur. @:[l,0)—>[l,0) ve f:R—>R siasiyla asagidaki gibi

tanimlanmis olsun,

¢w)=x+§,fuo=§x.

Burada,
(/.9):R,d,E) > (R,d, E)
bileske fonksiyonunun daralma daralma dontisimi sartlarim  sagladifi  agiktir.
d,(x, y)=min{|x— y|,1} seklinde tanimlanan metrigine gore qo(x)=x+l
%

fonksiyonunun bir daralma dontisimii olmadig1 halde ( ¥ ,qJ) déniisimiiniin bir daralma

dontsimii oldugunu gdstermek istiyoruz.
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d((f0)E(/.0) 5D ﬁ{[%x] 1 Gy] Ny J

e e

L ool el o BN 1
:Ea’l [e—l——,e +—87]+§|x—y|

e
L. . 1 4.1 1
=—m1n{e+——e+—,,1}+—|x——y|
2 e e 5
| ; 1 1
—Emn{’e—ell—;~,l}+g|x—y|

< Lminfle—e], 1+ e
1, 1
Sgdl(e,e)+§d(x:y)
3 '
< (d(ee) +d(x. ),

oldugundan dolay1 ( f,¢) bir daralma déniigimidiir.



4. SOFT METRIK UZAYLARDA SOFT KOMPAKT KUMELER

Bu béliimde soft dizisel kompakt metrik uzaylarla ilgili bazi 6nemli &zellikler ve

tanimlar verilecektir.

Tamm 4.1. (Soft alt dizi) {f:}, (f( ,c:',E) soft metrik uzayinda soft noktalarin bir
dizisi olsun. {)?ffk},ke N kesin artan bir dizi olmak {izere {J'éz;},ke N formundaki
diziye {f: } soft dizisinin bir soft alt dizisi denir.

Tanim 4.2. (Soft yigilma noktas) {}Ef} s (X', J,E) soft metrik uzayinda soft
noktalarin bir dizisi olsun. Eger (X,,£) 'nin her (F ,E ) soft komsulugu ve her ne N
icin x; e (F,E) olacak sekilde bir m 2n dogal sayisi var ise X, & X soft noktasina

E!l

{f” } soft dizisinin bir soft y1gi1lma noktas1 denir.
Tanim 4.3. (Soft dizisel kompakt metrik uzay) (f( ,d,E ) bir soft metrik uzay olsun.

Eger (f( ,d,E ) soft metrik uzayinda her soft dizinin X ’de soft yakinsayan bir soft

altdizisi var ise bu uzaya soft dizisel kompakt metrik uzay denir.

Bir sonraki dnerme her bir parametreye karsilik gelen metrik uzaylarn dizisel
kompaktlig1 ile soft metrik uzayalarin soft dizisel kompaktlig1 arasindaki iliskiyi ifade
etmektedir.

Onerme 4.4. (}"f' ,c;’,E) bir soft metrik uzay olsun. Eger ()Z’ ,Q,E) bir soft dizisel

kompakt uzay ise bu durumda her bir e € £ parametresi i¢in (X,d,) dizisel kompakt
bir uzaydir.

Ispat. Her bir e € E parametresi igin {x”}, (X,d,) uzayinda herhangi bir dizi olsun.
Bu durumda {J?f } , ()? ,3 ) ) soft metrik uzayinda bir soft dizi olacaktir. (}? 4 c?,E ) soft
dizisel kompakt bir uzay oldugundan dolay: {ff‘} soft yakinsak bir soft altdizidir.

Dolayisiyla, {x”"} altdizisi her bir e € E parametresi igin (X ,de) uzayinda yakinsaktir.
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Onerme 4.4 iin tersi genel olarak dogru olmayabilir. Bu durum asagidaki Srnekle

gosterilmistir.

Ornek 4.5. E=N, X = [0,1] olsun ve d soft metrigi asagidaki gibi tanimlanmis olsun;
c;’(xe,ye.):le—e'|+|x—y|.

Her bir e€ £ igin (X ,de) uzaymin dizisel kompakt oldugu aciktir. Bununla beraber,

{(LJ } soft dizisinin (f ,3,5) soft metrik uzayinda yakinsak bir soft altdizisi

R

yoktur.
Onerme 4.6. ()? : c?,E) bir soft metrik uzay olsun. ()"{" 3 &,E) soft dizisel kompakttir

ancak ve ancak her sonsuz soft (F E ) kiimesinin bir yi1g1lma noktas1 vardir.

ispat. (¥, E) bir sonsuz soft kiime ve {55:} , (F,E)de bir soft dizi olsun. Bu durumda
{i: } soft dizisinin {E:* } gibi bir soft yakinsak bir soft alt dizisi vardir. {J”c::‘} soft

altdizisinin bir Z, soft noktasina soft yakinsadigini kabul edelim.

D # B(Eﬂo,é,‘jm{ié’"‘k } c B(Zeu,;]ﬁ(F,E),
oldugundan dolay1 Z, , (F LE ) "de bir soft y1g1lma noktasidir.

Tersine, {f;’} herhangi bir soft dizi olsun. Eger {J?: } dizisi sonlu ise bu durumda bu

soft dizinin yakinsak bir soft altdizisi vardir.

{55:} = (F b ) olarak alirsak {J"c:} bir soft kiime olacaktir. Onermenin sartindan bu soft

kiimenin Z, gibi bir soft y1gilma noktas1 vardir.

B[Eﬂ(),ijm(F,E);t@,

oldugundan dolayr  her bir 556 igin % EB(EEU,J;)(W(F ,E) olarak segeriz.

Dolayistyla, {J?:‘} soft dizisi Z, ‘a yakinsar.
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Tanim 4.7. (€ — sebekesi) (AN’ d, E) bir soft metrik uzay ve S soft noktalardan olusan

bir soft kiime olsun. Eger X < | ] B(¥,,£) saglaniyor ise bu durumda S ’ye (}? ,d,E )

ieS
uzayinda bir a soft £—sebekesi denir.

Tanim 4.8. (Tam smirh soft uzay)()? ,&,E) bir soft metrik uzay olsun. Eger
()? ,c?,E) uzayin her &5 0icin sonlu bir &— sebekesi varsa ()? 5 Q,E ) ’ye tam simrl

soft uzay denir.

Lemma- 4.9. ()? ,c?,E) bir soft metrik uzay ve A4 sonsuz bir soft kiime olsun. Bu
durumda her & 50 icin d(B) <& olacak sekilde bir B < 4 sonsuz soft kiimesi vardir.

Ispat. £50 keyfi bir soft reel say1 olsun. (}? ,d, E) tam sl oldugundan dolay1

H={3 3 .3 gibi sonlu bir f—ge‘oekesi vardir. Béylece, X =| |B(% ,&) ve
[ [} 3 y €

€1
i=l1

3

A=\ B (:’E; ,é) N A yazabiliriz. 1<i<n igin 4= L"JB(x;,é) N A soft kiimelerinden
i=l

i=1

en az biri sonsuz sayida elemana sahip olmalidir. Eger bu birlesimin elemanlarindan
birini B ile gosterirsek d(B) <& olacag: agiktir.

Teorem 4.10. ()f ,5,E ) bir soft metrik uzay olsun. ()? ,c?,E) tam sinirhidir ancak ve
ancak X ’deki her soft dizisinin bir Cauchy soft altdizisi vardir.

Ispat. ()Z' ,&,E) tam sinurlt ve {if } herhangi bir soft dizi olsun. Eger 4 = {J?:} sonlu
ise ispat tamamdir. Kabul edelim ki 4= {i:} sonsuzdur. Lemma 4.9 dan d (B)<1

olacak sekilde sonsuz bir B, < 4 soft kimesi vardir.

x,' € B, olacak sekilde bir » sayis1 segelim. Eger B, kiimesine Lemma 4.9‘u

nl

~ & ]
uygularsak d (Bl)<§ olacak sekilde sonsuz bir B, — B, soft kiimesi elde ederiz. - -
X,> € B, olacak sekilde n, > sayisini seger ve yukardaki gibi slirece devam edersek

{f:‘g } soft altdizisini elde ederiz.
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Simdi bu {f:" } soft dizisnin bir soft Cauchy altdizisi oldugunu gdsterelim. Keyfi £ >0

3

NN . . 7 : A P
icin — <& olacak sekilde bir k, sayist segelim. Bu durumda her £,m=k, icin
0

~H. et 1!

k

Xe 5 X, o
3 Am

S BEG oldugundan dolay:

<&

2

™

a’(fc”* i ]2
g Py
0

saglanir.

Tersine, (X-'-, c?,E) tam simrli bir soft metrik uzay olmadigim kabul edelim. Bu

—
g, €A

durumda baz1 £, > 0 igin ()Z' ,d,E ) uzaymin sonlu bir &, —sebekesi yoktur.

keyfi bir soft nokta olsun. Bu durumda d (551 % )é £, olacak sekilde bir %2 & X soft

€77
noktasi vardir. {fi ,J?fz} soft kiimesi bir &, — sebekesi olmadigindan
1

(3,258, d(=2,%)24,
olacak sekilde bir 5533 € X soft noktas1 vardir.
Bu sekilde devam edersek her i,/ igin d (5&‘8 ,)Ej} ) > &, olacak sekilde bir { )EZ}

soft dizisi elde ederiz. {fii } dizisinin bir soft Cauchy altdizisinin olmadig1 agiktir. Bu

durum teoremin her soft dizinin bir soft Cauchy altdizisi vardir ifadesi ile gelisir.

Dolayisiyla, ispat tamamdir.

Teorem 4.11. (f( ,d,E ) soft metrik uzay olsun. (f( ,c:?, E) soft dizisel kompakt uzaydir
ancak ve ancak ()E’ : d . ) uzayl soft tam ve soft tam sinirlidir.

Ispat. ()? ,d.E ) soft dizisel kompakt metrik uzay olsun. Bu durumda her {f;’} soft

dizisinin X *de soft yakinsak bir soft altdizisi vardir. X ’de yakinsayan soft altdizi bir

soft Ca;mhy dizisi oldugundan dolay! Teorem 4.11°den (i} ,d,E ) tam smurlidir. Eger

{J"c: } ,()? d,E ) uzayinda bir Cauchy soft dizi ve {5&”

EJ'i

} soft dizisinin soft yakinsak bir

alt dizisi var ise bu durumda { X, } soft yakinsaktir.
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Tersine, (f( ,&,E) soft tam, tam sinirlt bir uzay ve {JE:} keyfi bir soft dizi

olsun. (X ,&,E) tam sinirlt oldugundan dolay1 {J"c;’} nin bir Cauchy soft altdizisi
vardir. ()? ,d:E) soft tam oldugundan dolay1 bu altdizi X ’de soft yakmsar. Sonug
olarak, ()? ,c‘:’,E ) soft dizisel kompakt metrik uzaydir.

Tanmm 4.12. (Soft Lebesque sayisi) ()2, 3,E) bir soft metrik uzay ve U, (X’,c?, E) ‘nin
bir soft agik ortiisii olsun. Eger her X, e X soft noktast icin B(ie,a"‘) &(F ,E) olacak
sekilde bir (F sl ) €U soft kiimesi var ise £ > 0 sayisina bir soft Lebesque sayis1 denir.

Onerme 4.13. (f( , c:’,E ) soft dizisel kompakt metrik uzay olsun. Bu durumda X >deki

her soft agik Ortiintin bir soft Lebesque sayis1 vardir.
Ispat. Soft agik 6rtii U’nun bir Lebesque sayismin olmadifim kabul edelim. Bu
durumda herhangi » dogal sayisi igin (F ,E)éU olacak sekilde bir {f:} soft dizisi

an & | 3 2 e
vardir dyleki B[x: ,—JC(F ,E) saglanmaz. Boylece yukardaki ozellige sahip bir
n n

{f"} soft dizisi elde ederiz. (f( .d, E) soft dizisel kompakt oldugundan dolay: {5&:1 }

eﬂ

soft dizisinin X, soft noktasina yakinsayan bir {J?"*‘ } soft altdizisi vardir. X, € (F B ) €
3

e,

b2

U olsun. (7, E) soft agik kiime oldugundan dolayr B| %,,— | & (F,E) olacak sekilde bir

3

B| x,,— | soft agik kiiresi vardir. Aym1 zamanda {%* } soft dizisi ¥, soft noktasina
e m ¢ yn Eyy ¢

yakinsadigindan dolay1 & =k, olmak iizere X)* € B fe,g oacak sekilde bir k£, sayisi
" "

vardir. k >k, sayisint », = m olacak sekilde alirsak bu durumda

B xi B ,%L,,Z &(F,E)EU

s m
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elde deriz ki bu { ": } soft dizisinin se¢imi ile gelisir.

Teorem 4.14. (f( ,Q,E) bir soft metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir:

a) ()? ,d.E ) soft kompakttir,

b) (X’ ,d,E ) soft dizisel kompakttir.

ispat. a=b: ()E',c;’, E) soft kompakt bir uzay ve ()E', &,E) soft dizisel kompakt bir
uzay olmasin. Bu durumda ()’f' d,E ) uzayinda bir soft y1gilma noktasi olmayan sonsuz
bir A soft kiimesi vardir. Dolayisiyla, her x, €4 igin B (ie,ﬁe )F\ A= {fe} olacak
sekilde bir 7, soft sayisi vardir. {B(J’E 7 )}%Eg u(zl)c ailesi ()2 ,d.E ) uzayinda bir soft
acik ortiidlir ve bu soft agik 6rtiinilin sonlu bir soft acik altortiisii oktur. Bu (}? s r:z;, E ) nin

soft kompakt olmadif1 anlamina gelir. Bir celiski elde edildiginden ()E' .d,E) soft
dizisel kompakttir.
b=a: ()Z', c?,E) soft dizisel kompakt bir uzay ve U , (f(,c}, E) "de herhangi bir

soft agik 6rtii olsun. Bu durumda Onerme 4.13’den U ‘nun bir £3 0 Lebesque sayisi

vardir. ()f' .d, E) tam sinirh oldugundan ()? ,d,E ) nin A ={i;,£fz,...,f:nl} gibi sonlu

bir %m sebekesi vardir. Her k£ =1,2,...,n i¢in

)?:UB(%;’;,?]& ) (F,,E),
k

k=1

oldugundan dolay1 (f( ,d,E ) bir soft kompakt metrik uzaydir.



35

Tanm 4.15. (Soft diizgiin siirekli doniisiim) Let ()? C?I,El) and (f,a?z,Ez)iki soft
metrik uzay olsunlar. Eger verilen herhangi bir £5 0 igin bir 5 >6(c§ sadece £’a

bagh) oyle ki herhangi %,7.&X soft noktalan igin 4, (x,,7,)<3 iken

gz[ffx)‘t(e),ffy)ﬂe.)}&é oluyorsa (f,¢):(i,d”l,El)4(?,&2,}32)’}:(:, soft diizgiin

siirekli doniisiim denir.

Onerme 4.16. Eger (f,gﬁ);(ff, dl,EJ—)(f, C}Z,Ez) soft diizgiin siirekli doniisim ise

bu durumda her bir e € £ parametresi i¢in f:(X,d,,)— (Y i, 4,(9)) diizgiin stirekli bir
doniisimdiir.

Ispat. Ispat1 agiktir.

Teorem 4.17. Eger (f,;é):(j’, c?l,El) —>(I7', c;.’z,Ez) soft siirekli déniigiim ve

()? p c?, 3 EI) soft dizisel kompakt metrik uzay ise bu durumda ( b go) soft dizgiin siirekli

bir doniigimdiir.

Ispat. ()? ,%,El) soft dizisel kompakt metrik uzay oldugunda aym zamanda kompakt

metrik uzaydir. Herhangi bir & > 0 soft reel sayis1 i¢in ( I qJ) soft siirekli oldugundan

herhangi bir X, soft sayis1 icin bir 5 (ie)>6 soft reel sayis1 vardir 6yle ki

£

d (%,,5,) <26 (%) sat saglayan her 7, soft sayist igin c;’;[ f (~x)¢(e), f fy)¢(e.)]25

dir. Bu durumda U :{B(ie,g(fe))} ailesi (}?,c:’l,El)’de soft agik bir ortiidiir.

X, EX

(ff .d,, El) soft kompakt oldugundan bu soft agik értiiniin

{B(%1.6(%1))B(2.8(%2)))

seklinde sonlu bir soft altortiisti vardar.

5o (2,55
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g e~ ~

y.eB(%,5(% )),1Sién oldugunu kabul edelim. Bu durumda 4, (7,5 )25(%.)
ve
4(2:5)24 (20, 3.)+ 4, (5.5, ) 25 +8(5,)228(%,)

ifadeleri saglamr. (f, go) dontsiimil ¥, soft noktasinda siirekli oldugundan dolay1

6?2 [f(y)!ﬁ(e)7f(;i)¢(ei)J 2% and C?z (fzz)ﬁi(e')’f(;i)(i}(ej)} <

B | O

olacaktir. Boylece,

32 [f(y)qi(e)’ sz)gi(e')J < d~2 (f@O,ﬁ(e): f(xj)gs(e,)J <+d~2 (f(x )¢ (e)? f(z)¢ J<

olacaktir. Sonug olarak, (f , qp) soft diizgiin siirekli bir donlistimdiir.



5. SOFT NORMLU LINEER UZAYLAR

Bu béliimde soft nokta kavramini kullanarak soft vektdr uzayini ve soft normu
yeni bir bakis acisiyla tanimlayacafiz ve soft normlu uzaylann bazi 6zelliklerini
inceleyecegiz. Ayrica soft siirekli lineer operatérlerin bazi 6zelliklerini ele alacagiz.

X , reel sayilar cismi tizerinde bir vektor uzayr ve baslangi¢ evrensel kiimesi ve £ =R

parametrelerin bos olmayan bir kiimesi olsun.

Tanmm 5.1. X kiumesi lzerinde (F, E) soft kiimesi verilsin ve (P,E)C (F ,E) olsun.
Eger baz1 x € X ’ler i¢in P(e) = {x} olacak sekilde yalniz bir tane e € £ parametresi var
ve Ve'e £ —{e} icin P(e')=¢ ise bu durumda (P, FE)soft kiimesine bir soft vektdr
denir ve X, ile gosterilir.

Tim X, soft vektdrlerinden olusan kiimeye soft vektdrler kiimesi denir ve
SV(X ) ile gosterilir.
Onerme 5.2. SV (X) kiimesi asagidaki islemlerle beraber bir vektor uzayidir.

1-) V%,,5, €SV(X) igin %, +F, = (X +)re

2-) V& &SV (X) veher @ soft reel sayist igin @.%, = (@x) 4,
fspat: Eger Oe X bir sifir vektorii ve e=0eRise bu durumda &, soft vektorii
SV(X) kiimesinde soft sifir vektoriidiir. Ayrica (=%),, soft vektdrii X, soft
vektoriiniin toplamaya gore tersidir.
SV(X) ‘in bir vektdr uzayr oldugu agiktir.
Tamm 5.3. SV(X) onerme 5.2 de tanimlanan vektdr toplama ve skalerle garpma

islemleri altinda bir vektdr uzayidir. Bu uzaya soft vektor uzay: denir

Tanmm 5.4. Eger 1 <i <» olmak lizere her 7, soft reel sayis1 i¢in

1

P Ty ~ =0 A ~ P
hX, +H%, +..+F.%, =0, SF,h,..7,=0

n

sart1 saglaniyorsa S={fcl FL s

¥
g7 €

kiimesindeki soft vektorlere lineer bagimsizdir

denir.
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Onerme 5.5. Eger X vektdr uzaymdaki {x‘,xz,..., x”} kiimesinin elemanlar1 lineer

bagimsiz  ve r.e +r.e,+..+r.e, =0 sarti saflaniyorsa S = {il L }

g 2 ey 2ttt e,
kiimesindeki soft vektorler lineer bagimsizdir.
Ispat: 1<i <n olmak tizere her 7, soft reel sayis1 igin
RE, +FE 4. +F 5 =0,

0

. 2
EHER TEX FutE R 4

g )(rl‘e]+r1.ez+...+rn €,) =
& (X +rn X +o+rx") =0 ve (r.e,+7,.e, +..+7,2,)=0
S F Ry, =0
Tamm 5.6. SV(X) bir soft vektdr uzayr ve M & SV (X)bir alt kiime olsun. Eger M
bir soft vektdr uzayr ise M ‘ye SV(X)’in bir soft vektér alt uzayr denir ve
SV (M) & SV (X)ile gosterilir.
Ornek 5.7. {i;} _ soft vektorlerinin bir sinifi verilsin. Bu durumda {5&; }k __ sinufi

k=l,n =l,n

ile tiretilen {Z Pz, } uzay bir soft vektdr uzayidir.
i=1
Ornek 5.8. Eger M — X bir vektér alt uzay: ise bu durumda SV (M) & SV()? ) bir soft

vektor alt uzayidir.
Soft vektor tamimini kullanarak soft normun dogal tanimini asagidaki gibi ifade
edebiliriz.
Tanmm 5.9. SV(X) bir soft vektdr uzay: olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa
I: 57 () > R*(E),
déniisiimiine SV (X) uzay: iizerinde bir soft normdur denir;

(N1) V% ESV(X) igin |%,[20 ve |7,|=0< % =0,;

xff

(N2) V&, ESV(X) ve V@ soft reel sayst igin ”d’fce ” =@

?

(N3) Vi,,7, &SV (X) igin

<[] +]

X + 53@'1 ¥,

SV (X) vektdr uzay: iizerinde tanimli bir |||| soft normla beraber (J? g f) ifadesine soft

normlu uzay denir.
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Ornek 5.10. X normlu bir uzay olsun. Bu durumda parametreler kiimesi £ =R olmak

lizere V%, &SV (X) igin

£ =el +[x]
Bir soft normdur.
Her %,,y, € SV (X) veigin & soft skaleri igin;
(N1) ||5c'e|| = |ej +||x|[ >0 ve

[£]=0eld+|x|=0 e e=05=0 =% =4;

) a5, | = (@), | = |oe] el = ]l + o] = ]

-
ae

(N3)

|% + e[ = =le+el ]+

47}
<lel+lel el ]
= (ll+)+ (1)

+ j';e'[

xf!

Tanmm 5.11. ()? , f) soft normlu uzayinda soft vektorlerden olusan bir {i:” } soft dizisi

- G = % L b6 b
£ —«xfO” =0 oluyorsa {x” } soft dizisi X, soft vektdriine yakinsaktir

el]

verilsin. Eger lim

h—rx

. . ~ ~0 - - -
denir ve n— 0 iken %, —> X, ile gosterilir.

Tanim 5.12. ()E’ ,l ||) soft normlu uzayinda soft vektérlerden olusan bir {3?:} soft dizisi

m

verilsin. Eger V&30 a karsihik bir #n, e N var oyle ki Vm,n2n, igin Ha"ce <&

-,
oluyorsa {JE:} dizisine soft Cauchy dizisi denir, diger bir ifadeyle m,n-—> o iken
Onerme 5.13. Her yakinsak soft dizi bir soft Cauchy dizisidir.

Ispat: Ispat1 aciktir.

!

Cauchy dizisi bu uzayda bir soft vektdre yakinsiyor ise (X' ;

]

]) uzayma soft tam uzay

) uzayinda ki her soft

Tanim 5.14. ()? k ) soft normlu lineer uzay: verilsin. Eger (f{ ,

denir.
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Tanim 5.15. Soft tam normlu uzaya soft Banach uzay1 denir.

Onerme 5.16. Her soft normlu uzay bir soft metrik uzaydir.

d (J?e, jig,) = ||5ée - J")e.” olarak tanimlarsak bu durumda soft metrik sartlarinin saglandig:

ispat: ()E’,

) soft normlu bir uzay olsun. Eger soft metrigi V%, 7, &SV (X) igin

aciktir. Dolayistyla, her soft normlu uzay bir soft metrik uzaydir.

Teorem 5.17. d:SV(X)xSV(X)—>R*(E) bir soft metrik olsun. SV(X) bir soft
normlu uzaydir ancak ve ancak VZ,,7, &SV(X) ve V& soft reel sayisi icin agagidaki
sartlar saglaniyorsa;

8) dE+Z,5,+2)=dE,.5,)

b) d(a%,,d5,)=|ald(,5.)
Ispat: Eger d(%,,7,)= |%. = .|| ise bu durumda

ie-—j}e'“ :C?('ie:‘j;e')

X, *tZp—Y,—Z,

A(X, +Z., 5, +2,)=
ve

=|ald(z,.5.),

d(@sx,,ap,) =|az, -ay,|=|a||x. - 5.
dir. Onermede verilen sartlarin saglandigim kabul edelim. Her %, ESV(X) igin
I%.| = d(%,,6,) olarak alalim. Bu durumda,

NL. |%,|=d(%.,8,) 20 ve |%.|=d(%..0,) =0 %, =0,;

N2. |&%,| =d(&%,,6,) = d(&%,,d6,) =|a|d(%,.6,) =|d||%.|;

N3.

i 45, |=dE +5,,0,)

= g(ie +j}e’ _}e”éo _j;e') = C?('i.e’_j;e')
2d(3,,6) +d(@),~5.)

=[%[+=lz ] =[]+

yc'

Tamm 5.18. T : SV (X) — SV (¥) bir soft déniisiim olsun. Bu durumda asagidaki sartlar

saglaniyorsa 1" ye soft lineer operatdr denir;
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L1. T  toplamsaldir, diger  bir  ifadeyle, Vi,, ¥y, € SV (X) icin
T(+3.)=TE+TG) 3
L2. T homojendir, diger bir ifadeyle, Her & soft skaleri i¢in T'(@%,) =aT(X,).
Tanim 5.19. Eger SV(X) kiimesindeki soft vektdrlerden olusan her {55:} soft dizisi ve
T :SV(X' }—> SV(I; ) soft lineer operatérii verilsin. Eger » — oo iken {fg } - 562] olmasi
durumunda n —co iken T (f: ) — T(fgﬂ) oluyorsa T soft operatoriine i:'o = SV()E' ) soft

noktasinda soft siireklidir denir. Eger T soft operatdrii her 5:30 ESV(X) soft noktasinda
suireklidir denir.
Tanm 5.20. 7:SV(X)— SV(¥) soft lineer operatorii verilsin. Eger her % ESV(X)
i¢in

ezl
olacak sekilde bir soft reel M sayisi var ise T operatdriine soft strli operatdr denir.
Teorem 5.21. T:SV(X)— SV(Y) soft lineer operatdrii soft siireklidir ancak ve ancak
T soft sunurhidir.

Ispat: T:SV(X)— SV(¥) soft operatériiniin soft siirekli oldugunu ve soft sl
olmadigini kabul edelim. 7" soft operatorii sinirli olmadiindan en az bir {:E;’} soft dizisi
vardir dyle ki 7 herhangi bir soft reel say1 olmak tizere

()

dir. JE: = éo oldugu agiktir. Asagida ki sekilde bir soft dizi teskil edelim;

>n

G.1)

~n
X
E)'i'

ii’!

€n

~n
ye,, - o

X

eﬂ

=t

n—o iken }H’:,, —>§0 oldugu agiktir. 7 soft siirekli oldugundan »—co iken

()
I

— 0 olacaktir.

~n

=|T xg"
~ll ~n
n xe"

n|x

€n

~h

s 2lal 1

|7 (%)

(3

1
~n
xen

ﬁ n

xe




42

elde ederiz ki bu HT . Sonug olarak T soft stirlidir.

Tersine, T :SV(X)— SV (¥) soft operatériiniin soft smrli ve {5&:} soft

dizisinin J"c; soft noktasina yakinsadigim kabul edelim. Bu durumda,

[r(z)-r(=)-lr (= -%)

iz -5
elde ederiz. Sonug olarak T soft siirekli bir operatérdiir.
Tanim 5.22. T:SV(X) — SV(Y) soft siirekli bir operator olsun.
IT]= inf{AZf |7 ()| 2 7 ||£e||} .
ifadesine 7' nin normu denir.
[r @)= I

oldugu agiktir.
Teorem 5.23. T:SV(X) — SV(¥) soft siirekli bir operatér olsun. Bu durumda

I

e

[7]=sup ™™

0

Fl<T

Ispat: “T (EE)HEHT"“%H oldugundan

< sup [Tl ] <)l

I [<1

Béylece,
1) HT (%) (5.2)
%<1

dir. Diger taraftan, nin tanimimdan V&3 0 icin
|7 )]5 (I~ 8)lz. (5.3)

olacak sekilde bir X, soft noktast vardir.

%, # 0, olmak iizere j, = % olarak alalim. Bu durumda |7.] =1 olacaktir. Eger (5.3)

[

% || alirsak,

esitsizliginde X, yerine X,

)= (I7l-2)

I (5. ], A

ve buradan
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[ 1= (l=)l5.0= (I71-2) (54)

elde ederiz. (5.4) esitsizliginde y, yerine X, yazarsak, bu durumda

supl7 (%

elde ederiz. £ keyfi oldugundan
(5.5)

=l (&

elde ederiz. (5.2) ve (5.5) den

N L

576 ||, %21

T(%)]-

Teorem 5.24. T:SV(X)— SV(Y) ve S:SV(X)—> SV(Y) soft siirekli birer operatdr

olsunlar. Bu durumda |7]| bir soft normdur.

Ispat.
|7]20. Eger [7]=0 ise bu durumda her % &SV(X) icin T(%,)=6,
oldugundan 7' =6 olacaktur.

- 7] =swp|ar (z,)| = sup a7 (=.)] = |al sup | (=.)] =[]

N3.

||T+S||—"51ﬁpH(T+S)(x H—sup”T +S(fe)

< sup ||T x ||+supHS
I Jlﬁl AR

=|T +5|.

Teorem 5.25. T:SV(X)— SV(Y) ve S:SV(Y)—> SV(Z)soft siirekli birer operatdr

olsunlar. Bu durumda

b) T:SV(X)—>SV(X) soft operatorii igin 7" Z|[7]" dir.
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Ispat:
2)

s o7 =sup{|(S-T)(%)]:[1%12T}
—sofs(r )1
Zsup{[IS](7 (£.))] |12}
< sup|S]|7]

b) Eger |

ST

<|ISII7]| esitsizliginde 7'=S olarak alirsak ||T2 “é”T“2 elde ederiz.

Operator tizerinde bileske iglemine devam edersek |77

= “T”" elde ederiz.



6. SOFT HILBERT UZAYI

6.1. Soft i¢ Carpim Uzayx

X , reel sayilar cismi {izerinde bir vektdr uzayl1 ve baslangi¢ evrensel kiimesi ve

E =R parametrelerin bos olmayan bir kiimesi olsun. X kiimesi lizerinde (F, E) soft
kiimesi verilsin ve (P,E) < (F,E) olsun. Eger bazi1 x € X ’ler igin P(e) = {x} olacak
sekilde yalniz bir tane e e E parametresi var ve Ve’ eE—{e} icin -P(e)=¢ ise bu
durumda (P, E) soft kiimesine bir soft vektdr denir ve X, ile gosterilir. Tiim X, soft
vektorlerinden olusan soft vektorler kiimesi SV(X) asagidaki islemlerle beraber bir
soft vektor uzayidir:

1) V&, 5, €SV(X) igin %, +F, = (c+ )00,

2-) Vi, ESV(X) veher & soft reel sayisi igin @.%, = (&;C)( B
Tanim 6.1.1.(Soft i¢ ¢arpim): SV (X) soft vektor uzayr olsun.

<. > SV (X)xSV(X) = R(E),

(R(E) soft reel sayilar kiimesi)
dontisimi asagidaki sartlan Vx,,p,,zZ.&ES V(X)ve her @ soft reel sayis1 igin
sagliyorsa bu doniisiime SV (X) soft vektdr uzayi iizerinde bir soft i¢ carpim denir:

I1-) <%,%,>20 ve <f,,%,>=0%,=6,,
129 <%, 5,54 5,5 >

13-) <%, ¥, 5=<%,80, =8 <%,V >

) <% +3,,5. 5=<%,8, >+<F,,5. >

SV(X) soft vektdr uzayina tizerinde tanimli bir soft i¢ carpim <. > ile beraber bir soft
ic carpim uzayi denir ve (S V(X’ Yy <. E ) ile gosterilir. h

Ornek 6.1.2. SV(R) soft vektor uzayi lizerinde

<.>SV(R)xsV(R) > R(E) (E=R)
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Asagidaki gibi tanimlansin.
V%, 7, €SV(R) igin
<X,,J,>=ee+<x,y>(x,ycR ee'cRve <.>:RxR > R).
Bu durumda <.>, SV(R) iizerinde bir soft ig carpimdir.
1-) V&, SV (R) ve igin <%,,%, >=eet <xx>=e"+|x| 20 ve

<%,%>=0eet<x,x>=0

Se=0vex=0

o F =6
2-) V%,,7, €SV(R) igin

<%,V >=eet<xypr=ee+<y,x>=<J,% >
3-) YaeR(E) ve Vi,, 7, €SV(R) igin
COT PV, =Gl XY r= Qe O < Y, X=X, >
i4-) V%,7.,%. ESV(R) igin
<E, 4Py By >=C(EF D) ey B >

=(e+e).e"+<x+y,z>

=ee"+e'e'+<x,z>+<y,z>

ro_n

=ee"+<x,z>+ee" <y,z>

=X, + 2>+ < P 2. >

Not 6.1.3. (SV()Z),<.>,E) bir soft i¢ ¢arpim uzayr olsun. e =0 parametresi i¢in X

soft vektdr uzay: X vektdr uzayina esit olup

< X uX =R
ic ¢arpim fonksiyonu elde edilir ve dolayisiyla e=0 parametresi igin (X,<.>;)i¢
carpim uzayidir.

Diger bir ifadeyle, X vektor uzay: tizerindeki i¢ carpim uzayi, -X soft vektor

uzay1 iizerinde tanmimli soft i¢ ¢arpim uzayinin e =0 parametresi i¢in 6zel bir halidir.

Onerme 6.1.4. (SV()?),<.>,E) bir soft ic ¢arpim uzayr olsun. Bu durumda

V%,,7.,%. ESV(X) ve Va, f} € R(E) igin;
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i <ax,+pBy,,z.>=a<X
. <Z,09,4+P2,.5=0<%,5,>+8<3,2, >

ispat:

<@X,+ PP, 2. >=<0X,,Z, >+< fB¥,,Z.>

=@<X,Z.>+8<3,,2. >

CR AT+ Pl ol BF, . < PEE. >

=G <%,p, >+f <%, 5. >
Onerme 6.1.5. (Paralel Kenar Kanunu)(SV(A7 ),<.>,E) bir soft i¢ garpim uzayl

olsun. V%, 7, &SV (X)igin

)

g =g =2l +

jEe +j}e’ j)e’
ispat:

2 2
+

xe+ye' :<£e+j}e"£e+j;e'>+<£e_j}e"xe_ye'>

x~ ¥
=<X,,X, >+<X,,V, >+<V,, X, >+<y,, )., >

e
P B X ok B, P g P b B0
2
=2 )

Teorem 6.1.6. (Cauchy-Schwartz Esitsizligi) (SV(X),<.>,E) bir soft i¢ carpim

2

+

X, Vo

uzay1 olsun. Bu durumda VX, 7, € SV(X) icin asagidaki esitsizlik gecerlidir;

<%,p.> <% . (6.1)
I e’/ e ‘

|13,

Ispat: @bir soft skaler olsun, bu durumda <X, -&y,,%, —&j, >>0 dir. Diger bir
ifadeyle,

<X,% >-0<i,5,>-@[<§,.% >-a<y,,5,>|20, (6.2)
olacaktur.

Eger <3,,7,>=0 ise bu durumda y,=0. ve <%,j,>=<%,0:>=0
oldugundan (6.1) esitsizlii saglanir.
HX,J

el olarak alirsak (6.2)
< ye' 3 ye’ >

Eger <J,,5,>50 ise bu durumda &=

esitsizliginden



s 210~ 112
“ || I<xe’ye >| <x -ye igajje’ _|<xe’yi>‘2 Ve 26
72 5.1 15
o -2t s g
ve buradan da
<z, > 2|&] 5.

elde edilir. .
Onerme 6.1.7. (SV()?),<.>,E) bir soft i¢ ¢arpim uzay: olsun. ||J?e|| LT X
seklinde tanimlanan "” S V()? ) — R*(E) fonksiyon bir soft normdur. Bu norma soft i¢

carpim normu denir.

Ispat: ||“ :SV(X) — R*(E) fonksiyonun soft norm sartlarim sagladigin gdsterelim.

:\/de?—i >0 oldugu agiktir. Ayrica,
|5l =<%o5 > =0 o<, 5 >=0 = 5, =4;.
- -

(N2) Vi &SV(X) ve V@ER(E)igin &%, =<a%,,a%, >=d* <i,%, >=&"||%

e

(N1)

2

oldugundan
&% || =|a|. dir.
(N3)  V&,y, €SV (X) igin

I% + 3, =<% + 5., % + 5, >

~ 12
Ye

:||fb,||2 +2<E,P, >+

FA +2[< %,, 3, >|+||7. * (Cauchy-Schwartz esitsizliginden)
~ A~ |12 e ~ 12

S“xe 'xe ye' iz ye’

= (”’fe 5) ¢ )2

Not 6.1.8.. Yukanda tanimlanan norm vasitasiyla tamimlanan

d(%,,5,)=|% - 5. |=J<E -, %~ Fu >

metrigine soft i¢ carpim normuyla tanimlanan soft metrik denir.
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Ornek 6.1.9. SV(R") soft vektér uzayt ile E=R parametreler kiimesi verilsin.

Xy =y s X s Xy )y Fy = Gl T oo I & SV(R") olmak iizere bu soft uzay iizerinde

<. > SV(R"xSV(R") - R(E) i¢ garpim fonksiyonu
<ie3j}e' e= f:‘l .j;:’i' +£32'5}625 ++J’E;:j}::,
=(x1yl )‘?1 2 i (xzyz)ez.eg A (x”y” )en .2
olarak tamimlansin. Bu fonksiyonun i¢ carpim &zelliklerini sagladifim gosterelim. Ig
carpimin 11, 12 ve I3 ozelliklerinin saglandign aciktir. 14 &zelliginin saglandigin
gosterelim:
V%, 7.,%. € SV(R") i¢in
e TR (;:J’z)(m,), gy

=()C + y)(e+e') ‘2e'

i “o 22 =2 "
—{(X +¥ )(el+e]')‘ze[‘+(x o )(82-3-6'1)'265+.“+(xn+yn)(5n+9;;)'22:}

({1, )t re2 Iy 2 con o myon
—((x +y ).z (E1+e;).e;+(x + )L ugya tont (X + 3" )2 (e,,+e;,}.e;)

2 1 1 IRt n n n n

—((x 2 )y TV +2 )y oot (&7 +27) oy + (V" +2 )(e;+e;))
— ~l =l ioptl S | ~2 ~2 ~2 2 ~n ~n ~n ~n

_{( Xe Z T Vo .zel,)+(xez Zg V02, )+(er Zg T Yy Zy )}

(=1 =l =1 ~32 ~noo=n =~ .~ ~31 =2 ~n =h

—(xel Lyt Xy Zy tot X, Z )+ ( VeZog t Vo Zog Fovet Vi 2o )

R T T R Y B
Onerme 6.1.10. Bir soft i¢ carpim uzayinda soft i¢ ¢arpim fonksiyonu stireklidir. Diger

bir ifadeyle, {7 } — %, ve {57, } - 7, ise bu durumda <%, , 7, >><%,,, > dir.
Ispat: Ucgen esitsizligi ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini kullanarak
|<EZ i el B8, >|=|<f;‘n,j)::’ Bk (Y

t<F P> =<, 5,

~n ~n Lo ~n =~ =
S'< X, Ve = Ve >|+|< Xe =Xy Yy

<|

”5}.3

b

4

~n i i ~n ~
xeﬂ ¥ e, Yer xe" xe
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elde edilir. n— w0 igin {%! | - %, ve {§, } > 5, oldugundan <%, , 5, >><%,,5, >
dir.
Onerme 6.1.11. (S'V()?),< . >,E) bir soft i¢ ¢carpim uzay1 ve {55;’} ve {37':;} bu uzayda
iki Cauchy dizisi olsun. Bu durumda < JEZ , JN)E; > bir soft Cauchy dizisidir.
Ispat: Uggen esitsizligi ve Cauchy-Schwarz esitsizliklerini kullanarak
<£:ﬂ,37;’; >4<i;”’n,j}€ >‘ |<xe »J’e >— <xe =J’e
+< xcn,yq.” >—<xL ,ye |

~m

ey i
S|<xen,ye;—yE >| l<x —x%,ye

~m

Ve,

% -7 |

s 3?;,, j’:,, _j;e,’" 3
elde edilir. Her Cauchy dizisi sinirli oldugundan »,m —> o0 i¢in esitsizlifin sag tarafi
sifira gider.

Tamm 6.1.12. SV (X) soft vektdr uzay: ile E=R parametreler kiimesi verilsin.

%= {;Ef:’ } {JEI((’)", "2((? .. } gSV(X) soft dizisi icin

& & 2
i :[Z(x(")2+2(e“) )2} <o oluyorsa, bu soft dizilerin olusturdugu dizi

i=1 i=1

uzayna soft £, uzayi denir.

Not 6.1.13. Bir 6nceki tanimda {x(” } ESV(X) soft @2 uzayinda bir soft dizi ise bu

1/2
=]

durumda ” (”“~[ (“’)2+i(e(”)2} <o  oldugundan Z(x“))2<oo ve
i=1

i=1

i(e(” )2 <o elde ederiz. Dolayisiyla, {x(”} el, ve {e(”} e, dir.

i=l
Onerme 6.1.14. %, = {0}, 5, ={5,] €7, soft dizileri verilsin. Bu durumda

o0

2

AN
ye’

T (6.3)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: & ve b negatif olmayan herhangi iki soft reel say1 ise
0<(@-6)Y=0<a* +b*-2ab
= 4ab <& +b* +2ab
= 4ab 2 (G+b)
( d+b )
2

~1/2 1.1/2 =
= g p"? <

oldugunu biliyoruz.
X, = 50 vey, = 50 olarak  alirsak  (6.3)  esitsizlifinin  saflanacagi  agiktir.

=
o

=)
%, #8, vey, # 0, oldugunu kabul edelim. & = [—

2 2
ve fi = —y—f:— olarak alalim.
5]

- - 1/2 =) |\
Bu durumda “fe H = ”ffj)) H = l:Z(xm )2 " z(e(i) )2} oldugundan 4, =[ !T%)h J 27 ve
i=1 =1 X,

X

e

2

=)

- Yol | o=

b‘.=[”f““J <1 olacaktir. Soft reel sayilar i¢in yukanda ifade edilen esitsizligi
ye’

kullanarak her bir i igin

~() 2

oy 2
D) =) xem|/

£ 9%] . | AN
AN 2

(6.4) de verilen esitsizligi i = 1,00 olmak iizere taraf tarafa toplarsak
0]

g\igf)) j}g()n)l 2 i:;f)) 2 /”fenz + _ye,(,-) 2 /”j}E,”Z < 141 i
Z 2 T2

ks 7
c 2 (6.4)

1

X,
elde ederiz ki buradan istenilen sonug elde edilmis olur.

Onerme 6.1.15. % = {i:?,}, = { j');,(,)} &7, soft dizileri verilsin. Bu durumda
%+, &1, dir.

Ispat: % = {fi{,), },J")E, = {j;_;(,} &7, ise bu durumda HJNCS},

-[Sey S| <

i=1 i=1

~0)

ve |70

- - 1/2
:{Z(y“))z +Z(e’(i))2} <o dur.
= il
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545 =[G .|
i((ﬁy)‘”) +Z((e+e) )
i(merJ’m) i( m+em)

w
=Z 2(1)+y2(r) + xW (r}+262(0+e~'2(1)+e(¢) 2'®
i=l

:[%:( w>2+i(em)ﬂ+[i(w>) S [o| Soxo s Seo )

i=1 i=] i=l i=1

+Z‘ ~(f3; y(?)’ (Cauchy-Schwartz esitsizliginden)

6'

2

Ay

e:

= ([ +151) <o

2 o s owm S
<eo ise X, +y, €L, dir.

X, +y.

Onerme  6.1.16. Her % = {E({))} J= { j?:,[,)} €0, soft diziled igin

e

<X, P >=) e+ Z £ 50 seklinde tamimlanan <. >: £, x ¢, — R(E) doniigiimii
i=l

verilsin. £=R olmak iizere 5?2 soft vektor uzayi lizerinde bir i¢ ¢arpimdir.

Ispat. I¢ carpim sartlarinin saglandipint gosterelim:

[1-) V% &7, icin <% ,% >:Ze(') i +Zx() Y020 ve

=1 i=1

<£e:'ie >=0 Ze(z) 0 +Zx(f) =
i=l

& Vi=l,w igin € =0 ve x¥ = 00
e=0 vei=0

=X, =0,
129 Y£.9, 82, icn

o o0 oD (=]
= 5 o N 0 0 0 ) =N 1) ) W05 =
<E,5,5= D PN+ ¥y 0 =3 P2y YD =< 5% >
=1 iz iz

i=l

I3-) V& e R(E) ve Vi,, 7, &L, igin



53

i=1

_ Z Wt 4. 2

e’yg'
i4-) Vi ={#0}.5. ={7%}.2. {z“}ef igin
<X 4,2 >= i(e +¢')" 2"® +i(ﬁ¢+ »)? 59

_Z e(t] eﬂ(]) _[_Zer(r) (i) +Z X.Z)(j) + i(y.z)(f)
i=1 i=] i=l
=[iel.ef+2(x.z)m] (ie,’.ef+i(y.z)mj
i=] i=] i=1 i=]

=L X, B >t €V B >,

o o
<aX,,y, >=<0Xae,), >= Z(CK e)( ) o' 4 za.x(!).y(z)
i=]
=1

Sonug olarak (?2 e ) bir i¢ garpim uzayidir.

6.2. Soft Hilbert Uzay1 ve Ozellikleri

Tanmm 6.2.1. (Soft Hilbert Uzayi) (SV(X’ ),<.>,E) soft i¢ carpim uzay: ile bu

uzaydaki i¢ carpimdan elde edilen d:SV(X)xSV(X)— R*(E) soft metrigi verilsin.

~

Eger (SV()? ),<.>,E) soft i¢ carpim uzayr d soft metrifine goére tam uzay ise
(SV()Z' O ) uzayina soft Hilbert uzay: denir.

Ornek 6.2.2 (E2,< - ) ) soft i¢ garpim uzay verilsin. X, = {f;:)) } 1 { }7:,“]} gl
olmak iizere

1/2
-~ "
d(xe’yer) [Z|em r(:] P ml} i

olarak tanimlanan d 732 3% I”Z — R(E) fonksiyonu bir soft metriktir.

Ornek 623. (7,,<.>,E) soft i¢ carpim uzayt bir soft Hilbert uzayidur.

- 112
2 : 12
+lem_ym| }
i=1

% = {56(}},} P = {j);,(,,} &0, olmak tizere d(%,,7,)= [i[e”’ —e'®
i=1
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@ - 1/2
ile soft metrigi ve ||%,| = [Z|e(‘)|2 +Z|x(")|2} soft normu ifade edelim. ()E’,c?) metrik
i=1 i=l

uzayinda bir {%", ¢ Cauchy dizisi alalim. Bu dizinin n. terimi ¥’ ={x'/’} Bu durumda
e, y . e oo f

VE>0 soft reel sayist igin  3InyeN vardr oSyle ki Vmn=n, igin

. 7 2 2
~n -m g Z| e:’,m| 4 ler',n _ yr‘,m
i=1 i=1

i=1,00 igin

< &* dir. Buradan m,n>n, olmak iizere her

2 2 e
en_em ym| ng

)n2§

elde ederiz. Dolayisiyla, her i igin X ={x;”} bir Cauchy dizisidir.
oldugundan {x"} dizisi X ={, uzayinda bir Cauchy dizisidir. X =£, bir tam uzay

oldugundan {x"} —> x olacak sekilde bir x e £, dizisi vardir.

{e"} dizisi de ¢, uzayinda bir

Cauchy dizisidir. £, bir tam uzay oldugundan {e"} — e olacak sekilde bir e € £, dizisi

vardir.

Sonug olarak x € £, dizisinin parametreleri olarak e € £, dizisini alirsak bu durumda %,

soft dizisini elde ederiz. Bu durumda { ({?)} — %, elde ederiz.

o)

1/2
Son olarak x e {, oldugundan ’x”—[Z[ (‘)‘ j| <— ve yine e € £, oldugundan

i=1
1/2
e ||—{ | (‘)| } 2 dir ve buradan |z, ”—[ l (’)l +Z| (')| } <& elde ederiz. Bu

durumda % €7, dir. {5&:[”,} soft Cauchy dizisi keyfi oldugundan soft 7, uzay: bir

Hilbert uzayidir.



7. TARTISMA YE SONUC

Miihedislik, dogal bilimler ve sosyal bilimlerde dahil olma]f{ uzere genis bir
alanda belirsizlik iceren problemlerin ¢éziilmesine yeni bir bakis agis1 getiren soft
kiimeler teorisini klasik ve fonksiyonel analizin temel teskil eden metrik ve normlu
uzaylar konsuna tasiyarak softluk kavrammm-bu uzaylarda nasil bir yap1 teskil ettigini
inceleyerek, klasik teoriyle benzer ve farkli yonlerini ortaya koymus olduk. Soft
teorinin fonksiyonel analiz konularina taginmasi (Bu alanda ilk makaleler 2013 yilinda
yayimlanmistir) ve soft topolojik uzaylarla ilgili ¢alismalarin (Bu alanda ilk makaleler
2011 yilinda yayimmlanmistir) ¢ok giincel olmasindan dolayr bazi kavramlar tizerindeki
tartismalar devam etmekte olup ayni kavramlar farkli ¢alismalarda farkli yaklasimlarla
ifade edilmistir. Ornegin iizerinde tarisma devam eden kavramlardan bir tanesi soft
nokta kavramidir. Soft nokta kavramina yaklasimlarindan bir tanesi (Bayramov ve
Giindiiz, 2013) ve (Das ve Samanta, 2013a) ¢alismalarinda yer alirken, diger tarafta soft
nokta kavrami soft eleman adi altinda (Das ve Samanta, 2013b) ¢alismasinda farkli bir
yaklasimla ele alinmistir,

Soft nokta kavrami {lizerindeki bu farkli yaklasimlardan dolayr da soft metrik
kavramu literatiirde iki farkli yaklagimla ifade edilmistir. Bu yalasimlardan her ikisi de
Das ve Samanta ‘ya aittir. Bu ¢aligmada kullanilan soft nokta kavrami Bayramov ve
Giindiiz, 2013) ve (Das ve Samanta, 2013a) ait olmakla beraber soft metrik kavrami
(Das ve Samanta, 2013a) ¢alismasindan alinmgstir ve ¢alismada bu metrik kavrami
kullanilarak asagidaki sonuglara ulagiimigtir.

Soft metrik uzaylarda soft daralma doniigtimlerinin 6zellikleri ¢alisilmis, farkl
kosullar altinda s6z konusu soft daralma donlsiimlerine ait soft sabit noktanin var
oldugu sonucu elde edilmistir.

Soft metrik uzaylarda soft kompakt kiimelerin o6zellikleri calisilmis ve elde
edilen bu dzelliklerin klasik teoriyle bilyiik 6l¢iide benzer oldugu tespit edilmistir.

Parametrelerin dahil edilmesiyle olusturulan uzayda vektor toplama ve skalerle
carpma islemleri parametreler kullanilarak bu ¢alismaya 6zgiin olarak tanlr;ﬂammsur ve
bu islemlerle bir soft vektér uzayr elde edilmistir. S6z konusu soft vektér uzayi
iizerinde soft normlu lineer uzay, soft i¢ ¢arpim uzay: ve soft Hilbert uzayi tanimlanmis

ve bazi ozellikler ¢alisilmistir. Bu Ozelliklerin genel olarak klasik teoriyle benzer
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oldugu sonucuna varilmistir. Soft normlu uzaylarda soft lineer operatdor kavrami

verilerek ok kisitli bir kapsamda bu soft operatorlerin 6zellikleri verilmistir. Soft
Hilbert uzaymna bir ek olarak klasik ¢, uzayina parametreler dahil edilerck soft Z,

uzay! elde edilmis ve bu uzayin bir soft Hilbert uzay1 oldugu gosterilmistir.

Sonug olarak, soft metrik ve soft normlu uzaylar teorisi soft kiimeler kuraminin
fonksiyonel analiz konularina taginmasina rehberlik edeceginden biiyiik bir 6nem arz
etmektedir. Bu tez calisma konusunun ¢ok giincel olmasi ve baz1 kavramlar tizerinde
tartigsmalara agik taraflarmin olmasindan dolayr bu konu {izerinde yeni calismalara
ihtiyag oldugu muhakkaktir. Bu calismadan yararlanilarak soft lineer operatrler ve
fonksiyonel analizin klasik ve 6nemli teorileri soft kiimeler teorisi kapsaminda

yapilabilir.
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