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ÖZET 

 

NEUTRAL FONKSİYONEL DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN DERECE 

TEORİSİ İLE ÇÖZÜMÜNÜN VARLIĞI PROBLEMİ 

 

 

TOPAL, Hayri 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı : Doç. Dr. Ali SIRMA 

Temmuz 2014, 101 sayfa 

 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. 

Tezin ilk bölümünde neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin periyodik 

çözümünün varlığının incelenmesi konusunda literatürde yapılan bazı çalışmalar 

hakkında bilgi verilmiştir. 

İkinci bölümde tezin sonraki bölümlerinde kullanılacak olan bazı temel tanım, 

teorem ve ön bilgilere yer verilmiştir.  

 Üçüncü bölümde neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerle ilgili olarak      

  ve    operatörlerinin bazı özellikleri araştırıldı. 

Dördüncü bölümde çoklu sapma argümanlı  neutral fonksiyonel diferansiyel 

denklemlerle ilgili olarak   ve    operatörlerinin bazı özellikleri araştırıldı. 

Beşinci bölümde neutral diferansiyel denklemlerin periyodik çözümlerinin 

varlığı Mawhin`nin süreklilik teoremi ve üçüncü ve dördüncü bölümde elde edilen    

   ve    operatörünün özellikleri kullanılarak  incelendi. 

Son bölümde ise çalışmada elde edilen sonuçlar yorumlanmıştır. 

 

 

 Anahtar kelimeler:  operatörü, Mawhin`nin süreklilik teoremi, neutral 

fonksiyonel diferansiyel denklemler, periyodik çözüm 
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ABSTRACT 

 

EXISTENCE PROBLEM OF SOLUTION OF NEUTRAL FUNCTIONAL 

DIFFERENTIAL EQUATION WITH  DEGREE THEORY 

 

 

TOPAL, Hayri 

Msc Thesis, Mathematic Science 

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ali SIRMA 

July 2014, 101 Pages 

 

This study consists of six chapters. 

In the first part of the thesis,  the investigation about  of the existence of periodic 

solutions of neutral functional differential equations and some  information about the 

relevant studies in the literature are given. 

In the second part of the thesis, some basic definitions, theorems and 

preliminaries are given. 

In the third chapter some properties of the operators   and     in view of neutral 

functional differential equations were investigated. 

In the fourth chapter, some properties of the operators   and    in view of 

neutral functional differential equations with multiple deviated arguments were 

investigated. 

In the fifth chapter, the existence of periodic solutions of neutral differential 

equations were investigated  by using Mawhin`s the continuation theorem and using the 

properties of the      and    operators obtained in 3rd and 4th chapters. 

In the last chapter, the obtained results have been summarized. 

 

 

 Key words:  operator, Mawhin`s continuation theorem, neutral functional 

differential equations, periodic solution. 
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1. GİRİŞ VE KAYNAK BİLDİRİŞLERİ 

 

 

Çevremizde gelişen olaylar ve bağlı oldukları sistemler hakkında bilgi sahibi 

olmak, anlamak ve yorumlamak bilimsel yönden oldukça önemlidir. Uygulamalı bilim 

dallarının pek çoğunda; örneğin fizik, matematik gibi bir çok alanda ele alınan 

problemlerin matematiksel modellemesine bir diferansiyel denklem karşılık 

gelmektedir. 

Bilindiği gibi adi diferansiyel denklemler ile oluşturulan bir modeldeki değişim 

oranı geçmişteki durumdan bağımsız olup sadece o andaki zamana bağlıdır. Halbuki, 

tutarlı bir matematiksel modelde gerçek durum böyle değildir. Pek çok fiziksel olayda 

bir sistemin şu anki durumu geçmiş durumuna bağlı kalınarak ifade edilir. Yani, bir çok 

uygulama, fiziksel sistemlerdeki değişim oranının sadece bugünkü zaman ve duruma 

bağlı olmadığını, aynı zamanda geçmişe de bağlı olduğunu göstermektedir.  

Model kurarken bu tür gecikmeler de hesaba katılırsa oluşturulan yapılar adi 

diferansiyel denklemden farklı olup "delay, neutral, advanced" şeklinde sınıflandırılan 

diferansiyel denklemler karşımıza çıkmaktadır. 

Bu tür denklemler literatürde ilk kez on sekizinci yüzyılın ikinci yarısında 

Kondorse (1771) çalışmasında rastlanması rağmen, gecikmeli diferansiyel denklemler 

1950 yılından sonra A.D. Myshkis, R. Bellman tarafından sistematik olarak 

incelenmeye başlanmış ve daha sonraki yıllarda L.E. El`sgol`ts, N.N. Krasovskii, J.Hale 

ve diğerlerinin yaptıkları çalışmalar ile bu konunun gelişimi hızlanmıştır. Gecikmeli 

diferansiyel denklemlerin fiziksel ve biyolojik sistemlerde birçok uygulama alanına 

sahip olması da bu teoriyi matematiğin en hızlı gelişen dallarından biri haline 

getirmiştir. 

Kabul edileceği gibi adi diferansiyel denklemlerin veya gecikmeli diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin varlığı, tekliği gibi niteliksel davranışlarını belirlemek 

önemli olduğundan pek çok araştırmacı tarafından adi diferansiyel denklemler ve 

gecikmeli diferansiyel denklemler için periyodik çözümlerinin varlığı üzerine olan 

çalışmalarında, derece teorisinin özellikle adi diferansiyel denklemlere uygulamalarına 

yaptığı katkılarla tanınmış J. Mawhin`nin Süreklilik Teoremi (Mawhin`s continuation 

theorem) kullanıldı. 
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Derece teorisi, lineer olmayan analizin uygulanabilir bir alanı olup başka bir 

amacı da;  ,   Banach uzayının   alt kümesinden   ye bir tasvir olmak üzere,     

       şeklindeki denklemlerin çözümünün varlığı ile ilgili sonuçlara ulaşmaktır. Bu 

denklemin çözümünün varlığı çoğunlukla derecenin hesaplanmasıyla elde edilir. 

 Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler için periyodik çözümün varlığı 

üzerine olan çalışmalar daha az sayıda araştırmacı tarafından ele alındığı görülmektedir. 

Bunun sebeplerine bakıldığında karşımıza iki sebep çıkmaktadır. Öncelikli olarak   

Banach uzayı ve     açık sınırlı bir alt kümesi olmak üzere    kümesi üzerinde lineer 

olmayan   operatörü için  -kompakt operatörü belirlemenin zorluğu ikinci olarak da 

çözümün muhtemel veya mümkün sınırlarını tahmin etmenin kolay olmaması 

Mawhin`nin süreklilik teoremi kullanmak araştırmacılar için  daha az  tercih sebebi 

olmuştur. 

Çalışmamızda neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler ile ilgili olan lineer   

ve    operatörleri ile lineer olmayan    operatörünün özellikleri araştırıldı. Elde edilen 

özellikler kullanılarak ve Mawhin`nin süreklilik teoremi yardımıyla neutral fonksiyonel 

diferansiyel sistemler için periyodik çözümün varlığı problemi araştırıldı. Elde edilen 

sonuçta   operatörü kararlı olması gerekmemekte, kararsız olması halinde de herhangi 

bir periyodik çözümünün sürekli türeve sahip olduğu görülmektedir. 

Gecikmeli diferansiyel denklemler üzerine pek çok çalışma mevcuttur. Özellikle 

yirmici yüzyılın ikinci yarısından itibaren gecikmeli diferansiyel denklemler üzerine 

olan çalışmalarda  hızlı bir artış görülmektedir. 

Belmann ve Cooke (1963), birinci mertebeden sabit katsayılı gecikmeye sahip 

diferansiyel fark denklemleri üzerinde çalışmışlardır. Belmann ve Cooke çalışmasında 

gecikmeli (retarded), neutral diferansiyel denklemlerin varlık ve tekliğini göstermiş, 

Laplace yöntemiyle çözümlerini ele almışlardır. Yine birinci mertebeden sabit katsayılı 

gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerini ve lineer olmayan durumları 

incelemişlerdir. Driver (1977), gecikmeli diferansiyel denklemleri genişletmiş, 

çözümlerinin varlık ve teklik teorilerini vermiştir. El’sgol’ts ve Norkin (1971), 

stochastik (olasılıklı) gecikmeli diferansiyel denklemlerin kararlılığını incelemiş ve 

gecikmeye sahip denklemlerin kararlı çözümlerini ele almışlardır. 

Hale ve Lunel (1993), fonksiyonel diferansiyel denklemlerin karakteristik 

denklemlerini ele almış ve çözümlerin özelliklerini, otonom ve periyodik süreçleri 
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incelemiş, neutral gecikmeli diferansiyel denklemlerin özelliklerini vermişlerdir.            

Hale (1977), neutral tipli denklemleri operatör aracılığı ile incelemiş, özelliklerini 

ortaya koymuş ve neutral denklemler kuramı ile ilgili temel teoremler ve uygulamadan 

ilginç örnekler vererek araştırmacıların bu konuya ilgilerinin yoğunlaşmasını 

sağlamıştır. Hale (1963), sabit katsayılı lineer fonksiyonel diferansiyel denklemlerin 

temel özelliklerine yer vermiştir.  

Kuang (1993), popülasyon dinamiğinde gecikmeli diferansiyel denklemleri 

ortaya koymuş ve neutral tipli gecikmeli diferansiyel denklemlerin modellemelerine yer 

vermiştir. Diekmann, Van Gils, Lunel ve Walther (1995), sonsuz boyutlu dinamik 

sistemlerin matematiksel teorisini vermişler, modellerin sınıflandırılmasını, yani, bu 

modellerin gecikmeli diferansiyel denklemlerle tanımlanmasını göstermişlerdir. Bellen 

ve Zennaro (2003), gecikmeli diferansiyel denklemleri genel olarak incelemiş ve bu 

denklemlerin sayısal çözümleri üzerine yöntemler vermişlerdir. Erneux (2009) ise 

çalışmasında gecikmeli diferansiyel denklemlerle yapılan modellemelere yer vermiştir. 

Yakın  dönemin çalışmalarına bakıldığında; Fan ve Wang (2000), kararlı fark 

operatörü   nin özelliklerden yararlanarak bazı sabit nokta teoremleri ile         

 

  
              denkleminin periyodik çözümünün varlığı problemi üzerine çalıştı. 

Ayrıca çalışmalarında sonlu veya sonsuz gecikme argümanlı   operatör tipli konveks 

neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler ve sonlu gecikme argümanlı hiperneutral 

fonksiyonel diferansiyel denklemleri inceleyerek periyodik çözümün varlığı sınırlı 

çözümün varlığını gerektirdiği sonucunu elde ettiler. 

Lu ve Ge (2003), fark operatörü   nin kararsız olması halinde Mawhin`nin 

süreklilik teoremi kullanılarak neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin periyodik 

çözümleri için varlık kriterleri oluşturdu. Ayrıca Lu ve Ge (2004), örtüşen derece 

teorisinin (coincidence degree theory) genel süreklilik teoremi (generalized continuation 

theorem) kullanılarak  

  

   
               

 

  
                                     

formundaki gecikme argümanlı ikinci mertebeden neutral diferansiyel sistemi için      

ve   gecikme argümanlarına bağlı periyodik çözümünün varlığı üzerine yeni sonuçlar 

elde etti. Lu ve ark. (2004),  

              
  

                          



4 
 

şeklindeki gecikme argümanlı neutral diferansiyel denklemini üzerine çalışma yaptılar.      

önceki yapılan çalışmalar genişletilerek örtüşen derece teorisinin süreklilik teoremi 

kullanılarak denklemin periyodik çözümünün varlığı üzerine bazı yeni sonuçlar ifade 

ettiler. Lu ve Ge (2004), 

  

   
                

 
                               

                                                                                         
          

şeklindeki ikinci mertebeden çok gecikmeli neutral fonksiyonel diferansiyel denklem 

için örtüşen derece teorisisinin süreklilik teoremi kullanılarak denklemin periyodik 

çözümünün varlığını incelediler ve ayrıca lineer fark operatörü   nin kararlı olması 

gerekmediğini gösterdiler. Fan ve ark. (2005), sonsuz gecikme argümanlı             

 

  
              şeklindeki neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin periyodik 

çözümünün varlığı için Horn sabit nokta teoremini kullandılar. Denklemin periyodik 

çözümünün varlığı için yeni kriterler belirlediler. Liu ve Huang (2006; 2007),  

              
 
                               

              
  

                           

birinci mertebeden ve ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler 

için periyodik çözümünün varlık ve tekliği üzerine yeni sonuçlar belirlemek için örtüşen 

derece teorisini kullandılar. Wang ve Lu (2007),  

              
 

                            
 

  
        

şeklindeki dağınık gecikmeli yüksek mertebeden neutral fonksiyonel diferansiyel 

denklemler için Mawhin`nin örtüşen derece teorisi kullanılarak periyodik çözümün 

varlığı üzerine yeni sonuçlar elde ettiler. Raffoul ve Islam (2007) tarafından 

 

  
              

 

  
                                    

şeklindeki bir neutral fonksiyonel diferansiyel denklem için        ve          sürekli 

fonksiyonlarına global Lipschitz koşulları uygulanarak ve Krasnoselskii sabit nokta 

teoremi aracılığı ile  

 

  
                                                 

                                                                                    

denkleminin periyodik çözüme sahip olduğu gösterildi.  
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Lu ve ark. (2011) tarafından lineer   fark operatörünün yeni özellikleri 

araştırıldı ve bu yeni özellikler kullanılarak   operatörünün kararsız olması durumunda 

neutral fonksiyonel diferansiyel sistemler için periyodik çözümünün varlığı problemi 

çalışıldı.  

Lu ve Chen (2012),                        lineer olmayan fark 

operatörünün özelliklerini araştırdı ve bu yeni özellikler kullanılarak    fark operatör ile 

birlikte neutral fonksiyonel diferansiyel sistemler için periyodik çözümünün varlığını 

inceledi. 

 Konu ile ilgili olarak ayrıca Lu (2008), Ren ve Cheng (2009), Kolmanovskii ve 

Myshkis (1999),  Kuang (1993), Èl’sgol’ts ve Norkin (1973), Arino ve ark. (2002), Hale 

(1977), Hale ve Lunel (1993), Akhmerov ve ark. (1982), Azbelev ve ark. (2007), Hino 

ve ark. (1991) ve Burton (1985) gibi kaynaklara başvurulabilir. 



 
 

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

 

Tanım 2.1. ( Norm ve Normlu Uzay ) 

   bir   cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

                    

dönüşümü        ve      için 

1)          ; 

2)            ;  

3)               

özelliklerini sağlıyorsa   üzerinde norm adını alır ve bu durumda         ikilisine bir 

normlu vektör uzayı adı verilir (Musayev ve Alp, 2000). 

Tanım 2.2. 

 Bir         normlu uzaydaki her Cauchy dizisi   içinde bir noktaya 

yakınsıyorsa, bu         normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı adı 

verilir (Musayev ve Alp, 2000). 

Tanım 2.3. 

        ve      reel bir sayı olsun. Her     için             olacak 

şekilde   sayısı varsa   fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir (Schröder, 2007). 

Tanım 2.4. 

  ve   iki Banach uzayı,     ve       bir operatör olsun. Eğer   sürekli 

ve      ön kompakt ise   operatörüne kompakt operatör denir (Deimling, 2010). 
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Lemma 2.1. 

a)   ve  ,      , 
 

 
 

 

 
   koşullarını sağlayan iki sayı olmak üzere  

                      için 

         
            

     
 

            
    

 
                                   (Hölder Eşitsizliği) 

b)                       için  

            
    

 
            

     
 

             
    

 
         (Minkowski Eşitsizliği) 

eşitsizlikleri doğrudur (Musayev ve Alp, 2000). 

Lemma 2.2. 

a)   ve  ,      , 
 

 
 

 

 
   koşullarını sağlayan iki sayı olmak üzere 

            için  

             
 

 
            

 

 
 

 
  

           
 

 
 

 
  
                   (Hölder Eşitsizliği) 

b)       olmak üzere             için 

                
 

 
 

 

 
            

 

 
 

 

 
            

 

 
 

 

 
  (Minkowski Eşitsizliği) 

eşitsizlikleri doğrudur (Musayev ve Alp, 2000). 

Tanım 2.5. 

   bir normlu vektör uzayı ve       bir fonksiyon olsun. Eğer         

için  

               

olacak şekilde       sayısı varsa    ye daralma (büzülme) fonksiyonu denir 

(Soykan, 2008).  

Tanım 2.6. 

         bir Banach uzayı olmak üzere        bir daralma fonksiyonu ise o 

zaman   nin bir ve yalnız bir sabit noktası vardır (Soykan, 2008).  
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Tanım 2.7. 

   ve   vektör uzayları,          in bir alt vektör uzayı,              

bir lineer operatör ve       ve       lineer izdüşüm operatörleri olmak üzere                     

  
 
         

 
    

 
    zinciri tam (exact), yani          ve          olsun. 

Ayrıca    nin             ye sınırlandırılışını 

                   

şeklinde tanımlayalım.    bir cebirsel izomorfizm (Gaines ve Mawhin, 1977), 

olduğundan      
  

 şeklinde tanımlayalım. O halde 

                   

bir cebirsel izomorfizmdir. 

 Her        için                 ifadesi   de bir denklik bağıntısıdır. 

Bu taktirde     için bu bağıntıya karşılık gelen    nin denklik sınıfı 

                     

olarak yazılır. Böylece 

                         

şeklinde tanımlanır.  

   ve   normlu reel uzaylar,     açık sınırlı bir küme ve   ,   nin kapanışı 

olsun ve 

                              

operatörleri aşağıdaki şartları sağlasın. 

i.   lineer ve     de   nin kapalı bir alt kümesi; 

ii.       ve               sonlu boyutlu ve                    ; 

iii.           sürekli olmak üzere       sınırlı; 

iv.              olmak üzere            operatörü    üzerinde kompakt 

olsun. 
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Tanım 2.8. 

     ve      şartlarını sağlayan              operatörüne indeksi sıfır 

olan Fredholm operatörü denir (Gaines ve Mawhin, 1977). 

Tanım 2.9. 

       ve      şartlarını sağlayan          operatörüne  -kompakt 

operatör denir (Gaines ve Mawhin, 1977). 

Teorem 2.1.           

        sürekli fonksiyonlar kümesi üzerinde sürekli lineer her   fonksiyoneli, 

 ,       üzerinde sınırlı salınımlı ve        olan bir fonksiyon olmak üzere 

               
 

 
  

biçiminde gösterilir (Musayev ve Alp, 2000). 

Lemma 2.3. 

     olmak üzere     ise          için              dır. 

İspat:     için eşitsizlik aşikardır.     için denklemin her iki tarafı     için     

   ile bölünürse       olmak üzere  

            

eşitsizliği elde edilir.                  ise         dır. Yani     ise 

          dır. Böylece              . 

Ayrıca buradan denklemin genel durumu 

  
    

      
                 

şeklinde elde edilebilir.  
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2.1. Sapma Argümanlı Diferansiyel Denklemlerin Sınıflandırılması 

 

Tanım 2.1.1.  

Adi diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve türevleri sadece   

anında hesaplanır. Yani bir fiziksel olayı adi diferansiyel denklem yardımıyla 

tanımlamak o olayın gelecekteki durumunu geçmişteki durumundan bağımsız olarak 

hesaplamak demektir. Halbuki pek çok fiziksel olayda sistemin şu anki durumu geçmiş 

durumuna bağlı kalınarak ifade edilir. Bu tür diferansiyel denklemlerde     olmak 

üzere bilinmeyen fonksiyon ve türevleri     veya     anında hesaplanır. Bu tür 

diferansiyel denklemlere fonksiyonel diferansiyel denklemler denir.  

Yani bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon, argümanların farklı 

değerlerine bağlı olarak ortaya çıkıyorsa bu tür denklemler sapma bileşenli diferansiyel 

denklem denir (Driver, 1977). 

Örneğin; 

              , 

             
 

 
         , 

                         , 

                                           , 

                                     

denklemleri birer sapma bileşenli diferansiyel denklemdir. 

Tanım 2.1.2.  

 Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden 

türevi sadece   gibi bir bağımsız değişkene bağlı ve bilinmeyen fonksiyon ve 

türevlerinin denklemde bulunan diğer bileşenleri   nin   den önceki parametrelerine 

bağlı ise bu tür bir sapma argümanlı diferansiyel denkleme gecikmeli (delay, retarded) 

veya gecikme argümanlı diferansiyel denklem denir. 
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Örneğin; 

                                     , 

                  , 

                              , 

                                             

denklemleri        için gecikmeli diferansiyel denklemlere birer örnektir.  

 Eğer bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yüksek mertebeden 

türevi sadece t  gibi bir bağımsız değişkene bağlı ve bilinmeyen fonksiyon ve 

türevlerinin denklemde bulunan diğer bileşenleri t  veya t  den daha ilerideki 

parametrelerine bağlı ise bu tür bir diferansiyel denkleme ileri argümanlı diferansiyel 

denklem denir. 

     ve      için  

                               , 

                         ,        

denklemleri ileri argümanlı diferansiyel denklemlere örnektir.  

 Bu tür denklemlerin dışında kalan denklemler ise neutral diferansiyel denklemler 

(differential equations of neutral type) olarak adlandırılır. 

Örneğin; 

       
 

     
                    , 

                                    , 

                                                         

denklemleri neutral tipten sapma argümanlı diferansiyel denklemlerdir. 
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2.2. Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Temel Teorisi 

 

Verilen  ,   (   ) sayıları için             ile       kapalı aralığından    

üzerine tanımlanmış olan sürekli fonksiyonlar uzayını gösterelim. Bu uzayda verilen 

herhangi               fonksiyonunun normunu                     olarak 

tanımlayalım. Bu norm altında             fonksiyon uzayı bir Banach uzayıdır. 

   ,      ve     için                 ve                sırasıyla 

          dan    ye ve        dan    ye tanımlanmış sürekli fonksiyonlar uzayı 

olsun.  

Şimdi  keyfi                   sürekli fonksiyonu alınsın. Bu   sürekli 

fonksiyonundan yeni sürekli fonksiyonlar elde edilecektir. Şöyle ki her           

için  

           

     

öyle ki          olmak üzere 

               

             

   fonksiyonu aslında   fonksiyonunun bir kesitidir. Yani    fonksiyonunun değer 

kümesi   fonksiyonunun değer kümesinin bir alt kümesidir (Şekil 1.1). 
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Şekil 1.1.   fonksiyonundan    fonksiyonuna geçişin geometrik yorumu (Kolmanovskii 

ve Myshkis, 1999). 

 

        ve         bir fonksiyon ve        ile   fonksiyonunun sağ 

türevini gösterelim. Bu tanımlar altında  

              (2.2.1) 

diferansiyel denklemine gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem (Retarded 

Functional Differential Equation,         ) denir (Kuang, 1993). 

 Eğer                      eşitliğinde        ,    ye göre lineer ise (2.2.1) 

denklemi lineer,        ise lineer homojen,        ise lineer homojen olmayan 

denklem denir. 

  Ayrıca               ise yani  ,   ye bağlı olmayan bir fonksiyon ise otonom 

ve diğer durumlarda otonom olmayan denklem olarak adlandırılır (Kuang, 1993). 

Tanım 2.2.1. 

       kompakt bir küme        olmak üzere her         ,        

için                            eşitsizliği sağlanacak şekilde bir     sayısı 

varsa        fonksiyonu   üzerinde Lipschitz koşulunu sağlıyor denir (Kuang, 1993). 

 



14 
 

Tanım 2.2.2. 

     ve                fonksiyonu     için       koşulunu 

sağlayan bir fonksiyon olsun. Eğer herhangi     sayısı için aşağıdaki koşullar 

sağlanıyorsa          fonksiyonuna başlangıç fonksiyonu   fonksiyonu olan (2.2.1) 

denkleminin bir çözümüdür denir. 

i.           olacak şekilde her bir   sayısı için                       

fonksiyonu tanımlı ve              dır. 

ii.    
        . 

iii.          fonksiyonu (2.2.1) denklemini her bir           için sağlar 

(Hale, 1963).  

Eğer      ise         fonksiyonu      ile gösterilir. 

        fonksiyonu   fonksiyonuna göre sürekli ve Lipschitz koşulunu sağlıyor 

ve   değişkenine göre de sürekli ise (2.2.1) denkleminin bir çözümü vardır ve bu çözüm 

her bir   başlangıç fonksiyonu için tektir. Ayrıca         fonksiyonu   fonksiyonuna 

sürekli olarak bağlıdır (Hale, 1963). 

 (2.2.1) denkleminde             fonksiyonu homojen ve toplanabilir ise 

yani lineer ise denklemimize sabit katsayılı lineer fonksiyonel diferansiyel denklem 

denir (Hale, 1963). 

Tanım 2.2.3. 

       ve         sürekli bir fonksiyon, 

               (2.2.2) 

gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem ve                  olsun. 

       için          olsun. Eğer her     ve     için            

vardır öyle ki          olmak üzere     için                ise (2.2.2) 

denkleminin     çözümü kararlıdır denir.  
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Eğer denklemin sıfır çözümü kararlı ve              vardır öyle ki 

           olmak üzere     iken             ise (2.2.2) denkleminin     

çözümü asimptotik kararlıdır denir.        ise yani  ,   dan bağımsız ise (2.2.2) 

denkleminin     çözümü düzgün kararlıdır denir (Hale,1977). 

 Neutral gecikmeli diferansiyel denklemlerin genel sınıflandırmasının tanımı için 

"atomik" (atomic) tanımına ihtiyaç vardır. Şimdi bu tanımı verelim. 

   ve   birer Banach uzayı,        ile   den   ye tanımlı tüm sınırlı lineer 

operatörlerin Banach uzayı gösterilsin.      için              olsun. Bu taktirde 

Riesz Temsil Teoreminden  , elemanları        üzerinde tanımlı sınırlı salınımlı 

      matris fonksiyonu vardır ki 

                     
 

  
  

ifadesi geçerlidir. Burada              
 

  
 Riemann–Stieltjes integralini ve    

integral değişkeninin   olduğunu göstermektedir (Kuang, 1993). 

Tanım 2.2.4. 

      olmak üzere 

                         

matrisi      noktasında singüler değilse     ,    noktasında   da atomiktir denir. 

Eğer          matrisi      kümesi üzerindeki her noktada singüler değilse bu 

taktirde     ,    kümesi üzerinde   da atomiktir denir (Kuang, 1993). 

 Bu tanım sadece lineer dönüşümler için geçerlidir. Şimdi aşağıda lineer olmayan 

dönüşümler için de geçerli olan tanım verelim. 

Tanım 2.2.5. 

 Kabul edelim ki       ve         olsun. Eğer        sürekli ve   ye 

göre lineer, birinci ve ikinci Frechet türevleri mevcut ise   ye   üzerinde   da atomiktir 

denir. 
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Eğer       ,   ye göre lineer,       ye göre sürekli ve  

                    
 

  
  

ise o zaman                 dir, yani         ,   den bağımsızdır. Bu durumda 

eğer      için             ise       ,     üzerinde   da atomiktir.  

Örneğin          olmak üzere 

                     

olsun. Bu durumda             dir. Eğer      için           ise       , 

    üzerinde   da atomiktir. Ayrıca          ise       ,      için 0 (sıfır) da 

atomiktir (Kuang, 1993). 

2.3. Neutral Tipli Denklemler ve Temel Özellikleri 

 

Tanım 2.3.1. 

 Kabul edelim ki       açık bir küme,                sürekli 

fonksiyonlar ve  , sıfır noktasında atomik olsun. Bu durumda  

 

  
                (2.3.1) 

bağıntısı Neutral Fonksiyonel Diferansiyel Denklem,             ve   fonksiyonu 

da           için fark operatörü olarak adlandırılır (Hale, 1977). 

Tanım 2.3.2. 

 (2.3.1) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi             verilsin.      

Eğer          için 

                                                 

ve         fark operatörü sürekli diferansiyellenebilir olacak şekilde         

üzerinde (2.3.1) denklemini sağlayan   fonksiyonuna           nin bir çözümü 

denir. Verilen    ,     ve         için            fonksiyonuna (2.3.1) 

denkleminin   da   başlangıç değerli bir çözümü denir (Hale, 1977). 
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Tanım 2.3.3. 

         ve       ,   ye göre lineer fonksiyonlar olmak üzere eğer        ve 

       fonksiyonları                    ,                     şeklinde 

yazılabiliyorsa           lineer,     ve     ise lineer homojen,     ve     

ise lineer homojen olmayan denklem olarak adlandırılır.        ve           " ye bağlı 

değilse           otonom denklem olarak adlandırılır (Hale, 1977). 

Örnek 2.3.1. 

       için           ise  , 0 (sıfır) da atomiktir. Böylece        

sürekli fonksiyonu için       bir      tanımlar. Sonuç olarak bir gecikmeli 

fonksiyonel diferansiyel denklem neutral fonksiyonel diferansiyel denklemdir (Hale, 

1977). 

 Şimdi tanımlanan   operatörünün 0 (sıfır) da atomik olduğunu gösterelim. 

          için  , elemanları        üzerinde tanımlı sınırlı salınımlı matris 

fonksiyonu 

                 

         
    
    

       
    
    

     
                            
               

 

şeklinde tanımlansın. Ayrıca                    kümesi de 

                      olmak üzere        üzerinde herhangi bir 

parçalanış olsun. Bu taktirde  

                         
 
                

olduğundan 

             
 

  
       

     

                          
     

                                                   
     

          

elde edilir. 
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Diğer yandan  

                       

matrisi     değeri için  

                                     
   

elde edilir ki       
     

    
    

       
    
    

 olduğundan             birim matrisidir. 

                        olduğundan   operatörü 0 (sıfır) da atomiktir. 

Örnek 2.3.2. 

    ,            sabit bir matris,                  ve        

sürekli fonksiyonlar olmak üzere       çifti bir      tanımlar. Yani, 

 

  
                        

denklemi bir      dir (Hale, 1977). 

 Şimdi de verilen örneğimiz için   operatörünün 0 (sıfır) da atomik olduğunu 

gösterelim.          olsun ve 

                 

          
 
   

 

      
          
        

    ğ              
     

   
   

 
 

şeklinde tanımlayalım.                    de                      

olmak üzere        üzerinde herhangi bir parçalanış olsun. Ayrıca   sabit bir matris 

olduğundan  , elemanları        üzerinde tanımlı sınırlı salınımlı matris fonksiyonu- 

dur. Bu taktirde  
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olduğundan 

             
 

  
       

     

                          
     

                                      
     

              

elde edilir. Diğer yandan       iken       olur ki   sürekli olduğundan      

                  olur. O halde  

       
     

                          

yani 

             
 

  
                   

elde edilir. Böylece 

                            

            birim matrisidir.             olduğundan   operatörü 0 (sıfır) da 

atomiktir. 

Örnek 2.3.3. 

    ,   skaler,                  ve        sürekli bir fonksiyon 

olmak üzere       çifti bir      tanımlar. Yani 

 

  
                        

denklemi bir      tanımlar (Hale, 1977). 

Teorem 2.3.1. 

    ,     olmak üzere eğer       de açık bir küme ve         ise 

bu taktirde            nin       boyunca bir çözümü vardır (Hale, 1977). 
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Teorem 2.3.2.  

         açık ve       ,  -nın kompakt kümesi üzerinde   ye göre 

Lipschitz koşulunu sağlıyorsa bu taktirde her         için           nin       

boyunca tek bir çözümü vardır (Hale, 1977). 

2.4. Sonlu Boyutlu Derece Teorisi 

 

 Bu bölümde Degla’nın 1997 yılındaki çalışmasından yararlanılarak Brouwer 

derecesinin tanımı, kabul edilebilir üçlü olma şartı, Brouwer derecesinin bazı temel 

özellikleri ve Brouwer derecesinin hesaplanması verilmiştir. 

Tanım 2.4.1. 

      açık sınırlı bir küme,         olsun. Eğer         olacak şekilde en 

az bir       noktası varsa      noktasına   nin sınır görüntüsü denir (Degla, 

1997). 

Tanım 2.4.2. 

          olsun. Eğer 

 
          

 
         

  

sistemini sağlayacak en az bir      noktası varsa,      noktasına   nin kritik nokta 

görüntüsü denir (Degla, 1997). 

Tanım 2.4.3. 

         ve      alınsın. Eğer   noktası   nin sınır görüntüsü değilse 

        üçlüsüne kabul edilebilir üçlü denir (Degla, 1997).  
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Tanım 2.4.4. 

         ,      alınsın ve   noktası   nin ne sınır görüntüsü ne de kritik 

nokta görüntüsü olsun. 

Bu taktirde,   nin    ye göre   noktasındaki derecesi; 

          
                                                 

 
                                                   

   

şeklinde tanımlanır. Burada                 (Degla, 1997). 

2.4.1. Sonlu Boyutlu Derecenin Özellikleri 

 

Bu bölümde sonlu boyutlu derecenin özellikleri Degla (1997)`dan yararlanarak 

verilmektedir. 

Teorem 2.4.1.1. (Toplanabilirlik Özelliği) 

             olmak üzere     kümeleri, birbirleriyle ikişerli kesişimleri boş 

küme olan    nin açık ve sınırlı bazı alt kümeleri olsun. Eğer      
 
   ,        

ve            ise             için          üçlüleri kabul edilebilir üçlülerdir 

ve 

                    
     

dir (Degla, 1997). 

Teorem 2.4.1.2. (Çıkartma Özelliği) 

          ve            alınsın.        olmak üzere     kompakt 

olsun. Bu taktirde           üçlüsü kabul edilebilir üçlüdür ve 

                    

dir (Degla, 1997). 
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Sonuç 2.4.1.1. (Çıkartma- Parçalama Özelliği) 

       ,         ,     ,     , olacak şekilde    ve    kümeleri    

  nin açık alt kümeleri olsun. Bunun yanında kabul edilsin ki                

olsun. Bu taktirde        ,          ve          üçlüleri kabul edilebilir üçlülerdir ve 

                             

eşitliği sağlanır (Degla, 1997). 

Teorem 2.4.1.3. (Varlık Teoremi) 

        ve            alınsın. Kabul edilsin ki            olsun. Bu 

taktirde       öyle ki  

        

dir (Degla, 1997). 

Teorem 2.4.1.4. (Homotopi Altında Değişmezlik Özelliği) 

             

sürekli bir fonksiyon olsun ve              şeklinde tanımlansın.      öyle ki 

         ve       için 

         

olsun. Bu taktirde          için          üçlüleri kabul edilebilir üçlülerdir ve   

değişkeni       aralığında değişirken           sabittir.  

Özel olarak 

                    

olur (Degla, 1997). 



 
 

3. NEUTRAL FARK OPERATÖRLERİ 

 

 

3.1. Lineer Fark Operatörü  

 

Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerle bağlantılı olan   operatörüne ait 

özellikler Lu ve ark. (2011) tarafından incelendi. Bu bölümde Lu ve ark. (2011) 

tarafından elde edilen sonuçlar verilecektir. 

 

  
                                                                                                        (3.1) 

neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini            ele alalım. 

Bu denklemde             ,         ,     sabit bir sayıdır.      

                  lineer, sürekli ve sıfır da atomik, her                

fonksiyonu için                 periyodik,                        ve                          

               sınırlı kümesi için            kümesi    de sınırlıdır. 

  operatörü 

                                                                            (3.2) 

şeklinde olsun. Burada            reel değerli bir matris,     bir sabittir. 

Tanım 3.1.  

        lineer, sürekli, sıfır da atomik ve                olsun. Eğer   

                     

homojen "fark" denkleminin sıfır çözümü düzgün asimptotik olarak kararlı ise   

operatörü kararlıdır denir (Hale, 1977). 

Teorem 3.1. 

                açık ve   kararlı ise (3.1) denklemi için herhangi bir         

 -periyodik çözümü sürekli birinci türeve sahiptir (Hale, 1977). 
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Burada şöyle bir soru akla gelmektedir.   operatörü kararsız olması durumunda 

(3.1) denkleminin herhangi bir periyodik çözümü sürekli birinci türeve sahip midir? 

3.1.1.  -operatörünün özellikleri 

 

                    kompleks vektör ve           
  

    
 

  ,             

           kompleks matrisi ve         
         

 
  

   

 
  

 olsun. 

                                          
                   

  
                                         

           
     

  
    

                                                                         

  
                                                                  

 
    

                                                 
                    

  
                      

                           
           

     
  

    

     
        

    ve   
   tanımlanan normlara göre birer Banach uzaylarıdır. (3.2) de 

verilen    operatörünün tanımından 

                                                                        (3.3) 

şeklinde yazılabilir. 

                                                                                (3.4) 

olmak üzere herhangi     için  

                                                                                                             (3.5) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığı, 

                                                                                                             (3.6) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığına denktir. 
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Böylece       denklemi için sürekli  -periyodik çözümünün varlığını 

araştırmak için       nın sürekli  -periyodik çözümüne sahip olduğunu göstermek 

yeterlidir. Diğer yandan            reel değerli bir matris olduğundan, kompleks 

değerli    matrisi vardır öyle ki 

                                                                                                  

Jordan normal matrisidir. Burada her bir    ; 

   

 

 
 

       
       
      
       
        

 
 

     

 

    
    olmak üzere Jordan blok matrisleridir. {              } kümesi de   

matrisinin öz değerlerinin kümesidir. 

         ve           için    dönüşümü 

         

                                                                                                           (3.8) 

şeklinde olsun. Bu takdirde; 

Lemma 3.1. 

        ise   
         olacak şekilde aşağıdaki özellikleri sağlayan    nin 

tersi vardır. 

1.       için 

   
         

   
                                       

 

    
                           

   

2.    
    

 

         
; 

3.      ve     olmak üzere 

     
        

 
  

 

 
 

 

         
           

 

 
 (Lu ve ark., 2011). 
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İspat:           ve         için          ,                        

olsun. Keyfi         alalım. O halde                 olur.                        

       ise,                 denkleminde         dönüşümü yapılır ve 

                                 

                              

                             

                           

                       

denklemler taraf tarafa çarpılır ise        
         elde edilir.        olduğundan 

     için limit alınırsa        bulunur. 

 Benzer şekilde        için                  denkleminde         

dönüşümü yapılır ise        
          bulunur.     için limit alınırsa        

elde edilir. Böylece           olduğundan    dönüşümü bire-birdir. Şimdi    

dönüşümünün örten olduğunu gösterelim. 

       ve      olsun. Bu durumda 

      
                

                 
                  

                                          

ve diğer yandan        için 

       
                        

                    

                                                              
                    

                                                               

olduğundan    dönüşümü örtendir. Böylece   
  

 ters operatörü vardır. O halde şimdi 

   
        fonksiyonunu bulalım. 
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1. İspatımızı sırasıyla         ve         değerleri için ayrı ayrı gösterelim. 

Eğer        ise,                    denkleminde         dönüşümü ile 

                                         

                                       

                                       

                            

                                    

denklemleri elde edilir. Şimdi her bir denklem sırasıyla         
      

   
 çarpanları ile 

çarpılır ve denklemler taraf tarafa toplanır ise        
            

           
    

bulunur.        olduğundan     için limit alınırsa         
         

    elde 

edilir. 

 Diğer yandan        ise, benzer şekilde                    

denkleminde         dönüşümü ile 

                                    

                                      

                                       

                             

                                           

elde edilir. Her bir denklem sırasıyla   
     

       
  

 çarpanları ile çarpılır ve 

denklemler taraf tarafa toplanır ise   
                  

          
    yani 

  
                  

                  
    denklemi elde edilir. Buradan 

       olduğundan     için limit alınırsa          
                

    

elde edilir.  
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2.        olsun. Yukarıda elde edilen   
  
dönüşümünün tanımı kullanılır ve  

gerekli düzenlemeler yapılır ise  

   
    

 
               

                       
         

      

                                 
             

      

                                                   
              

                          
               

                                                         

                       
                            

                         

                                  
            

        

                
 

      
     

bulunur. Buradan    
    

 
 

 

      
     olur ve böylece    

    
 

      
  elde edilir. 

 Diğer yandan        olsun. Benzer şekilde yukarıda        için elde edilen 

  
  
dönüşümünün tanımı kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılır ise 

   
    

 
               

                        
                

      

                                
                    

      

                              
               

                
              

                         
                  

                   
                         

                       

                      
                             

                          

                   
           

           
             

          

                    
           

           
             

         

                
 

      
      

elde edilir. Böylece    
    

 
 

 

      
     bulunur ve dolayısıyla    

    
 

      
 

sağlanır.        ve        eşitsizlikleri birlikte düşünüldüğünde    
    

 

        
 

eşitsizliği de elde edilmiş olur.   
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3.      ve        olsun.   
  
dönüşümünün tanımından 

     
        

 
        

         
    

 
  

 

 

 

 
  

eşitliği yazılabilir.       
         

    
 
  

 

 
 

 

 
 ifadesi için de Minkowski eşitsizliği 

kullanılır ise       
         

    
 
  

 

 
 

 

 
      

               
 

 
 

 

  
    elde edilir. 

Diğer taraftan son eşitsizlikte        dönüşümü  ve      fonksiyonunun                

 -periyodikliği kullanılırsa 

     
               

 

 
 

 

  
         

            
    

   
 

 

  
     

                                                        
  

              
 

 
 

 

   

                                                   
 

      
           

 

 
 

 

   

bulunur. Böylece  

     
        

 
        

         
    

 
  

 

 

 

 
 

 

        
           

 

 
  

     
        

 
  

 

 
 

 

        
           

 

 
  

elde edilir.  

 Diğer taraftan        olsun ve   
  
dönüşümünün         için elde edilen 

tanımı kullanılır ise 

     
        

 
         

                   
 
  

 

 

 

 
  

eşitliği yazılır.        
                   

 
  

 

 
 

 

 
  ifadesi için de Minkowski 

eşitsizliği kullanılırsa  

       
                   

 
  

 

 
 

 

 
      

                      
 

 
 

 

  
     

elde edilir.            dönüşümü yapılır ve      fonksiyonunun  -periyodik 

olduğu da kullanılır ise 
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bulunur. Böylece  

     
        

 
        

                
    

 
  

 

 

 

 
  

                                 
 

                   
 

 
  

yani  

     
        

 
  

 

 
 

 

                   
 

 
  

elde edilir. Elde edilen eşitsizlikler birlikte düşünüldüğünde  

     
        

 
  

 

 
 

 

         
           

 

 
  

eşitsizliği yazılabilir ve böylece Lemma 3.1`in ispatı tamamlamış olur.  

Teorem 3.2. 

   matrisi ile   operatörü sırasıyla (3.7) ve (3.4) de tanımlandığı gibi ve her                

            için        olsun. O zaman   operatörünün aşağıdaki özellikleri 

sağlayacak şekilde           tersi mevcuttur. 

1.                 , 

burada       
     

  
   

 
 

        
 

 
   . 

2.       için                
 

 
                       

 

 
,         

eşitsizlikleri sağlanır. Burada     
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şeklinde ve  
 

 
 

 

 
   olmak üzere     bir sabittir (Lu ve ark., 2011). 

İspat:      olmak üzere 

                                                                                                  (3.9) 

fark sistemini göz önüne alalım.              dönüşümü ile  

                                                                                       (3.10) 

elde edilir ki bu denklemde  ,      dir. Yani 

                     
                     

                     
    

 

 

                     
                     

                     
    

 

 

şeklindedir. (3.10) denkleminden 

     
           

           
                                                                   (3.11) 

ve                         için 

                                                                                  (3.12) 

olarak yazılabilir. Burada      
         ve        olduğundan Lemma 3.1, (3.11) 

denklemine  uygulanır ise 

      
 

 
     

         
 

 
 

 

         
      

 
 

                                                              (3.13) 

ve 
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                 (3.14) 

eşitsizlikleri elde edilir.    dönüşümünün tersi,   
  

 var ve sınırlı olduğundan (3.11) 

denkleminin      
       

       
     olacak şekilde bir tek      

    çözümü vardır. 

Tamamen benzer şekilde        için (3.12)`ye Lemma 3.1 uygulanır ise 

         
 

 
 

         
          

 
       

 
 
                                                                  (3.15) 

eşitsizliği ile birlikte ve diğer taraftan da 

              
 
  

 

 
 

 
       

                
       

 
  

 

 
 

 
 
  

                                              
                 

       
     

 
  

 

 
 

 
 
  

olur ki, Minkowski eşitsizliği de kullanılırsa 

               
 
  

 

 
 

 
  

 

         
               

 
  

 

 
 

 

          
    

 
  

 

 
 

 
           (3.16) 

eşitsizliği elde edilir. Elde edilen ifadelerden yararlanarak (3.13) eşitsizliği (3.15) de; 

         
 

 
 

         
         

 
  

 

         
 

 

      
 

 
                                                   (3.17) 

ve benzer şekilde (3.14) eşitsizliği de (3.16) da yerine yazılırsa 

              
 
  

 

 
 

 
  

 

         
              

 
  

 

 
 

 

   

                                     
 

         
 

 

        
    

 
  

 

 
 

 

                                              (3.18) 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu durumda da (3.12) denkleminin              
            

olacak şekilde bir tek            çözümü vardır. 

 Diğer durumlar yani        ,        ,...,     ,      için de tamamen benzer şekilde 

yapılırsa 
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              (3.19) 

                                               

      
 

 
 

         
      

 
  

 

         
 

 

      
 

    
 

         
 

    

      
 

 
                (3.20) 

      
 

 
 

         
      

 
  

 

         
 

 

      
 

    
 

         
 

  

      
 

 
                   (3.21) 

ve (3.13), (3.17) eşitsizlikleriyle birlikte yukarıdaki eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa 

  
  
          

 
 

         
      

 
  

 

         
  

 

         
 

 

       
 

  

                          
 

         
  

 

         
 

 

    
 

         
 

  

       
 

 
  

yani  

  
  
          

    
 

        
 

 
           

  
                                                                (3.22) 

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan 

              
 
  

 

 
 

 
  

 

         
              

 
  

 

 
 

 

   
 

         
 

 

              
 
  

 

 
 

 

   

                                     
 

         
 

 

        
    

 
  

 

 
 

 

                                              (3.23) 

                                               

           
 
  

 

 
 

 
  

 

         
           

 
  

 

 
 

 

   
 

         
 

 

           
 
  

 

 
 

 

   

                                   
 

         
 

    

        
    

 
  

 

 
 

 

                                      (3.24) 
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                                         (3.25) 

(3.14) ve (3.18) eşitsizlikleriyle birlikte yukarıdaki eşitsizlikler de taraf tarafa toplanırsa 

            
 
  

 

 
 

 
 
 

  
     

 

         
            

 
  

 

 
 

 

   

                                         
 

         
  

 

         
 

 

            
 
  

 

 
 

 

   

                                           
 

         
  

 

         
 

 
   

                                            
 

         
 

  

         
    

 
  

 

 
 

 

   

yani 

  
  
              

 
  

 

 
 

 
     

 

        
 

 
               

 
  

 

 
  

 

  
  
                         (3.26) 

eşitsizliği elde edilir. 

1. (3.11) ve (3.12) denklemleri tek bir çözüme sahip olduğundan  

                   

denkleminin de bir tek      çözümü vardır. Diğer yandan   

     
                                

             
 
 

  
    

 

 
   

                                                
           

 
 

  
    

 

 
    

            
  
     

olduğundan ve ayrıca  (3.22) den  
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elde edilir ki  böylece (3.9) denklemi 

                           
            

     
  
   

 
 

        
 

 
   

     
  

eşitsizliğini sağlayan bir tek              sürekli  -periyodik çözüme sahiptir. 

Dolayısıyla 

        
      

            
     

  
   

 
 

        
 

 
   

     
  

yani 

                 
     

  
   

 
 

        
 

 
       

 elde edilir.  

2. Eğer     ise;     ve            
             

 
 

  
   olduğundan 

            
 

 
 

 
           

 

 
      

     
  
            

 
 

 

 
  

 

 
  

yazılır. Lemma 2.3 den 

         
 

 
      

     
  
               

 

 
    

     
  
                

 

 
   

olur ki  (3.26) eşitsizliği ve sonrasında da Hölder eşitsizliği kullanılırsa 
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ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

         
 

 
     

       
 

        
 

 
 
    

 

 
  
    

 

 

               
  
     

   
 

 
  

eşitsizliği bulunur. Ayrıca  

    
     

  
              

 

 
  

   

      
     

  
            

 
 

 

 
  

 

 
  

   

          
 

 
  

olduğundan 

         
 

 
  

   

     
     

  
      

 

        
 

 
 
    

 

 

 

 

         
 

 
   

elde edilir ki               ,              ve            olduğu da kullanılır 

ise  

               
 

 
           

 

 
             

 

 
  

                                               
 

 
 

                                       
   

     
     

  
      

 

        
 

 
 
    

 

 

 

 

         
 

 
  

                                          
   

     
     

  
      

 

        
 

 
 
    

 

 

 

 

         
 

 
 

eşitsizliği bulunur. Böylece  

                        
   

     
     

  
      

 

        
 

 
 
    

 

 

 

 

         
 

 

 

 
 

eşitsizliği elde edilir. 
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        ise; Benzer şekilde            
             

 
 

  
   olduğundan 

           
 

 
 

 
        

     
  
            

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 

  

yazılır. Sırası ile Lemma 2.3 ve Minkowski eşitsizliği kullanılırsa 

           
 

 
 

 
        

     
  
             

 

  
 

 
 

 

 
              

 
  

 

 
 

 

   
   

 
     

bulunur. Sonrasında sırası ile (3.26) ve Hölder eşitsizliklerinden faydalanırsak 

           
 

 
 

 
     

     
  
   

 
 

        
 

 
              

 
  

 

 
 

 

   

                               
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

    
     

  
             

 
  

 

 
 

 

 

  

                               
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

     
     

  
            

 
  

 

 
 

 

 
  

yani  

          
 

 
     

     
  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

            
   

   
 
     

 

 
            (3.27) 

eşitsizliği elde edilir. Şimdi             
   

   
 
     

 

 
 ifadesini özel olarak ele alalım. 

Bu durumda ele alınan ifade 

            
   

   
 
     

 

 
     

 

 
         

   
   

 
     

 

 
  

                                      
 

 

  
            

 
  

      
 

 
  

şeklinde yazılabilir.       ,     
 

 
 ve 

 

 
 

 

 
    için integral içindeki toplam 

ifadesine Hölder eşitsizliği uygulanırsa 
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bulunur. Ayrıca   
 

   
 ve   

 

 
 eşitsizlikte yerine yazılırsa 

             
   

   
 
     

 

 
         

 

 
 

 

     
     

    

   

 

            
   

     
    

 

 
   

 

 
  

                                       
 

 
 

 

   
 

   

 

    
     

  
            

 
 

 

 
   

 

 
  

                                 
   

      
     

  
            

 
 

 

 
  

 

 
  

elde edilir. Böylece  

             
 
   

  
     

   
 

 
  

   

              
 
 

  
     

    

 

 
  

 

 
  

   

           
 

 
 

yani 

    
     

  
            

 
  

 

 
  

   

           
 

 
  

eşitsizliği bulunur. Bulunan bu eşitsizlik (3.27) de yerine yazılırsa 

          
 

 
  

   

     
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

          
 

 
  

elde edilir ki sonuç olarak 

                
 

 
           

 

 
 

                                                 
 

 
  

                                            
   

      
 

        
 

 
    

 

 
  
     

    

 

 

          
 

 
  

eşitsizliğin sağlandığı görülür. 
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     ise; Öncelikle            
             

 
 

  
   olduğunu kullanılır ise yani 

           
 

 
 

 
             

 

 
 

 
       

     
  
            

  

 
 

 

 
   

eşitliği yazılır. Diğer yandan Lemma 2.3  ile birlikte  

            
 

 
 

 
     

     
  
              

 
  

 

 
 

 
 
 

bulunur. (3.26 ) ve Hölder eşitsizliklerinden de faydalanırsak 

           
 

 
 

 
      

     
  
     

 

        
 

 
               

 
  

 

 
 

 

 
  

                                 
 

        
 

 
    

 
  
     

    

 

 

             
 

 

  
     

    

 

 
  

                                
      

 

        
 

 
    

 
  
    

 

 

           
 

 
 

 

   

elde edilir. Ayrıca                ,              ve            olduğundan 

                
 

 
 

 

                  
 

 
 

 

             
 

 
 

 

   

                
 

 
 

 

                  
 

 
 

 

   

           
      

 

        
 

 
    

 
  
    

 

 

           
 

 
 

 

      

              
      

 

        
 

 
    

 
  
    

 

 

           
 

 
 

 

   

bulunur. Böylece  

               
 

 
      

      
 

        
 

 
    

 
  
                        

 

 
      (3.28) 

eşitsizlik elde edilmiş olur. 
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        ise; (3.27) eşitsizliği ile birlikte Lemma 2.3 de   
 

 
 kullanılır ise 

          
 

 
      

     
  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

    
     

  
             

 
 

 

  

 
  

                            
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

     
     

  
            

 
 

 

  

 
  

                           
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

          
 

 
  

bulunur. Böylece 

                
 

 
           

 

 
  

                                                 
 

 
  

                                           
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

          
 

 
  

                                               
     

  
     

 

        
 

 
    

 

 

 

 

          
 

 
 

  olduğu görülür. Sonuç olarak  Teorem 3.2 nin ispatı tamamlanmış olur                       

(Lu ve ark., 2011). 

Teorem 3.3. 

     
  ve her             için        olsun. Bu taktirde           

aşağıdaki özellikleri sağlar: 

1.        
 ; 

2.                           ; 

3.              
 
  

 

 
                     

 
   

 

 
        . 

Burada   , Teorem 3.2 de verilen    dir (Lu ve ark., 2011). 
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İspat: 

1.     
  ve            olduğundan     

  dir. Herhangi bir    pozitif  

tamsayısı için  (3.11) ve Lemma 3.1 den 

     
     

   
      

                                        
 

    
         

                        

                              (3.29) 

yazılabilir.     
  olduğundan                          için        

  dir. 

       için ; 

   
      

          ,    
   

    
           

       için ; 

    
         

              ,     
      

    
              i  

serileri düzgün yakınsaktır (Bkz. Ek-3). Dolayısıyla 

  
    

        
   

    
         ,   

    
        

      
    

               

gerçeklenir. Yani      
   

  dir. Benzer şekilde                          
  olduğu 

görülebilir. Böylece     
 .              olduğundan          

  elde edilir. 

2.                   fark sistemini ele alalım. Bu fark sistemi 

         
  olacak şekilde tek bir çözüme sahiptir. Dolayısıyla  

                             

                                

ve 

                                              

olacağından 

                              

elde edilir. 

3. Teorem 3.2 in 2. koşulunda      yerine       kullanılır ise benzer şekilde  

             
 
  

 

 
              

 
   

 

 
                    

 
            

 

 
. 

eşitsizliği elde edilir (Lu ve ark., 2011). 
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Not 3.1. 

     pozitif tamsayı ve her              için        olmak üzere eğer                   

              ise o zaman Teorem 3.3`de olduğu gibi tamamen benzer şekilde 

aşağıdaki iddialar ispatlanabilir (Lu ve ark., 2011). 

1. 
  

   
                

        ; 

2.   
  

   
          

 

  
 

 
               

  

        
 

   
 

 
          . 

İspat: 

1.     ise, yani              için        olmak üzere                

olsun.     
  ve            olduğundan     

  dır. Herhangi bir    pozitif 

tamsayısı için  (3.11) ve Lemma 3.1 den 

     
     

   
      

                                        
 

    
         

                        

   

yazılabilir.     
  olduğundan                          için        

  dir. 

       için ; 

   
      

          ,    
    

    
           

       için ; 

    
         

              ,     
       

    
               

serileri düzgün yakınsak olduğundan 

   
    

         
    

    
           ,    

    
        

       
    

               

gerçeklenir. Yani      
   

  dir. Benzer şekilde                          
  olduğu 

görülebilir. Böylece     
 .              olduğundan          

  elde edilir. 

 Diğer yandan                   denklemini ele alalım. Bu fark sistemi     

         
  olacak şekilde tek bir çözüme sahiptir. Dolayısıyla  

                             

       
  ve     

  olduğundan 
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ve 

                                                  

olacağından 

                               

elde edilir.  

2. Teorem 3.2 nin ikinci koşulu ile                         eşitliği kullanılır ise 

  
  

   
          

 

  
 

 
               

 
  

 

 
  

                                                     
 
  

 

 
  

                                                            
 
  

 

 
  

eşitsizliği elde edilir.  

Sonuç 3.1. 

 Kabul edelim ki              için        sağlansın. Bu taktirde aşağıdaki 

sonuçlar doğrudur. 

1.      için                                                                                       (3.30) 

fark sistemi bir tek  -periyodik çözümüne sahiptir ve 

  
 

 
                        

 

 
                       

eşitsizliği sağlanır. 

2.      pozitif bir tamsayı olmak üzere       
               

(3.30) denklemi bir tek     
   -periyodik çözüme sahiptir ve  

  
 

 
         

 
                 

 

 
         

 
                

sağlanır (Lu ve ark., 2011). 

Teorem 3.4. 

 (3.3) de tanımlanan   operatörü                ve               için 

       ise 
 

  
              denklemi için herhangi       -periyodik çözümü        

  üzerinde sürekli diferansiyellenebilir olmalıdır (Lu ve ark., 2011). 
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İspat: (3.1) denklemi için      herhangi  -periyodik çözümü olsun. Yani  

 

  
                                                                                                     (3.31) 

denkleminin     ] aralığında integral alınırsa 

        
 

 
                                                                                             (3.32) 

elde edilir. Ayrıca (3.31) denkleminde          aralığı üzerinde integral alınır ise 

                    
 

 
    

yani 

                    
 

 
    

                          
 

 
    

elde edilir. Diğer yandan 

                    
 

 
         

yani  

            

olsun.  

 Dolayısıyla                        olduğundan     
 dir. Sonuç 

3.1`den     
  sonucu elde edilir (Lu ve ark., 2011).  

Sonuç 3.2. 

   operatörünün kararlı olması için gerek ve yeter şart        olmasıdır. Ayrıca 

  kararlı ise (3.1) denklemi için herhangi bir  -periyodik çözümü sürekli birinci türeve 

sahiptir. Ancak elde edildi ki;        olması durumunda da (3.1) denklemi için 

herhangi       -periyodik çözümü   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir olmaktadır. 

3.2. Lineer Olmayan Fark Operatörü 

 

Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerle bağlantılı olan    operatörüne ait 

özellikler Lu ve Chen (2012) tarafından incelendi. Bu bölümde Lu ve Chen (2012) 

tarafından elde edilen sonuçlar verilecektir.   , lineer olmayan bir fark operatörü olmak 

üzere 

 

  
                                                                                                     (3.33) 

şeklindeki neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini göz önüne alalım.  
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Burada her          için              ve lineer olmayan    operatörü 

de 

                                                              (3.34) 

şeklinde tanımlanan bir dönüşüm olsun.  

Ayrıca            reel değerli bir matris,                  ,         

                için                 ve                       , 

               sınırlı kümesi için            kümesi de    de sınırlı ve     

bir sabittir.  

3.2.1.    operatörünün özellikleri  

 

                    kompleks bir vektör ve           
  

    
 

  , 

           kompleks bir matris ve         
         

 
  

   

 
  

 olsun. 

 Lineer olmayan    fark operatörünün özelliklerini incelemek için  

                                                                              (3.35) 

ve 

                                                     (3.36) 

şeklinde tanımlansın. 

    lineer olmayan fark operatörünün tanımından her      için, 

                                                                                                           (3.37) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığı 

                                                                                                           (3.38) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığına denktir. Böylece (3.37) 

denkleminin sürekli  -periyodik çözümünün varlığını incelemek için (3.38) 

denkleminin sürekli  -periyodik çözüme sahip olduğunu göstermek yeterlidir. 
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           reel değerli matrisi için kompleks değerli bir   matrisi vardır öyle 

ki                           Jordan normal matrisidir. Burada her bir    ; 

   

 

 
 

       
       
      
       
        

 
 

     

 

    
    olmak üzere Jordan blok matrisleridir. {              } kümesi de   

matrisinin öz değerlerinin kümesidir. 

Teorem 3.5. 

Aşağıdaki koşullar sağlandığını kabul edelim. 

1.                      ve          için   fonksiyoneli        ve  

                                        ; 

2.             için       ; 

3.             
 

        
 

 
   

  
   

 
     . 

Bu taktirde      için             denkleminin    de bir tek     çözümü vardır ve 

     

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

   , 

       

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

     

eşitsizlikleri ile       
          

             
  sağlanır (Lu ve Chen, 2012). 

İspat: Bu teoremin ispatında Banach sabit nokta teoremi kullanılacak olup    bir 

Banach uzayı olmak üzere   operatörü 
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şeklinde tanımlansın.     ve   operatörlerinin tanımlarından          olduğu 

görülür. Şimdi   operatörünün bir daralma dönüşümü olduğu gösterilsin. 

         ve          için 

                    
                                        

                                                                      

                                        

ve ayrıca             
 

        
 

 
   

  
   

 
      olduğundan   operatörü       

olacak şekilde bir tek sabit noktaya sahiptir. 

yani  

             
            ,      

ve dolayısıyla    

              ,     

denklemi için de bir  -periyodik çözümdür. Böylece    fark sisteminin çözümünün 

varlığı   fark sisteminin çözümünün varlığına denk olduğundan 

     
         

denklemi de    üzerinde bir tek     çözümüne sahiptir. Diğer taraftan 

                 
                  

       
           

                              
         

                               
                      

olur. Teorem 3.5 in 1. koşulu kullanılır ise 

                                               
                          

                               

bulunur. Son olarak Teorem 3.2. den 

                                                

yazılabilir. Eşitsizlik düzenlenir ise 

     

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

     

elde edilir. (Lu ve Chen, 2012). 
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Sonuç 3.3. 

Teorem 3.5`in şartları sağlansın,           ve                  

olsun. Bu taktirde                  ,        için sağlar. Teorem 3.5 deki gibi 

benzer ispat ile          denkleminin bir tek        çözümü vardır ve           

     
          

             
    sağlanır (Lu ve Chen, 2012). 

Teorem 3.6.  

Teorem 3.5 in (1)-(3) şartları sağlansın. Bu taktirde           vardır ve 

aşağıdaki özellikler sağlanır (Lu ve Chen, 2012). 

1.        

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

   ;  

2.    ,    üzerinde süreklidir. 

Sonuç 3.4. 

      fonksiyonunun aranan koşullarına bakıldığında                  için 

sadece sürekli olması şartı aranmaktadır. Böylece 
 

  
               denkleminin 

herhangi bir  -periyodik çözümünün birinci türevi olmayabilir. Bundan başka     ise 

   operatörünün kararlı olması gerekmemektedir.  

 



 
 

4. ÇOKLU SAPMA ARGÜMANLI  NEUTRAL FARK OPERATÖRLERİ 

 

 

4.1. Çoklu Sapma Argümanlı Lineer Fark Operatörü  

 

 Bu bölümde neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin çoklu sapma 

argümanlı olması durumunda    operatörüne ait özellikler verildi. Diğer yandan  

üçüncü bölüm elde edilen   operatörüne ait özelliklerin diferansiyel denklemin çoklu 

sapma argümanlı olması halinde yani  , gecikme argüman sayısı olmak üzere   

        ve   operatörünün kararsız olması koşulu ile sağlanıp sağlanamadığı 

araştırıldı. 

 

  
                                                                                                        (4.1) 

neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini             göz önüne alalım.              

  operatörü 

                                         
                           (4.2) 

şeklinde tanımlansın. Burada            reel değerli bir matris,                

ve     bir sabittir. O halde   operatörünün tanımından                 için 

                      
                   

                        (4.3) 

yazılabilir. 

                               
                                           (4.4) 

olmak üzere     için  

                                                                                                             (4.5) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığı 

                                                                                                             (4.6) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığına denktir.  
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 Böylece (4.5) denklemi için sürekli  -periyodik çözümünün varlığını araştırmak 

için (4.6)`nın sürekli  -periyodik çözümüne sahip olduğunu göstermek yeterlidir.             

           reel değerli matris için, kompleks değerli    matrisi vardır öyle ki 

                          Jordan normal matrisidir. Burada her bir   ,     
    

olmak üzere (3.7) de verilen Jordan blok matrisleridir.{              } kümesi de   

matrisinin öz değerlerinin kümesi olmak üzere    dönüşümü  

                                     
                                          (4.7) 

şeklinde tanımlansın. 

Lemma 4.1. 

       ,                    
    olsun. Aşağıdaki özellikler   

dönüşümü için geçerlidir. 

1.          ; 

2.              
 

 
        

           
 

 
 ,     için. 

İspat: 

1.                                                
              

olduğundan           olur. 

2.    dönüşümünün tanımı ve   fonksiyonunun periyodikliği kullanılır ise 

               
 

 
 

 

                
       

 

 
 

 

  

                                                            
 

 
 

 

  
     

                                                         
    

   
 

 

  
     

                                                         
 

 
 

 

  
                    

 

 
 

 

   

bulunur ki ve böylece               
 

 
 

 

                  
 

 
 

 

   eşitsizliği elde 

edilir.   
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Lemma 4.2. 

 Eğer         ise    nin tersi vardır ve   
          dönüşümü aşağıdaki 

özellikleri sağlar. 

1.    
    

 

       
; 

2.      
        

 
  

 

 
  

 

       
 

 

          
 

 
 ,       ve    . 

İspat: 

1.          olduğundan Lemma 4.1`den       olur ki buradan       

operatörünün         tersi var ve           
 

     
 dir.        olduğundan 

ayrıca           
   olur ve    

              
 

     
 

 

       
  elde edilir.  

2.            
   ve       den 

       
        

 
  

 

 
 

 

                      
 

 
 

 

  

                                                   
    

 
  

 

 
 

 

   

yazılabilir. Diğer yandan              
    

 
  

 

 
 

 

               
 
  

 

 
 

 

  
    

olduğundan (Bkz. Ek 1) 

      
        

 
  

 

 
 

 

               
 
  

 

 
 

 

  
     

elde edilir. Ayrıca  

            
 
  

 

 
 

 

                     
 
  

 

 
 

 

           
            

 

 
 

 

   

eşitsizliği de kullanılır ise 

             
 
  

 

 
 

 

  
            

          
 

 
   

 

  
    

 

      
           

 

 
 

 

   

bulunur. Böylece      
        

 
  

 

 
  

 

       
 

 

          
 

 
 elde edilir.   
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Teorem 4.1. 

   matrisi ve   operatörü sırasıyla (3.7) ve (4.4) de tanımlandığı gibi olsun. Her 

          için         ise           aşağıdaki şartları sağlar. 

1.                 , burada       
       

 

       
 

 

     
    

  
   . 

2.      olmak üzere                
 

 
                       

 

 
,    . 

burada   , 

   

 
 
 
 
 

 
 
 
 

        
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

          

 
   

     
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

                   

   
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

                      

        
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

                      

   

şeklinde ve      olmak üzere 
 

 
 

 

 
   sağlayan sabit bir sayıdır. 

İspat:      olmak üzere aşağıdaki fark sistemini ele alalım. 

               
                                                                             (4.8) 

              ile 

                  
                                                               (4.9) 

elde edilir ki bu denklemde        dir.  

 Yani   ve   fonksiyonları 

                             
                     

                     
    

 

 

                            
                     

                     
    

 

 

şeklindedir. (4.9) denkleminden              ve           için 
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                                                        (4.10) 

                      
                  

                                (4.11) 

yazılır. (4.10) denklemine Lemma 4.2 uygulanırsa  

      
 
 

     
         

 
 

 
 

       
      

 
 

                                                            (4.12) 

ve 

        
    

 
  

 

 
 

 

        
       

     
 
  

 

 
 

 

 
 

 

       
        

    
 
  

 

 
 

 

        (4.13) 

eşitsizlikleri elde edilir. Ayrıca Lemma 4.2 de görüldüğü üzere     dönüşümünün tersi 

  
  

 var ve sınırlı olduğundan (4.10) denkleminin tek bir      
    çözümü vardır. 

Tamamen benzer şekilde        için (4.11) denklemine Lemma 4.2 uygulanır ise 

         
 

 
 

       
        

 
 

          
 

                                                             (4.14) 

eşitsizliği ile birlikte ve ayrıca diğer taraftan da 

              
 
  

 

 
 

 
       

         
       

                
 
  

 

 
 

 
 
  

                                            
       

        
       

               
 
  

 

 
 

 
 
  

olur ki Minkowski eşitsizliği de kullanılır ise 

              
 
  

 

 
 

 
         

       
     

 
  

 

 
 

 
  

          
              

 
  

 

 
 

 

 
  

                                    
 

       
          

    
 
  

 

 
 

 
                

 
  

 

 
 

 

       (4.15) 

eşitsizliği elde edilir. Daha sonra (4.12), (4.14) eşitsizliğinde yerine yazılır 

         
 

 
 

       
         

 
  

 

       
 

 

       
 
 

                                             (4.16) 

ve benzer şekilde (4.13), (4.15) de yerine yazılırsa 
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                                           (4.17) 

elde edilir. Diğer durumlar için yani        ,        ,...,     ,      için de tamamen benzer 

şekilde yapılırsa 

         
 

 
 

       
         

 
  

 

       
 

 

          
 

  
 

       
 

 

        
 
 

  (4.18) 

                                               

      
 

 
 

       
      

 
  

 

       
 

 

       
 

    
 

       
 

    

           
 
 

(4.19) 

      
 

 
 

       
      

 
  

 

       
 

 

       
 

    
 

       
 

  

           
 
 

   (4.20) 

ifadeleri bulunur. Ayrıca  (4.12) ve (4.14) eşitsizlikleri de göz önüne alınır ve 

yukarıdaki eşitsizlikler taraf tarafa toplanır ise  

  
  
           

 

       
      

 
  

 

       
  

 

       
 

 

        
 

  

                          
 

       
  

 

       
 

 

     
 

       
 

  

            
 
 

  

yani 

  
  
          

   
  
      

 

       
 

 
 
               

                                            (4.21) 

eşitsizliği elde edilir. Diğer yandan 

              
 
  

 

 
 

 
  

 

       
              

 
  

 

 
 

 

   

                                     
 

       
 

 

               
 
  

 

 
 

 

   

                                     
 

       
 

 

          
    

 
  

 

 
 

 

                                         (4.22) 
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                            (4.23) 

           
 
  

 

 
 

 
 

 
 

       
           

 
  

 

 
 

 

   
 

       
 

 

            
 
  

 

 
 

 

     

                                  
 

       
 

  

             
    

 
  

 

 
 

 

                                (4.24) 

eşitsizlikleri de (4.13) ve (4.15) eşitsizlikleri ile birlikte taraf tarafa toplanır ise 

  
  
              

 
  

 

 
 

 
   

 

          
            

 
  

 

 
 

 

    

                                          
 

          
  

 

          
 

 

             
 
  

 

 
 

 

   

                                            
 

          
  

 

          
 

 

   

                                             
 

          
 

  

              
    

 
  

 

 
 

 

      

yani 

  
  
              

 
  

 

 
 

 
      

 

       
 

 

     
               

 
  

 

 
  

 

  
  
           (4.25) 

eşitsizliğini elde ederiz. 

1. (4.10) ve (4.11) denklemleri tek bir çözüme sahip olduğundan  

                
          

denklemi de bir tek      çözümüne sahiptir ve ayrıca diğer yandan  
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yazılabilir. (4.21) den dolayı  

                                     
    

     
  
      

 

       
 

 
 
                 

                                              
     

  
   

  
 

       
 

 

     
   

     
  

                                              
     

  
   

  
 

       
 

 
 
             

  

                                               
     

  
   

  
 

       
 

 
 
               

  

elde edilir. Böylece                
         fark sistemi 

                           
  

                             
     

  
   

  
 

       
 

 

     
   

     
  

eşitsizliğini sağlayan bir tek               sürekli   periyodik çözüme sahiptir. 

Sonuç olarak 

        
      

            
     

  
   

  
 

       
 

 

     
   

     
  

yani 

                 
     

  
   

  
 

       
 

 

     
     

                                                                                                     (4.26) 

elde edilir.   

2.  Eğer     ise;     ve            
             

 
 

  
   olduğundan 
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olur. Lemma 2.3 den 

           
 

 
 

 
       

     
  
               

 

 
    

     
  
                

 

 
   

elde edilir. Sırasıyla (4.25) ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

         
 

 
    

     
  
      

 

       
 

 
 
                    

 

 
  

                         
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

    
                 

 

 
 
   

    

 

 
  

olarak yazılabildiğinden, böylece 

         
 

 
     

     
  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

    
     

  
              

 

 
  

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca  

    
     

  
              

 

 
  

   

      
     

  
            

 
 

 

 
  

 

 
  

   

          
 

 
  

olduğundan 

         
 

 
  

   

     
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

         
 

 
  

elde edilir.                ,              ve            eşitsizlikte 

kullanılırsa 

              
 

 
          

 

 
             

 

 
               

 

 
  

                                    
   

     
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

         
 

 
  

                                       
   

     
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

         
 

 
 

bulunur. Böylece  
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elde edilir. 

        ise;             
             

 
 

  
    

 

 
 olduğundan 

           
 

 
 

 
        

     
  
            

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 

  

olur. Sırası ile Lemma 2.3 ve Minkowski eşitsizliğinden 

           
 

 
 

 
        

     
  
             

 

  
 

 
 

 

 
    

     
  
              

 
  

 

 
 

 

   

olduğundan  (4.25 ) denklemi ve sonrasında Hölder eşitsizliği de kullanılır ise 

           
 

 
 

 
       

 

       
 

 

     
     

  
   

 
              

 
  

 

 
 

 

   

                               
 

       
 

 

     
    

 
  
   

 
    

 

 

              
 
  

 

 
 

  
   

 
    

 

 
 

                               
 

       
 

 

     
    

 

 
  
   

 
    

 

 

     
  
            

  
     

 

 
 

 

 
  

yani 

          
 

 
     

     
  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

    
     

  
            

 
  

 

 
     (4.27)  

bulunur. Diğer yandan 

    
     

  
            

 
  

 

 
  

   

      
     

  
            

 
 

 

 
   

 

 
 

   

           
 

 
  

olduğundan (Bkz. Bölüm 3), (4.27) de yerine yazılırsa  
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bulunur. Böylece 

               
 

 
           

 

 
                 

 

 
  

            
   

       
 

       
 

 

     
    

 
  
   

 
    

 

 

          
 

 
                 (4.28)  

eşitsizliği elde edilmiş olur. 

    ise;     ve            
             

 
 

  
    olduğundan 

           
 

 
 

 
             

 

 
 

 
       

     
  
            

 
  

 

 
 

 

 
  

olur. Lemma 2.3  ile  

            
 

 
 

 
     

     
  
              

 
  

 

 
 

 
 
 

bulunur ki  (4.25) denklemi ve Hölder eşitsizliği de kullanırsak 

           
 

 
 

 
      

     
  
      

 

       
 

 

     
               

 
  

 

 
 

 

 
  

                                 
       

 

       
 

 

     
    

 
  
    

 

 

           
 

 
 

 

   

elde edilir. Ayrıca               ,              ve            olduğu 

bilindiğinden 
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bulunur. Böylece  

               
 

 
                

 

       
 
 

     
    

 
  
   

 
             

 

 
(4.29) 

eşitsizliği sağlanır. 

        ise; (4.27) eşitsizliği ve Lemma 2.3 kullanılır ise 

          
 

 
       

 

       
 

 

     
    

 
  
     

    

 

 

    
  
             

 
 

 

 
  

     
 

 
  

                              
 

       
 

 
 
        

 

 
  
     

    

 

 

     
  
            

 
  

    

 

 
  

 

 
  

                            
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

          
 

 
  

eşitsizliği yazılabilir. Böylece  

               
 

 
           

 

 
                 

 

 
   

                                          
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

          
 

 
  

                                              
     

  
      

 

       
 

 

     
    

 

 

 

 

          
 

 
  

elde edilir.   

Teorem 4.2. 

     
  ve                için         olsun. Bu taktirde           

aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

1.        
 ; 

2.                           ; 

3.              
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İspat:     
  ve            olduğundan     

  dir. 

1. Herhangi bir    pozitif tamsayısı için (4.10) ve Lemma 4.2 den  

        
          

            
       

         
     

olduğundan  

     
       

       
                  

              
  

        

olur. yani, 

     
             

  
                                                                                 (4.30) 

elde edilir.      
   

  ve          
 
  

       serisi   de düzgün yakınsak olduğundan 

(Bkz. Ek 2) 

   
    

              
  

       
 
          

 
  

       

dir. Dolayısıyla      
   

  elde edilir. Benzer şekilde (4.11) denklemi kullanılarak 

                         
  ve dolayısıyla     

  olduğu görülebilir. Ayrıca          

             olduğundan        
  elde edilmiş olur. 

2.                 
         sistemini ele alalım. Bu fark sistemi 

         
  olacak şekilde bir tek çözümü sahiptir. Dolayısıyla        fark 

sisteminde yerine yazılırsa 

                         
          

bulunur. Ayrıca   ve        
   için 

                           
           

olduğundan ve böylece 

                            için   

elde edilir. 

3. Teorem 4.1`in 2. şartında      yerine       kullanılır ise benzer şekilde 

                
 

 
                 

 

 
                                 

 

 
  

eşitsizliği elde edilir.  
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Not 4.1. 

     pozitif tamsayı ve her              için         olmak üzere eğer               

              ise o zaman Teorem 4.2 de olduğu gibi tamamen benzer şekilde 

aşağıdaki iddialar ispatlanabilir. 

1. 
  

   
                

        ; 

2.   
  

   
          

 

  
 

 
               

  

        
 

  
 

 
        . 

Sonuç 4.1. 

 Her              için          olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlansın. 

1.      için                                                                                      (4.31) 

fark sistemi bir tek  -periyodik çözümüne sahiptir ve 

  
 

 
                        

 

 
                  eşitsizliği sağlanır. 

2.     pozitif tamsayı olmak üzere      
              için (4.31)  

denklemi bir tek      
   -periyodik çözüme sahiptir ve 

  
 

 
         

 
                 

 

 
         

 
              . 

eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 4.3. 

   operatörü                  
    olmak üzere               için 

        ise o zaman (4.1) denkleminin herhangi       -periyodik çözümü   

üzerinde sürekli diferansiyellenebilir olmalıdır. 

İspat:     , (4.1) denklemi için  herhangi  -periyodik çözümü olsun. Yani   

 

  
                                                                                                     (4.32) 

eşitliği sağlanır. Denklem       olmak üzere integral alınırsa 

        
 

 
                                                                                             (4.33) 

dır. Ayrıca (4.32) denkleminde          için integral alınırsa 

                    
 

 
    

yani 
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elde edilir. Diğer yandan 

              
            

 

 
          

yani  

            

olsun. Ayrıca                        olduğundan     
 dir. Sonuç 4.1 den 

    
  elde edilir.  

Sonuç 4.2. 

         olduğundan   operatörü kararlıdır. Yani   operatörü kararlı olması 

halinde çoklu sapma argümanlı (4.1) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi için 

herhangi bir       -periyodik çözümü   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir 

olmaktadır. Böylece Lu ve ark., (2011) de yaptığı çalışmanın   operatörünün kararlı 

olması durumunda çoklu sapma argümanlı neutral fonksiyonel diferansiyel denkleme 

genellemesi yapılmıştır. Fakat bu yöntemle         olduğunda  Lu ve ark., (2011) 

yaptığı çalışmanın çoklu sapma argümanlı neutral fonksiyonel diferansiyel denkleme 

genelleşmesi yapılamamıştır. Bu problemin üstesinden gelebilmek için aşağıda farklı bir 

yöntem ile yaklaşım verilecektir. 
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4.2. Çoklu Sapma Argümanlı Lineer Fark Operatörlerine Farklı Bir Yaklaşım 

 

Şimdi bu bölümde Lu ve ark. (2011)`de yaptığı çalışmanın         olması 

durumun da çoklu sapma argümanlı neutral fonksiyonel diferansiyel denkleme 

genellemesi yapılacaktır. Yani böylelikle çoklu sapma argümanlı neutral fonksiyonel 

diferansiyel denklemlerde   operatörünün kararlı olmaması durumunda çözümün 

sürekli birinci türevinin olabileceği gösterilecektir.  

 

  
                                                                                                     (4.34) 

neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini              göz önüne alalım.           

   operatörü 

                                           
                         (4.35) 

şeklinde olsun. Bu denklemde            reel değerli bir matris,                

ve     bir sabittir.    operatörünü  

                            
     

şeklinde ele alalım. Yani    operatörünün tanımından 

                               
                                           (4.36) 

yazılabilir. Ayrıca  

                                                                             (4.37) 

                              
                                                     (4.38) 

şeklinde olmak üzere 

                                    

                                                                 
               (4.39) 

operatörünü tanımlayalım. 
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Bu taktirde    fark operatörü tanımından her      için, 

                                                                                                           (4.40) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığı 

                                                                                                           (4.41) 

fark sisteminin      sürekli  -periyodik çözümünün varlığına denktir.  

Teorem 3.5`de olduğu gibi tamamen benzer şekilde (4.40) denkleminin sürekli 

 -periyodik çözümünün varlığını incelemek için (4.41) denkleminin sürekli                

 -periyodik çözüme sahip olduğunu göstermek yeterli olacaktır. 

Teorem 4.4. 

Aşağıdaki koşullar sağlansın. 

1.            ve          için   fonksiyoneli        ve              

                                        ; 

2.             için       ; 

3.             
 

        
 

 
   

  
   

 
     . 

Bu taktirde      için             denkleminin    de bir tek    çözümü vardır ve 

     

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

   ,  

       

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

     

ile birlikte       
          

             
 eşitsizliği sağlanır. Burada 

      
     

  
   

 
 

        
 

 
    dır. 
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İspat: Bu teoremin ispatında Banach sabit nokta teoremi kullanılacaktır.    bir Banach 

uzayı olmak üzere   operatörü 

        

                              

şeklinde tanımlansın.     ve   operatörlerinin tanımlarından          olduğu 

görülür. Şimdi   operatörünün bir daralma dönüşümü olduğu gösterilsin. 

          için   operatörünün tanımından 

                     
                             

                                                 

                                 

elde edilir. Ayrıca             
 

        
 

 
   

  
   

 
      olduğundan   operatörü 

      olacak şekilde bir tek sabit noktaya sahiptir. Yani  

                      ,      

ve dolayısıyla    

              ,      

denklemi için de bir  -periyodik çözümdür. Böylece    fark sisteminin çözümünün 

varlığı   fark sisteminin çözümünün varlığına denk olduğundan 

    
 
         

denklemi de    üzerinde bir tek     çözümüne sahiptir. Diğer taraftan 

                 
                  

               

                       
                      

                                                      

olur. Teorem 4.4 ün 1. koşulundan       

                                      

bulunur. Teorem 3.2. den 

                                         

ve böylece 
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elde edilir. 

  Ayrıca diğer yandan                 olduğundan son eşitsizlikte yerine 

yazılırsa 

       

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

      

ve 

       
          

             
 

 elde edilir.   

Not 4.2. 

 Bir sonraki teoremde kullanılacak bazı  tanımlara yer verelim.   dönüşümü 

                               
     

şeklinde tanımlansın. Ayrıca       fonksiyonu  için Fourier serisi 

             
     

olsun. Burada    
 

 
             

 

 
 Fourier katsayıları,    

   

 
,    ,   

tamsayılar kümesi,     dir. Bu taktirde                             
    

olmak üzere                ters dönüşümü 

                                                     
  

            
   

                                  (4.42) 

şeklinde ifade edilebilir (Lu ve Ge, 2004). 

Teorem 4.5. 

           olsun. Ayrıca    ,     
   

 
 için    

 

 
             

 

 
,   

fonksiyonun Fourier katsayısı olmak üzere          
    Fourier serisi     için 

düzgün yakınsaktır (Vasy, 2009). 
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İspat:   ,   fonksiyonun Fourier katsayıları olmak üzere  

                
 

 
       

     

   
 

 
  

 

 
        

     

    
 

 
  

                             
 

 
         

 

 
                                                              (4.43) 

olduğundan katsayılar dizisi düzgün sınırlıdır.     ve      için  

   
 

 
 

 

    
            

     

   
 

 
  

elde edilir ki, bu işlem   defa tekrar edilirse 

   
 

 
 

 

    
 

 

    
        

     

   
 

 
  

eşitliği bulunur. (4.43) kullanılırsa 

      
 

     
 

 

              
        

 

    
  ,    

 

  
 

 

              
        

yani 

     
 

    
  

eşitsizliği elde edilir ki bu da     için Weierstrass M-testinden Fourier serisi düzgün 

yakınsaktır (Vasy, 2009).  

Not 4.3. 

      olmak üzere   fonksiyonu (4.39) de tanımlandığı gibi  

                                  
          

şeklinde olsun. Yani, 

                                                
                                          (4.44) 

dir.               dönüşümü ile 
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olur ki böylece 

                
                

       olmak üzere denklemi elde edilir. Denklem sistemimiz düzenlenir ise 

                                          
            

       
         

                              (4.45) 

 ayrıca              ve           için 

                                           
                  

                      (4.46) 

denklemleri elde edilir. 

Teorem 4.6. 

 Kabul edelim ki Teorem 4.4`ün (1)-(3) koşulları sağlansın.     için     
  

olsun. Bu taktirde            vardır ve     operatörü aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1.        
 ; 

2.                            . 

İspat: 

1.     varlığı Teorem 4.4 kullanılarak gösterilebilir. Diğer yandan             

olduğundan     
  dir.    pozitif tamsayısı için (4.45) ve (4.46)`dan 

         
          

     
  

             
   

                                          (4.47) 

yazılabilir. Burada 
  

             
   

 
 

 
          

            
 

 
,    

   

 
,    ,   

tamsayılar kümesidir. Diğer yandan 

     
     

  

             
   

     
     

  
    

     
  

             
   

        
     

serileri düzgün yakınsak olduğunda      
   

  dir. Benzer şekilde diğer durumlar için de 

                         
  dir. Sonuç olarak     

 ,              olduğundan          

         
  olur. 
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2.   operatörünün tanımından 

                       
          

yazılabilir.                olduğundan denklemde yerine yazılır ise 

                         
          

elde edilir ki 1. özellikten yani        
  olduğundan 

                           
           

                       

elde edilir.  

Sonuç 4.3. 

 4.Bölümün bu ikinci kısmında Fourier serileri kullanılarak         olduğunda 

da, yani  çoklu sapma argümanlı   operatörü kararsız olması durumunda da   

 

  
               neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi için herhangi bir        

 -periyodik çözümü   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir olduğu gösterilebilir. 



 
 

5. UYGULAMALAR 

 

 

Bu bölümde (3.1), (3.33) ve (4.1) denklemlerinin periyodik çözümlerinin varlığı, 

Bölüm 3 ve Bölüm 4 de elde edilen operatörlere ait özellikler ve Mawhin`nin süreklilik 

teoremi kullanılarak incelendi ve konu ile ilgili problemler, çözümleri ile birlikte 

verildi. 

Teorem 5.1. 

   ve   birer Banach uzayı,              operatörü indeksi sıfır olan 

Fredholm operatörü olsun.  ,            olacak şekilde   in açık sınırlı alt 

kümesi ve        operatörü de     üzerinde  -kompakt operatör olsun. Aşağıdaki 

şartlar sağlansın.  

1.                        

2.                      

3.                       . 

Burada            bir izomorfizmdir. O zaman       denkleminin                    

          üzerinde bir çözümü vardır (Gaines ve Mawhin, 1977). 

 

  
              şeklinde bir denklemin periyodik çözümlerinin varlığını 

incelemek ve Teorem 5.1`i kullanmak için öncelikle bazı ön hazırlıklara ihtiyacımız var. 

        ve                                                        

olmak üzere 

                               
 

  
      

 

  
                

                                                   

şeklinde tanımlansın. 

Lemma 5.1.  

        dir. 

İspat: Keyfi           sabit fonksiyonunu alalım. Bu taktirde 

         
 

  
               

 

  
         dır. Diğer yandan keyfi        

alalım. O zaman         
 

  
                 yani                dir. 

Ayrıca              dönüşümü kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa      

                   denklemi ile 
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ve                          için 

                                     

denklemleri elde edilir. Lemma 3.1 den 

     
      

        
   

          
          

     

       
                           

 

    
             

     

      
                         

   

ve      
   olduğundan      

   elde edilir.  

 Benzer şekilde diğer durumlar yani        ,        ,...,     ,      için de tamamen 

benzer şekilde yapılırsa      ve dolayısıyla        ile      elde edilir. Bu da 

        olduğunu gösterir.   

Lemma 5.2.  

                    
 

 
  dir.  

İspat:                  
 

 
  olsun.       alalım. Bu taktirde en az bir                

         vardır ki      sağlanır. Bu taktirde 

        
 

 
         

 

 
  

 

  
                  

 

 
 

                                                    

olduğundan       dır.  

 Diğer yandan      alalım. (3.9), (3.10) ve (3.29) denklemlerini kullanarak 

     olacak şekilde          bulunabilir. Bu da       olduğunu gösterir ki 

böylelikle                    
 

 
  olduğu ispatlanmış olur.  

Lemma 5.3.  

   ,    de kapalı bir kümedir. 

İspat:   dönüşümü                       
 

 
 şeklinde tanımlansın. Ayrıca 

    sayısı verilmiş olsun.   
 

 
 seçilirse          ise 

                          
 

 
          

 

 
            

olduğundan   operatörü süreklidir. 
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  Bunun yanında          tek nokta kümesi kapalı bir kümedir. Sürekli 

fonksiyon altında kapalı bir kümenin ters görüntüsü kapalı olduğundan            

                        
 

 
  kümesi de    kümesi üzerinde kapalı bir 

kümedir. Yani    ,    de kapalıdır.   

Şimdi aşağıdaki izdüşüm operatörleri tanımlansın. 

                
 

 
       

 

 
  

               
 

 
       

 

 
 . 

 Açıktır ki          ve          dir. Yani   
 
         

 
    

 
    

zinciri tamdır. 

Lemma 5.4.  

             dur. 

İspat:   operatörü  

                               

şeklinde tanımlansın.  

 Kabul edelim ki              olsun. O halde               dir. 

Yani                 dur.            dır.   lineer olduğundan     

            bulunur. Diğer yandan           olduğundan           ve 

         olacak şekilde         mevcuttur. 

                                             bulunur ki   

bir izdüşüm operatörü olduğundan      dur. O halde              yani       

olduğu görülür. O halde  , birebir operatördür. 

     olmak üzere keyfi               alalım.   bir izdüşüm operatörü 

olduğundan            şeklinde yazılabilir. Eğer           ise                  

        alınabilir. Eğer           ise            olduğundan 

        ,        ,      ve         şeklinde yazılabilir.            

olduğundan          alırsak             olur ki böylelikle   nin örten 

olduğu gösterilmiş olur. Bu şekilde              olduğu ispatlanmış olur.   

 Lemma 5.1`den          olduğundan             dir. Lemma 5.4`den  

            ve   nun tanımından        dir. Ayrıca  

                                      

olduğundan 
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  nin indeksi                          elde edilir. 

 Sonuç olarak 5.2 ve 5.3 Lemmaları da kullanılırsa              

operatörün indeksi sıfır olan bir Fredholm operatörü olduğu görülür.   

                                              

               
 

 
 olmak üzere Teorem 3.3`den         

  elde edilir ki   , 

tamamen sürekli bir operatördür. Böylece  ,    üzerinde  - kompakttır. Dolayısı ile 

       ,        olmak üzere Teorem 5.1`i kullanarak aşağıdaki teoremi elde 

ederiz. 

Teorem 5.2. 

             için       ,      açık, sınırlı bir küme olsun ve aşağıdaki 

şartlar sağlansın. 

1.           için 
 

  
                denklemi    üzerinde herhangi bir 

çözüme sahip değildir. 

2.     
 

 
            

 

 
 denklemi       üzerinde çözüme sahip değildir. 

3. Brouwer derecesi                  olsun. 

Bu takdirde (3.1) denklemi    üzerinde en az bir  -periyodik çözüme sahiptir (Lu ve 

ark., 2011). 

Örnek 5.1.                             ve     olmak üzere  

 

  
                                                                            (5.1) 

denklemini ele alalım. Burada   
 

 
 
      
      

      
 ,                         ve 

      
  

 

    
  

  
 

    
   

  
 

    
  

  
 

    
  

  
 

    
  

  
 

    
  

 

şeklinde olsun. Bu takdirde 

                        olur. Diğer yandan    
    
   

    
  seçilir ise 

     
       
     
       

  ve           
    
     
   

  matrisleri ile öz 

değerlerimiz      ,    
 

 
 ,      şeklinde elde edilir. Kabul edelim ki       
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                                 ,                                (5.2) 

denkleminin keyfi bir çözümü olsun. Bu taktirde  

            
  

 
        

  

 
    

olduğundan             
  

 
 dır. Yani, 

  
  

    

    
    

 
  

    

    
    

    
  

 
   

  
    

    
    

 
  

    

    
    

 
  

 
     

  
    

    
    

 
  

    

    
    

 
  

 
      

elde edilir. Denklemlerimiz tekrardan düzenlenir ise 

 
  

             

    
    

  

 
  ,   

  
    

    
    

 
  

    

    
    

 
  

 
     ve   

  
    

    
    

 
  

    

    
    

 
  

 
     

bulunur. Böylece         ,        
 

 
 ve        

 

 
 olacak şekilde                          

      ve            noktaları mevcuttur ve   

            
       

  

 
       

 

 
     

       
  

 
  

      
 

 
     

       
  

 
  

eşitsizlikleri sağlanır. Ayrıca Teorem 3.4 den      
  olduğu da görülür. Şimdi bütün 

bu hazırlıklardan sonra           
  

 
 ifadesi için bir sınır belirleyelim. Bunun için 

Teorem 3.3 ve (5.2) denklemi kullanılır ise 

           
  

 
                

  

 
                   

  

 
  

                                
   

     
     

  
      

 

        
 

 
 
    

 

 

 

 

           
  

 
    

                                 
 

        
 

 

        
 

 

        
            

  

 
    

                                  
 

        

 
                    

  

 
          

  

 
    (5.3) 

eşitsizliği elde edilir.  
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 Diğer yandan 
 

        
 

 

        
 

 

        
  ,       

    

 
         olarak 

bulunur. Ayrıca  

           
 

  
  

      

    
      

 
  

      

    
      

 
 

  
  

      

    
      

 
  

      

    
      

 
 

  

                            
  

      

    
      

 
  

      

    
      

 
 

 

                              
  

      

    
      

 
  

      

    
      

   
  

      

    
      

 
  

      

    
      

    

                             
  

      

    
      

 
  

      

    
      

   
 

  

                                                              

                                                   

yani  

                                  

ve  

                                
 
  

                                 

                     

olduğundan  

               
  

 
                            

ve 

         
  

 
     

eşitsizlikleri elde edilir. Elde edilen ifadeler (5.3)`de yerine yazılır ve düzenlenirse 
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yani  

                       
  

 
                                                    (5.4) 

bulunur. Diğer taraftan  

                         
         

         
        

  

 
  

                                              
     

 
    

     
 

    
     

 
 

 

 
  

  

 
  

                                                   
  

 
                                                             (5.5) 

olduğundan, (5.4) ve (5.5) den   
 

             
 için 

          
  

 
 

                  

                 
    

elde edilir. Sonuç olarak 

      
                                     

         
         

  
 

   

                                                                    

                         
  

 
          

bulunur ki                 
       olarak belirlenir ise Teorem 5.2`nin 1. 

şartı sağlanmış olur. 
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 Diğer yandan kabul edelim ki                 için                        

                      
 

 
    olsun. Yani   

        
 

 
           

 

 
                     

 

 
    

dır.        
 

 
   dan               

 

 
   ve dolayısıyla           

 

 
   

olur. Ayrıca              
     olduğundan  

  
 

    
  

  
 

    
   , 

  
 

    
  

  
 

    
    ve 

  
 

    
  

  
 

    
    

denklem sistemleri elde edilir ki denklem sisteminin çözüm kümesi 

          
                        

olarak bulunur.  Böylece           
           yani              için 

       dir. Böylece Teoremin 2. koşulu da sağlanmış olur. 

 Son olarak                                         den  

                        
     

  
                         

                                           
     

  
                            

elde edilir. Böylece   
 

             
 için (5.1) denklemi    üzerinde    periyotlu en az 

bir çözüme sahiptir.  

Teorem 5.3. 

            için        ,      açık, sınırlı bir küme olsun ve aşağıdaki 

şartlar sağlansın. 

1.           için 
 

  
                denklemi    üzerinde çözüme sahip 

değildir. 

2.     
 

 
            

 

 
 denklemi       üzerinde çözüme sahip değildir. 

3. Brouwer derecesi                  olsun. 

Bu takdirde (4.1) denklemi    üzerinde en az bir  -periyodik çözüme sahiptir. 
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Örnek 5.2.                       ve     olmak üzere  

 

  
                                                              (5.6) 

denklemini ele alalım. Burada    

 

 
 

 

 

  
 

 

  ,       
  

 

    
  

  
 

    
   

   
 

    
  

  
 

    
  

 

ve 

                  olsun. Bu takdirde                         şeklindedir.    

  matrisi,    
  

 

 

  
  ise bu taktirde       

 
 

 

  
  ve           

 

 
 

  
 

 

  

matrisleri ve böylece         şartını sağlayan    
 

 
,     

 

 
 öz değerleri elde 

edilir. Kabul edelim ki          için        

 

  
                                                            (5.7) 

denkleminin keyfi bir çözümü olsun. Bu taktirde  

             
  

 
         

  

 
  

ve böylece             
  

 
 dır. Yani, 

  
  

    

    
    

 
  

    

    
    

      
   

    

    
    

 
  

    

    
    

 
  

 
    

  

 
  

olur. Denklemler düzenlenirse 

 
  

             

    
    

  

 
     ve     

   
    

    
    

 
  

    

    
    

 
  

 
     

bulunur. Böylece          ve            olacak şekilde                vardır ve 

             
       

  

 
   ve               

       
  

 
 

eşitsizlikleri sağlanır. Ayrıca Teorem 4.3`den      
  elde edilir. Şimdi bütün bu 

hazırlıklardan sonra           
  

 
 ifadesi için bir sınır belirleyelim. Bunun için    

Teorem 4.2 ve (5.7) denklemi kullanılır ise 
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elde edilir. Diğer yandan 

              
  

 
    

  
      

    
      

 
  

      

    
      

 
 

  
   

      

    
      

 
  

      

    
      

 
 

  

 
    

                                       
  

      

    
      

 
  

      

    
      

   
   

      

    
      

 
  

      

    
      

     
  

 
  

                                                                
  

 
  

                                                        
  

 
 

                                                         
  

 
  

                                                      

ve 

         
  

 
                    

  

 
     

değerleri eşitsizlikte yerine yazılır ise 
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yani   
 

    
 için 

          
  

 
 

             

       
     

 elde edilir. Böylece  

      
                                     

         
  

 

    

                                        

                        

                   
         

        
  

 
  

                     
     

 
    

     
 
 

 

 
  

  

 
   

                          
  

 
  

                      

bulunur ki                 
       olarak belirlenir ise Teorem 5.3`ün 1. şartı 

sağlanmış olur. 

 Diğer yandan kabul edelim ki                 için eğer                           

                      
 

 
    olsun. Yani  

        
 

 
           

 

 
                     

 

 
    

dır.        
 

 
   dan               

 

 
   ve dolayısıyla           

 

 
   

olur. Ayrıca           
     olduğundan  
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    ve 

   
 

    
  

  
 

    
    

denklem sistemleri elde edilir ki denklem sisteminin çözüm kümesi 

       
                      

olarak bulunur. Böylece        
           yani             için        

dir. Böylece Teoremin 2. koşulu sağlanmış olur. 

 Ayrıca                                     den dolayı 

                        
     

  
                          

     

  
                

                                       

elde edilir. Böylece eğer   
 

    
 ise  (5.6) denklemi    kümesi üzerinde   -periyotlu 

en az bir çözüme sahiptir.  

 Son örneğimiz    lineer olmayan fark operatörü için bir örnek olacaktır. Bu 

örneğimizde    lineer olmayan bir fark operatörü olduğundan Teorem 5.1 örneğimize 

doğrudan uygulanamayabilir. Kabul edelim ki 

            

olsun. Böylece (3.36) denkleminden                                 

ifadesi elde edilir ve ayrıca Teorem 3.5 de ifade edilen (1)-(3) koşulları da sağlansın. 

Dolayısıyla artık 
 

  
               denkleminin  -periyodik çözümünün varlığı 

                   

denkleminin  -periyodik çözümünün varlığına denktir. Böylece biz                     

                   denkleminin  -periyodik çözümünün varlığını incelememiz 

yeterli olacaktır. Örneğimize geçmeden önce Teorem 5.1 uygulayabilmemiz için ayrıca 

bazı düzenlemelere ihtiyacımız var.       ,                
    olmak üzere 

                                              

                                                                       

şeklinde tanımlansın. 
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 Açıktır ki        ,                     
 

 
  ve böylece    , 

     de kapalıdır. Diğer yandan                     olduğundan  , indeksi 

sıfır olan bir Fredholm operatörüdür. 

               
 

 
       

 

 
 ve               

 

 
       

 

 
 

 projeksiyon operatörler olmak üzere          ve          olacak şekilde tam 

(exact) zinciri vardır. 

                                                
 

 
  

  , sürekli bir operatördür. Böylece  ,    üzerinde  - kompakttır.  

 Dolayısıyla        ,        olmak üzere                     

         
 

 
              

 

 
    ise Teorem 5.1`den aşağıdaki teoremi yazabiliriz. 

Teorem 5.4. 

    fark operatörü                         şeklinde olsun ve     

Teorem 3.5`deki (1)-(3) koşulları sağlansın. 

1.           için                      denklemi    üzerinde çözüme sahip 

değildir. 

2.       
 

 
                

 

 
 denklemi       de çözüme sahip değildir. 

3. Brouwer derecesi                  olsun. 

Bu takdirde (3.33) denkleminin    üzerinde en az bir  -periyodik çözüme sahiptir. 

Sonuç 5.1. 

   lineer olmayan fark operatörü (3.33) de tanımlandığı gibi olsun ve Teorem 

3.5`de verilen (1)-(3) koşulları sağlansın. Eğer aşağıdaki koşulları sağlayan bir     

sayısı var ise öyle ki: 

1.           için                      denklemi     üzerinde çözüme sahip 

değildir. 

2.       
 

 
                

 

 
 denklemi       de çözüme sahip değildir. 

3. Brouwer derecesi                   . 

Bu takdirde (3.33) denkleminin    üzerinde en az bir  -periyodik çözüme sahiptir. 

Burada          ,        
 

 
           

 

 
,     sabit bir sayı olmak üzere 

                ve                . 
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Örnek 5.3. Sonuç 5.1`in bir uygulaması olarak aşağıdaki denklemi ele alalım. 

 

  
                                                                (5.8) 

Burada                   
 

    olmak üzere     bir sabit,    
     
    

 , 

                     
 

   
            

 

   
             

 

,                   

ve       
 

 
  

   
 

 
   

    
   

 

 şeklinde olsun. Diğer yandan     
   
  

  olarak 

seçilirse      
 

 

 

 

 

 
 

 

  ve Jordan matrisi     
  
   

  şeklinde olur. Yani öz 

değerlerimiz      ve       olur. Eğer                           ve 

                                      ise (5.7) denklemimiz   

 

  
               şeklinde olur. Ayrıca Teorem 3.5`in koşulları da göz önüne 

alınarak   
 

 
 olarak seçilir ise 

                                                     

                                                       

ve             
     

  
   

 
 

        
 

 
      sağlandığı görülür. Gerçekten   

     ,       
 

 
 ve    

     
  
   

 
 

        
 

 
                                                     (5.9) 

yani   
 

 
 olur ki eşitsizlik sağlanır. Diğer yandan 
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                                                                             (5.10) 

eşitsizliği de sağlanır. Dolayısıyla (5.9) ve (5.10) dan Teorem 3.5`in şartları sağlanmış 

olur. Şimdi ise Sonuç 5.1 de belirtilen    kümesini oluşturalım. Herhangi bir        

 

  
                                                   

denkleminin keyfi bir çözümü olsun. Yani         için 

 

  
                                                           (5.11) 

olur. Son ifadede denklemin her iki tarafı                        çarpanı ile 

çarpılır ve        üzerinde integral alınır ise 

                         
 
            

  

 
                

  

 
  

                                                                                                               
 
               (5.12) 

denklemi elde edilir. 
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Şimdi de           
  

 
 integral değeri için bir üst sınır belirleyelim. Öncelikle (5.12) 

denklemi kullanılır ise 

           
  

 
           

         
    

  

 
                  

  

 
  

                                                
  

 
  

                                                         
  

 
  

                                                    
 
      

  

 
  

olur. Daha sonra verilen   ve   fonksiyonlarının değeri yerine yazılır ve düzenlenirse 

           
  

 
                 

 

   
                                  

  

 
  

                                            
 

 
  

      

 
 

 
   

         
       

                  
  

 
 

                                        
 
       

                               
 

 
   

 
        

              
              

         

                             
 

    
             

                  
         

                                          
                          

  

 
  

                                                    

bulunur. İkinci integral ifadesi için Hölder eşitsizliği kullanılır ise 

           
  

 
   

 

 
                                        

 
  

                                                 
 

    
                        

                                                                            

                                                       
 
  

  

 
 

 

 
           

  

 
 

 

 
 

bulunur. Şimdi de       için           eşitsizliği göz önüne alınırsa 
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elde edilir. Son olarak ikinci integral ifadesine Minkowski eşitsizliği kullanılır ve 

gerekli düzenlemeler yapılırsa 

           
  

 
   

 

 
        

          
         

         
         

     

 
  

                                     
   

 

    
          

         
           

         
   

                                      
         

                     
  

 
 

 

   

                                            
  

 
 

 

 
            

 
  

  

 
 

 

 
   

                             
 

 
        

          
   

 

    
         

          
     

  

 
  

                                         
  

 
 

 

 
               

  

 
 

 

 
            

 
  

  

 
 

 

 
   

                             
 

 
        

          
   

 

 
        

         
     

  

 
  

                                           
  

 
 

 

 
             

  

 
 

 

 
   

                                    
          

    
  

 
                      

  

 
 

 

 
   

                                     
  

 
             

 
           

  

 
 

 

 
  

olur. Yani  
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son eşitsizlikte düzenlenirse 

          
  

 
         

 

   

elde edilir. Buradan  

          
  

 
                              

  

 
  

                                           
  

 
  

                                      
 

            
  

 
 

 

 
  

                                  
 

 
 

 

 
 

bulunur ki ve böylece                  
 

 
 

 

 
 olacak şekilde           noktası 

mevcuttur. Şimdi de           
  

 
 ifadesini ele alalım. Şöyle ki, 

          
  

 
   

 

  
   

       
 

  
   

       
       

 

 
  

  

 
  

                          
 

  
   

       
 

  
   

       

 

 
  

  

 
  

                        
  

 
     

          
       

 

   
  

 
  

                        
  

 
         

         
  

 

   
  

 
  

                        
  

 
          

  

 
                                                                               (5.13) 

şeklinde elde edilir.  

 Diğer yandan            
  

 
   ifadesi için öncelikle (5.11) denklemi ve 

sonrasında (5.13) eşitsizliği kullanılır ise 
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yani 

                                                   
  

 
    

    

 
                                           (5.14) 

bulunur. Sonuç olarak 

      
                       

  

 
    

         
 

 
 

 

 
  

    

 
          

eşitsizliği ve Teorem 3.5 birlikte düşünüldüğünde 

     
          

   

            

           
 

        
 

 
   

  
   

 
   

              
 

        
 

 
   

  
   

 
   

      
 

            
  

  
    

elde edilir. Böylece    kümesi,                
 

  

  
    olarak belirlenir ise 

Sonuç 5.1`in 1. şartı sağlanmış olur. 
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 Kabul edelim ki      için        sağlansın. Yani  

 

  
                         

  

 
    

dır.   fonksiyonunun tanımından        dır. Böylece     elde edilir ki       

yani sıfır değeri    için bir sınır görüntüsü değildir Sonuç olarak sonuç 5.1`in 2. koşulu 

da sağlanmış olur. 

 Diğer yandan 

                

                
  

    
      

tanımlansın. Bu taktirde Her                     için            dır.  

Gerçekten 

                    
  

  
        

  
    

  

 

 
  

 

 
 

 
   

    
  

   

                       
    

                    

 

 
  

  

 
 

 
   

    
  

    

                       
    

   
 

 
        

    
      

bulunur. Böylece 

                                                        

                                                             

elde edilmiş olur ki sonuç olarak Sonuç 5.1`in son şartı da sağlanmış olur. Böylece 5.8  

denkleminin   -periyotlu bir      çözümü vardır.   



 
 

6. SONUÇ  

 

 

   operatörünün kararlı olması için gerek ve yeter şart        olmasıdır. Ayrıca 

  kararlı ise 
 

  
             denklemi için herhangi bir  -periyodik çözümü sürekli 

birinci türeve sahiptir. Ancak elde edildi ki;        olması durumunda da       

 

  
              denklemi için herhangi       -periyodik çözümü   üzerinde 

sürekli diferansiyellenebilirdir. 

      fonksiyonunun aranan koşullarına bakıldığında                  için 

sadece sürekli olması şartı aranmaktadır. Böylece 
 

  
               denkleminin 

herhangi bir  -periyodik çözümünün birinci türevi olmayabilir. Bundan başka     ise 

   operatörünün kararlı olması gerekmemektedir. 

         olduğunda                      
    şeklinde tanımlanan 

çoklu sapma argümanlı   operatörü kararlıdır. Yani   operatörü kararlı olması halinde 

çoklu sapma argümanlı 
 

  
               neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi 

için herhangi bir       -periyodik çözümü   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir 

olduğu gösterildi. Böylece Lu ve ark. (2011)`de yaptığı çalışmanın   operatörünün 

kararlı olması durumunda çoklu sapma argümanlı neutral fonksiyonel diferansiyel 

denkleme genellemesi yapılmıştır. Fakat bu yöntemle         olduğunda  Lu ve ark. 

(2011)`de yaptığı çalışmanın çoklu sapma argümanlı neutral fonksiyonel diferansiyel 

denkleme genellemesi yapılamamıştır. Fakat  Fourier  serileri kullanılarak         

olduğunda, yani  çoklu sapma argümanlı   operatörü kararsız olduğunda        

 

  
               neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi için herhangi bir       

 -periyodik çözümü   üzerinde sürekli diferansiyellenebilir olduğu gösterildi.  

 Bunun yanında lineer, lineer olmayan ve çoklu sapma argümanlı   operatörleri 

için Mawhin`nin süreklilik teoremi kullanılarak çeşitli örnekler üzerinde          

 

  
               neutral fonksiyonel diferansiyel denkleminin periyodik çözümünün 

varlığı gösterildi. 
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EKLER 

 

 

EK 1.  Bu bölümde Lemma 4.2`nin ikinci şartının belirtilen yerin ispatı verildi. 

             
    

 
  

 

 
 

 

               
 
  

 

 
 

 

  
      

eşitsizliği sonlu değerler için Minkowski eşitsizliğinden  

             
    

 
  

 

 
 

 

               
 
  

 

 
 

 

  
     

şeklinde ifade edilir. Ayrıca   operatörü                     
    ve 

             
 
  

 

 
 

 

  
    fonksiyon serisinin kısmi toplamları 

                
 
  

 

 
 

 

  
    şeklindedir. Şimdi kısmi toplamlar dizisinin düzgün 

yakınsaklığını inceleyelim.       fonksiyon serisinin kısmi toplamları olmak üzere 
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bulunur. Şimdi ise 2. ifade için;        
, 3. ifade için;        

    
,..., n. ifade 

için de;        
    

      
 değişken dönüşümleri yapılır ve düzenlenir ise 

                    
 

 
 

 

                  
     
    

 

 

  
       

    
              

     
    

    
    

  
    

 
    

 

 
      

    
                

     
    

      

    
    

      
  

    
 
    

 
  

 

 
  

                    
 

 
 

 

                  
 

 
 

 

  
       

    
              

 

 
  

    
 
    

 

        
                

 

 
 

 

  
    

 
    

 
  

  

                    
 

 
 

 

                  
 

 
 

 

         
            

 

 
 

 

     

       
            

 

 
 

 

   

yani kısmi toplamlar 

                   
           

             
 

 
 

 

   

   
         

   

       
           

 

 
 

 

   

şeklinde elde edilir. 
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         olmak üzere     için limit alınır ise 

         
 

       
           

 

 
 

 

   

bulunur. Sonuç olarak 

             
    

 
  

 

 
 

 

               
 
  

 

 
 

 

  
     ifadesinde      için  

             
    

 
  

 

 
 

 

               
 
  

 

 
 

 

  
       

elde edilir.  
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EK 2. Teorem 4.2`de belirtilen yerin ispatı verildi. 

         
 

  
       serisi   üzerinde düzgün yakınsaktır. Serinin kısmi toplamlar dizisi 

        
    

           
 
 
            

 
 
                

 
 
     

şeklinde olsun.   dönüşümü                    
     ve       

   
  olduğundan 

        
 
 
             

       
    

 
      

    
       

        
    

      

elde edilir. Benzer şekilde     dönüşümü için de yapılırsa 

        
 
 
             

  
 
               

       
     

 
  

            
               

                 
        

 

 

    
        

          
          

          
            

          
    

 
  

    
           

          
     

    
 
  

bulunur ki toplam sonlu ve      
    

  olduğu da kullanılırsa 

    
     

    
          

       
    

          
         

    
          

      

         
    

            
    

              
    

          

         
    

       
           

    
           

    
      

elde edilir. Yani  

       
 
 
        

    
    ,         

 
 
         

    
    , 

         
 
 
         

    
    , ...,         

 
 
         

    
      

şeklindedir. Böylece kısmi toplamlar dizimiz 
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            olduğundan     için limit alınırsa 

                  
 

   
  

    
               

    
        

    
    

      

elde edilir. 

                                       
    

   
  

    
      

 

   
  

    
       

                      
   

   
  

    
      

    

     
   

    
 
 

     için      dır  

Böylece       kısmi toplamlar dizisi düzgün yakınsak elde edilir. Dolayısıyla  

         
 
  

       serisi   üzerinde düzgün yakınsaktır. Yani  

   
    

              
  

       
 
          

 
 
    

    

 Benzer şekilde                           
  olduğu gösterilebilir.  
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EK 3. Bu bölümde    
   

    
           ile     

      
    

              

serilerinin düzgün yakınsaklığı gösterildi. Gerçekten  

         için    
   

    
            

    
    

 
 

 ve 

    
   

    
                

    
    

              
    

 
 

     
 

     

sağlanır. Diğer yandan       
 

    serisi        için yakınsak olduğundan Weierstrass 

M-testinden     
   

    
          serisi düzgün yakınsaktır.      

   
  olduğundan 

  
    

        
      

          
 
      

   
    

            

terim-terime türetme gerçeklenir. 

Benzer şekilde 

         için    
      

    
                

       
    

 
 

 ve 

     
      

    
                    

       
    

            

                                                              
    

 
 

     
    

     

elde edilir.       
    

    serisi        için yakınsak olduğundan Weierstrass M-

testinden     
      

    
               serisi düzgün yakınsaktır. Ayrıca      

   
  

olduğundan 

  
    

         
      

    
              

 

     
      

    
               

terim-terime türetme gerçeklenir. Sonuç olarak  yakınsamalar düzgündür ve      
   

  

dir. Benzer şekilde                          
  olduğu gösterilebilir.  
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