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OZET

NEUTRAL FONKSiYONEL DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN DERECE
TEORISI ILE COZUMUNUN VARLIGI PROBLEMI

TOPAL, Hayri
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani : Dog. Dr. Ali SIRMA
Temmuz 2014, 101 sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Tezin ilk boliimiinde neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin periyodik
¢Ozlimiiniin varligmin incelenmesi konusunda literatiirde yapilan bazi caligmalar
hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde tezin sonraki bdliimlerinde kullanilacak olan bazi temel tanmm,
teorem ve On bilgilere yer verilmistir.

Ucgiincii bdliimde neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerle ilgili olarak
D ve D, operatorlerinin bazi 6zellikleri arastirildi.

Dordiincii bolimde ¢oklu sapma argiimanli  neutral fonksiyonel diferansiyel
denklemlerle ilgili olarak D ve D, operatorlerinin bazi 6zellikleri arastirildi.

Besinci boliimde neutral diferansiyel denklemlerin periyodik c¢oziimlerinin
varligi Mawhin'nin siireklilik teoremi ve iiglincii ve dordiincii boliimde elde edilen D,
D, ve D, operatoriiniin 6zellikleri kullanilarak incelendi.

Son boliimde ise calismada elde edilen sonuglar yorumlanmustir.

Anahtar kelimeler: D operatorii, Mawhin'nin stireklilik teoremi, neutral

fonksiyonel diferansiyel denklemler, periyodik ¢6ziim






ABSTRACT

EXISTENCE PROBLEM OF SOLUTION OF NEUTRAL FUNCTIONAL
DIFFERENTIAL EQUATION WITH DEGREE THEORY

TOPAL, Hayri
Msc Thesis, Mathematic Science
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ali SIRMA
July 2014, 101 Pages

This study consists of six chapters.

In the first part of the thesis, the investigation about of the existence of periodic
solutions of neutral functional differential equations and some information about the
relevant studies in the literature are given.

In the second part of the thesis, some basic definitions, theorems and
preliminaries are given.

In the third chapter some properties of the operators D and D; in view of neutral
functional differential equations were investigated.

In the fourth chapter, some properties of the operators D and D, in view of
neutral functional differential equations with multiple deviated arguments were
investigated.

In the fifth chapter, the existence of periodic solutions of neutral differential
equations were investigated by using Mawhin’s the continuation theorem and using the
properties of the D, D, and D, operators obtained in 3rd and 4th chapters.

In the last chapter, the obtained results have been summarized.

Key words: D operator, Mawhin's continuation theorem, neutral functional

differential equations, periodic solution.
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1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRISLERI

Cevremizde gelisen olaylar ve bagli olduklar1 sistemler hakkinda bilgi sahibi
olmak, anlamak ve yorumlamak bilimsel yonden olduk¢a 6nemlidir. Uygulamali bilim
dallarmm pek cogunda; Ornegin fizik, matematik gibi bir ¢ok alanda ele alinan
problemlerin matematiksel modellemesine bir diferansiyel denklem karsilik
gelmektedir.

Bilindigi gibi adi diferansiyel denklemler ile olusturulan bir modeldeki degisim
oranmi ge¢misteki durumdan bagimsiz olup sadece o andaki zamana baghdir. Halbuki,
tutarlt bir matematiksel modelde gercek durum bdyle degildir. Pek ¢ok fiziksel olayda
bir sistemin su anki durumu gegmis durumuna bagli kalarak ifade edilir. Yani, bir ¢ok
uygulama, fiziksel sistemlerdeki degisim oraninin sadece bugilinkii zaman ve duruma
bagli olmadigini, ayn1 zamanda geg¢mise de bagli oldugunu gostermektedir.

Model kurarken bu tiir gecikmeler de hesaba katilirsa olusturulan yapilar adi
diferansiyel denklemden farkli olup "delay, neutral, advanced" seklinde smiflandirilan
diferansiyel denklemler karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu tiir denklemler Iliteratiirde ilk kez on sekizinci yiizyilin ikinci yarisinda
Kondorse (1771) calismasinda rastlanmasi ragmen, gecikmeli diferansiyel denklemler
1950 yilindan sonra A.D. Myshkis, R. Bellman tarafindan sistematik olarak
incelenmeye baslanmis ve daha sonraki yillarda L.E. El'sgol'ts, N.N. Krasovskii, J.Hale
ve digerlerinin yaptiklar1 ¢alismalar ile bu konunun gelisimi hizlanmistir. Gecikmeli
diferansiyel denklemlerin fiziksel ve biyolojik sistemlerde bir¢ok uygulama alanina
sahip olmasi da bu teoriyi matematigin en hizli gelisen dallarindan biri haline
getirmistir.

Kabul edilecegi gibi adi diferansiyel denklemlerin veya gecikmeli diferansiyel
denklemlerin ¢ozlimlerinin varligi, tekligi gibi niteliksel davranislarini belirlemek
onemli oldugundan pek c¢ok arastirmaci tarafindan adi diferansiyel denklemler ve
gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in periyodik ¢oOziimlerinin varligi iizerine olan
caligmalarinda, derece teorisinin 6zellikle adi diferansiyel denklemlere uygulamalarina
yaptigi katkilarla tanmmig J. Mawhin nin Siireklilik Teoremi (Mawhin's continuation

theorem) kullanildi.



Derece teorisi, lineer olmayan analizin uygulanabilir bir alan1 olup baska bir
amact da; f, E Banach uzaymin A alt kiimesinden E ye bir tasvir olmak iizere,
f(x) = p seklindeki denklemlerin ¢oziimiiniin varhigi ile ilgili sonuglara ulagmaktir. Bu
denklemin ¢6ziimiiniin varligi cogunlukla derecenin hesaplanmasiyla elde edilir.

Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler i¢in periyodik ¢dziimiin varligi
iizerine olan ¢caligmalar daha az sayida arastirmaci tarafindan ele alindig1 goriilmektedir.
Bunun sebeplerine bakildiginda karsimiza iki sebep ¢ikmaktadir. Oncelikli olarak X
Banach uzay1 ve Q © X acik smirl bir alt kiimesi olmak iizere 2 kiimesi iizerinde lineer
olmayan N operatorii i¢in L-Kompakt operatorii belirlemenin zorlugu ikinci olarak da
¢Oziimiin muhtemel veya miimkiin smirlarmi tahmin etmenin kolay olmamasi
Mawhinnin siireklilik teoremi kullanmak arastirmacilar i¢in daha az tercih sebebi
olmustur.

Calismamizda neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler ile ilgili olan lineer D
ve D, operatorleri ile lineer olmayan D; operatoriiniin 6zellikleri arastirildi. Elde edilen
ozellikler kullanilarak ve Mawhin nin siireklilik teoremi yardimiyla neutral fonksiyonel
diferansiyel sistemler i¢in periyodik ¢Oziimiin varligi problemi arastirildi. Elde edilen
sonugta D operatorii kararli olmas1 gerekmemekte, kararsiz olmasi halinde de herhangi
bir periyodik ¢dziimiiniin siirekli tiireve sahip oldugu goériilmektedir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler iizerine pek ¢ok ¢alisma mevcuttur. Ozellikle
yirmici yiizyilin ikinci yarisindan itibaren gecikmeli diferansiyel denklemler iizerine
olan caligmalarda hizli bir artig goriilmektedir.

Belmann ve Cooke (1963), birinci mertebeden sabit katsayili gecikmeye sahip
diferansiyel fark denklemleri iizerinde ¢alismislardir. Belmann ve Cooke ¢alismasinda
gecikmeli (retarded), neutral diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligini gostermis,
Laplace yontemiyle ¢coziimlerini ele almiglardir. Yine birinci mertebeden sabit katsayili
gecikmeli  diferansiyel denklem sistemlerini ve lineer olmayan durumlari
incelemislerdir. Driver (1977), gecikmeli diferansiyel denklemleri genisletmis,
coziimlerinin varlik ve teklik teorilerini vermistir. El’sgol’ts ve Norkin (1971),
stochastik (olasilikll) gecikmeli diferansiyel denklemlerin kararliligini incelemis ve
gecikmeye sahip denklemlerin kararli ¢oziimlerini ele almislardir.

Hale ve Lunel (1993), fonksiyonel diferansiyel denklemlerin karakteristik

denklemlerini ele almis ve ¢Oziimlerin 6zelliklerini, otonom ve periyodik siirecleri



incelemis, neutral gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6zelliklerini vermislerdir.
Hale (1977), neutral tipli denklemleri operator araciligi ile incelemis, ozelliklerini
ortaya koymus ve neutral denklemler kuramui ile ilgili temel teoremler ve uygulamadan
ilging Ornekler vererek arastrmacilarin bu konuya ilgilerinin yogunlasmasini
saglamigtir. Hale (1963), sabit katsayili lineer fonksiyonel diferansiyel denklemlerin
temel 6zelliklerine yer vermistir.

Kuang (1993), popiilasyon dinamiginde gecikmeli diferansiyel denklemleri
ortaya koymus ve neutral tipli gecikmeli diferansiyel denklemlerin modellemelerine yer
vermistir. Diekmann, Van Gils, Lunel ve Walther (1995), sonsuz boyutlu dinamik
sistemlerin matematiksel teorisini vermisler, modellerin siniflandirilmasini, yani, bu
modellerin gecikmeli diferansiyel denklemlerle tanimlanmasini géstermislerdir. Bellen
ve Zennaro (2003), gecikmeli diferansiyel denklemleri genel olarak incelemis ve bu
denklemlerin sayisal ¢Oziimleri iizerine yontemler vermislerdir. Erneux (2009) ise
calismasinda gecikmeli diferansiyel denklemlerle yapilan modellemelere yer vermistir.

Yakin donemin ¢aligmalarina bakildiginda; Fan ve Wang (2000), kararli fark

operatériic D nin Ozelliklerden yararlanarak bazi sabit nokta teoremleri ile
%D(xt) = f(t,x;) denkleminin periyodik ¢oziimiiniin varlig1 problemi lizerine ¢alist1.

Ayrica ¢aligmalarinda sonlu veya sonsuz gecikme argiimanli D operat6r tipli konveks
neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler ve sonlu gecikme argiimanli hiperneutral
fonksiyonel diferansiyel denklemleri inceleyerek periyodik ¢Oziimiin varhigi smirli
¢Ozlimiin varhigin1 gerektirdigi sonucunu elde ettiler.

Lu ve Ge (2003), fark operatorii D nin kararsiz olmasi halinde Mawhin'nin
stireklilik teoremi kullanilarak neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin periyodik
¢ozlimleri i¢in varlik kriterleri olusturdu. Ayrica Lu ve Ge (2004), ortiisen derece
teorisinin (coincidence degree theory) genel siireklilik teoremi (generalized continuation

theorem) kullanilarak
:—:2 (x(t) + Cx(t — r)) + %grad F(x(t)) + grad G (x(t — T(t))) = p(t)
formundaki gecikme arglimanli ikinci mertebeden neutral diferansiyel sistemi i¢in z(t)

ve r gecikme arglimanlarma bagl periyodik ¢6ziimiiniin varlig1 lizerine yeni sonuglar

elde etti. Lu ve ark. (2004),
(x(®) + cx(t = &))" + fF(x'(®) + g(x(t — 1)) = p(®)



seklindeki gecikme arglimanli neutral diferansiyel denklemini iizerine ¢aligma yaptilar.
onceki yapilan caligmalar genisletilerek Ortiisen derece teorisinin siireklilik teoremi
kullanilarak denklemin periyodik ¢dziimiiniin varligi lizerine bazi1 yeni sonuglar ifade

ettiler. Lu ve Ge (2004),
L) = By cult — 1) = F (@) @) + alOg(u(®)
+27-1 Bi()g (u (t - Vj(t))) +p(t)

seklindeki ikinci mertebeden ¢ok gecikmeli neutral fonksiyonel diferansiyel denklem
icin Ortlisen derece teorisisinin siireklilik teoremi kullanilarak denklemin periyodik
¢cOziimiiniin varlhigini incelediler ve ayrica lineer fark operatdrii D nin kararli olmasi

gerekmedigini gosterdiler. Fan ve ark. (2005), sonsuz gecikme argiimanl
%D(xt) = f(t,x;) seklindeki neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin periyodik
¢oziimiiniin varhgi i¢in Horn sabit nokta teoremini kullandilar. Denklemin periyodik
¢oziimiiniin varhigi i¢in yeni kriterler belirlediler. Liu ve Huang (2006; 2007),

(x(®) + Bx(t — 8)) = g1 (£, x(©) + g2 (£, x(t — 7)) + p(t)

(x(0) + Bx(t — )" = cx'(t) + g (x(t - 7())) = p(1)
birinci mertebeden ve ikinci mertebeden neutral fonksiyonel diferansiyel denklemler
icin periyodik ¢oziimiiniin varlik ve tekligi tizerine yeni sonuglar belirlemek i¢in Ortiisen

derece teorisini kullandilar. Wang ve Lu (2007),
(x(t) + Bx(t — )" = f(x(®)x'(®) + g (J°, x(t + s)da(s)) = p(t)

seklindeki daginik gecikmeli yiiksek mertebeden neutral fonksiyonel diferansiyel
denklemler i¢cin Mawhin'nin Ortiisen derece teorisi kullanilarak periyodik ¢6ziimiin

varlig1 lizerine yeni sonuglar elde ettiler. Raffoul ve Islam (2007) tarafindan

d d
—x(t) =AOx@®) + 0 (t,x(t — g(t))) +G (t,x(t),x(t — g(t)))
seklindeki bir neutral fonksiyonel diferansiyel denklem i¢in Q(t,x) ve G(t,x,y) strekli

fonksiyonlarma global Lipschitz kosullar1 uygulanarak ve Krasnoselskii sabit nokta

teoremi aracilig ile

e - (tx(t - 9®))} = AW {x(®) - @ (t.x(t - 9®)))}
+A(t)Q (t,x(t — g(t))) +G (t,x(t),x(t — g(t)))

denkleminin periyodik ¢6ziime sahip oldugu gosterildi.



Lu ve ark. (2011) tarafindan lineer D fark operatoriinin yeni Ozellikleri
arastirildi ve bu yeni 6zellikler kullanilarak D operatoriiniin kararsiz olmasi durumunda
neutral fonksiyonel diferansiyel sistemler igin periyodik ¢6ziimiiniin varligi problemi
calisild1.

Lu ve Chen (2012), D,(¢) = ¢(0) — Bp(—1) — h(¢p) lineer olmayan fark
operatdriiniin 6zelliklerini arastirdi ve bu yeni 6zellikler kullanilarak D, fark operator ile
birlikte neutral fonksiyonel diferansiyel sistemler i¢in periyodik ¢6ziimiiniin varligini
inceledi.

Konu ile ilgili olarak ayrica Lu (2008), Ren ve Cheng (2009), Kolmanovskii ve
Myshkis (1999), Kuang (1993), El’sgol’ts ve Norkin (1973), Arino ve ark. (2002), Hale
(1977), Hale ve Lunel (1993), Akhmerov ve ark. (1982), Azbelev ve ark. (2007), Hino
ve ark. (1991) ve Burton (1985) gibi kaynaklara basvurulabilir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. ( Norm ve Normlu Uzay )
X bir K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun.
.1 X > Ry, x> lx]l
donilistimii Vx,y € X ve Va € K i¢in

1) [lx]l=0< x=0;
2) llaxll = lalllxIl;
3) llx +yll < llxll + [yl

ozelliklerini sagliyorsa X tizerinde norm adini alir ve bu durumda (X, ||.]|) ikilisine bir

normlu vektor uzayi adi verilir (Musayev ve Alp, 2000).
Tanim 2.2.

Bir (X,||.]]) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir noktaya
yakinsiyorsa, bu (X, ||.|]) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay1 adi

verilir (Musayev ve Alp, 2000).
Tanim 2.3.

f:R > Rve p > 0 reel bir say1 olsun. Her x € R i¢in f(x + p) = f(x) olacak
sekilde p sayisi varsa f fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir (Schroder, 2007).

Tanim 2.4.

X ve Y iki Banach uzayi, 2 € X ve F: () = Y bir operator olsun. Eger F siirekli
ve F () on kompakt ise F operatoriine kompakt operator denir (Deimling, 2010).



Lemma 2.1.

a pveq1l<p<om, i +é = 1 kosullarin1 saglayan iki say1 olmak tizere
Vx = (x,) €L,y = (y,) €1, icin

syl < (Bpoalal?) o (Belyile) Va (Holder Esitsizligi)
b) Vx=(x,) €l,y= () €l,igin

Oyl v P) e < (S xlP ) o + (SpsilyeP ) /e (Minkowski Esitsizligi)
esitsizlikleri dogrudur (Musayev ve Alp, 2000).

Lemma 2.2.

a) pveql<p<om, % + % = 1 kosullarin1 saglayan iki say1 olmak iizere

Vf,g € Cla, b] igin

1 1
1 )g)lds < (f71f(s)IPds) o (F1g(s)1Pas) fa (Holder Esitsizligi)
b) 1 <p < wolmakiizere Vf, g € Cla, b] igin

(F1£ () + g()IPds)” < (L1 )IPds ) + (J719(s)IPds )" (Minkowski Esitsizligi)

esitsizlikleri dogrudur (Musayev ve Alp, 2000).
Tanim 2.5.

X bir normlu vektor uzay1 ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger Vx,y € X

icin
ITx — Tyl < allx — yl|

olacak sekilde 0 < a <1 sayis1 varsa T ye daralma (biiziilme) fonksiyonu denir

(Soykan, 2008).
Tanim 2.6.

(X, |I. I]) bir Banach uzayi olmak tizere T : X —» X bir daralma fonksiyonu ise o

zaman T nin bir ve yalniz bir sabit noktas1 vardir (Soykan, 2008).



Tanim 2.7.

X ve Z vektor uzaylari, Dom(L) X in bir alt vektor uzayi, L: Dom(L) c X - Z

bir lineer operatér ve P: X — X ve Q:Z — Z lineer izdiisim operatorleri olmak iizere

P L Q L .
P - Dom(L) — Z — Z zinciri tam (exact), yani ImP = KerL ve ImL = kerQ olsun.

Ayrica L nin Dom(L)NKerP ye siirlandiriligin
Lp : Dom(L)NKerP — ImL

seklinde tanimlayalim. Lp bir cebirsel izomorfizm (Gaines ve Mawhin, 1977),

oldugundan Kp := Lp " seklinde tanimlayalim. O halde
Kp : ImL - Dom(L)NKerP
bir cebirsel izomorfizmdir.

Her z,z' € Z i¢in z ~ z' & z — z' € ImL ifadesi Z de bir denklik bagmtisidir.

Bu taktirde z € Z igin bu bagntiya karsilik gelen z nin denklik sinifi
Zz=z+ImL={z+y:yelImL}
olarak yazilir. Boylece
CokerL=Z/ImL={z+1ImL :z € Z}
seklinde tanimlanir.

X ve Z normlu reel uzaylar, 2 c X acik sinirli bir kiime ve 2, 2 nin kapanisi

olsun ve
L:Dom(L)cX—>ZveN: QcX—>Z
operatorleri agagidaki sartlar1 saglasin.

i. L lineer ve ImL de Z nin kapali bir alt kiimesi;
ii. KerL ve CokerL = Z/ImL sonlu boyutlu ve dim KerL = dim cokerlL;
iii. N:0 c X - Z siirekli olmak iizere QN (2) sinirls;
iv.  Kpo =Kp(I—Q) olmak iizere Kp ,N:0 — Z operatorii {2 iizerinde kompakt

olsun.



Tanim 2.8.

(i) ve (ii) sartlarin1 saglayan L : Dom(L) € X — Z operatoriine indeksi sifir

olan Fredholm operatorii denir (Gaines ve Mawhin, 1977).
Tanim 2.9.

(iii) ve (iv) sartlarni saglayan N:Q c X — Z operatoriine L-kompakt
operator denir (Gaines ve Mawhin, 1977).

Teorem 2.1. (F.Riesz)

Cla, b] siirekli fonksiyonlar kiimesi lizerinde siirekli lineer her F fonksiyoneli,

g, [a, b] tizerinde smirli salinimh ve g(a) = 0 olan bir fonksiyon olmak tizere

F(f) = [} f(©)dg(®)
bi¢iminde gosterilir (Musayev ve Alp, 2000).
Lemma 2.3.
@ € Rolmak lizere « = 1ise Vx,y =0 i¢in x* + y* < (x + y)¥ dur.

Ispat: @ = 1 icin esitsizlik asikardir. @ > 1 i¢in denklemin her iki tarafi x # 0 igin

x% ile boliiniirse t = y/x olmak lizere
1+t*<(1+1t)”

esitsizligi elde edilir. f(t) = (1 +t)*—t*—1 ise f'(t) >0 dir. Yani t >0 ise
f(t) > f(0) dir. Boylece 1+ t* < (1 +1t)*.

Ayrica buradan denklemin genel durumu
X%+ x5+ 2, S g xS

seklinde elde edilebilir. m
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2.1. Sapma Argiimanh Diferansiyel Denklemlerin Siniflandirilmasi

Tanim 2.1.1.

Adi diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri sadece t
aninda hesaplanir. Yani bir fiziksel olayr adi diferansiyel denklem yardimiyla
tanimlamak o olaymn gelecekteki durumunu ge¢misteki durumundan bagimsiz olarak
hesaplamak demektir. Halbuki pek cok fiziksel olayda sistemin su anki durumu gegmis
durumuna bagli kalinarak ifade edilir. Bu tiir diferansiyel denklemlerde T > 0 olmak
iizere bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri t — 7 veya t + t aninda hesaplanir. Bu tiir

diferansiyel denklemlere fonksiyonel diferansiyel denklemler denir.

Yani bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyon, argiimanlarmn farkli

degerlerine bagl olarak ortaya ¢ikiyorsa bu tiir denklemler sapma bilesenli diferansiyel

denklem denir (Driver, 1977).
Ornegin;
x'(t) = —2x(t — 1),
(1) = x() —x () +x'(t - 1),
x'(t) = x(O)x(t — 1) + t2x(t + 2),
x"(t) = f(t, x(@®), x" (), x(t — T(t), x'(t — (1)),
x"(t) = —x'(t) —x'(t — 1) — 3sinx(t) + cost
denklemleri birer sapma bilesenli diferansiyel denklemdir.
Tanim 2.1.2.

Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
tirevi sadece t gibi bir bagimsiz degiskene bagli ve bilinmeyen fonksiyon ve
tiirevlerinin denklemde bulunan diger bilesenleri t nin t den Onceki parametrelerine
bagli ise bu tiir bir sapma argiimanl diferansiyel denkleme gecikmeli (delay, retarded)

veya gecikme argiimanli diferansiyel denklem denir.
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Ornegin;
x'(£) = f(&,2(),x(t — 7,.(£)), x(t — T2(1))),
x'(t) =1 — x(t — cos?t),
x"(t) =5x(t—3)—7x(t—2)+3(t— 1),
x"(t) = £(t, x(6), x'(£), x(t — T(£)), x'(t — T(t)))
denklemleri T(t) > 0 i¢in gecikmeli diferansiyel denklemlere birer Grnektir.

Eger bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek mertebeden
tirevi sadece t gibi bir bagimsiz degiskene baglhh ve bilinmeyen fonksiyon ve
tirevlerinin denklemde bulunan diger bilesenleri t veya t den daha ilerideki
parametrelerine bagl ise bu tiir bir diferansiyel denkleme ileri argiimanli diferansiyel

denklem denir.
T, <0ver, <0icin
x'(t) = f(t,x(@®), x(t — 11), x(t — 13)),
x'(t) = f(t,x(t),x(t + T(t))), 7(t) =0
denklemleri ileri argtimanli diferansiyel denklemlere drnektir.

Bu tiir denklemlerin disinda kalan denklemler ise neutral diferansiyel denklemler

(differential equations of neutral type) olarak adlandirilir.
Ornegin;

1
(t+1)

x'(t) =— x'(t—1) + x(t — 2) + 5sint,

x'(t) = f(t,x(t), x(t — 7(2)), x'(t — 7(t))),

x"() = (6, x(®), %' (©), x(t — 7(6)), x' (¢ = 7(£)), x"' (t = 7(1)))

denklemleri neutral tipten sapma argiimanl diferansiyel denklemlerdir.
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2.2. Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Temel Teorisi

Verilen a, B (a < B) sayilar1 igin C([a, B], R™) ile [a, B] kapali araligindan R™
iizerine tanimlanmis olan siirekli fonksiyonlar uzayini gosterelim. Bu uzayda verilen
herhangi ¢ € C([a, B],R™) fonksiyonunun normunu ||@|| = supg<g<ple(0)| olarak

tanimlayalim. Bu norm altinda C([a, 8], R™) fonksiyon uzay1 bir Banach uzayidir.

r>0,0€ER veA=0 i¢in C(Jo—r,0+A),R") ve C=C([-r,0],R") sirasiyla
[0 —r,0 +A) dan R™ ye ve [—r, 0] dan R™ ye tanimlanmus siirekli fonksiyonlar uzay1

olsun.

Simdi keyfi x € C([o — r,0 + A), R™) siirekli fonksiyonu alinsm. Bu x stirekli
fonksiyonundan yeni siirekli fonksiyonlar elde edilecektir. Soyle ki her t € [0,0 + A]

i¢in
[o,0 + A] > R"
t - x;
oyle ki 8 € [—r, 0] olmak tizere
x¢: [-r,0] > R
x:(0) = x(t+ 0)

x; fonksiyonu aslinda x fonksiyonunun bir kesitidir. Yani x, fonksiyonunun deger

kiimesi x fonksiyonunun deger kiimesinin bir alt kiimesidir (Sekil 1.1).
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Sekil 1.1. x fonksiyonundan x;, fonksiyonuna gegisin geometrik yorumu (Kolmanovskii
ve Myshkis, 1999).

NcRxC ve f:02 - R" bir fonksiyon ve "' " ile x fonksiyonunun sag

tiirevini gosterelim. Bu tanimlar altinda

x'(t) = f(t, xe) (2.2.1)

diferansiyel denklemine gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem (Retarded
Functional Differential Equation, REDE(f) ) denir (Kuang, 1993).

Eger f(t,x.) = L(t,x;) + h(t) esitliginde L(t,x.), x; ye gore lineer ise (2.2.1)
denklemi lineer, h(t) = 0 ise lineer homojen, h(t) % 0 ise lineer homojen olmayan

denklem denir.

Ayrica f(t,x;) = f(x,) ise yani f, t ye bagh olmayan bir fonksiyon ise otonom

ve diger durumlarda otonom olmayan denklem olarak adlandirilir (Kuang, 1993).
Tanim 2.2.1.

N c R X C kompakt bir kiime f:£ — R"™ olmak tizere her (t,¢;) €02, i = 1,2
icin |f(t, 1) — f(t, Po)| < k|, — ¢p,| esitsizligi saglanacak sekilde bir k > 0 sayisi
varsa f (t, ¢p) fonksiyonu ¢ tizerinde Lipschitz kosulunu saglhyor denir (Kuang, 1993).
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Tanim 2.2.2.

to=0 ve ¢ € C([-r,0],R™) fonksiyonu H >0 i¢in |l¢|| <H kosulunu
saglayan bir fonksiyon olsun. Eger herhangi A > 0 sayis1 i¢in asagidaki kosullar
saglaniyorsa x.(ty, @) fonksiyonuna baslangi¢ fonksiyonu ¢ fonksiyonu olan (2.2.1)

denkleminin bir ¢6ziimiidiir denir.

i.  to<t<ty,+ A olacak sekilde her bir t sayisi i¢in x.(t,, @) € C([—7, 0], R™)
fonksiyonu tanimli ve ||x.(ty, @)|| < H dur.

i x., (6o, 0) = .

iii.  x.(ty, @) fonksiyonu (2.2.1) denklemini her bir t, <t <t,+ A igin saglar
(Hale, 1963).

Eger t, = 0 ise x(t,, @) fonksiyonu x(¢) ile gosterilir.

f(t, @) fonksiyonu ¢ fonksiyonuna gore siirekli ve Lipschitz kosulunu sagliyor
ve t degiskenine gore de siirekli ise (2.2.1) denkleminin bir ¢oziimii vardir ve bu ¢dziim
her bir ¢ baslangi¢ fonksiyonu i¢in tektir. Ayrica x(t,, @) fonksiyonu ¢ fonksiyonuna
stirekli olarak baghdir (Hale, 1963).

(2.2.1) denkleminde f(t, @) = f(¢) fonksiyonu homojen ve toplanabilir ise
yani lineer ise denklemimize sabit katsayili lineer fonksiyonel diferansiyel denklem
denir (Hale, 1963).

Tanim 2.2.3.
N cRXxCvef:0 — R"siirekli bir fonksiyon,
x'(t) = f(t,x,) (2.2.2)
gecikmeli fonksiyonel diferansiyel denklem ve ¢ € C = C([—r, 0], R™) olsun.

VteRigin f(t,0) =0 olsun. Eger her c € R ve € > 0 igin § = 6(a,&) > 0
vardir 6yle ki ¢ € B(0,6) olmak lizere t = o i¢in x.(0,¢) € B(0,¢) ise (2.2.2)

denkleminin x = 0 ¢6ziimii kararhdir denir.
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Eger denklemin sifir ¢6ziimii kararli ve 3 by = by(0) > 0 vardir oyle ki
¢ € B(0,by) olmak tlizere t — o iken x(a,¢)(t) — 0 ise (2.2.2) denkleminin x =0
¢O6ziimii asimptotik kararlidir denir. § = §(€) ise yani §, ¢ dan bagimsiz ise (2.2.2)

denkleminin x = 0 ¢6zlimii diizgilin kararlidir denir (Hale,1977).

Neutral gecikmeli diferansiyel denklemlerin genel smiflandirmasimin tanimai i¢in

"atomik" (atomic) tanimina ihtiya¢ vardir. Simdi bu tanim1 verelim.

X ve Y birer Banach uzayi, L(X,Y) ile X den Y ye tanimh tiim smirh lineer
operatorlerin Banach uzay1 gosterilsin. A € A i¢gin L(1) € L(C, R™) olsun. Bu taktirde
Riesz Temsil Teoreminden 7, elemanlar1 [—r,0] iizerinde tanimli smirhi salinimh

(n x n) matris fonksiyonu vardir ki
LD@) = [° ¢(8)dgn(4,6)
ifadesi gecerlidir. Burada f_or $(0)dgn(A,0) Riemann-Stieltjes integralini ve dg
integral degiskeninin 8 oldugunu gostermektedir (Kuang, 1993).
Tamm 2.2.4.
B € R olmak iizere
A4 B, L) =14, B) —n(4,B7)

matrisi 1 = A, noktasinda singiiler degilse L(1), A, noktasinda B da atomiktir denir.
Eger A(A,B,L) matrisi K c A kiimesi tizerindeki her noktada singiiler degilse bu
taktirde L(1), K kiimesi lizerinde f da atomiktir denir (Kuang, 1993).

Bu tanim sadece lineer doniisiimler i¢in gegerlidir. Simdi asagida lineer olmayan

doniisiimler i¢cin de gecerli olan tanim verelim.
Tamim 2.2.5.

Kabul edelim ki 2 ¢ Rx C ve D: 2 — R"™ olsun. Eger D(t, ¢) siirekli ve ¢ ye
gore lineer, birinci ve ikinci Frechet tiirevleri mevcut ise D ye £2 iizerinde 8 da atomiktir

denir.
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Eger D(t, ), ¢ ye gore lineer, (t, ) ye gore siirekli ve

D(t,d) = [° $(6)dgn(2,6)

ise 0 zaman A(t, ¢, B) = A(t, B) dir, yani A(t, ¢, B), ¢ den bagimsizdir. Bu durumda
eger Vt € R igin det A(t, B) # 0 ise D(t,¢), R X C lizerinde f da atomiktir.

Ornegin B € [—7,0) olmak {izere

D(t, ¢) = ¢(0) + B()$(B)

olsun. Bu durumda A(t, B) = B(t) dir. Eger Vt € R i¢in detB(t) # 0 ise D(t,¢),
R X C iizerinde B da atomiktir. Ayrica A(t,0) =1 ise D(t,¢), Vt € R i¢in 0 (sifir) da
atomiktir (Kuang, 1993).

2.3. Neutral Tipli Denklemler ve Temel Ozellikleri

Tanmm 2.3.1.

Kabul edelim ki 2 c RXx C ag¢ik bir kiime, f:02 - R", D:2 — R"siirekli

fonksiyonlar ve D, sifir noktasinda atomik olsun. Bu durumda

DX = ftx) (23.1)

bagintis1t Neutral Fonksiyonel Diferansiyel Denklem, (NFDD(D, f)) ve D fonksiyonu
da NFDD(D, f) i¢in fark operatorii olarak adlandirilir (Hale, 1977).

Tanim 2.3.2.

(2.3.1) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi (NFDD(D,f)) verilsin.
Egerc € R,A > 0i¢in

x€C(o—r,0+A4),R"), (t,x)€EN, te€]lo,o+A),

ve D(t,x;) fark operatorii siirekli diferansiyellenebilir olacak sekilde [o,0 + A)
tizerinde (2.3.1) denklemini saglayan x fonksiyonuna NFDD(D, f) nin bir ¢dziimii
denir. Verilen 0 ER, ¢ € C ve (og,¢) € 2 i¢cin x(o,¢,D, f) fonksiyonuna (2.3.1)
denkleminin ¢ da ¢ baslangi¢ degerli bir ¢6zlimii denir (Hale, 1977).
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Tanim 2.3.3.

Dy(t, ) ve L(t,¢), ¢ ye gore lineer fonksiyonlar olmak tizere eger D(t, ) ve
f(t,¢) fonksiyonlar1 D(t,¢) = Do(t, ) — g(t), f(t,¢) =L(t,¢)+ h(t) seklinde
yazilabiliyorsa NEDD(D, f) lineer, g = 0 ve h = 0 ise lineer homojen, g Z0ve h £ 0
ise lineer homojen olmayan denklem olarak adlandirilir. D(t, ¢) ve f(t,¢) "t" ye bagh
degilse NFDD(D, f) otonom denklem olarak adlandirilir (Hale, 1977).

Ornek 2.3.1.

V¢ € C icin D(¢p) = ¢(0) ise D, 0 (sifir) da atomiktir. Béylece f:02 — R"
stirekli fonksiyonu i¢in (D, f) bir NFDD tanimlar. Sonug¢ olarak bir gecikmeli
fonksiyonel diferansiyel denklem neutral fonksiyonel diferansiyel denklemdir (Hale,
1977).

Simdi tanimlanan D operatoriiniin 0 (sifir) da atomik oldugunu gosterelim.
VO € [-r,0] ig¢in 71, elemanlar1 [—r,0] iizerinde tanimli smirh salimmli matris

fonksiyonu
n(4,0) = (w;,;(9))

(1, i=j ve 6=0 ise
“’ti(e)_{o, i#j ve —r<0<0 ise

seklinde tanimlansin. Ayrica P, = {t,, t;, t; ..., t,,} kiimesi de

—r=ty< t; < t, <.+ <t, =0 olmak tlizere [—r,0] iizerinde herhangi bir

parcalanis olsun. Bu taktirde

n10(t) () — (A t521)] = P(t,) = ¢(0)

oldugundan
I2. $(0)dgn(2,6) = lim noco o1 9(t)[(2 ) = (2, 45-1)]

= lim n-o ¢(0) = ¢(0)

IPll—0

elde edilir.
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Diger yandan
A(t,60) =n(t,0%) —n(t,67)
matrisi & = 0 degeri igin
A(t,0) =n(t,0%) —n(t,07) =71, 0%) = w;;(07)

1, i=j

elde edilir ki w;;(0%) = {, (e

oldugundan A(t,0) = I,,,, birim matrisidir.
det A(t,0) = det(I,,x,,) = 1 # 0 oldugundan D operatorii O (sifir) da atomiktir.
Ornek 2.3.2.

r >0, B = [b;j]n.m Sabit bir matris, D(¢) = ¢(0) — Bp(—r) ve f:02 > R"
stirekli fonksiyonlar olmak iizere (D, f) ¢ifti bir NFDD tanimlar. Yani,

% [x(t) — Bx(t — )] = f(t,x,)

denklemi bir NFDD dir (Hale, 1977).

Simdi de verilen 6rnegimiz i¢in D operatoriiniin 0 (sifir) da atomik oldugunu

gosterelim. 8 € [—r, 0] olsun ve

n(4,6) = (w;,(6))

1 0=0 ve i=j
w; j(8) = by 6 =—r ve i#j
0 diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. B, = {to, t;, t ..., tp} de —r=t,; < t; < t, <+ <t, =0
olmak tizere [—7, 0] lizerinde herhangi bir pargalanis olsun. Ayrica B sabit bir matris

oldugundan 7, elemanlar1 [—7, 0] {izerinde tanimli sinirl salmimli matris fonksiyonu-

dur. Bu taktirde
=1 0()[n(4 ) = n(2 ¢-1)] = —p(Edn(t, —) + ¢(0n(t, 0)
=(t, 0)p(0) — n(t, —1)p(t,)
= 1(0) — Bo(t;) = ¢(0) — Bo(t,)
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oldugundan

[°. ¢(8)dgn(2,6) = lim aoes %o @(5)[0(2, ) = (2, 6-0)]

|P||-0

= lim n-w [(;b(O) - B¢(t1)]

lPll—0

elde edilir. Diger yandan ||P|| - 0 iken t; » t, olur ki ¢ siirekli oldugundan
¢(t1) = ¢(ty) = ¢(—7) olur. O halde

lim n-w [¢(0) — B¢ (t1)] = ¢(0) — Bp(-1)

IP]|—0

yani
12 $(0)dgn(2,8) = $(0) — Bp(~1) = D(¢)
elde edilir. Boylece

A(t,0) =n(t,07) —n(t,07) = Lixy

A(t,0) = I,xp, birim matrisidir. det(l,x,,) # 0 oldugundan D operatorii 0 (sifir) da

atomiktir.
Ornek 2.3.3.

r > 0, x skaler, D(¢) = ¢(0) — p?(—7) ve f:2 - R" siirekli bir fonksiyon
olmak tizere (D, f) ¢ifti bir NFDD tanimlar. Yani

= [x(®) = x2(t =] = f(tx)
denklemi bir NFDD tanimlar (Hale, 1977).

Teorem 2.3.1.

0 €ER, ¢ € C olmak lizere eger 2 € R X C de agik bir kiime ve (g,¢) € 1 ise
bu taktirde NFDD (D, f) nin (g, ¢) boyunca bir ¢6ziimii vardir (Hale, 1977).
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Teorem 2.3.2.

N cR XC acik ve f:02 - R" 2-nin kompakt kiimesi tlizerinde ¢ ye gore
Lipschitz kosulunu saglyorsa bu taktirde her (g, ¢) € 2 igin NFDD(D, f) nin (o, ¢)
boyunca tek bir ¢6ziimii vardir (Hale, 1977).

2.4. Sonlu Boyutlu Derece Teorisi
Bu boliimde Degla’nin 1997 yilindaki ¢alismasindan yararlanilarak Brouwer

derecesinin tanimi, kabul edilebilir {iclii olma sarti, Brouwer derecesinin bazi temel

ozellikleri ve Brouwer derecesinin hesaplanmasi verilmistir.
Tamm 2.4.1.

D c R™ agik smirh bir kiime, f € C(D) olsun. Eger f (x,) = p olacak sekilde en
az bir x, € dD noktasi varsa p € R™ noktasina f nin smir goriintiisii denir (Degla,

1997).
Tamm 2.4.2.
f € C*(D) olsun. Eger
]f(xo) =0
fx))=p

sistemini saglayacak en az bir x, € D noktasi varsa, p € R™ noktasma f nin kritik nokta

goriintiisii denir (Degla, 1997).
Tanim 2.4.3.

f€C(D) ve p €R™ alinsin. Eger p noktast f nin smir goriintiisii degilse
(f, D, p) uglisiine kabul edilebilir ti¢lii denir (Degla, 1997).
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Tamm 2.4.4.

f € CY(D), p € R™ almsin ve p noktas1 f nin ne smir goriintiisii ne de kritik

nokta goriintiisii olsun.

Bu taktirde, f nin D ye gore p noktasindaki derecesi;

Zfo_l(p) Sgn]f(x) ) ffp)+0
d(f,D,p) =
0 , fff) =0

seklinde tanimlanir. Burada f~1(p) = f~1({p}) (Degla, 1997).
2.4.1. Sonlu Boyutlu Derecenin Ozellikleri
Bu boliimde sonlu boyutlu derecenin 6zellikleri Degla (1997) dan yararlanarak
verilmektedir.
Teorem 2.4.1.1. (Toplanabilirlik Ozelligi)

i =1,2,...,molmak tizere D; kiimeleri, birbirleriyle ikiserli kesisimleri bos
kiime olan R™ nin ag¢ik ve sinirlt bazi alt kiimeleri olsun. Eger D = U2, D;, f € C (5)

vep €ER" — f(dD)isei = 1,2,...,mi¢in (f, D;, p) ticliileri kabul edilebilir tiglilerdir
Ve
d(f,D,p) = Xi=, d(f, D;, p)
dir (Degla, 1997).
Teorem 2.4.1.2. (Cikartma Ozelligi)

f € C(E) ve p € R" — £(dD) alnsin. p & f(K) olmak iizere K = D kompakt
olsun. Bu taktirde (f, D — K, p) tgliisii kabul edilebilir tiglidiir ve

d(f,D,p) = d(f,D _K'p)

dir (Degla, 1997).
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Sonuc 2.4.1.1. (Cikartma- Pargalama Ozelligi)

fec(D), D,nD,=0 , D, # @, D, # @, olacak sekilde D; ve D, kiimeleri
D nin agik alt kiimeleri olsun. Bunun yaninda kabul edilsin ki p & f (5 — (D, U Dz))

olsun. Bu taktirde (f, D, p), (f, D1, p) ve (f, D,,p) tgliileri kabul edilebilir tigliilerdir ve
d(f,D,p) = d(f,Dy,p) + d(f, Dy, p)

esitligi saglanir (Degla, 1997).

Teorem 2.4.1.3. (Varlik Teoremi)

f € (D) vep € R™ — f(dD) alinsin. Kabul edilsin ki d(f, D, p) # 0 olsun. Bu
taktirde 3x, € D Oyle ki

flxo) =p
dir (Degla, 1997).
Teorem 2.4.1.4. (Homotopi Altinda Degismezlik Ozelligi)
H:[0,1] XD - R™

siirekli bir fonksiyon olsun ve H,(x) = H(t,x) seklinde tanimlansmn. p € R™ dyle ki
vt € [0,1] ve Vx € 0D igin

H(t,x) #p

olsun. Bu taktirde Vvt € [0,1] i¢in (H., D,p) Ugliileri kabul edilebilir tgliilerdir ve t
degiskeni [0,1] araliginda degisirken d (H,, D, p) sabittir.

Ozel olarak
d(HO' D' p) = d(Hli D, p)

olur (Degla, 1997).



3. NEUTRAL FARK OPERATORLERI

3.1. Lineer Fark Operatorii

Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerle baglantili olan D operatoriine ait
ozellikler Lu ve ark. (2011) tarafindan incelendi. Bu bolimde Lu ve ark. (2011)

tarafindan elde edilen sonuglar verilecektir.

= D(x) = f(t,x,) (3.1)
neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini (NFDD(D, f) ele alalm.

Bu denklemde x.(0) =x(t+6), 6 €[—-1,0], 7>0 sabit bir sayidir.
D:C([-7,0],R™) > R" lineer, siirekli ve sifir da atomik, her ¢ € C([—t,0], R")
fonksiyonu i¢in f(t + w, ) = f(t, @) periyodik, f € C(R x (C[—7,0], R™), R™) ve
N c C([—7, 0], R"™) smnirh kiimesi i¢in £ ([0, w] X 2) kiimesi R" de smirlidir.

D operatorii
D:C([-7,0,R") > R",  D(¢) = ¢(0) — Bo(-71) (3.2)
seklinde olsun. Burada B = [b;],n reel degerli bir matris, T > 0 bir sabittir.
Tanim 3.1.
D:C — R" lineer, siirekli, sifir da atomik ve Cp, = {¢p € C: D¢ = 0} olsun. Eger
Dy, =0,t>0, yo =9 € (p

homojen "fark" denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik olarak kararli ise D

operatorii kararhidir denir (Hale, 1977).
Teorem 3.1.

N c C([-1,0],R™) agik ve D kararh ise (3.1) denklemi i¢in herhangi bir

w-periyodik ¢ozliimii siirekli birinci tiireve sahiptir (Hale, 1977).
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Burada s0yle bir soru akla gelmektedir. D operatorii kararsiz olmas1 durumunda

(3.1) denkleminin herhangi bir periyodik ¢6ziimii siirekli birinci tiireve sahip midir?

3.1.1. D-operatériiniin 6zellikleri
a=(a,a,,..,a,)T €C* kompleks vektdr ve |a|= (Z?zllailz)l/Z,
1/
H = [hyj]nxn kompleks matrisi ve |H| = (X%, ;-‘=1|hij|2) ? olsun.
Co = {x:x € C(R,R™),x(t + w) = x(t),Vt ER} |@lc, = max,epowile®)l,

Cl ={x:x € C*(R,R"), x(t + w) = x(t),Vt € R} lplcy = max{lgalcw, |g0'|cw},

P, ={x:x € C(R,C),x(t + w) = x(t)} lol., = maxiepo,w @I,
P} ={x:x € CY(R,C),x(t + w) = x(t)} ol = max{lgoloo, |<p'|oo},
T, ={x = (x1,X3, .. Xp):x; EP,, i = 1,2,...,n} lx|7, = max,e[owlx(®)],
Tr ={x = (x,xp, ..x):x; €EPLi=12,..,7n} |x]73 = max{lxITw, |x'|Tw}.

c, C P, P, T,ve T} tanimlanan normlara gore birer Banach uzaylaridir. (3.2) de

verilen D operatoriiniin tanimmdan

D(x;) = x,(0) — Bx;(—1) = x(t) — Bx(t — 1) (3.3)
seklinde yazilabilir.
A:C, - C,, [Ax](t) = x(t) — Bx(t — 1) (3.4)

olmak iizere herhangi h € C,i¢in

D(x;) = h(t) (3.5
fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢éziimiiniin varhgt,

[Ax](t) = h(t) (3.6)

fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢éziimiiniin varligma denktir.
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Boylece (3.5) denklemi igin siirekli w-periyodik ¢oziimiiniin varligini

aragtirmak i¢cin (3.6) nin siirekli w-periyodik ¢6ziimiine sahip oldugunu gostermek

yeterlidir. Diger yandan B = [b;j],,n reel degerli bir matris oldugundan, kompleks

degerli U matrisi vardir dyle ki

UBU™! = E, = diag(y, Jo ., J})

Jordan normal matrisidir. Burada her bir J; ;

4 1 0 0 - 0
/0 A 1 0 - 0\
\0 0 - 0 XA 1/

0 0 0 - 0 A

(3.7)

Yi—1 = n olmak tizere Jordan blok matrisleridir. {1;:i =0,1,2,...,1} kiimesi de B

matrisinin 6z degerlerinin kiimesidir.
vt € [0,w] vei=1,2,...,1i¢in A; doniigimii
AP, - P,
[Aiy]1(@®) = y(¢) = 4iy(t — T)
seklinde olsun. Bu takdirde;

Lemma 3.1.

(3.8)

|A;] # 1 ise A;”*:P, - P, olacak sekilde asagidaki 6zellikleri saglayan A; nin

tersi vardir.

1. Ve € P, i¢cin

) Y s Al et — jo) 2l <1
[A;"e](®) = ‘
—Yiso i Tlet+ G+ D) A4l > 1;
1

2. |la7M < FepHTE

3. e € P,vep =1 olmak iizere

1
|1— 11|

[lA el @) dt <

J, le(®)[Pdt (Lu ve ark., 2011).
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Ispat: i =1,2,..,1 ve t€[0,w] igin A;:P, - P,, [A;yl(t) =y(t) —Ay(t—1)
olsun. Keyfi ye€KerA; alalm. O halde y(t)—A,y(t—1)=0 olur.
|A;] < 1ise, y(t) — A;y(t — 7) = 0 denkleminde (t — t — 7) doniisiimii yapilir ve

y() = A4yt —1)
y(t—1) = A4y(t - 27)

y(t —21) = 4,y(t — 37)

y(t — (k= 1D1) = A;y(t — k1)

denklemler taraf tarafa carpilir ise y(¢) = 1,y (t — k1) elde edilir. |1;| < 1 oldugundan

k — oo i¢in limit alinirsa y(t) = 0 bulunur.

Benzer sekilde |A;] > 1 icin  y(t) — A;y(t — t) = 0 denkleminde (t - t + 1)
doniisiimii yapilir ise y(t) = 4, “y(t + k) bulunur. k — oo i¢in limit alnirsa y(t) = 0
elde edilir. Boylece KerA; = {0} oldugundan A; doniisiimii bire-birdir. Simdi A;

doniistimiiniin 6rten oldugunu gosterelim.

|A;] < 1 ve e € P, olsun. Bu durumda
AilZjz02 et = D] = Ejao Al e(t = jT) = 4 Ejzo A’ e(t = ( + 1)7)
=e(t)
ve diger yandan |4;| > 1 igin
Al=Zjs0t 7 et + G+ DD = = Fjso ki T et + G + Do)
—Ai Zjso i et + G+ Do)
=e(t)

oldugundan A; déniisiimii 6rtendir. Boylece A; " ters operatorii vardir. O halde simdi

[Ai_le] (t) fonksiyonunu bulalim.
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1. Ispatimzi sirasiyla |A;| < 1ve [4;] > 1 degerleri igin ayr1 ayr1 gosterelim.
Eger |A;| < 1ise, y(t) — A;y(t — ) = e(t) denkleminde (t —» t — 7) doniisiimii ile

y(©) =4yt —1)+e®)
y(t—1) =4yt —21)+e(t—1)

y(t—2t) = A;y(t —371) + e(t — 27)

y(t—(k—1D1) =4yt —kt)+e(t— (k—11)

denklemleri elde edilir. Simdi her bir denklem sirasiyla 1, 4;, 4;%, ...,Aik_l carpanlari ile

carpilir ve denklemler taraf tarafa toplanir ise y(¢) = 1,y (t — k1) + TkosAle(t = jo)

bulunur. [2;] < 1 oldugundan k — ci¢in limit alinirsa y(t) = fzolije(t —j7) elde

edilir.

Diger yandan |A;| >1 ise, benzer sekilde y(t)—A;y(t—1) =e(t)

denkleminde (t — t + 7) doniisiimii ile
y(t+1)=2y() +e(t+1)
y(t+21) =, y(t+ 1) +e(t + 27)

y(t+371) = 4,y(t + 27) + e(t + 37)

y(t+kt) =yt + (k—1)1) +e(t + kr)

elde edilir. Her bir denklem sirasiyla A;,7%, 4,72, ., ;% carpanlart ile carpilir ve
denklemler taraf tarafa toplanr ise A; “y(t + kt) = y(t) + Zﬁ?:lli_je(t + j7) yani
LTyt 4+ k) = y(b) + Zﬂ?;ol A7 re(t + (j + 1)7) denklemi elde edilir. Buradan
|2; > 1 oldugundan k — coigin limit almirsa y(t) = — X7, L7 et + (4 1)T)

elde edilir.m
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2. |4;] < 1 olsun. Yukarida elde edilen A; ' déniisiimiiniin tanimi kullamlir ve

gerekli diizenlemeler yapilir ise
|Ai_1e|0O = maxte[o,w]l[Ai_le](t)l = maxte[o,w]IZ?’:o Aije(t —jT)l
< maxeepo,){ Li-ol2’|let — jo)l }
= max,epooy{le®] + Aille(t — D) + |22 le(t — 20)]
+- 4 4" le(t —nD)| + -}
< MAX¢efo,w)le (O] + [AImaxiejo et — 1)
+|/’1i2|maxte[0’w]|e(t —27)| + -+ A" Imax,epo p)le(t —n)| + -
= lels, + 1illels + |4:]* el + -+ [A:] el + -

e
11y €1

bulunur. Buradan |4, 'e| < — le|., olur ve bdylece ||4;7| < —1 elde edilir.
t o T 1-|4] y t 1-] 2]
—IA —IAQ

Diger yandan |4;| > 1 olsun. Benzer sekilde yukarida |A;| > 1 i¢in elde edilen

A;”*doniisiimiiniin tanim kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilir ise
|Ai_1e|0O = maxte[o,w]|[Ai_1e](t)| = maxte[o,wﬂ—Z}":O Ai_j_le(t +(+ 1)‘[)|
< maxeejo,o{ Lizolti 7 le(t + G + DO }
= maxte[o,w]ﬂﬂi_l“e(t +17)| + |Ai_2|le(t +27)| + |/1i_3||e(t + 317)|
+ 4 4 le(t + o)+ e+
< |/’1i_1|maxte[0,w]|e(t +17)| + |Ai_2|maxte[0,w] le(t + 27)|
+|/’1i_3|maxte[0,w]|e(t +30)| + -+ |4 Imaxeeowle(t + nT)| + -
= |2 lels + |42 |lel + |23 lels + - + 12, el + -
= |47 els + 1412l + [l P lels, + -+ 14 T el + -

=—|e|
A1

elde edilir. Boylece |Al~_1e|ooS I/l-ll 1|e|OO bulunur ve dolayisiyla ||Ai_1|| Sﬁ
il il—

saglanir. |4;] <1 ve 1< || esitsizlikleri birlikte diisiiniildiigiinde ||4;,7"] < i /1-|1—1|
esitsizligi de elde edilmis olur.m
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3. e € P, ve )| <1olsun. 4;"'déniisimiiniin tanimindan

LA el de = [|55, 47 e(t — jo)| de

1
esitligi yazilabilir. ( [ |55 A et — jr)|pdt)p ifadesi icin de Minkowski esitsizligi

.

kullanilir ise (5| X720 2/ e(t - jr)|”dt)5 < 2ol ([ le(t — jr)lpdt)% elde edilir.
Diger taraftan son esitsizlikte u =t —jr donisimi ve e(t) fonksiyonunun
w-periyodikligi kullanilirsa
.

2ol il () le(t = jOlPat)? = T, (1 le@Pau)?

—-jT

= Zizolild (J le@)Pdu)?

— ([’ le(w)|Pdu)?

RN
bulunur. Boylece

1

w -1 14 _ (@vwo j . NP
J AT el de = [7|27- 04 et — jo)| dt < TRTIE

Iy le)[Pdu

AT e dt < s [ le@IPde

elde edilir.

Diger taraftan |1;] > 1 olsun ve A; 'déniisimiiniin |4;| > 1 icin elde edilen
tanimmi kullanilir ise

- p —j- . P
AT el dt = [ |- Zjso ki ret + G+ Do) dt

1

esitligi yazihr. (']~ %2047 et + G+ Do)["dt)’  ifadesi igin de Minkowski
esitsizligi kullanilirsa

. p N1 .
(=m0 et + G+ DD dt )P < Bl 772 (f et + G + D)IPdt)?

elde edilir. u =t + (j + 1)t doniisimi yapilir ve e(t) fonksiyonunun w-periyodik

oldugu da kullanilir ise
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1

Sr_ol 2l (S et + G+ DOPAL) = Zr_olal = ([ 5 le)Pdu )’
= Y7ol ([, lew)|Pdu)?

— ([’ lew)|Pdu)?

Tl

bulunur. Boylece
Ll el @] de = 85047 et + G+ Do) de
1 w
< ——— J, le@)[Pdu

- (al-DP

yani

[ lAT el dt < s [ le(®IPat

elde edilir. Elde edilen esitsizlikler birlikte diistiniildiigiinde
w -1 14 1 w
fO |[Ai e] (t)l dt < mfo le(t)|Pdt

esitsizligi yazilabilir ve boylece Lemma 3.1 in ispat1 tamamlamis olur. m
Teorem 3.2.

U matrisi ile A operatorii sirasiyla (3.7) ve (3.4) de tanimlandigi gibi ve her
i=1,2,...,1 i¢in |A4;]|# 1 olsun. O zaman A operatoriiniin asagidaki o6zellikleri

saglayacak sekilde A~! : C,, — C,, tersi mevcuttur.

L lA7H < [U=H1Ul g,

=yl oymoy) L
burada o, = i=1 Zj;1 k=1 |1_|/1,||k'
4

2. VfeC, icin [I[A7f1()IPds < |UTHPIUIPay [ If()IPds, p € [1,00)

esitsizlikleri saglanir. Burada o,



r L
n n; , NN E
27 e Lyt ( ;‘=1(1—Mi|) ) l ’ =t
k\4 B
Py, g ( (-t )]"
o] [Elzl i (T (1_le_|) . pe(LR)
i ] 1 \F
-1 ZjL ( {<=1(1—|Ai|) ) ’ p=2
P
; . 1 k\97q
\ [Z%:l Z;‘lzl ( {(:1 (1_|/1i|) ) ] ) p € (2,00)

seklinde ve % + 5 = 1 olmak iizere ¢ > 1 bir sabittir (Lu ve ark., 2011).

Ispat: f € C, olmak iizere

x(t) — Bx(t — 1) = f(t) (3.9)
fark sistemini goz oniine alalim. x(t) = U~y (t) doniisiimii ile
y() —Ey(t—1) = Uf(t) = g(t) (3.10)

elde edilir ki bu denklemde g, y € T,, dir. Yani
T
_'V(t) = (}71,1 (t)l ;Y1,n1(t): ey Yi,1 (t), :yl’,ni(t): ey yl,l (t)l 1yl,nl(t))

9O = (91100, 1 G (O s 511 (Or s GO s 91 (O G ()
seklindedir. (3.10) denkleminden
Vin,(£) = 4iYin,(t = 1) = gin,(t) (3.11)
ve j=12,..,n;—1,i=1,2,..,ligcin
Vij(@®) — 4yt — 1) =y j21(t — 1) = g;,; () (3.12)

olarak yazilabilir. Burada y;, ,y;; € P, ve |4;| # 1 oldugundan Lemma 3.1, (3.11)

denklemine uygulanir ise

1

i, = 104 gin ], < i lin, 19

ve
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w w - p w
i eI de = 1114 gind @ de < (=) Jy g de (314

esitsizlikleri elde edilir. A; doniisiimiiniin tersi, A;~' var ve smirli oldugundan (3.11)
denkleminin y; . (t) = [Ai_lgi,ni](t) olacak sekilde bir tek y;, (t) ¢dziimii vardir.

Tamamen benzer sekilde j = n; — 1 igin (3.12)'ye Lemma 3.1 uygulanir ise

|yi,ni—1|00 S m [lgi,ni—llw + |:Vi,ni|oo] (315)

esitsizligi ile birlikte ve diger taraftan da

[

(fowlyi,ni—l(t)lpdt)g = (fowlAi_l[gi,ni—l + Yi,ni(t - T)] |pdt)5

1
= (fowl[Ai_lgi,ni—1](t) + [Ai_lyi,ni](t)|pdt)p
olur ki, Minkowski esitsizligi de kullanilirsa

1

U i1 @O )’ < = [(f;"lgi,ni_l(wl”dt)g + Uy i O dt)

(3.16)

e

esitsizligi elde edilir. Elde edilen ifadelerden yararlanarak (3.13) esitsizligi (3.15) de;

2
inal, < gl + () loend, (317)

ve benzer sekilde (3.14) esitsizligi de (3.16) da yerine yazilirsa

1 1
U Bin-1 O dt) < s (| gime-2 O de)?

(i) O lgund P aey (3.18)

esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda da (3.12) denkleminin y; ,._; (t) = 4;”(gin,-1)

olacak sekilde bir tek y; .4 (t) ¢0ziimii vardur.

Diger durumlar yani y; n._2, Yin;—3 Yi,2» Yin i¢in de tamamen benzer sekilde

yapilirsa
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|yi,ni—2|wsm|gi,ni—2|w (m) | Gin,— 1| (m) |glnl|w (3.19)
2 Tli—l
|yi,z|w3ﬁ|gi,z|w+ ﬁ |gia], + -+ 1_1/1, Gim| (3.20)
1= 14l 1= 12| 1= 1l
ial. < =iz loual, +(|1 |A||) g1zl +- +(|1 |A||) 9. (3:21)

ve (3.13), (3.17) esitsizlikleriyle birlikte yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

1 1 1 2
o Pl = pmleal. [|1_ " (ll— wl) l 9121,

2 n
1 1 1 i
ot l'l_ 12| + (|1— |/1i||> Tt (|1_ Mi||) l |gi,ni|oo

yani

|yl]| = Z?H( m) |gu| (3.22)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan

U Wina @I de)” < 2 (1 lgime2 O ) + (2 |M) (19im s O e

1 3 w p L
+(|1_ |/1i||> (fo |gi,ni(t)| dt)p (323)

................................

U o @ de)” < = (U lgea [ de)? + (1 |M) (ool ey’

ot <|1_1Mi||> ; U gim O dt)? (3.24)
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(fowlyi,l(t>|pdt)5sll_lwl(fg"lgi,1<t>|"dt)5 (= |M) (g de)?

(3.14) ve (3.18) esitsizlikleriyle birlikte yukaridaki esitsizlikler de taraf tarafa toplanirsa

Z;li1(f0w|yi,j(t)|pdt)5 < [m] (f0w|gi,1(t)|pdt)5

¥ Ill—lmiu * <|1_1|ai||) l Uy gz @[ de)?

2
1 1
T lll— it ()

Tt <|1_1|,1i||>ni] (fowlgi,ni(tﬂpdt)%

yani

(g deP <33 ( 1 |M)(f o0 de ) (3.26)
esitsizligi elde edilir.

1. (3.11) ve (3.12) denklemleri tek bir ¢6ziime sahip oldugundan

y() - Ey(t—1)=g()
denkleminin de bir tek y € T,, ¢6zlimii vardir. Diger yandan

1

. 2
|)’|Tw = maxte[o,w]ly(t)l = MaX¢elo,w] ( %:1 27;1|Yi,j(t)| )2

S( %:1 |yl]| ) i 1 ?i1|yi,f|00

oldugundan ve ayrica (3.22) den

Iylr, < Tl XL ( m>|gu|
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l n
S2i=12j;1 | |/1|| |g|Tw
N n;
—Zi=1 Zjél | |/1||k| flTa,
<Zhos T T gEl U e,

elde edilir ki bdylece (3.9) denklemi

Maxeow) x| < U Iylr, < UINUTHEL, 25 Zier——=fle,

' IAII

esitsizligini saglayan bir tek x(t) = U~ ly(t) siirekli w-periyodik ¢dziime sahiptir.

Dolayisiyla

|47 fl¢, = Ixlc, < UIUTM Zi., X7 -1 _M” —=lfle,
yani

1A= < W HIUIsh, =, {”m
elde edilir.m

2. Egerp=1ise;p=1vely®)|? =X, ?il|yi,j(t)|2 oldugundan

1

(S ly@IPde)? = [Cly®ldt = [ [Zf=1 DM |Yi,j(t)|2]zdt

yazilir. Lemma 2.3 den

[ ly@®ldt < fow( 1 ZiLy |Yi,j(t)|)dt= o 2Ly (g 1y @]dt)

olur ki (3.26) esitsizligi ve sonrasinda da Holder esitsizligi kullanilirsa

[Cly®lde < T, T4 ( () >f |9, (©)|dt
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i 1 k 2 % n; w 2 %
Jo y@ldt < | X, 27;1< k=1 <|1_|,1i||>> ] [Z§=12j;1(f0 |9:,;(0)]dt) ]

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

: L \K 21z 5 "
fowly(t)ldtS £=1 Z;l;1< {<=1 (m) > ] fo Z%=1Zj;1|gi,j(t)|dt

esitsizligi bulunur. Ayrica

1

Sy B gy @lde <277 [ (Shay 54 gy @17) de =27 [ lg(ldt

oldugundan

1 lg(®ldt

n-1 , K\ 2
1) = i 1
[y ©lde <2 [ 2 (S ()

elde edilir ki x(t) = [A71f](t), x(t) = U™ty(¢t) ve g(t) = Uf(t) oldugu da kullanilir

1Se
(J, AT F1Dde) = [ 1x@©dt = [ 1U~ty(0)ldt

= U= [ ly(@®)ldt

2
<|UTt|2 [ =1 ZjL ( fe=1(|1—mill> >

I, 1g(®)lde

n—1 , K\ 2]?
< w-lnwﬁ[ L T ( s (i) ) ] Jyir@le

esitsizligi bulunur. Boylece

n-1 i j 1 ©\*]? )
fowl[A—lf](t)ldtS IU—1||UIZT[ Ly 27;1 ( {‘=1(m> > fo |f(t)|dt

esitsizligi elde edilir.
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p € (1,2) ise; Benzer sekilde |y(¢)|? = X!, 27i1|}’i,j(t)|2 oldugundan
1

(R yoraey = (£ [Sh 5t byl ac)
J

yazilir. Sirast ile Lemma 2.3 ve Minkowski esitsizligi kullanilirsa

1

Uely@Pdel < (g T @I de) < 2oy 50 U vy @ de)?

bulunur. Sonrasinda sirasi ile (3.26) ve Holder esitsizliklerinden faydalanirsak

(e @Paef < Shy 50, T — (o @ de)

1=

] q-
(DY [y e —
i i=1 j=1 < k=1|1—|li||k> |
1

— q-q l
i j 1 i 14
=3k, 27, ( —) [ 2 2 lgi ol ae]”

|1-12;1|

1
p

( =1 Xy fowlgi,j(t)lpdt)

IA
QR

yani

L ly@IPde < o

-1 ZiL ( {<|—> Iy T Xl o de (3.27)

esitsizligi elde edilir. Simdi fow P Z}Z1|gi'j(t)|p dt ifadesini 6zel olarak ele alalim.

Bu durumda ele alinan ifade
Iy St B g O de = [ Bl 55 nt g0 dt
:fo ( 12] 111 l,](t)|p)dt

seklinde yazilabilir. 1<p<2,1<t= % ve %+ % =1 i¢in integral i¢indeki toplam

ifadesine Holder esitsizligi uygulanirsa
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1 1
a\g , tNT
YT g dt < [ [ Lo ) (2 5 (g @) [
bulunur. Ayrica q = ﬁ vet = % esitsizlikte yerine yazilirsa

2-p

2\ 2 p
f0w25=12?i1|9i,j(t)|p dt=f0wn ( %:12311(%)2_1]) ( %:12;li1|91,j(t)|2 )2 dt

=fown (n(%)%> 2 ( =1 Z;L |9i,j(t)|2)g dt

elde edilir. Boylece

f0w25=12?il|9i,j(t)|pdt Snz_Tpfow( |gu(t)| ) dt=nz f lg(®)|Pdt

yani

. 2-p
[T BN g dt <nz flgPdt

esitsizligi bulunur. Bulunan bu esitsizlik (3.27) de yerine yazilirsa

4
q

q
[Cly@Pdt <n'z [z > ( Lm)] INFIGIE
elde edilir ki sonug olarak

LA lPde = [ x(®)Pdt

<UL [Py (D)IPde

14

<|u- 1I"IUI"nT[Zf Syl ( L- |—> ] ff@rar

|/1||

esitsizligin saglandig1 goriiliir.
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p =2 ise; Oncelikle |y(®)|? =YX, 27;'1|yi,j(t)|201dugunu kullanilir ise yani

1

U y@Irde) = (fly@Pde)? = (f ey Z, |y @)

esitligi yazilir. Diger yandan Lemma 2.3 ile birlikte

Uey@Paey <3ty 508, ([l @)’

bulunur. (3.26 ) ve Holder esitsizliklerinden de faydalanirsak

UCly@ORde) <3h, T, ( j >(f g0y [ ar)

- MII

s(5=12§-‘;1( W>>[Z S [Clg@Pde |

1

S( . 2;11( ] m)) ([Clg(o)12dt):

elde edilir. Ayrica x(t) = [A71f](t), x(t) = U ty(t) ve Uf(t) = g(t) oldugundan
S IAT 1@ IPde)? = (1A 1 12de)? = (f, 1x(0)[2dt)?

= ([ 107y ®12dt)? < (U7 ([, ly(©12dt)?

2
<|U- 1|< i=1 2?&( {c=1m>) fy Ig(t)lzdt)

1
1

<|u- 1||U|< L 27;1< ;m>) INGOIREDE

bulunur. Boylece

1A £1(0) 12de << =1 27;1( ’|—> )IU‘lllelzfo‘"If(t)IZdt (3.28)

12|

esitsizlik elde edilmis olur.
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p € (2,) ise; (3.27) esitsizligi ile birlikte Lemma 2.3 de a = gkullanlllr ise

Q|3

fevora s g 2t (s ) [ 52 2 (P

= k
A PP H]

- a1q 14
1 n; j 1 w 1 n; 2\2
= i=1 Zj;1 < k=1|1—|/1i||k> fo ( i=1 Zj;1 |gi,j(t)| )
P
T
l ni J p
S i=1 Zj:l < k=1|1—|/1i||k> fo |g(t)| dt

bulunur. Boylece
S AT 1 Pdt = [ 1x(8)|Pdt

< U7 [ ly(0)IPdt

S

q
- ; j 1
<|u~tP [Zf:l X < {c=1m> I lg@IPde

Q3

] q
<|u-tP|ulP [25=1 o ( . ;> [If@IPde

|
oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak Teorem 3.2 nin ispati tamamlanmisg

(Lu ve ark., 2011).

Teorem 3.3.

olur

feck ve her i =1,2,...,1 igin |4;| # 1 olsun. Bu taktirde A=1:C, — C,

asagidaki ozellikleri saglar:

1. A" fec};
2. [A7fI'(®) = [A7f](t), VL ER;
3. [ [lAT 19| ds < (U PIUIPoy [} |F ()] ds, p € [1,%),

Burada g;, Teorem 3.2 de verilen a; dir (Lu ve ark., 2011).
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ispat:
1. fec}veg(t) =Uf(t) oldugundan g € T} dir. Herhangi bir n; pozitif
tamsayisi i¢in (3.11) ve Lemma 3.1 den

Yis0A Gim (€ = JT) 4l <1
Yin, () = . (3.29)
—Yix0di T Gin,t+ G+ D) 4] >1

yazilabilir. g € T oldugundan j = 1,2,..,n; =1, i = 1,2,...,li¢in g; ; € P, dir.
|A;] < 1igin;

204 Gin, (t =) Bjzo i’ gy, (£ = jT)
|A;] > 1 igin ;

~Yjaoh T gin,(t+ G+ DD, = Tjao kTN, G+ GH DD

serileri diizgiin yakmsaktir (Bkz. Ek-3). Dolayisiyla
Y in,©) = Yis0 9= J0 Y, (O = —zjzozi‘f‘lg'mi(t + (G +11)

gerceklenir. Yani y;, € P dir. Benzer sekilde y;n,—1,Yin;—2 - Vi1 € Py oldugu

goriilebilir. Béylece y € T}. x(t) = U™1y(¢t) oldugundan A™1f = x € C} elde edilir.
2. x(t) — Bx(t — 1) = f(t) fark sistemini ele alalim. Bu fark sistemi

A71f = x € C} olacak sekilde tek bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla

[A71f1(t) = B[AT fI(t —©) = f (D)
[A71f]'(t) = B[A7' f]'(t — 1) = f'(©)
ve
A([AF1®) = [A71'(®) - BIAT 1 (e = 1) = £1(8)
olacagindan
[A71f]'(t) = [A7'f](t), VtER
elde edilir.

3. Teorem 3.2 in 2. kosulunda A~ f yerine A~ f" kullanilir ise benzer sekilde

LA 1 )| ds = 1A £ 1) ds < U=t PlulPoy [°|F' ()P ds , p € [1,).
esitsizligi elde edilir (Lu ve ark., 2011).
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Not 3.1.

k > 1 pozitif tamsayr ve her i =1,2,...,1 igin [A;| # 1 olmak ilizere eger
f € C¥(R,R") N C, ise 0 zaman Teorem 3.3 de oldugu gibi tamamen benzer sekilde
asagidaki iddialar ispatlanabilir (Lu ve ark., 2011).

L Lo = [ L] o

2. [t 1) ds < W PIuPe [© | S f )| ds, p e L),

0 ldck
Ispat:

1. k=2ise, yanii =1,2,...,liin |};| # 1 olmak iizere f € C*(R,R™) N C,
olsun. f € C3 ve g(t) =Uf(t) oldugundan g € T2 dir. Herhangi bir n; pozitif
tamsayisii¢in (3.11) ve Lemma 3.1 den

Y20 A’ Gin,(t — jT) 4l <1
yi,ni(t) = i1
—Yiz0di T Gin,t+(G+DD) 4] >1

yazilabilir. g € T} oldugundan j = 1,2,...,n; — 1, i = 1,2,..., L i¢in g; ; € P} dir.
|4;] < 1igin;

204 Gim, (t =) Bjzo A’ g, (€ = jO)
|A;] > 1 igin ;

~Yjeod T gin,t+ G+ DD, = Ejo ki7", €4 G+ D)

serileri diizgiin yakinsak oldugundan
y”i,ni(t) = ZjZO /’lijg”l',ni(t _]T) !y”l',ni( ) = _2]>0/1 B 1 ! (t + (] + 1)T)

gergeklenir. Yani y;, € P5 dir. Benzer sekilde y;n._1,Yin,—2,-,¥;1 € P5 oldugu
goriilebilir. Boylece y € T2. x(t) = U™1y(t) oldugundan A~1f = x € C2 elde edilir.

Diger yandan x(t) — Bx(t — ) = f(t) denklemini ele alalim. Bu fark sistemi
A™f = x € C2 olacak sekilde tek bir ¢dziime sahiptir. Dolayisiyla
(A7 f1(8) = BIAT f1(t — 1) = £ ()
Af € C3 ve f € C2 oldugundan
[A7f1" () = BATH 1"t — D) = f7(®)
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ve

A(IA7F1(0) = [A71(0) = BIAT 1"t = 1) = £(8)
olacagindan

[A71f]°(0) = [A7*f"](t), VteR
elde edilir.

2. Teorem 3.2 nin ikinci kosulu ile [A71f]"(t) = [A71f"](t) esitligi kullanilir ise

e 1) ds = [Clla 1 @) ds

atk
= [, 1471 f"1© ds
< U= P|UlPe, [F ()| ds
esitsizligi elde edilir. m
Sonuc 3.1.

Kabul edelim ki i =1,2,...,1 i¢gin |A;| # 1 saglansin. Bu taktirde asagidaki
sonuglar dogrudur.

1. Vf € C,i¢in D(x;) = f(t) (3.30)
fark sistemi bir tek w-periyodik ¢dziimiine sahiptir ve
0 x()IPds < [UTHPIUIPoy [ f(s)IPds  p € [1,)

esitsizligi saglanir.

2. k > 1 pozitif bir tamsay1 olmak iizere Vf € Ck = C, n C*¥(R, R™)
(3.30) denklemi bir tek x € CX w-periyodik ¢dziime sahiptir ve
fow |x® ()P ds < |U-P|UIP o, fow IF® )| ds, pell,0)
saglanir (Lu ve ark., 2011).
Teorem 3.4.
(3.3) de tanimlanan D operatorii Do = ¢(0) — Bo(—t) ve Vi =1,2,...,1 i¢in
|4l =1 ise %D(xt) = f(t,x;) denklemi igin herhangi x(t) w-periyodik ¢6ziimii

R {izerinde stirekli diferansiyellenebilir olmahdir (Lu ve ark., 2011).



44

Ispat: (3.1) denklemi igin u(t) herhangi w-periyodik ¢6ziimii olsun. Yani

< D(uy) = f(tu,) (3.31)
denkleminin [0, w] araliginda integral alinirsa
I, fls,u)ds =0 (3.32)

elde edilir. Ayrica (3.31) denkleminde t € [0, w] aralig1 lizerinde integral alinir ise

D(ug) = D(ug) = f, f(s,us) ds
yani

D(ug) = D(ug) + f, f(s,us) ds

D(wy) = u(0) — Bu(—1) + [, f(s,us) ds
elde edilir. Diger yandan

u(0) — Bu(=1) + [, f(s,us) ds = h(¢)
yani

D(u,) = h(t)
olsun.

Dolayisiyla f € C((R x C[—7,0],R®),R®) oldugundan h € Cldir. Sonug
3.1'den u € C} sonucu elde edilir (Lu ve ark., 2011).m
Sonuc 3.2.

D operatériiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart [1;| < 1 olmasidir. Ayrica
D Kkararl ise (3.1) denklemi i¢in herhangi bir w-periyodik ¢oziimii siirekli birinci tiireve
sahiptir. Ancak elde edildi ki; |4;] > 1 olmasi durumunda da (3.1) denklemi igin

herhangi x(t) w-periyodik ¢6ziimii R iizerinde siirekli diferansiyellenebilir olmaktadir.
3.2. Lineer Olmayan Fark Operatorii

Neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerle baglantili olan D; operatoriine ait
ozellikler Lu ve Chen (2012) tarafindan incelendi. Bu bolimde Lu ve Chen (2012)

tarafindan elde edilen sonugclar verilecektir. D, lineer olmayan bir fark operatorii olmak

uzere

=D, (x) = £(t,x,) (3.33)

seklindeki neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini g6z oniine alalim.
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Burada her 6 € [—1,0] i¢in x:(8) = x(t + 6) ve lineer olmayan D, operatorii
de

D, : C([-7,0],R™) > R"™, D;(¢) = ¢(0) — Bp(—1) — h(p) (3.34)
seklinde tanimlanan bir doniistim olsun.

Ayrica B = [b;jlny, reel degerli bir matris, h € C([-7,0],R") - R",
Vo € C([-1,0],R™) i¢in f(t+ w,p) = f(t,p) ve f € CRX(C[-7,0],R"),R"),
N c C([—7,0],R™) simurl kiimesi i¢in f([0, w] X 2) kiimesi de R™ de sinirli ve 7 > 0
bir sabittir.

3.2.1. D4 operatoriiniin 6zellikleri

a=(a,a,,..,a,)T €C" kompleks bir vektér ve |a|= (Z?zllailz)l/z,
H = [hyj]nxn kompleks bir matris ve |H| = (X, ’]-“=1|h,l-]-|2)1/2 olsun.

Lineer olmayan D, fark operatoriiniin 6zelliklerini incelemek i¢in

A:C, - C,, [Ax](t):=x(t) — Bx(t — 1) (3.35)
ve

r:c, - C,,[Ix](t) ==[Ax](t) — h(x,) = x(t) — Bx(t — 1) — h(x;) (3.36)
seklinde tanimlansin.

D, lineer olmayan fark operatoriiniin tanimindan her e € C,, igin,

D;(x;) = e(t) (3.37)
fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢oziimiiniin varligi

[Fx](t) = e(t) (3.38)

fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢6ziimiiniin varligma denktir. Boylece (3.37)
denkleminin siirekli w-periyodik ¢Oziimiiniin varligini incelemek i¢in (3.38)

denkleminin siirekli w-periyodik ¢6ziime sahip oldugunu gdstermek yeterlidir.
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B = [b;j]nxnreel degerli matrisi i¢in kompleks degerli bir U matrisi vardir dyle

kiUBU™! = E; = diag(J4, J5, -..,J;) Jordan normal matrisidir. Burada her bir J; ;

A 1 0
0 A4 1 0\

\0 0 - 0 ,1 1 /
00 0 « 0 A/, .
Yi=1 = n olmak tizere Jordan blok matrisleridir. {1;:i =0,1,2,...,1} kiimesi de B

matrisinin 6z degerlerinin kiimesidir.
Teorem 3.5.
Asagidaki kosullar saglandigini kabul edelim.

1. V@4, ¢, € C([—1,0],R™) ve p € (0,+0) igin h fonksiyoneli h(0) = 0 ve

|h(@1) — h(p2)| < p maxge[—1,0l91(0) — 02 (O)];

2. Vi=1,2,..ligin |/1i| * 1;
1

3. plU_1||U|Z 121 1 k 1| |/1.||k

Bu taktirde e € C,, i¢in D, (x;) = e(t) denkleminin C,, de bir tek u* ¢6ziimii vardir ve

[Pl i
el < - '“' lell,
1—p|u-1||U|z%=12 3
-
lu=t|lvl 2l 27 I -1 |||
—|a
Ir—tell < . llell
1-plu=tUI Sk, 2L, Y —
| ~ ||
~1|Ulag

esitsizlikleriile || 71| < saglanir (Lu ve Chen, 2012).

1- PIU Hlulao

Ispat: Bu teoremin ispatinda Banach sabit nokta teoremi kullanilacak olup C, bir

Banach uzay1 olmak tizere F operatorii

F:C, - C,

[Fx](t) = 1[h(x( +6)) + e](t) 0 € [—1,0]
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seklinde tammlansin. A~! ve L operatdrlerinin tammlarmdan F(C,) € C, oldugu
goriliir. Simdi F operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugu gosterilsin.
vx,y € C, Vve 8 € [—t,0] i¢in
|Fx — Fy|| = maxte[o,wﬂA‘l[h(x(- +6)) + e](t) — A h(y (- +8)) + e] ()]
< A~ Hlpmax (o, Maxge[—z,0)|x(t + 6) — y(t + )]
< [lAHlpllx =yl

ve ayrica pIU‘1IIU|Z%=1Z}i1 L=1m< 1 oldugundan F operatéri u* € C,
—A

olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir.
yani
[Au*](t) = [hu;](t) +e(t) , tER
ve dolayisiyla u*
[Tu*](t) =e(t) ,t ER
denklemi i¢in de bir w-periyodik ¢oziimdiir. Béylece D; fark sisteminin ¢6ziimiiniin
varlig1 I fark sisteminin ¢oziimiiniin varligina denk oldugundan
D;(u;) = e(t)
denklemi de C,, tizerinde bir tek u* ¢dziimiine sahiptir. Diger taraftan
lwll = maxieqo,w)[u* ()] = maxiepo,w) |47 [A(ug) + e(®)]]
< lA7 Imaxeqo,w) R (up) + e()]
< ||A_1||{maxte[0,w]|h(u;)| + maxte[o,w]le(t)l}
olur. Teorem 3.5 in 1. kosulu kullanilir ise
lu*]l < ”A_l”{Pmaxte[o,w] maxee[—r,o]W*(t +0)| + MaX¢e[o,w] |e(t)|}
< [IA" lpllw* [l + 1A=l ]ell
bulunur. Son olarak Teorem 3.2. den
lwll < [U=H[Uloopllu*ll + U~ U], llell
yazilabilir. Esitsizlik diizenlenir ise

U=t lulBt, 2 S —
|1-12;|

lu|l < —
1-plU= VI B}, B, B ——

elde edilir. (Lu ve Chen, 2012).
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Sonug 3.3.

Teorem 3.5'in sartlar1 saglansm, e(t) =a € R® ve F(x) =A"1(h(t) +a)
olsun. Bu taktirde A=*(b) = (I — B)~1(b), V¥ b € R" i¢in saglar. Teorem 3.5 deki gibi

benzer ispat ile D,(x;) = a denkleminin bir tek u* € R™ ¢oziimi vardir ve

[uU~1[|Uloy

w| < L
Wl < ot

|a| saglanir (Lu ve Chen, 2012).

Teorem 3.6.

Teorem 3.5 in (1)-(3) sartlar1 saglansin. Bu taktirde I'"*:C, — C,, vardr ve
asagidaki o6zellikler saglanir (Lu ve Chen, 2012).

1

1—|1_|A.||k
= llell;

k
-l

L DX i Y
1. [IFte|| <

1-plU= VI Th, 27, B
2. I'1, C, iizerinde siireklidir.
Sonugc 3.4.

h(¢) fonksiyonunun aranan kosullarma bakildiginda V¢ € C([—t, 0], R™) i¢in
sadece siirekli olmasi sart1 aranmaktadir. Boylece %Dl(xt) = f(t,x;) denkleminin

herhangi bir w-periyodik ¢6ziimiiniin birinci tiirevi olmayabilir. Bundan baska h = 0 ise

D, operatoriiniin kararli olmasi gerekmemektedir.



4. COKLU SAPMA ARGUMANLI NEUTRAL FARK OPERATORLERI

4.1. Coklu Sapma Argiimanh Lineer Fark Operatorii

Bu bolimde neutral fonksiyonel diferansiyel denklemlerin g¢oklu sapma
argimanli olmast durumunda D operatoriine ait Ozellikler verildi. Diger yandan
ticlincli bolim elde edilen D operatoriine ait 6zelliklerin diferansiyel denklemin ¢oklu
sapma argiimanli olmasi halinde yani m, gecikme argiiman sayisi olmak {izere
m|A;l #1 ve D operatoriiniin kararsiz olmasi kosulu ile saglanip saglanamadigi

arastirildi.
=D = f(t,x) (4.1)

neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini (NFDD(D,f)) gbz &niine alalim.

D operatorii
D: C([-7,0L,R") » R", D(¢) = ¢(0) — BXyL; ¢(—7x) (4.2)

seklinde tanimlansin. Burada B = [b;;],x, reel degerli bir matris, T = max;<p<m{Ti}

ve T > 0 bir sabittir. O halde D operat6riiniin tanimindan x; € C([—t, 0], R™) i¢in

D(x;) = x:(0) = BYP; x:(—73) = x(t) — BYJ; x(t — 7p) (4.3)
yazilabilir.
A:Cy — Cy, [Ax](t) = x(t) — BXRL, x(t — 73) (4.4)

olmak tlizere h € C,i¢in

D(x;) = h(t) (4.5)
fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢6ziimiiniin varligi

[Ax](¢) = h(2) (4.6)

fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢éziimiiniin varligma denktir.
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Boylece (4.5) denklemi igin siirekli w-periyodik ¢éziimiiniin varligini arastirmak
icin (4.6) nin siirekli w-periyodik ¢6ziimiine sahip oldugunu gostermek yeterlidir.
B = [b;j]nxn reel degerli matris icin, kompleks degerli U matrisi vardir dyle ki
UBU™' = E; = diag(Jy,J,, ---,J;) Jordan normal matrisidir. Burada her bir J;, >i{_, = n
olmak tizere (3.7) de verilen Jordan blok matrisleridir.{4;:i = 0,1, 2, ..., [} kiimesi de B

matrisinin 6z degerlerinin kiimesi olmak tizere A; doniistimii

APy = Py [AY]I(© = y(©) — 4, Xy y(t — 7p) (4.7)
seklinde tanimlansin.
Lemma 4.1.

T:P, » P,, [Tx](t) =427, x(t—1,) olsun. Asagidaki ozellikler T

dontistimii i¢cin gegerlidir.

LTI < mlayl;
2. [PITx)@®)Pde < [mlA]1P [ 1x(@©)1Pdt , p = 1 igin.

Ispat:

L ITxll = maxe[o,w) [Tx](®)] = max,e[o,w)|A; Xie1 x(t — T )| < m|A;][Ix]|
oldugundan ||T|| < m|A;]| olur.

2. T doniisiimiiniin tanim1 ve x fonksiyonunun periyodikligi kullanilir ise
1 1
(U, ITx1@)Pae)? = (f,"14; Ty x(t — 1) [Pdt)?
w 1
< 4l Zpq () 12t = ) [Pdt)?
1
= 141 2, (S ™ MIx(s)Pds )

= [ 2, (f) 1) Pds)? = mIA| ([, [x(s)[Pds)?

1 1
bulunur ki ve boylece (f, I[Tx](0)Pdt)” < m|A;|([ Ix(D)IPdt)?  esitsizligi elde

edilir. m
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Lemma 4.2.

Eger m|4;| < 1 ise A; nin tersi vardir ve A;7': P, —» P, doniisiimii asagidaki

ozellikleri saglar.

Ll =

1- ml/ll

2. [l 1) dt < ( - |) [EIf@IPde ¥ € P, vep = 1.
Ispat:

1. m|A;| <1 oldugundan Lemma 4.1'den ||T|| <1 olur ki buradan (I —T)

operatdriiniin (I — T)~1 tersi var ve ||(I = T)7 Y| < dir. I — T = A; oldugundan

1|I Il

ayrica (I —T)~* = A7t olur ve ||A7Y|| = I —T)7H < — ”T” < —7711|/1-| elde edilir.

2. U-T)"*=A7"ve|lT|| <1den

el AP = (P10 =Dl Pae)
= (15T 1@ dt)p

yazilabilir. Diger yandan  (J’|Z% NidilOlK dt)”<2 2o([5 [Tl dt)”
oldugundan (Bkz. Ek 1)

Ul O ) < S Aol )

elde edilir. Ayrica

Tl de)? < mlad ([T, 10 de)? < - < @l ([ 1F (O Pde)?

esitsizligi de kullanilir ise

2oy MA@ de)” = Efo@mla (| If O de)” = == ([ 1f (O Pde)?

bulunur. Boylece fowl [A71f] (t)|pdt < (

mia; |) J 1 f 1Pt elde edilir. m
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Teorem 4.1.

U matrisi ve A operatorii sirasiyla (3.7) ve (4.4) de tanimlandig1 gibi olsun. Her

i=1,2,..licinm|}| <1lise A71:C, — C, asagidaki sartlar1 saglar.

, , k
1. [l4~Y] < |U|lU|og, burada oy = £lo, X" ( i () mk-l).

j=1 1-m|A;]
2. f€C, olmak iizere [’|[A"Lf]1(s)[Pds < |UIPIU~Pay [°If(s)IPds, p = 1.

burada o,

(

_ i ' Ly )
Izn Sl T (B () ™) l S

p
2-p n; i 1 k _ Na
07 =1 e [2:1 Z:J'=1 ( {<=1 (1—m|/1i|) m* 1) ] ) p € (1,2)
n; i 1 k _ 2
(=1 Z:J'=1 ( {<=1 (1—m|/1i|) m* 1) ’ p=2
12
n; i 1 k _ 1Na
\ [Zﬁ:l Zjm ( s (i) ™" 1) ] ’ pE(2)

seklinde ve g > 1 olmak lizere % + % = 1 saglayan sabit bir sayidir.

Ispat: f € C, olmak iizere asagidaki fark sistemini ele alalim.

x(t) = BYpL i x(t — 1) = f(0) (4.8)
x(t) = U Ly(t) ile

y() — By Xxe vt —1) = U f(©) = g(t) (4.9)
elde edilir ki bu denklemde y, g € T,, dir.

Yani y ve g fonksiyonlar1

YO = (3120.9120) Vi O 71O, s Vi O e 3 O, Y1, ©)
90 = (91400, 91200) v, 91, (O s G O s Gimg (s s G2 (O, e, G (D)

seklindedir. (4.9) denklemindenj =1,2,..,n; —1vei=1,2,..,ligin
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Vin,(£) — A Xie1 Yin, (t — Tp) = gi, (1) (4.10)
Vi () = A 2R i (6 — 1) — 2R Vijea (8 — 7)) = g5 (1) (4.11)
yazilir. (4.10) denklemine Lemma 4.2 uygulanirsa
|yi,ni| < ||[4; 1”|glnl| =1C m|/1 | |glnl| (4.12)

ve

1

U3 i 1" at)” = (1147 gind ®O17dt)” < ——(J;’|gim ®] dt)” (4.13)
m|A|

esitsizlikleri elde edilir. Ayrica Lemma 4.2 de goriildiigli tizere A; doniisiimiiniin tersi
A;”" var ve smrrh oldugundan (4.10) denkleminin tek bir Yin,(t) ¢oziimii vardir.

Tamamen benzer sekilde j = n; — 1 i¢in (4.11) denklemine Lemma 4.2 uygulanir ise

|ylnl 1| =1_ ml)l | [ |ylnl| + |gi,ni—1|00] (4-14)
esitsizligi ile birlikte ve ayrica diger taraftan da
P, N\F P \p
w —
(fo |yi,ni—1(t)| dt)p = (f |A 1[2]{ 1)’1nl Tk) + gi,ni—l(t)” dt)p

= (S 1Eral A Yin )€ = 1) + [AT i O] Pt )

olur ki Minkowski esitsizligi de kullanilir ise

3 1Yim-a (®)]"dt)” = 71?:1(f0w|[Ai_1)’i,ni](t)|pdt)5 + (f0w|[Ai_lgi,ni—l](t)lpdt);

< o [m(fo“’lyi,ni @[ de)’ + (fowlgi,ni_1<t>|”dt)5] (4.15)

esitsizligi elde edilir. Daha sonra (4.12), (4.14) esitsizliginde yerine yazilir

2
|ylnl 1| mlglnl 1| (1_:”/1”) m|gi,ni|oo (4-16)

ve benzer sekilde (4.13), (4.15) de yerine yazilirsa
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(fow|yi’ni—1(t)|pdt)5 = 1—1r11|/1i| (fowlgi,ni—l(t)lpdt);

+ (1—1711|/1i|)2 m(fowlgi.nz ®["de)? (4.17)

elde edilir. Diger durumlar igin yani y;,,_2, Yin;—3:-+ Yi2, Yi,1 i¢in de tamamen benzer

sekilde yapilirsa

2 3
|ylnl 2| mlglnl 2| (1_;”/1”) mlgi,ni—1|w+ (1—rr11|li|) m'zlgi,niloo (4-18)

................................

2 Tli—l
|yl 2| TW |gl 2| (#W) mlgi,3|00 4+ .4 (1_:1')%') mmi—2 |gi,ni|00(4'19)

2 ni
il = 9l + (o) mlgial, + -+ (o) M oind . 420

ifadeleri bulunur. Ayrica (4.12) ve (4.14) esitsizlikleri de goz Oniine alinir ve

yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplanir ise

2
|le| TMI |9:a,, + [1—7:1|/11-| + (1—T:z|/1i|) m] 19:2l.,

4ot L _|_( L )2m+...+( 1 )nimni—l | . |
1-miagl ~ \1-m|A] 1-m| Ginily,

yani

k
|yl]| —2711 ( k= 1(1_7:”/1”) mk_1> |'gi'j|oo (421)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan

1 1
(fowlyi,ni—Z(t)lpdt)p < 1_7:1|)Li| (f0w|gi,ni—2(t)|pdt)p

+<1 -m|4; |) (f |glnl (t)| dt)p

+<1 —m|A; |) 2(f |gm(t)| dt)p (4.22)
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sayraay ey R RN RN

Uy i@ de) < —— (IO de) + (=, )Zm(f0w|gi'3(t)|pdt)5

1-m| A 1-m| A

ni—1 1
ot () 0 19 O e (4.23)

5 Pea@l de)’ < e () lgin @1 de)? + (= ) m(f°1gin O de)?

1-m 1-m|4]

ng 1
ot (1—"11|/1i|) mni_l(fowlgi»ni(t)|pdt)p (4.24)

esitsizlikleri de (4.13) ve (4.15) esitsizlikleri ile birlikte taraf tarafa toplanir ise

5ty Uy @ e < || U g @l dey +

* I|1_;l|/1i|| + (|1—riz|/1i||) ml (| gi O de)?

2
1 1
+ +[|1—m|/1i||+(|1—m|/1i||> m

n; -
4ot <|1—7i1|/1i||> mni—l] (fo“’|gi,ni(t)|pdif)rJ

yani

) = n: i k _ w 1
5 (U@ aef < 55 (Sha (i) ™) Uy loy@lde ) (@29)

1-m|4|
esitsizligini elde ederiz.

1. (4.10) ve (4.11) denklemleri tek bir ¢6ziime sahip oldugundan

y(©) = By Xie, y(t = 1) = g(t)
denklemi de bir tek y € T,, ¢6ziimiine sahiptir ve ayrica diger yandan

1

. 2\5
Y17, = MaXeeiow O] = maxeeow (T i |y 0] )
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1
S( L Syl )2 <X Tyl

yazilabilir. (4.21) den dolay1

. k
l n J 1 k-1
Iylr, < Xie1 X5 ( k=1 (1_m|,1i|) m )|gi.j|Oo

. k
n; 1 —
<y T ey (o) Mgl

1-m|A]

, k
i 1 -
=Z£=1 Z;‘l=1 {(zl( ) mk llUflTw

1-m| 4|

. k
. 1 _
<y TR T (o) mEUUIIf,

1-mlA;]
elde edilir. Boylece x(t) — B Y7, x(t — 7)) = f(t) fark sistemi

MaXte[o,w] lx(®)| < |U_1||}’|Tw

. k
< Z B Shey (o) M Ifl,

1-m|4]

esitsizligini saglayan bir tek x(t) = U~ y(t) siirekli w —periyodik ¢dziime sahiptir.

Sonug olarak

, . k
A7 fle, = Ixle, < VIV T, 58 B, (o) m Tt Ifle,

1-m|A;]
yani
, k
-1 -1 l n; J 1 k-1
Al < W0 VIS B T () ™
1A= < [U~H|U]a (4.26)
elde edilir. m

2. Egerp=1ise;p=1vel|y®)?=3X_, Z?il|yi'j(t)|2 oldugundan

(R y@Pde) = [ly©lde = [ [Siey T4, |y O de
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olur. Lemma 2.3 den

(U ly@Pde)? < [(2ey T, |y @1)de =i, 20, () 1va;©)]dt)

elde edilir. Sirasiyla (4.25) ve Holder esitsizligi kullanilirsa

fowly(t)ldt < Z%:l Z;l;l ( i:l( 1 )k mk—1> f0w|gi,j(t)|dt

1-m|A

<

=1 21111 ( {<=1 (m)kmk_l) r [Z%=1 Z;lil(fowlgi,j(t)|dt)2]E

olarak yazilabildiginden, boylece

NP

2
) , 1 k _ ;
fowly(t)ldt < §=1 Z;l;l ( {czl (1_m|/1i|) mk 1) fow Z%:l 2;':1 |gl,j(t)|dt

esitsizligi elde edilir. Ayrica

1
i ni ; 2\z n-1
B I gyl <2 [ (B I gy ) de=27 [)1g@)lat

oldugundan

N

n-—1 . 2
fo“’ly(t)ldtSZT[Z%:l 2y ( e (o )km"‘l) Iy 1g®lde

1-m|4|

elde edilir. x(t) =[A71f1(t) , x@®)=U"1y(t) ve g(t)=Uf(t) esitsizlikte

kullanilirsa

I AT A I@®lde = [P 1x@®lde = [P0~ y(@)lde = U= [ ly(®)]dt

1
n-1 . ; k 2]z
<t a5 (2hes () ) | 1901
1
n-1 1 n; ] 1 k 2]z w
< WU (S B (S () ) | K@l

bulunur. Boylece
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AT 1) lde < laaliPen lﬂ:l )

elde edilir.

n
j=1

I @lde

1
1-m|A]

J
k=1

i

(Sl () ) |

14
. i 2\z .
p € (1,2) ise; [y(®IP = (Zhy T7%0yi;(®) )* oldugundan

(fowly(t)|pdt)% _ <f0w

1

p P
l n; 2 2
[ i=1 Xjiq lvi; ()] ] dt)

olur. Sirasi ile Lemma 2.3 ve Minkowski esitsizliginden

Uy @Pde)? < (S % by @I de) < Siy 50, (i@ de)

oldugundan (4.25) denklemi ve sonrasinda Holder esitsizligi de kullanilir ise

1

Uy y@Pdey < Bty T, (Shea (

] ' . .
< |3 n j (_
-~ i l=121:1< k=1 1—m|ll|
] ' . .
Y n; j (_
1 ‘=1ZJ=1< k=1 \1-m|2|

yani

1
1-m|A;|

n;
j=1

J
k=1

I ly@Ipde < [Z’i=1 Z )k

(5 (

bulunur. Diger yandan

i p e
f0w2%=1 Z;l:l |gi,j(t)| dt <n:z fow( -

1-m|A;]

)]

) met) (2 lgny ol de)?
)k mk_l)q]a [Z%=1 2?il(fow|gi,j(t) |pdt)]%

) mH)q ]E [ Tt 27y Lo dt]%

P
q

B B8 g ©)Pde (4.27)

14
. 2\ 7 2-p
s 25 o @I°) de=n" [Plg©Pdt

oldugundan (Bkz. Boliim 3), (4.27) de yerine yazilirsa

n;
j=1

J
k=1

P y@Pde<n |5t 3

(3

1-m|A;|

1

) ) | lacora
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bulunur. Boylece

JMAT 1@ P = [P lx@1Pde < [UTHP [Py (6)[Pdt

< WPl s, 5, (S, (i) ) | frlpae (4.29

1-m| 2]
esitsizligi elde edilmis olur.

p=2ise;p=2vely®)? =X, Z?i1|yi,]-(t)|2 oldugundan

1

1 : . 2, \2
(fowly(t)lpdt)p — (fowly(t)|2dt) = (fow Z%zl 27;1 |Yi,j(t)| dt)
olur. Lemma 2.3 ile

: i .

(@R <3y 35, () Iy dt)
bulunur ki (4.25) denklemi ve Holder esitsizligi de kullanirsak

1
2

(y@Pay <ty 2 (S () ) (Floy [ )

s( =1 2?;1( {;:1(1—1711|,1i|)kmk_1>2>5 (f0w|g(5)|2ds)%

elde edilir. Ayrica x(t) = [A71f](t), x(t) =U1y(t) ve Uf(t) = g(t) oldugu
bilindiginden

(L NA F 1@ IPde)? = (J 1A F1©12de)? = (5 1x () [2de)?

= (J; =y 2de)? < U= ([ 1y (©)12de)?

1
215

sw—lllzﬁzlz?il( s el ™) |

(J;"19(s)12ds)?

1-m|A;|

1

< 018t 37 [Bhes il ] | G170 Py

N

1-m|A;|



60

bulunur. Boylece

f0“|[A-1f](t)|2dts|u-1|2|U|225=127;1[2{;=1[ : ]kmk-l] I 1f () 12ds(4.29)

1-mlA
esitsizligi saglanir.

P € (2,) ise; (4.27) esitsizligi ve Lemma 2.3 kullanilir ise

Fora s[5tz (o () ) T 5otz ool a

AN

N /A ey S o L I I P

IA

SISy

esitsizligi yazilabilir. Boylece

JAT 1@ Pde = [ 1x(®)Pdt < [UHP [Py (0)[Pdt
) k q% w
<07 |2 B (B (o) ™) | K e

-1 1 n; j 1 k k-1 q% w
< [uTHPlulP [Zi=1 2il ( k=1(m) m ) ] Jo If@®IPat
elde edilir. m
Teorem 4.2.

fecktve vi=1.2,...,1 igcin m|A;| <1 olsun. Bu taktirde A=1:C, - C,
asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. A" fec};

2. [A7HT (@) =[A71 1), VEER;
3. f [[A~1f]'|Pds < (U~ 1IT"IUIT"crlf If'(s)|Pds, p € [1,).
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Ispat: f € CL ve g(t) = Uf(t) oldugundan g € T} dir.

1. Herhangi bir n; pozitif tamsayisi igin (4.10) ve Lemma 4.2 den
[4:Yin | (®) = Yin, () = 4 X0y Yin, (€ = T) = g1, (©)
oldugundan
Vin () = [A7gin ] ©) = [( = D) gin ] (©) = Z72o [TV gin] (©)
olur. yani,
Vin () = Z7Zo[T gim ] (©) (4.30)

elde edilir. g;,, € P, Ve Z‘f:O[Tjgi,ni]’ (t) serisi R de diizgiin yakinsak oldugundan
(Bkz. Ek 2)

y,i,ni(t) = [Z520[T gim,] (t)]’ = fzo[Tjgi,ni]’ (t)

dir. Dolayisiyla y;,, € P elde edilir. Benzer sekilde (4.11) denklemi kullamilarak
Yini-1Yin—2, Vi1 € Py ve dolayisiyla y € T} oldugu goriilebilir. Ayrica
x(t) = U ty(t) oldugundan A~1f € C} elde edilmis olur.

2. x(t) —BXYJ,x(t — 1) = f(t) sistemini ele alalim. Bu fark sistemi
x =A"1f € C} olacak sekilde bir tek ¢oziimii sahiptir. Dolayisiyla x = A™1f fark
sisteminde yerine yazilirsa
[A71f1(0) — B X [A7 1 — i) = f(8)
bulunur. Ayrica f ve A™1f € C} i¢in
[A7 1) = BERL [ATH ' (e =) = £1(6)
oldugundan ve boylece
[A71f]'(t) = [A71f'](t) Vt € R i¢in
elde edilir.

3. Teorem 4.1%in 2. sartinda A~ f yerine A~*f" kullanilir ise benzer sekilde
LAY (s)IPds = [1AT ' 1(9)Pds < [UHPIUIPay [1f'(s)IPds ,p € [1, )

esitsizligi elde edilir.m
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Not 4.1.

k > 1 pozitif tamsayr ve her i = 1,2,...,1 i¢in m|A;| < 1 olmak iizere eger
f € C¥(R,R") N C, ise 0 zaman Teorem 4.2 de oldugu gibi tamamen benzer sekilde
asagidaki iddialar ispatlanabilir.

1L LA = A Lp] o

dtk

k p , :
2. [ |5z a7 A1)| ds < W PIUIPoy [ |5 £ (9)| ds,p € [1,00).

dtk

Sonug 4.1.
Heri =1,2,...,l icin m|A;| < 1 olmak lizere asagidaki sartlar saglansin,

1. Vf € C,icin D(x;) = f(t) (4.31)
fark sistemi bir tek w-periyodik ¢oziimiine sahiptir ve
I 1x()IPds < [UHPIUIPoy [° |f(s)IPds, p € [1,0) esitsizligi saglanir.
2. k > 1 pozitif tamsay1 olmak iizere Vf € CX := C, n C*(R, R") i¢in (4.31)
denklemi bir tek x € CX w-periyodik ¢dziime sahiptir ve
fow |x®(s)|Pds < [U-IP|U|Pay fow lF®)|Pds pe[1,0).
esitsizligi gegerlidir.
Teorem 4.3.
D operatérii Do = ¢(0) — B Y7=; ¢(—1) olmak iizere Vi =1,2,...,1 i¢in
m|A;| <1 ise o zaman (4.1) denkleminin herhangi x(t) w-periyodik ¢6ziimii R
iizerinde siirekli diferansiyellenebilir olmalidir.

Ispat: u(t), (4.1) denklemi i¢in herhangi w-periyodik ¢dziimii olsun. Yani

= D(u,) = f(t,u,) (4.32)
esitligi saglanir. Denklem [0, w] olmak iizere integral alinirsa
J, f(s,u)ds =0 (4.33)

dir. Ayrica (4.32) denkleminde t € [0, w] i¢in integral alinirsa
D(uy) — D(ug) = f, f(s,us) ds
yani

D(uy) = D(uy) + f, f(s,us) ds
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D(u,) = u(0) — B, u(—7;) + [ f(s,us) ds
elde edilir. Diger yandan

u(0) — BEPL, u(—1,) + [ f(s,us) ds = h(t)
yani

D(u;) = h(t)
olsun. Ayrica f € C((R X C[—1,0],R™),R™) oldugundan h € Cldir. Sonu¢ 4.1 den
u € C} elde edilir.m

Sonug 4.2.

m|A;] < 1 oldugundan D operatorii kararlidir. Yani D operatorii kararli olmasi
halinde ¢oklu sapma argiimanli (4.1) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi igin
herhangi bir x(t) w-periyodik ¢o6ziimii R {izerinde stirekli diferansiyellenebilir
olmaktadir. Boylece Lu ve ark., (2011) de yaptig1 calismanin D operatoriiniin kararl
olmasi durumunda ¢oklu sapma argiimanli neutral fonksiyonel diferansiyel denkleme
genellemesi yapilmigtir. Fakat bu yontemle m|4;| > 1 oldugunda Lu ve ark., (2011)
yaptigi ¢calismanin ¢oklu sapma argiimanli neutral fonksiyonel diferansiyel denkleme
genellesmesi yapilamamistir. Bu problemin iistesinden gelebilmek i¢in asagida farkli bir

yontem ile yaklagim verilecektir.
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4.2. Coklu Sapma Argiimanh Lineer Fark Operatorlerine Farkh Bir Yaklasim

Simdi bu boliimde Lu ve ark. (2011)°de yaptig1 ¢alismanin m|A;| > 1 olmasi
durumun da ¢oklu sapma argiimanli neutral fonksiyonel diferansiyel denkleme
genellemesi yapilacaktir. Yani boylelikle ¢oklu sapma argiimanli neutral fonksiyonel
diferansiyel denklemlerde D operatoriiniin kararli olmamasi durumunda ¢6ziimiin

stirekli birinci tiirevinin olabilecegi gosterilecektir.

= Dy(x) = f(t,x) (4.34)
neutral fonksiyonel diferansiyel denklemini (NFDD(D,,f)) goz &niine alalim.

D, operatori
D,:C([—7,0],R™) - R™, D,(¢) = ¢(0) — BYi—, o(—1%) (4.35)

seklinde olsun. Bu denklemde B = [b;;]nxn reel degerli bir matris, T = max;<p<m{ty}

ve T > 0 bir sabittir. D, operatoriinii

D,(¢) = ¢(0) — Bo(—71) — BXi, ¢(—7%)
seklinde ele alalim. Yani D, operatoriiniin tanimmdan

D,(x;) = x(t) — Bx(t — 1) — BYp—, x(t — 1) (4.36)
yazilabilir. Ayrica

A:C, - C,, [Ax](t):= x(t) — Bx(t — 1) (4.37)

L:C,—C,, [Lx](t):=BYr,x(t—1) (4.38)
seklinde olmak iizere

r:c,-Cy [Ix](®)=[Ax](®) — [Lx] ()

=x(t) —Bx(t — 1) — B Y3, x(t — 1) (4.39)

operatOriinii tanimlayalim.
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Bu taktirde D, fark operatorii tanimindan her e € C,, i¢in,

D,(x;) = e(t) (4.40)
fark sisteminin w(t) siirekli w-periyodik ¢oziimiiniin varhgi

[Fx](t) = e(t) (4.41)
fark sisteminin u(t) siirekli w-periyodik ¢éziimiiniin varligina denktir.

Teorem 3.5 de oldugu gibi tamamen benzer sekilde (4.40) denkleminin siirekli
w-periyodik ¢Oziimiinin varligini incelemek i¢in (4.41) denkleminin siirekli

w-periyodik ¢6zlime sahip oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Teorem 4.4.
Asagidaki kosullar saglansin.

1. Yo, 0,€C, ve p€(0,+0) igin L fonksiyoneli L(0)=0 ve
|L(p1) — L(@2)| < p maxie[o,01l@1(t) — @201,
2. Vi=1,2,..ligin [A;] # 1;

3. plU_1||U|Z£=1Z7j1i1 {c:l :

%
|1-12;1|

Bu taktirde e € C,, i¢in D,(x;) = e(t) denkleminin C,, de bir tek u* ¢oziimii vardir ve

— n; j 1
U= U1t 2L, e

1|1 |/1.||k
lwll < ————|lell
1-plU VI B, B v ——
=14
|u-1||u|z£=1z}ilz{;=1m
Ir—tell < —————|lell
1-plu— VI T, 2L 3 ——
1= 1]
. - 1 |U=1||U|og PN 9
ile birlikte Ir—j < ———— esitsizligi saglanir. Burada
1-p|U~||U|ag
; j 1
0-0 = %:1 an /

JEL SR
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Ispat: Bu teoremin ispatinda Banach sabit nokta teoremi kullamlacaktir. C,, bir Banach
uzay1 olmak iizere F operatorii

F:C, - C,
[Fx](t) = A~Y[Lx + e](t), te[0,w]

seklinde tammlansin. A~! ve L operatdrlerinin tammlarmmdan F(C,) € C, oldugu
goriliir. Simdi F operatoriiniin bir daralma doniisiimii oldugu gosterilsin.
Vx,y € C, icin F operatoriiniin tanimindan
IFx — Fyll = maxejo)[[A™ (Lx + )](t) — [A7' (Ly + e)](D)]
< 147 lp maxeqo o |x(t) — y(OI
< [lA7 llpllx =yl

. _ 1 n; ]
elde edilir. Ayrica p|lU~H|U| X1, X7L, k=11 )

1

z <1 oldugundan F operatorii

u* € C, olacak sekilde bir tek sabit noktaya sahiptir. Yani
[Au*](t) = [Lu*](t) + e(t), t ER
ve dolayisiyla u*
[Tu*](t) =e(t), tER
denklemi i¢in de bir w-periyodik ¢oziimdiir. Boylece D, fark sisteminin ¢dziimiiniin
varhigi I' fark sisteminin ¢6ziimiiniin varligina denk oldugundan
D,(u*y) = e(t)
denklemi de C,, tizerinde bir tek u* ¢oziimiine sahiptir. Diger taraftan
lu*ll = max,efo,w)lu* ()| = maxepo w) A~ [Lu* + e](©)]
= maxejo,)| [A7 Lu] () + [A7 el (D)
< ”A_lll{maxte[o,w]lllu* ®]+ maxte[o,w]le(tﬂ}
olur. Teorem 4.4 iin 1. kosulundan
eIl < 1A~ lpllw Il + (1A= IHlell
bulunur. Teorem 3.2. den
< [UH|Ulapplluw*ll + 1UH|Ulopllell
Ve boylece
lu=tv1 gk, 37 e —

|1-12;|

— llell
1—p|u-1||u|2£=12?;12L=1| ;”
1-]4;

lull <
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elde edilir.
Ayrica diger yandan u*(t) = ["'e](t) oldugundan son esitsizlikte yerine
yazilirsa
S
-t

— e
1—p|U-1||U|Z§=1Z?i12{(=1| |; ||k llell
1=]44

v vzt 27, 5

Ir—ell <

ve

_ U~ |Ulag
1" 1 S |
I I 1-p|U~1|U|og

elde edilir. m
Not 4.2.
Bir sonraki teoremde kullanilacak bazi1 tanimlara yer verelim. A doniistimii
A:P, > P, [Ax](t) = x(t) — A7, x(t — T¢)
seklinde tanimlansin. Ayrica f € P, fonksiyonu igin Fourier serisi

f(®) = Znezfoetn*

olsun. Burada f;, = ifowf(s)e“'“nsds Fourier Kkatsayilari, u, = ZnT”, nez 7

tamsayilar kiimesi, A € R dir. Bu taktirde [Ax](t) = x(t) — A X7, x(t — 1) = f(t)

olmak iizere x(t) = [A1f](t) ters doniisiimii

[A71F1() = Tner— i e int (4.42)

1-AXTL e~ tHnTk
seklinde ifade edilebilir (Lu ve Ge, 2004).
Teorem 4.5.

¢ € C¥(R,R) olsun. Ayrica n € Z, u, = znTn icin C,, = %fowq.’)(s)e‘i“nsds, )

fonksiyonun Fourier katsayis1 olmak iizere Y.,cz Che™nt Fourier serisi k > 2 icin

diizgiin yakinsaktir (Vasy, 2009).
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Ispat: C,, ¢ fonksiyonun Fourier katsayilar1 olmak iizere

i2nms

. _iznns _iznms
|Cpeitnt| = 1C, | < ‘%fowqb(s)e ® ds| < ifow p(s)e” o |ds

<2 [21p(s)ds < supsefo,u)l$(S)] (4.43)

oldugundan katsayilar dizisi diizgiin siirlidir. n # 0 ve ¢ € C¥ i¢in

i2nms

Cn = 5 (gm) Jy T0s91(s)e ™o ds

w \i2nm

elde edilir ki, bu islem k defa tekrar edilirse

i2nms

Cn =l( - )k S [0k pl(s)e™ @ ds

w \i2nm

esitligi bulunur. (4.43) kullanilirsa

k k
6l < (52) suPscroal[05G1)| = = € = (52) subscpo.nl[0501(S)]

yani

3
< —
Gl < e

esitsizligi elde edilir ki bu da k > 2 i¢in Weierstrass M-testinden Fourier serisi diizgiin
yakinsaktir (Vasy, 2009).m

Not 4.3.
f € C,, olmak iizere I" fonksiyonu (4.39) de tanimlandig1 gibi
r:c,—-C, [Ix](t)=x(t)—BXl x(t—1)=f(t)
seklinde olsun. Yani,
x(t) = BYk=, x(t — 1) = f(t) (4.44)
dir. x(t) = U ty(t) doniisiimii ile

Uly(t) = BU ' YR, y(t — 1) = f(¢)
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olur ki boylece
y(®©) = By Xie, y(t — i) = Uf(8) = g (o)
v,9 € T, olmak iizere denklemi elde edilir. Denklem sistemimiz diizenlenir ise
Yin;(£) = A Xkz1 Vi, (€ = T) = Gin, (0) (4.45)
ayricaj =1,2,...,n; —1vei=1,2,..,l1i¢in

Vij () = 4 2R v (6 — 1) — 2R Vijea (8 — ) = g5 (1) (4.46)
denklemleri elde edilir.

Teorem 4.6.

Kabul edelim ki Teorem 4.4'iin (1)-(3) kosullar1 saglansm. k > 2 icin f € CX

olsun. Bu taktirde I'"1:C,, — C, vardir ve I'"1 operatorii asagidaki dzellikleri saglar.

1. I fec};
2. [ 1@ =[r*f1), vteR.

Ispat:

1. I'"! varligi Teorem 4.4 kullamilarak gosterilebilir. Diger yandan Uf (t) = g(t)
oldugundan g € T} dir. n; pozitif tamsayis1 i¢in (4.45) ve (4.46) dan

(4791 ) (®) = Yin, (©) = Enen 5 € (4.47)
eqe 9n _ 1 roor,_4q —ipy _ Zn_n:
yazilabilir. Burada AT e Zfo [A gi,ni](s)e tnSds, U, = — nE€ Z, 7

tamsayilar kiimesidir. Diger yandan

, = In iunt
YVin; (t) = Xnez 12,3 e Tk e

' _ In : iunt
y in; (t) = ZnEZ 1-2; Z;cn=1 e~ iUnT lpe

serileri diizgiin yakinsak oldugunda y; ,,. € P} dir. Benzer sekilde diger durumlar i¢in de
Yini—1 Yini—20 Vi1 € Py dir. Sonug olarak y € Ty, x(t) = U™'y(t) oldugundan

r-1f =xec}olur.
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2. T operatoriiniin tanimindan
[Fx](0) = x(6) — BXiz 1 x(t — ) = f(©)
yazilabilir. [T71f](t) = x(t) oldugundan denklemde yerine yazilir ise
[ f1() — B XR=q [T~ f1(t — i) = f(8)
elde edilir ki 1. 6zellikten yani I'"1f € C} oldugundan
[P f1'@® - BERLIM It —7) = f'(©)
[r=f1(6) = [T~ f1'(®)
elde edilir.m
Sonuc 4.3.

4.Boliimiin bu ikinci kisminda Fourier serileri kullanilarak m|4;| > 1 oldugunda

da, yani ¢oklu sapma argiimanli D operatorii kararsiz olmasi durumunda da
%D(xt) = f(t,x,) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi i¢in herhangi bir x(t)

w-periyodik ¢6ziimii R iizerinde siirekli diferansiyellenebilir oldugu gosterilebilir.



5. UYGULAMALAR

Bu boliimde (3.1), (3.33) ve (4.1) denklemlerinin periyodik ¢6ziimlerinin varhigi,
Boliim 3 ve Boliim 4 de elde edilen operatorlere ait 6zellikler ve Mawhin nin siireklilik
teoremi kullanilarak incelendi ve konu ile ilgili problemler, ¢éziimleri ile birlikte
verildi.

Teorem 5.1.

X ve Y birer Banach uzayi, L : Dom(L) € X - Y operatorii indeksi sifir olan
Fredholm operatorii olsun. £, Dom(L) N2 # 0 olacak sekilde X in agik smirli alt
kiimesi ve N: — Y operatorii de 2 iizerinde L-kompakt operatdr olsun. Asagidaki
sartlar saglansin.

1. Lx # ANx,vVx € 00, A€ (0,1)
2. Nx¢&ImL,vx € 02 NKerL
3. deg{JQN,2 NKerL,0} # 0.
Burada J:ImQ - kerL bir izomorfizmdir. O zaman Lx = Nx denkleminin

2 n Dom(L) iizerinde bir ¢dziimii vardir (Gaines ve Mawhin, 1977).
%D(xt) = f(t,x;) seklinde bir denklemin periyodik ¢Oziimlerinin varhigini
incelemek ve Teorem 5.1°1 kullanmak i¢in 6ncelikle bazi 6n hazirliklara ihtiyacimiz var.
X=Y=C, ve Dom(L)={y € C,: Dy, R de siirekli diferansiyellenebilir}
olmak tizere
L: Dom(L)NC,, > €y, [Lx](8) = 2D (x) = - (x(t) — Bx(t — 1))
N:C, - C,, [NyI(t) = f(t,y:)
seklinde tanimlansin.
Lemma 5.1.
KerL = R™ dir.
Ispat: Keyfi x(t) = ¢ € R™ sabit fonksiyonunu alalim. Bu taktirde
[Lx](t) = % (x(t) — Bx(t — r)) = % (¢ — Bc) = 0 dir. Diger yandan keyfi x € KerL
alalim. O zaman [Lx](£) = < (x(t) — Bx(t — 1)) = 0 yani x(t) — Bx(t — 1) = c dir.

Ayrica x(t) = U 'y(t) doniigimi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

y(t) — E;y(t — 1) = Uc = d denklemi ile
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Vin,(£) = 4;Yin,(t — 1) = d;p,
vej=12,...n;—1,i=1.2,..,ligin

Vij() =4y j(t —1) =y ;1 (t — 1) = d;
denklemleri elde edilir. Lemma 3.1 den

. din.
YisoAldig, = 1_1'(:{,| |4l <1
-1 :
Vin,(®) = A (din,) = - d:
—_ = Ln;
_ZjEO Ai J di,ni = |/1,|_11 |Al| >1
1

Ve d;,, € Roldugundan y; ,, € R elde edilir.

Benzer sekilde diger durumlar yani y; n,_5, ¥in;—3+ Yi2s Yi1 i¢in de tamamen
benzer sekilde yapilirsa y € R™ ve dolayisiyla x = U1y ile x € R™ elde edilir. Bu da

KerL = R" oldugunu gosterir. m

Lemma 5.2.
ImL ={y € C,: fow y(s)ds = 0} dir.
ispat: A={y€cC,: fowy(s)ds = 0} olsun. y € ImL alalim. Bu taktirde en az bir
x € Dom(L) vardir ki Lx = y saglanir. Bu taktirde
fow y(s)ds = fow Lx(s)ds = fow% (x(s) — Bx(s —1))ds
= [x(w) — Bx(w — 7)] — [x(0) — Bx(—7)] =0
oldugundan ImL c A dur.

Diger yandan y € A alalim. (3.9), (3.10) ve (3.29) denklemlerini kullanarak
Lx =y olacak sekilde x € Dom(L) bulunabilir. Bu da A c ImL oldugunu gosterir ki

boylelikle ImL = {y € C,: fow y(s)ds = 0} oldugu ispatlanmis olur.m
Lemma 5.3.

ImL, C, de kapali bir kiimedir.
Ispat: T doénisimi T:C, —» R", T(y) = fow y(s)ds seklinde tanimlansin. Ayrica
€ > 0 sayis1 verilmis olsun. § = % secilirse ||y — z||, < & ise

IT) — T2 < [, ly(s) — z()lds < [lly — zllwds = wlly — zllo < &

oldugundan T operatorii siireklidir.
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Bunun yaninda B = {0} € R™ tek nokta kiimesi kapali bir kiimedir. Siirekli
fonksiyon altinda kapali bir kiimenin ters gorlintiisi kapali oldugundan
T'(B)={y:y € Cw,fowy(s)ds = 0} kiimesi de C, kiimesi iizerinde kapali bir
kiimedir. Yani ImL, C,, de kapalidir.m

Simdi asagidaki izdlislim operatorleri tanimlansin.

P:X - KerlL, Px=—["x(s)ds
Q:Y > ImQ, Qy= ifow y(s)ds .

Agiktir ki KerL = ImP ve KerQ = ImL dir. Yani P ki Dom(L) 5 Y A Y
zinciri tamdir.
Lemma 5.4.
CoKer L = ImQ dur.
Ispat: IT operatorii
II:ImQ - CoKer L =Y /ImL, n(y) =y +ImL
seklinde tanimlansin.

Kabul edelim ki I1(y,) = II1(y,) olsun. O halde y; + ImL =y, + ImL dir.
Yani y; —y, €ImL =KerQ dur. Q(y;—y,)=0 dir. Q lineer oldugundan
Q(y,;) = Q(y,) bulunur. Diger yandan y;,y, € ImQ oldugundan Q(t;) =y; ve
Q(t,) = y, olacak sekilde t,,t, € Y mevcuttur.

Q(y) = Q(y2) = Q(Q(t) = Q(Q(t) & Q*(ty) = Q*(t,) bulunur ki Q
bir izdiisiim operatdrii oldugundan Q2 = Q dur. O halde Q(t;) = Q(t,) yani y; =y,
oldugu goriiliir. O halde 11, birebir operatordiir.

y € Y olmak iizere keyfi y + ImL € CoKer L alalim. Q bir izdiisiim operatdrii
oldugundan Y = ImQ@®KerQ scklinde yazilabilir. Eger y+ImL =ImL ise
y =0 € ImQ alabilir. Eger y+ImL # ImL ise y & ImL = KerQ oldugundan
y=y1+y,,y. €EImQ,y, # 0vey, € KerQ seklinde yazilabilir. [1(y) = I1(y,)
oldugundan y =y, € ImQ alirsak I1(y,) =y + ImL olur ki boylelikle IT nin orten
oldugu gosterilmis olur. Bu sekilde CoKer L = ImQ oldugu ispatlanmis olur. m

Lemma 5.1°den KerL = R" oldugundan dimKer L = n dir. Lemma 5.4 den
CoKer L = ImQ ve Q nun tanimindan ImQ = R™ dir. Ayrica

codimlmL = dimY/ImL = dimCoKer L = dimImQ =n

oldugundan
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L nin indeksi = dimKer L — codimImL = n —n = 0 elde edilir.
Sonu¢ olarak 5.2 ve 5.3 Lemmalar1 da kullanilrsa L : Dom(L)c X -»Y
operatoriin indeksi sifir olan bir Fredholm operatorii oldugu goriliir. m
Kp:ImL c C,, » Dom(L) N KerP, [Kpz|(t) = [A71Fz](t)
[Fz](t) = fotz(s)ds olmak iizere Teorem 3.3°den A~1Fz € C} elde edilir ki K,
tamamen siirekli bir operatordiir. Boylece N, 2 iizerinde L- kompakttir. Dolays: ile
J:R™ > R™, J(x) = x olmak ftizere Teorem 5.1°i kullanarak asagidaki teoremi elde
ederiz.
Teorem 5.2.
i=1,2,...,1 iin |A;| # 1, 2 € C, agik, smirh bir kiime olsun ve asagidaki
sartlar saglansin.
1. vA1€(0,1) icin %D(xt) = A f(t,x,) denklemi 00 iizerinde herhangi bir
¢Ozlime sahip degildir.
2. QNx = i J;” (s, x5)ds = 0 denklemi 802 N R™ iizerinde ¢5ziime sahip degildir.
3. Brouwer derecesi dg{QN, 32 n R™, 0} # 0 olsun.

Bu takdirde (3.1) denklemi {2 iizerinde en az bir w-periyodik ¢dziime sahiptir (Lu ve
ark., 2011).

Ornek 5.1. x(t) = (xl (t), x,(t), x5 (t)) € R3 ve § > 0 olmak iizere

% (x(t) —Bx(t—1)) = 6g(x(t — u)) + e(t) (5.1)
) —-20 0 16

denklemini ele alalim. Burada B = -| 48 3 =51}, e(t) = (sint, cost, sint)T ve
—-16 0 20

3 2 3 3

3 3 T
g =(ZL+ 2 2 2 B ) geklinde  olsun.  Bu  takdirde

3
1+x2  14x2 T 1+x2 0 1+x27 14x2 1442

2 0 -1
f(t,x) =8g(x(t —p)) + e(t) olur. Diger yandan U = < 0 1 3) segilir ise
-2 0 4
2/3 0 1/6 -2 0 0
Ut =<—1 1 —1) ve UBU™! =E,1=<0 1/2 0) matrisleri ile 6z
1/3 0 1/3 0 0 2

degerlerimiz 1, = =2, 1, = % , 13 = 2 seklinde elde edilir. Kabul edelim ki u € C,,
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= (x(t) — Bx(t — 1)) = A8g(x(t — ) + Ae(t) , 1 € (0,1) (5.2)
denkleminin keyfi bir ¢6ziimii olsun. Bu taktirde
[ g(u(t —w)dt = [" e(®)dt = 0

oldugundan fozn g(u(®))dt = 0 dir. Yani,

f2n[ u3(s) u3(s) J-Zn[ u3(s) u%(s) ] ¢ = J-Zn[ u3(s) u3(s) ]dS =0

0 li+u?(s) 1+u§(s) 1+u3(s) 1+u%(s) 1+ui(s)  1+ui(s)

elde edilir. Denklemlerimiz tekrardan diizenlenir ise

2m uf ()[ua(s)-1] _ 2m [ u3(s) uf(s) _ 2m | ui(s) u3(s) _
fO 14+u2(s) =0, fO [1+u%(s) + 1+u%(s)] ds =0 ve f [1+u1(s) 1+u§(s)] ds =0

bulunur.  Béylece u,(ty) = 1, uz(tl)Sg ve u3(t1)SE olacak  sekilde

to, t; Ve t, € [0,27] noktalar1 mevcuttur ve
21 ’ 3 2T ’
lugl, <14 fo lui()|ds, lu,l, < S+ fo luy(s)|ds
3 2T ’
|u3|oo < E + fO |u3(5)|d5

esitsizlikleri saglanir. Ayrica Teorem 3.4 den u € C, oldugu da goriiliir. Simdi biitiin

bu hazirliklardan sonra f02n|u'(t)|dt ifadesi icin bir smir belirleyelim. Bunun igin

Teorem 3.3 ve (5.2) denklemi kullanilir ise

[ @©)de = A7 4w 1(©)|de = [T 1[A (Aw)'1(0)|dt

<|ullu~ 1IZT[ =1 ZjLy < i (|1 o ] Jy " lAul' )] dt

1

-1 1 1 2T ’
<1012 [y + iy + i fo 4w )

< W12 (S o) (7 8laCee = )lde + 7 le(@)lde) 6.3

esitsizligi elde edilir.
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1 1

. 1
Diger yandan + + =
ger ¥ =22l [imi2al] " [i-12a]]

4, UL =@ |U| =+/35 olarak

bulunur. Ayrica

2

oW e, e | |u%(t—u) ud(t-p)
|g(x(t 'u))l _|1+u%(t—u) 1+uz(t—u) + 1+ul(t-p)  1+ul(t-p)

2
|u§(t—u) o uit-p
1+ud(t-p)  1+ud(t-p)

H u3 (t—p) u3(t—p) | u3(t—p) uf (t—p)
1+ul(t-p)  1+us(t—p) 1+us(t-u)  1+u?(t-u)

|u§<t—u) G ]2
1+uZ(t-p)  1+us(t—p)

< [lua (€ =@l + lup(t — )l + lu (0 -l +1
Hua (t — W + lus(t — w17

yani

|g(x(t — u))| < |uqly + 3luyle + lugl, +1

ve
1
le(t)| = (|sint|? + |cost|? + |sint|?)z

< |sint| + |cost| + |sint]

<3

oldugundan
§ [ g(x(t — w)|dt < 218 (lugl, + 3lul + lugle + 1)
ve
[ le(®)ldt < 6

esitsizlikleri elde edilir. Elde edilen ifadeler (5.3) de yerine yazilir ve diizenlenirse
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27| ()] de < UllU- 1|z( e u||> (27 8lg (et — w)de + [ le(®)ldt)

<35 n [8 Clugle + 3lugle + lusly + 1) + 3]
<35 7T6(3|u1|w+3|u2|w+3|u3|w+3)+3]
< V35133878 (luyly, + [uzle + lusle + 1) +1]
yani
[ (®)]dt < V35 V133 8n[8 (lugl., + Izl + gl + 1) + 1]
bulunur. Diger taraftan

Lo + Tzl + lusl, < 4+ 7 (Jus (9] + [us ()] + |us(s)])ds

1

<4+2 fozn (|ui(s)|2 + |ué(s)|2 + |ué(s)|2)§ds
=4+2 f02n|u'(s)|ds

- 1 .
oldugundan, (5.4) ve (5.5) den § < Tonvas 5T sin

f2n|u'(s)|ds 8 TV35 V133 (1+56)
0 = 1-16 6 V35133

M

elde edilir. Sonug olarak

|u|CZn = maxte[o,w]lu(t)l MmaXie(o,w] (lug (% + luy ($)* + |u3(5)|2)2

< Maxeefo,o) (11 ()] + [uz (] + luz($)]) < luglo + luzle + lusle

<4+2["|u(s)|ds = 4+ 2M = M,

(5.4)

(5.5)

bulunur ki 2 = {x € C,; : Ixl¢,, < My + 1} olarak belirlenir ise Teorem 5.2°nin 1.

sart1 saglanmis olur.
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Diger  yandan  kabul edelim ki u € 4N NKerL =30 NR3 igin
Nu € ImL = {y:y € C,, fowy(s)ds = 0} olsun. Yani

fow Nu(s)ds = fowf(s, xg)ds = fow(&g(x(s — ) +e(s))ds =0

dir. [*

, €(s)ds =0 dan Sfowg(x(s —p))ds =0 ve dolayisiyla fowg(x(s))ds =0

olur. Ayrica u = (xq, x,,x3)7 € R3 oldugundan

x3 x3 x3 xf x3 x3
2 2 = U 2 z = 0 ve 2 z =
1+x7 1+x5 1+x5 1+x7 1+x5 1+x3

denklem sistemleri elde edilir ki denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi
(xll xZ; x3)T = {(11 _11 _1)T1 (01 01 O)T}

olarak bulunur. Boylece (xq,x,,x3)T € 02 NKerL yani Yu € a2 NKerL igin

Nu ¢ ImlL dir. Béylece Teoremin 2. kosulu da saglanmis olur.

Son olarak (JQN)~1[(0,0,0)7] = {(1,—-1,—1)7,(0,0,0)7} den

d
dgJQN, 2 NR?,0} = sgndet 22|, .y o s

9g(x)

+sgn det ™ lx,=0, x,=0, xs=0 = =1 # 0
oy . 1 .. .= .. . .
elde edilir. Boylece § < Tonvas 5T lsin (5.1) denklemi £ tizerinde 2m periyotlu en az

bir ¢oziime sahiptir.m

Teorem 5.3.
i=12,...,licin m|A| <1, 2 c Cy agik, sinirh bir kiime olsun ve asagidaki

sartlar saglansin.
1. vA€(0,1) igin %D(xt) = A f(t,x;) denklemi 02 fizerinde ¢oziime sahip
degildir.
2. QNx = %fowf(s, xs)ds = 0 denklemi 2 N R™ iizerinde ¢dziime sahip degildir.
3. Brouwer derecesi dg{QN, 32 n R™,0} # 0 olsun.

Bu takdirde (4.1) denklemi £ {izerinde en az bir w-periyodik ¢dziime sahiptir.
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Ornek 5.2. x(t) = (x1 (), x, (t)) € R? ve § > 0 olmak iizere

= (x(t) = Blx(t —7) + x(t — 1)]) = 8g(x(t — 1)) + e(®) (5.6)
1 4 .
L. . - 3 5 3 2 5
denklemini ele alalim. Burada B = 3 _i ,gx) = (12@ + ziig , 1:‘;% + ziig) ve

3

e(t) = (sint,cost)Tolsun. Bu takdirde f(t,x,) = 6g(x(t — ,u)) + e(t) seklindedir.

.. 1 _2 . . 1 2 z 0
U matrisi, U = ( 3) ise bu taktirde U~! = ( 3> ve UBU'=E; =|?

0 1 0 1 0 —-=
matrisleri ve boylece 2|A;| <1 sartim saglayan A, = é, A, = —é 0z degerleri elde
edilir. Kabul edelim ki VA € (0,1) i¢cin u € C,,,

d
p (x(t) = B[x(t —1) + x(t —1,)]) = Aé‘g(x(t - ,u)) + Ae(t) (5.7)

denkleminin keyfi bir ¢oziimii olsun. Bu taktirde
2 2
Js " g(ut —w)dt = Js Te(t)dt =0

ve bdylece fozng(u(t))dt = 0 dur. Yani,

IZH[u%@ u%(t)] _IZn[suf(t) ”g(”]dt—o
0 li+u2(t) = 2+ud(t) o w2 o 2+ud@ -

olur. Denklemler diizenlenirse

2m u? ()[uq(0)-3] _ Zn[su%(t) u%(t)] _
J-0 1+u(t) =0 ve fO 1+u2(t)  2+ul(t) ds =0

bulunur. Boylece u;(t;) = 3 ve |u,(t;)| < 3 olacak sekilde ¢y, t; € [0,27] vardir ve
lugl, <3+ f02n|u'1(s)|ds ve |u,l, <3+ f02n|u'2(s)|ds

esitsizlikleri saglanir. Ayrica Teorem 4.3'den u € C;, elde edilir. Simdi biitiin bu

hazirliklardan sonra f02ﬂ|u'(t)|dt ifadesi icin bir sinir belirleyelim. Bunun icin

Teorem 4.2 ve (5.7) denklemi kullanilir ise
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Ll @lde = [ 1A Aw1(©)lde = [T I[A™ Aul’ () |de

N | =

SIUIIU‘llx/E[Z?=1 D ( (5 )kz ) [ AU (0] de

1-2|4]

< UNU W2 (5 + 1omm) (6 15 Tlg(ee = ) lde + [ le(o)lde)

elde edilir. Diger yandan

1+us(t—p)  2+uj(t—p) 1+ul(t—-p) = 2+uj(t—p)

2 2
f02n|g(x(t—,u))|dt _ foznﬁ ui(zt—u) n u3 (t—p) n | 3u%2(t—u) n u3(t—p) | dt

< fZTT ( | u3(t—p) u3 (t—p) | 3uf(t-p) u3(t—p) )dt
-0 1+ud(t—p) = 24ud(t-p) 1+ul(t-p) - 2+ui(t-p)

2

< Jy Clug (e = @) + 2luy (6 — )] +3)de
21

< [, Clwgle + 2lusl, +3)dt
2

< J; (Blugls + 3luzl, + 3)dt

= 6m(lule + Uzl + 1)

ve

foznle(t)ldt = fom\/lsintl2 + |cost|?dt = 2m

degerleri esitsizlikte yerine yazilir ise

o @lde < 011U V2 (7 (678 (lusl. + [zl + 1) +27)

|1-2]241] T |1- 2|/1 ||>
= |U|JU" V23 + 3)27{(36 (luy |, + |uyl, + 1) + 13
< UIUIV2G3 +3)21{36 (6 + [, (i ()] + lup(s))ds + 1) + 1}

88\/_ 2

(36 (6 +V2 [T (i ()12 + up ()[2)zde + 1) + 1)
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[l @lde < 235 (7432 [ (©Olde) + 1

3

< 21216 + 3v26 " lu' (1) |dt + 36}

= 616v2r8 + 17676 [, " |u'(t)|dt + 88V2ns
. 1 ..
yani § < ——igin

616v218+88V2m
1-17678

S @)lds < =M

elde edilir. Boylece

1
|u|c2n = maxte[o,w]lu(t)l = MaXie[o,w] {(|u1(t)|2 + |u2(t)|2)2}
< Maxeo,w)tlus (O] + lux(t) [}
S |u1|oo + |u2|oo

<6+ [ (Jus O] + [up(®)])dt

1

<6+V2[;" ([ + [uz () dt
<6+V2 [ |u(®)]dt

=6 +V2M = M,

bulunur ki 2 = {x € Cpy, ¢ |xl¢,, < M, + 1} olarak belirlenir ise Teorem 5.3'iin 1. sarti

saglanmis olur.

Diger yandan kabul edelim ki u€dnNnKerl=00NR?> igin eger
Nu € ImL = {y:y € C,, fow y(s)ds = 0} olsun. Yani

fow Nu(s)ds = fowf(s, xs)ds = fow(&g(x(s —w) +e(s))ds=0

dir. fw

0

e(s)ds = 0 dan Swag(x(s —w))ds =0 ve dolayisiyla fowg(x(s))ds =0

olur. Ayrica u = (xq,x,)T € R? oldugundan
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=0

1+x2  2+4x5 1+x2  2+4x5
denklem sistemleri elde edilir ki denklem sisteminin ¢dziim kiimesi
(xlﬁ xZ)T = {(3, _278)TJ (OJO)T}

olarak bulunur. Béylece (x;,x,)T € 002 N KerL yani Yu € 02 NKerL i¢in Nu ¢ ImL

dir. Boylece Teoremin 2. kosulu saglanmis olur.

Ayrica (JQN)™1[(0,0)T] = {(3,—2.78)7,(0,0)7} den dolay1

9g(x) 9g(x)
dg{JON,2 NR?,0} = sgn det “‘;xx lx,=3, x,=—278 T+ sgndet ‘gxx lx,=0, x,=0

=1+0

elde edilir. Boylece eger § < ﬁ ise (5.6) denklemi 2 kiimesi iizerinde 2m-periyotlu

en az bir ¢oziime sahiptir. B

Son 6rnegimiz D; lineer olmayan fark operatorii icin bir 6rnek olacaktir. Bu
ornegimizde D; lineer olmayan bir fark operatorii oldugundan Teorem 5.1 6rnegimize

dogrudan uygulanamayabilir. Kabul edelim Ki

y(t) = Dy(x¢)

olsun. Boylece (3.36) denkleminden y(t) = x(t) — Bx(t — 1) — h(x.) = [I'x](t)

ifadesi elde edilir ve ayrica Teorem 3.5 de ifade edilen (1)-(3) kosullar1 da saglansimn.

Dolayisiyla artik % D, (x;) = f(t,x.) denkleminin w-periyodik ¢éziimiiniin varligi

y'(©) =&yl

denkleminin  w-periyodik  ¢Oziimiiniin ~ varhigma  denktir.  Boylece  biz
y'(t) = f(t,[F1y],) denkleminin w-periyodik ¢dziimiiniin varligini incelememiz
yeterli olacaktir. Ornegimize gegmeden dnce Teorem 5.1 uygulayabilmemiz igin ayrica
bazi diizenlemelere ihtiyacimiz var. X = Y = C,,, Dom(L) = { y:y € C} } olmak iizere
L: Dom(L)NC, — C,, Ly=y'
N:C, > Co, [Ny](®) = f (&, [Tyl

seklinde tanimlansin.
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Aciktir ki KerL =R", ImL ={y€ C,: fow y(s)ds = 0} ve boylece ImlL,
Y = C,, de kapalidir. Diger yandan dimKer L = codimImL = n oldugundan L, indeksi
sifir olan bir Fredholm operatoriidiir.

P:X - KerL, Px = ifowx(s)ds ve Q:Y - ImQ, Qy = %fow y(s)ds
projeksiyon operatorler olmak tizere KerL = ImP ve KerQ = ImL olacak sekilde tam
(exact) zinciri vardir.

Kp:ImL c C, » D(L) NKerP, [Kpz](t) = [, f(s,[Iz]5)ds
K, siirekli bir operatdrdiir. Boylece N, 2 iizerinde L- kompakttir.

Dolayistyla J:R™ - R™, J(x) = x olmak tizere deg{/QN,Q2 NKerL,0} =
deg {JQN, % fow f(s,[Fal)ds, 0} ise Teorem 5.1 den asagidaki teoremi yazabiliriz.
Teorem 5.4.

D, fark operatorii D;(¢) = @(0) — Bp(—1) — h(p) seklinde olsun ve
Teorem 3.5 deki (1)-(3) kosullar1 saglansin.

1. VA€ (0,1) icin y'(t) = Af(¢t,[F"1y],) denklemi 812 iizerinde ¢6ziime sahip
degildir.
2. Ala):= ifowf(s, [F~1a])ds = 0 denklemi 2 N R™ de ¢dziime sahip degildir.
3. Brouwer derecesi dg{QN, 32 n R™, 0} # 0 olsun.
Bu takdirde (3.33) denkleminin £ iizerinde en az bir w-periyodik ¢dziime sahiptir.
Sonugc 5.1.

D, lineer olmayan fark operatorii (3.33) de tamimlandig1 gibi olsun ve Teorem
3.5°de verilen (1)-(3) kosullar1 saglansin. Eger asagidaki kosullar1 saglayan bir p > 0
sayis1 var ise Oyle ki:

1. YA€ (0,1)icin y'(t) = Af(t,[I*y],) denklemi 010, lizerinde ¢6ziime sahip
degildir.
2. Al@):=— [, f(s,[F"tal)ds = 0 denklemi 82 N R™ de gbziime sahip degildir.
3. Brouwer derecesi dg{A;,I'"*(B,),0} # 0.
Bu takdirde (3.33) denkleminin 2 {izerinde en az bir w-periyodik ¢dziime sahiptir.
Burada A; : R™ - R™, A;(a): = %fowf(s, a)ds = 0, p > 0 sabit bir say1 olmak iizere

B, ={x e R™*:|x| <p}ven, ={x € Cy,: x|l < p}.
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Ornek 5.3. Sonug 5.1'in bir uygulamasi olarak asagidaki denklemi ele alalim.

% [x(t) —Bx(t—1) — s(x(t — ’l'))] = g(x(t — T)) + e(t) (5.8)
_ T ) 16 —16
Burada x(t) = (xl(t),xz(t)) € R? olmak iizere T > 0 bir sabit, B = ( 0 —16)’

500 = (a0, % (0) = (2 Ul + bxal), 2 (Ul = ;D) ) (@) = (sin, cos 0

-2 1

T
ve g(x) = (ixf, —i(xf + x%)) seklinde olsun. Diger yandan U = ( P

) olarak

1

2

0

secilirse U™1 = ve Jordan matrisi E; = (2 0 ) seklinde olur. Yani 6z

0 -2

NP D=

degerlerimiz A, =2 ve A, = =2 olur. Eger h(x,) = s(xt(—r)) = s(x(t — T)) ve
f(t,x) = g(xt(—‘r)) +e(t) = g(x(t - T)) + e(t) ise (5.7) denklemimiz

%Dl(xt) = f(t,x.) seklinde olur. Ayrica Teorem 3.5%in kosullar1 da g6z Oniine

almarak [ = % olarak secilir ise

|h(x) —h(y )l = |5(x(t - T)) - S(Y(t - T))l < Uxe(=7) = y (—D)I

< Imaxge[—q01x:(0) — ¥ (6)]

ve lJUIIUT B, 27]'1;1 £=1—| |1/1 7 < 1 saglandig1 goriiliir. Gergekten
1-14;
_ 3 ; j
Ul =3, 107 =2veXl, ¥}, ;{zlm: 2 (5.9)

yani [ < % olur ki esitsizlik saglanir. Diger yandan
|h(xe) — h(y)| = |5(x(t - T)) - S(Y(t - T))'
= % |(Clxa (e = D1 + |2t = DI, (g (6 = D] = |2, (6 = D))

—((yt =D+ Iyt = DD, Uy (¢ = DI = Iy (¢ — DD))|
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= (s (& = DI+ xo(t = D = Iy (£ = D = Iy = D,
lx,(t — D) = 2ot — )| = Iy, (¢ =D + |y (t = T)])]

= %[( 116 = DI + [x2 (6 = DI = [y2 (¢ =D = [y (¢ = DD?

(1%, (& = D] = o (£ = D =y (£ = D + ly, (6 = DD

= 2[lxi(t = DI + x(t = D2 + Iya (t = DI + |y, (£ = DI

—20x,(t = Dllys (& = DI = 2Ix,(t = Dy, (& = DIz

=[xt =Dl = s (£ = DD + (Ixa e = D = Iy (£~ DD

=2 (x,(t = D, x,(t = 1)) = (1t = D), y,(t = D)

5
= < lx(=1) = ye (D)
< = maxge(—r,0)|%:(6) — y. (6)] (5.10)

esitsizligi de saglanir. Dolayisiyla (5.9) ve (5.10) dan Teorem 3.5"in sartlar1 saglanmis

olur. Simdi ise Sonug 5.1 de belirtilen 2, kiimesini olusturalim. Herhangi bir u € C,,
% [x(t) —Bx(t—1) — s(x(t - 1'))] = Ag(x(t - r)) + Ae(t), 1 € (0,1)
denkleminin keyfi bir ¢oziimii olsun. Yani A € (0,1) i¢in
% [u(t) —Bu(t—1) — s(u(t — 1'))] = Ag(u(t — r)) + Ae(t) (5.11)

olur. Son ifadede denklemin her iki tarafi u(t) — Bu(t — 1) — S(u(t - T)) carpani ile

carpilir ve [0,27] iizerinde integral alinir ise

fozn[u(t) —Bu(t— 1) —s(u(t - r))]Tg(u(t —1))dt = — fozn[u(t) — Bu(t—1)

—s(u(t—1)] dt (5.12)
denklemi elde edilir.
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Simdi de fomlu(t)l“dt integral degeri icin bir iist smir belirleyelim. Oncelikle (5.12)

denklemi kullanilir ise

2 [ lu@)*dt = 4 [ (uw (O + ey (O19)de = [ uT (OB g(u(®))dt
= [ uT(t = 0BT g(u(t - 1)dt
= fozn[uT(t) — sT(u(t — T))]g(u(t — T))dt

+ 7" [u(®) - Bu(t = 1) - s(u(t - )] e(®)dt

olur. Daha sonra verilen s ve g fonksiyonlarinin degeri yerine yazilir ve diizenlenirse

2 [T @ e = [ [ (10, 12(0) = 2= g (6 = DI+ iy (6 = DIy (6 = )]

lu% (t-71)

—|u, (£ = 7)| )]l Hu3(e-0)+uie-0)

] + [ u(t) - Bu(t — 1)

—s(u(t — T))]Te(t)dt
< fozn G {uy OV —1) —u,(OUit — 1) —u, (U3t — 1)}
20\/-{Zqu(t Dlui(t — 1) — luy (t — Dluj(t — 1)
+up (¢ — D3 (e — DYt + [ ut) — Bu(t — 1)
—s(u(t —1)|le(®)ldt
bulunur. ikinci integral ifadesi i¢in Holder esitsizligi kullanilir ise

2 [ @t < [ (3 UunOlluy(t = DP + lup (@1 uy (£ — D)

+Hu, (Oluy(t = DI+ ——=2|uy (¢ — Dluy (¢ = DI?

20\/_

+uy (¢ — Dluy(t =D + luy(t — Dluy(t — ) PPdt

+ () = Bu(t — ) — s(u(t - D)) dt)( I(t)IZdt)

bulunur. Simdi de x,y = 0 igin xy3 < x* + y* esitsizligi goz oniine alinirsa
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2 [ @t < [ (GUun (O +uy (€ = D + fup (D1 + Juy (¢ = DI*
Hua O + lu(t = D + o= 2wt = DI + [y (¢ = DY

Huy (€ = DI* + lua (6 = DI* + lua (6 = DI* + lua(t — DI*Pdt

+ (15 C®) = Bu(t = 1) — s(u(e - T))|2dt)% (f; le(e)1at)

elde edilir. Son olarak ikinci integral ifadesine Minkowski esitsizligi kullanilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa
2 2
2 [ u@ldr < [77 (w1 +Hug O + i O + g (01 + lu(0)1*

+Hu (O} + ﬁ{Z(qu(t)l4 + lw (O + lug (O + [ua (O

a1 + s OF Dt 4V ([0 e

Bl ([P ae)’ + (foz”ls(““’)'zdt)%l

<[ GO + (01 + 555 Bl (01 + 5w, (014 de

1
2

+V2r l(foz’rlu(t)lzdt)E +1B1 (" ) 2dt ) + (f s ()| dt) l
21 (3 1
< 7" Gl @1 + w01 + 5 T (O + [u,(O14) at

1
2

+V2n [29 (foznlu(t)lzdt)% +1(f;" (o)1) l

]

< [;T (O + lup(®1dt + [m<29+ D (f;" lu)1?at )?

1

< 7 u(®l*de +V2m(29 + D2 (f; " lu(e)|*dt)*

olur. Yani
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2 [ u(®l*de < [ u(@)|*dt + V229 + DV2r ([} ()1 4dt)*

son esitsizlikte diizenlenirse

[Tt < 2m(29 + D3

elde edilir. Buradan
LIrul®lde = [ u®) - Bu(t — o) — s(u(t — 0)|de

< 29+ D) [ u(®)ldt

1

< 29+ Dy (J; " u()*dr)’

4

< 2m (29 + §)5

4

bulunur ki ve bdylece |[I'u](ty)| < 2m (29 +§)3 olacak sekilde t, € [0,27] noktas1

mevcuttur. Simdi de f02n| g(u(t))| ifadesini ele alalim. Soyle ki,

1

Iy )] = 7 (Gt @F + 2 hd(© + 1) de

1

< [ (2 1i®” + Zr3o2) dt
1

< B[R 1? + hdOide
3

< [Py (O + hup ()22t

V3 2w
=2 [Tu(e)Pdt (5.13)

seklinde elde edilir.

21

Diger yandan fo |[F u]'(t)|dt ifadesi i¢in Oncelikle (5.11) denklemi ve

sonrasinda (5.13) esitsizligi kullanilir ise
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Llrul' @) de = 121 £ |g(ut = D) + e(®)] de
< [7"g(u®)ldt + 2n

< Jy lu@®Pdt +2n

3

B amys (J () |*de)* + 2n

<|

- ? (2m)i(21)4(29 + 1) + 21

= (32+2)r
yani

[ rul' @) de < (BE+2)x (5.14)
bulunur. Sonug olarak

Irulle, < 1Mul @) + 7wl ()| de

4

<om(29+3) + (BB +2)m= My

esitsizligi ve Teorem 3.5 birlikte diistiniildiigiinde
lullc, = 1M Tulc,

lu=t|lvl 2l 23 3

= 1
1-plU= VI Sk, 3L, The

< _MO

47

elde edilir. Boylece (2, kiimesi, £, = {u € Cy: llullc,, < %MO} olarak belirlenir ise

Sonug 5.17in 1. sart1 saglanmis olur.
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Kabul edelim ki a € R™ i¢in A(a) = 0 saglansin. Yani
1 2w -1 — -1, —
—Jo [gr™a) + e()lds = g(r'*a) = 0

dir. g fonksiyonunun tammimndan I'"*a = 0 dir. Boylece a = 0 elde edilir ki 0 ¢ 9B,

yani sifir degeri B, i¢in bir smir goriintiisii degildir Sonug olarak sonug 5.1°in 2. kosulu

da saglanmis olur.
Diger yandan
H:r=%(B,) x [0,1]
1 0
Heow = we+ (=w (2, )00

tanimlansin. Bu taktirde Her (x,u) € I’ ‘1(Bp) x [0,1] igin xTH(x, u) > 0 dur.

Gergekten
1 x3
X 1 0 — X1
XTHCo W) = (g, 0) | (G0) + (1 = ) ‘
le

_ 2 2 _ _ _ 4
=p(xf +x5)+ (1 —w)(xy — x3,—x3) —l(xf N xg’)
4

= u(xf +x3) +- (1 - W&t +x3) >0
bulunur. Boylece
ds{A,, T~1(B,),0} = dg{g, '"*(B,),0} = —dz{H(.,0), *(B,), 0}
= —dp{H(,1),I1(B,),0}=-1+0

elde edilmis olur ki sonug olarak Sonug 5.1'in son sart1 da saglanmis olur. Boylece 5.8

denkleminin 27-periyotlu bir u(t) ¢éziimii vardir. m



6. SONUC

D operatoriiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart [4;| < 1 olmasidir. Ayrica
D kararl ise %D(xt) = f(t, x;)denklemi igin herhangi bir w-periyodik ¢oziimii stirekli
birinci tlireve sahiptir. Ancak elde edildi ki; |A;] > 1 olmasi durumunda da
%D(xt) = f(t,x;) denklemi i¢in herhangi x(t) w-periyodik ¢oziimii R iizerinde
stirekli diferansiyellenebilirdir.

h(¢) fonksiyonunun aranan kosullarina bakildiginda V¢ € C([—t, 0], R™) i¢gin
sadece stirekli olmasi sart1 aranmaktadir. Boylece %Dl(xt) = f(t,x;) denkleminin
herhangi bir w-periyodik ¢6ziimiiniin birinci tiirevi olmayabilir. Bundan bagka h = 0 ise
D, operatoriiniin kararli olmas1 gerekmemektedir.

m|A;l <1 oldugunda D(x,) = x(t) — B X5=, x(t — ;) seklinde tanimlanan
coklu sapma argiimanli D operatorii kararlidir. Yani D operatorii kararli olmasi halinde
coklu sapma argiimanli %D(xt) = f(t,x,) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi
icin herhangi bir x(t) w-periyodik ¢oziimii R tiizerinde siirekli diferansiyellenebilir
oldugu gosterildi. Boylece Lu ve ark. (2011)'de yaptig1 calismanin D operatoriiniin
kararli olmasi durumunda ¢oklu sapma argiimanli neutral fonksiyonel diferansiyel
denkleme genellemesi yapilmistir. Fakat bu yontemle m|A;| > 1 oldugunda Lu ve ark.
(2011) de yaptigi calismanin ¢oklu sapma argiimanli neutral fonksiyonel diferansiyel
denkleme genellemesi yapilamamistir. Fakat Fourier serileri kullanilarak m|A;] > 1
oldugunda, yani coklu sapma arglimanli D operatorii kararsiz oldugunda
%D(xt) = f(t,x;) neutral fonksiyonel diferansiyel denklemi i¢in herhangi bir x(t)
w-periyodik ¢oziimii R lizerinde siirekli diferansiyellenebilir oldugu gdsterildi.

Bunun yaninda lineer, lineer olmayan ve ¢oklu sapma arglimanli D operatorleri

icin  Mawhin'nin siireklilik teoremi kullanilarak ¢esitli Ornekler tizerinde
%D(xt) = f(t,x;) neutral fonksiyonel diferansiyel denkleminin periyodik ¢6ziimiiniin

varlig1 gosterildi.
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EKLER

EK 1. Bu boliimde Lemma 4.2 nin ikinci sartinin belirtilen yerin ispati verildi.

U 1Zeo[Tif 1@ de)” < S (T F] (0 dt)?

esitsizligi sonlu degerler i¢in Minkowski esitsizliginden

Uy 2ol 1@ de)? < T (f5 [T Fl @ de)?
seklinde ifade edilir. Ayrica T operatorii [TFI(t) = A4 X5 f(t —T4) Ve
Z;‘;O( ) Ow | [Tj f ] (t) |pdt)5 fonksiyon serisinin kismi toplamlari

1
Sn =X o([|[T7F] @ dt)? seklindedir. Simdi kismi toplamlar dizisinin diizgiin

yakinsakligini inceleyelim. S, (t) fonksiyon serisinin kismi toplamlar1 olmak iizere
Sn(®) = Zio(fy IT/f] O at)? = ( [E1F @) + ([T P +
AT AP + -+ ([T IO

= (PP + ([ S £ (e —7)de)? +
(1A Zp o 2o (=T, — Tk2)|pdt)% T
A Emem B (=T, — T, — e — Tkn)|pdt)%

= (fowlf(t)lpdt)% +I4I(J|Em o, (e - Tk1)|¥’dt)% n

1
PR L S f(t =T, —7,)[PdE)P + o+

1
| Sy By f (= T — Ty — o — T | dE)
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< (K@ e + 100 5o (1 (6 = [ de)” +
VhE Z;cnl=1 Zﬁzl(fowlf(t — T, — Tkz)lpdt); + -+

™ R g e B (o 1 (6 = Ty = 0y = = i, ) [ dE)?

bulunur. Simdi ise 2. ifade i¢in; s = t — 7y, 3. ifade igin; s = t — T}, — Ty,,..., N. ifade

iginde; s =t — Ty, — Ty, — *** — Ty, degisken donlisiimleri yapilir ve diizenlenir ise

1

= ([P + 5 (1 TAF()IPds ) +

1

|2:1? PN 1=1 Zk2_1 (fw Tkl_rk2|f(5)|pd5) -+

Tk

1

A D (fw Tkl—TkZ—..._‘L'knlf(S)|pds)

=y |f(t)|pdt)”+|/1 157 (JC1f () IPds)P +
ZHED YD Wi If(s)lpds)”+ A" m 2l (1 )Pds)P
= ([1F®1Pde)? + mal ([ 1£)Pds)? + mlaD? (1 f ($)IPds)? + -+

D" (J, If (s)IPds)?

yani kismi toplamlar
w 1
Sp = [L+mlA] + mIA;D? + -+ mla;D"1(J; | f (s)IPds)P

1
S0 = B ([ I ) IPds)”

1-m|A;|

seklinde elde edilir.
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m|A;| <1 olmak lizere n — oo igin limit alinir ise

limy-co Sy = 1 (15 1 () Pdls)?

bulunur. Sonug olarak
(12Tl de)? < Sro ([T F] ] de)?  ifadesinde n — oo igin

U 1ol FI@N"de)” < o (T Al de)? < oo

elde edilir.m
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EK 2. Teorem 4.2 de belirtilen yerin ispat1 verildi.
;"zo[Tj gi’ni]’ (t) serisi R tizerinde diizgiin yakinsaktir. Serinin kismi toplamlar dizisi
Sn(® = 9’1, O + [Tgin] © + [T2gi5,] © + -+ [T g1 ] ©
seklinde olsun. T dontistimii [Tx](t) = 4; Xg—q x(t — 7)) Ve gin, € P} oldugundan
[Tgin] ® = (A X s Gim(t — 7)) = 1 Ziea gy, (=) = [T, | ©
elde edilir. Benzer sekilde T? doniisiimii igin de yapilirsa
[ngi,ni]’(t) = [T(Tgi,ni)],(t) = [T(Ai Yk=19in,(t — Tk))],
= A [[Tgi,ni](t —7) + [Tgi,ni](t — 7))+ + [Tgi,ni](t - Tn)]’
= A2[Zpo1 Gin, (=1 = T + Tioy Gim, (=2 = 7)) + = + Dtcy Gin, (=10 — 7|

= )L%[ =1 (2713=1 Gin,(t—T; — Tk))],

bulunur ki toplam sonlu ve g; ,,, € P} oldugu da kullanilirsa

= )? [ k=19, (—T1 = 1) + Xker gy, (-T2 =) + -+ Ry g7, (0T — Tk)]
=1 [[Tg’i’ni] (t—1y)+ [Tg’l.lni] (t—1) ++ [Tg'l.'ni] (t — rn)]

=T (W% ', 6-10) = T([19, ] ©) = [1297,,, | ©

elde edilir. Yani

[Tgin] ® =|Tg',,. | ©. [T?gin] ®) = [T2g",,. | ®,

[13gin] @© = T3¢, | ©, .. [Tgin] ®© = [Tg’,, |
seklindedir. Boylece kismi toplamlar dizimiz

Sn(®) = ', (O + [Tgin] © + [T2gin ] © + -+ [T 2910, ] ®



99

=g, O+[rg, |©+[r2g,, |©++[Tmg | ©

= [(1 +T+T?4 -+ Tm_l)g,i,ni] (t)

—_Tm
= [II TT g'in.] (t) IITIl < 1 oldugundan m — oo i¢in limit alinirsa
- My

limpoce Sm(0) = 50 = [Lg', ] = [0 -1 g, | = [a72g',,, ] ©

elde edilir.
-Tm |,
m = MaXeeio o) Sn() = SO = maxeeow) [ 9" 1] © = [0 ] ©)]
- IT™ | . .
= MAXtef0,0] ”1— ] (t)| <o 19 ni|oo m — oo i¢gin ¢,, = 0 dir

Boylece S, (t) kismi toplamlar dizisi diizgiin yakimsak elde edilir. Dolayisiyla

;’°=0[Tj gi,ni]’ (t) serisi R tizerinde diizgiin yakmsaktir. Yani

Y'in, () = [2%20[T gin,] (t)]’ = fzo[Tjgi,ni]’(t)

Benzer sekilde y;n, 1, Yin;—2, Vi1 € P} oldugu gosterilebilir. m



100

EK 3. Bu bélimde ijoﬂijg'i’ni(t— j)  ile —ijoxli_j_lg'i'ni(t+(j+1)r)

serilerinin diizgiin yakinsaklig1 gosterildi. Gergekten

vt € [0,0] icin |29, (¢t =D < Al |g',,, | ve

Bja0 491 (€ = O] < Zjaolil |97, ¢ = 0| < |97, | Zjeoltil

saglanir. Diger yandan Y ;,0|4;|/ serisi |4;] < 1 i¢in yakmnsak oldugundan Weierstrass
M-testinden ;o A g'; . (t — j) serisi diizgiin yakinsaktir. g;,,, € P} oldugundan
y'i,ni (®) = [Zj20 A gin,t = JD] = Zjso Ai]g'i,ni(t —Jj7)

terim-terime tiiretme gergeklenir.

Benzer sekilde

vt € [0, w] icin |/1i_j_1g'l.n,(t + (G + 1)T)| < A7t |g' ve

i,ni|00
|_ o Ai_j_lg'i'ni(t T+ 1)T)| < YjsolAil 77! |g'i,ni(t —jT)|
= |g'i,ni|002j20|ﬂ,i|_j—1

elde edilir. ijol/lil‘j‘l serisi |A;] > 1 i¢in yakinsak oldugundan Weierstrass M-
testinden ;-0 Ai_j_lg'i,ni(t + (j + 1)) serisi diizgiin yakmsaktir. Ayrica g;,, € P,

oldugundan

Y in® = =TT, G+ D] = =Tl g, (¢4 G+ D)

terim-terime tiiretme gergeklenir. Sonug olarak yakmsamalar diizgiindiir ve y;,, € P!

dir. Benzer sekilde y; .1, Yin;—2, > Yiq € Py oldugu gosterilebilir. m
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