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OZET

FARK DENKLEMLERI VE FARK DENKLEMLERINDE KARARLILIK

BICER, Harun
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Ekim 2014, 68 sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Ilk béliimde fark denklemlerinin
kararliligi ve Lyapunov kararliligi ile ilgili olarak literatiirde yapilmis olan ¢alismalar
ozetlendi. Ikinci boliimde fark denklemleri ve ¢oziimleri ile ilgili temel tanim ve teoremlere
yer verildi. Uciincii béliimde iki farkl1 fark denklem sistemi igin kararlilik tanim ve teoremleri
orneklerle verildi. Dordiincii boliimde lineer ve lineer olmayan fark denklemlerinin

¢coziimlerinin Lyapunov kararlilig1 incelendi.

Anahtar kelimeler: Fark denklemi, Kararlilik, Lyapunov fonksiyonu.






ABSTRACT

DIFFERENCE EQUATIONS AND STABILITY OF THE DIFFERENCE
EQUATIONS

BICER, Harun
Msc. Thesis, Mathematics Science
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
October 2014, 68 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some scientific works done
in the literature with respect to the stability of difference equations and Lyapunov’s stability
are summarized. In the second chapter, some basic definitions and theorems with respect to
differences equations and their solutions are stated. In the third chapter, the stability
definitions and theorems with examples are given for two different difference equations
system. In the fourth chapter, the Lyapunov stability of solutions of lineer and nonlinear

difference equations are examined.
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ON SOz

Bilindigi gibi Fizik, Miihendislik gibi bir ¢ok bilim alaninda ortaya ¢ikan problemlerin
matematiksel modeli karsimiza fark denklemleri olarak c¢ikar. Bu tez calismasinda bu
denklem tiirlerinden biri olarak fark denklemleri ele alindi. Bu denklemlerin kararliligi ve
Lyapunov kararliligi ile ilgili olarak literatiirde yapilmis olan ¢aligmalardan bazilar1 incelendi.

Bu tez calismasini bana veren ve calismalarim siiresince karsilastigim giigliiklerde
yardimlarin1 benden esirgemeyen hocam, Prof. Dr. Cemil TUNC’ a c¢ok tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim. Ayrica bu zorlu siirecte her tiirlii destegiyle yanimda olan degerli esime

cok tesekkiir ederim.
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1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRISLERI

Fark denklemleri sadece diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil, ayn1
zamanda biyoloji, miithendislik, ekonomi gibi alanlarda ortaya ¢ikan matematiksel modellerde
ya dogrudan ya da dolayli olarak yer alirlar. Bu denklemlerde bagimsiz degisken tamsayilar
iizerinde tamimlanir. Dolayisiyla fark denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen
fonksiyonun farklar1 bulunur. Bu bakimdan, fark denklemleri daha ¢ok siirekli olmayan
problemleri karakterize eder. Ornegin, genetik alanda, kusaklar arasindaki genetik baskalasim
ile ekonomide fiyat degisim problemleri acik¢a siirekli olmayan problemlerdir. Ciinki
bagimsiz degiskenler birinde kusak; digerinde duruma gore giin, hafta, ay veya yildir ve ikisi
de dogal olarak ayrik ciimleler tizerinde tanimlidir. En bilinen fark denklemlerinden birisi
Fibonacci’ nin biyolojideki ilk matematiksel modeli olan
F.=F +F., F=F =1 n=123,..fark denklemidir. Fibonacci’nin modeline gore, yeni
dogmus biri disi biri erkek olan bir ¢ift tavsani ele alalim. Tavsanlar ilk ayin sonunda
cogalmaya hazir oluyorlar. Tavsanlarin hi¢ 6lmedigini ve yeni tavsan ciftinin birinin disi

digerinin de erkek oldugunu varsayalim. Buna gore tavsan ¢ifti sayis1 1-1-2-3-5-... seklinde
olur (Elaydi, 1999).

Fark denklemleri, sabit nokta teorisi, dinamik sistemler, popiilasyon dinamigi, model
teorisi basta olmak iizere fizik, mithendislik, iktisat gibi bir¢ok bilim dallarinda ¢ok yaygin ve
kullanish uygulamasi olan matematigin ¢ok dnemli denklem tiirlerindendir. Bu tezde, klasik
ve vektorel fark denklemleri iginde c¢ok Onemli bir yeri olan ve uygulanabilirligi ve
¢Oziimlerinin neredeyse biitiin 6zelliklerinin tartisilabilir olmasindan dolay1 bilim adamlarinin
karsilarina ¢ikan olaylar1 ifade etmede kullandigi fark denklemlerinin niteliksel
davraniglarindan biri olan ¢éztimlerin kararliliginin incelenmesi ile ilgili bir derleme ¢aligmasi

yapilacaktir.

Bir¢ok yazar bu tiir denklemlerin sistemlerini degisik parametreleri de goz Oniinde
bulundurarak enine boyuna incelediler. Asagida belirtilen literatiir bildirislerine bakildiginda
ilgili literatiirde ilgili sistemlerin ne kadar genis yer aldigi ve yapilan ¢aligmalarin 6nemi
rahatlikla goriilecektir. Biitiin bu c¢aligmalar1 ayrintili bir sekilde siniflandirmak c¢ok daha

genis ve kapsamli bir ¢alisma gerektirecektir.



Klasik fark denkleminde herhangi bir X, noktasindan baslayarak bir
Xo, T (% ) F(F (%)) F(F(F (%)) dizisi olusturulabilir. Ayrica burada
£2(x,)= F(£(x,)) £3(x,)= f(f(f(x,))...0lur. Yine burada f(x,), X, noktasinda f nin
(birinci) iterasyonunu; f2(x,), X, noktasinda f nin ikinci iterasyonunu ve bdyle devam
edilerek f"(x,), X, noktasinda f nin n. iterasyonunu gosterir. f°(x,)=x, olmak iizere tiim
pozitif {f "(X,):n> O} iterasyonlarin kiimesi, X, noktasinda pozitif yoriinge olarak adlandirilir
ve O(XO) ile gosterilir. Iste bu iterasyon siireci, ayrik dinamik sistemlere bir 6rnek teskil

etmektedir.

Omegin, f(x)=x?, X, =0.6 icin {f"(x,)} iterasyon dizisi bulunurken x yerine 0.6
konularak tekrarli (iterasyonel) bigimde 0.6, 0.36, 0.1296, 0.01679616,... say1 dizisi elde
edilebilir. Boylece f”(0.6) nin iterasyonunun sifira yakinsadigi goriilebilir. Yani, mesela her
X, €(0,1) igin n— oo iken f"(x,) sifira gider ve X, ¢ [-11] ise f"(x,) sonsuza gider. Ayrica

burada f n(0) =0, f" (1) =1 ve biitlin pozitif tam sayilar i¢in f n(—1) =1 dir.

Fark denklemleri son 30 yil igerisinde pek ¢ok bilim adaminin ilgisini ¢ekmistir ve bu durum
zengin bir literatiiriin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Bununla ilgili olarak Miller 1968,
Goldberg 1986, Bereketoglu 2012, Lakshmikantham ve Trigiante 1988, Mickens 1990, Akin
ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Agarwal 2000, Kelley ve Peterson 2001 kitaplarindan ve
Sugiyama 1969, 1971, Gordon 1971, LaSalle 1977, Peterson 1987, Elaydi vePeterson 1988
gibi makalelerden sozedilebilir.

Konuyla ilgili literatiirde yapilmis olan g¢aligmalara baktigimizda Birkhoff (1911),
lineer fark denklemlerin genel teorisini verdi. Adams (1928), lineer adi fark denklemlerin
regiiler olmayan durumlarini inceledi. Levinson (1946), lineer fark denklem sistemlerinin
asimptotik davraniglarii ele aldi. Evgrafov (1958), fark denklemlerinin asimptotik ¢6ziim
davranislarini arastirdi. Milne-Thomson (1960), sonlu fark hesabini yapti. Coffman (1964),
adi fark denklemlerinin asimptotik davraniglarini inceledi. Hurt (1967), adi fark
denklemlerinin bazi kararlilik teoremlerini ispatladi. Miller (1968), lineer fark denklemlerini
ele aldi. Williams (1970), dinamik sistemlerde kararliligi inceledi. Cadzow (1973), ayrik
zaman sistemlerini arastirdi. Schinas (1974), tam normlu uzaylarda zaman fark
denklemlerinin kararliligin1 inceledi. Murray (1974), asimptotik analizi ifade etti. Beddington

ve ark. (1975), fark denklemlerinin dinamik kompleks durumlarini analiz etti. Clark (1976),



niifus poiilasyon dinamigini inceledi. Luenberger (1979), dinamik sistemlerin teorisini
uygulamalariyla ifade etti. Kailath (1980), lineer sistemleri inceledi. Miller ve Michael
(1982), adi fark denklemlerini ele aldi. Ludyk (1985), zaman degiskenli ayrik zaman
sistemlerinin kararligin1 arastirdi. Goldberg (1986), fark denklemlerini inceledi. Benzaid ve
Lutz (1987),pertiirbe lineer fark denklemlerinin asimptotik ¢Oziim goOsterimlerini belirtti.
Lakshmikantham ve Trigiante (1988), fark denklemlerinin niimerik metot ve uygulamalarini
ifade etti. Carlson (1989), sonlu fark denklemlerinin kararliligini inceledi. Eastham (1989),
lineer denklem sistemlerinin asimptotik 6zelliklerini inceledi. Mickens (1990), fark
denklemlerini ele aldi. Agarwal (2000), fark denklemleri ile esitsizlik konusuna degindi.
Sharkovsky ve ark. (1993), fark denklemlerinin uygulamalarini inceledi. Elaydi ve Zhang
(1994), sonlu gecikmeli fark denklemlerinin kararliligi ve periyodikligini ele aldi. Elaydi
(1995), asimptotik Jordan fark denklemlerinin bir genislemesini verdi. Cooke ve Ladeira
(1996), fark denklemlerinin periyodik ¢oziimlerini bulmada bir metot ortaya koydu. Elaydi ve
Murakami (1996), ozel tipten bir fark denkleminin istel kararliligini inceledi. Sedaghat
(1997), siirekli doniistimler i¢in kararli olmayan global ¢eken sabit noktalarin var olmadigini
belirtti. Carvalho (1998), fark denklemlerinin periyodik ¢éziimlerini dallanma seklini inceledi.
Cushing (1999), yapisal popiilasyon dinamigini ele aldi. Elaydi (1999), lineer fark
denklemlerinin asimptotikligini genisletti. Horn ve Johnson (1999), matris analizini yaptu.
Brauer Castillo-Chavez (2001), popiilasyon modelini inceledi. Cushing ve Henson (2001),
bazi periyodik giicte monoton fark denklemlerinin asimptotik kararliligini ele aldi. Abu-Saris
ve ark. (2002), fark denklem sistemlerinin bir tipi i¢in ¢oziim getirdi. Elaydi (2002), lineer
fark denklemlerinin asimptotikligini arastirdi. Grove ve Ladas (2002), nonlineer fark
denklemlerinin periyodikligini ele aldi. Dannan ve Elaydi (2004), ileri tip lineer fark
denklemlerinin asimptotik kararliligini inceledi. Elaydi (2005), fark denklemlerini izah etti.
Sun ve Xi (2005), fark denklem ailesinin global asimptotik kararliligin1 inceledi. Talpalaru
(2005), fark denklemlerinin kararlilik problemlerini arastirdi. Peng (2006), nonlineer fark
denklemlerinin global asimptotik kararliligimi gosterdi. Hu ve Li (2007), rasyonel fark
denklemlerinin global kararliligini izah etti. Sun ve ark. (2008), nonlineer fark denklemleri
ailesinin kararlilik ¢éztimlerini verdi. Muroya ve ark. (2009), fark denklemler siifinin yeni
global kararlilik kosullarini inceledi. Al-Dosary (2010), fark denklemlerinin doniisimii ve
periyodikligini ele aldi. Dubickas (2010), pozitif denge noktasina sahip rasyonel fark
denklemlerini inceledi. Jankowski (2010), birinci mertebe ileri fark denklemlerini arastirdi.
Jia ve Hu (2010), yiiksek mertebe nonlineer fark denklemlerinin global ¢ekenligini inceledi.

Karatas (2010), yiiksek mertebe fark denklemlerinin global davranigini arastirdi. Migda



(2010), yiiksek mertebe fark denklemlerinin asimptotik ¢oziim 6zelliklerini verdi. Wang ve

ark. (2010), nonlineer fark denklemlerinin bir sinifi i¢in asimptotik kararlilig1 inceledi.

A. O. Ignatyev ve O. Ignatyev (2011) ¢aligmalarinda fark denklemlerinin kararlilik ve
asimptotik kararliligim1 incelerken Lyapunov fonksiyonlar1 olarak kuadratik formlardan

faydalandi. Bu tez ¢alismasinda Ignatyev’in bu ¢alismasi ayrica ele alinacaktir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 2.1.1.
Bir x: N — R fonksiyonu igin A fark operatorii veya x’in birinci basamaktan farki
Ax(n) =x(n+1) —x(n)

seklinde tanimlanir. Burada N = {0,1,2,3,...} dogal sayilar ciimlesi ve R reel sayilar

ciimlesidir. Buna gore x’in ikinci basamaktan farki A%x
A%x(n) = A(Ax(n))
=x(n+2)—-2x(n+1) +x(n)

ve bdyle devam ederek x’in k yinci basamaktan farki A¥x
: k
dx(n) = ) (1 () xtn+ k=)
j=0

seklinde hesaplanir ( Bereketoglu, 2012)

Bazen fark operatorii iki ya da daha ¢ok degiskenli fonksiyonlara uygulanabilir. Boyle
bir durumda A operatériiniin sag alt kosesine konulan bir indis yardimiyla hangi degiskenin

bir birim 6telendigi gdsterilmis olur. Ornegin;
A Xy =(x+1)°y—x?y = (2x+1)y,
A Xy =x*(y+1)—x?y = x?
olur.
Teorem 2.1.1.
a ve b sabitleri igin;
A(ax(n) + by(n)) = alAx(n) + bAy(n)

dir. Yani A fark operatorii lineerdir (Bereketoglu, 2012).



Tanim 2.1.2.

E Oteleme operatorti,

Ex(n) =x(n+1)

seklinde tanimlanir. Bu tanima gore

Ekx(n) = x(n+k)
dir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 2.1.2.

a. Ak(Alx(n)) = A*lx(n), Vk ezt ={1,23,..}

b. A(x(n)y(n)) =ym)Ax(n) + x(n + 1)Ay(n)

x(n)y _ y(m)Ax(n)-x(m)Ay(n)
¢ ACm) = T Sty

dir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 2.1.3.
k ymnci1 dereceden
p(n) = agn® + an* 1+ -+ q,
polinomu i¢in
A¥p(n) = apk!
ve
Atip(n) =0, i>1,

dir. Burada ay # 0, a4, a,, ..., a; katsayilari reel sabitlerdir (Bereketoglu, 2012).

Ornek 2.1.1.
p(n) =n3+12n + 16

polinomunun dordiincili basamaga kadar farklarini hesaplayalim:



Ap(n) = 3n? +3n + 13
A’p(n) =6n+6
A3p(n) =6
A*p(n) =0
olur.
Teorem 2.1.4.
E oteleme operatorii cinsinden k yinci dereceden
p(E) = agE* + a1 E* "1 + - + ai 1

polinomu verilsin. Burada ay # 0, a4,a,,..,a; Kkatsayilar1 reel sabitler ve [ birim

operatoriidiir. Bu durumda
p(E)b™ = b"p(b)
Ve
p(E)(b"g(n)) = b"p(bE)g(n)
dir; burada b bir sabit g(n) herhangi bir fonksiyondur (Bereketoglu, 2012).
Ornek 2.1.2.
(2E? —E 4+ 51)2"

islemini yapalim.

p(E) = 2E? — E + 51
ve
bn — 271.
alinirsa, Teorem 2.1.4° den,

(2E2 —E 4+ 50)2" = 2"(2.22 =2 + 5)



=11.2"

olur.

Tanim 2.1.3.

n =>n, icin AF(n) = f(n) olsun. Bu durumda,

A™1f(n) = F(n) + ¢, (c, keyfi sabit),

seklinde tanimlanan A~1 operatdriine ters fark operatdrii denir (Bereketoglu, 2012).

Ozel olarak A1(0) = c dir.

Simdi bir f(n) fonksiyonunun ters farkini hesaplamak tizere bir lemmadan s6z edelim.

Lemma 2.1.1.

A fark operatdrii icin,

i Ax(k) = x(n) — x(ny), (n = ng igin)
k;() 0 0

ii. A, x(k) | =x(n)

dir (Bereketoglu, 2012).

Bu lemmanin bir sonucu olarak

n—1
S OEDWIORE:
i=0

elde edilir. Buradan da A™? in lineerlik 6zelligi ispatlanabilir.
Teorem 2.1.5.

A~1 operatérii lineerdir.
Ispat.

a ve b reel sayilari igin

(2.1.1)



A~ (ax(n) + by(n)) = aA~tx(n) + bA 1y(n)

oldugu gosterilmelidir. (2.1.1) formiiliinden,

A~ (ax(n) + by(n)) = Z(ax(i) +by(D)) +c
i=0

n-1 n-1

= aZx(i)+be(i)+c
i=0

i=0
= aA 'x(n) + bA"1y(n)
dir.
Ornek 2.1.4.

45" +¢e*"

fonksiyonun ters farki tanim yardimiyla hesaplanirsa:

-1
AT (45" +e™) = (4.5i +e3‘) + ¢

i

S

I
o

"Z: nz_:e)i+cl

i=0

1-5", 1-(e%)"
=4 + +
(1—5) 1-¢° “

e®" 1

-1 e*-1

=5"-1+ +C

3n

=5"+ +C

e’ -1

elde edilir.

Tanim 2.1.4.
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Bir S € N = {0,1,2, ... } say1 ciimlesi iizerinde tanimli olan bir x fonksiyonun degerini
ve onun Ax, A%x, ... gibi farklarini iceren bir denkleme S ciimlesi {izerinde tanimli olan bir

fark denklemi denir ( Bereketoglu, 2012).

Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyilkk ve en kiiciik

arglimentlerinin farkina o denklemin basamagi denir.

Omegin;  x(n+3)-4x(n+2)+5x(n+1)=0 ve  x(n+4)+x(n)—x(n+2)=1

denklemlerinin basamaklar1 sirasiyla 2 ve 4°diir.
Tanim 2.1.5.

a,(n),a,(n),....,ar(n) katsayillar1 ve g(n), n =ngigin tanimh reel degerli

fonksiyonlar ve a,(n) # 0 olmak iizere
x(n+k)+am)x(n+k—-1)+-+a,(n)x(n) = gn) (2.1.2)

bi¢imindeki bir denkleme k. basamaktan lineer fark denklemi denir. Bu denklem, g(n) = 0
oldugu zaman homojen denklem, aksi durumda homojen olmayan denklem olarak

adlandirilir. Buna goére k. basamaktan bir lineer homojen fark denklemi
xn+k)+a(M)xn+k—-1)+-+a,n)x(n)=0 (2.1.3)

dir. Ayrica, biitiin a;(n) katsayilari a;(n) = a; seklinde sabitse, (2.1.2) denklemine sabit

katsayili, aksi halde degisken katsayili fark denklemi denir (Bereketoglu,2012).
Teorem 2.1.6.

a;, i =1,2,...,k, katsayilar1 reel sabitler ve g(n), n = n, i¢in tanimh reel degerli

bir fonksiyon ve a; # 0 olsun. Bu durumda
x(n+k)+axn+k—-1)+ -+ ax(n) =gn), (2.1.4)
x(ng) = ag,x(ng+1) =ay, .., x(ng+k—1) = ay_4, (2.1.5)

baslangic deger problemi n >mny icin tanimli olan bir tek x(n) ¢Oziimiine sahiptir

(Bereketoglu, 2012).
Ispat.

(2.1.5) in kosullar1 yardimu ile (2.1.4) den 6nce n = n; igin
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x(ng + k),
ardindan n = ny + 1 i¢in
x(ng +k+1)

ve bu isleme benzer sekilde devam edilerek x(ng +k +2), x(ng + k + 3), ... degerleri
hesaplanir. Buradan (2.1.4)-(2.1.5) probleminin bir ¢6ziimii

x(ng),x(ng +1),....,.x(ng +k—1),x(ng + k), x(ng +k+1),x(ny + k+ 2),... seklinde

bulunur. Boylece ¢oziimiin varligi kanitlanmis olur.

Cozimiin tekligi icin x(n) den farkli bir x(n) ¢oziimiiniin varhgm kabul edelim. Bu
x(n) ¢oziimii benzer sekilde (2.1.4) ve (2.1.5) yardimi ile hesaplandigi zaman her n > n, igin

x(n) ¢oziimiine 6zdes oldugu goriiliir. O halde ¢oziim tektir.
Tanim 2.1.6.
Her n = ny igin,
a1fi(n) + azfo(n) + -+ a.fr(n) =0 (2.1.6)
olacak bi¢imde hepsi birden sifir olmayan a4, a,, ..., a,- sabitleri var ise, bu durumda
fi(n), f,(n), ..., f(n) fonksiyonlarina n > ng igin lineer bagimlidir denir.

Eger (2.1.6) esitligi her n >ny icin sadece ve sadece a; =a,=--=a, =0
durumunda saglamiyorsa  f;(n), f,(n), ..., f,(n) fonksiyonlarma n >n, igin lineer

bagimsizdir, denir (Bereketoglu, 2012).
Ornek 2.1.5.
3" n3",n%3" fonksiyonlar1 n > 1 iizerinde lineer bagimsizdirlar. Bunu gérmek i¢in

a,3" + a,n3" + azn?3" = 0, vn=>1,

esitligi 3" ile boliiniirse
a, +an+azn?=0, vn=>1,

elde edilir. Bu ise en fazla iki n > 1 i¢in dogrudur. Her n = 1 i¢in esitliginin saglanmasi

ancak ve ancak a; = a, = a; = 0 olmasi halinde miimkiindiir.
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Tanim 2.1.7.

(2.1.3) denkleminin k tane lincer bagimsiz ¢oziimiiniin ciimlesine, bir temel ¢dziimler

climlesi denir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 2.1.7 (Temel teorem).

Her n > ng igin a;(n) # 0 ise, bu durumda (2.1.3) ile verilen lineer homojen fark

denklemi [n,, co] tizerinde bir temel ¢éziimler climlesine sahiptir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 2.1.8.

(2.1.3) homojen denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢6zimii x;(n), x,(n), ..., x; (n)

olsun. Bu durumda (2.1.3) denkleminin genel ¢éziimii

x(n) = cix () + cpx,(n) + -+ + cpx (n)
seklindedir, burada ¢4, ¢y, ... , ¢ keyfi sabitlerdir (Bereketoglu, 2012).
Tanim 2.1.8.

x;(n), x,(n), ... , x,-(n) ¢oziimlerinin W (n) Casoratyani

x1(n) x,(n) xr(n)
x;(n+1) x,(n+ 1) x,(n+ 1)
W(n) = det ' ' ' |
kxl(n-i-r—l) xz(n+1.”—1) xr(n-l-.r—l) /

seklinde tanimlanir (Bereketoglu, 2012).
Lemma 2.1.2 (Abel Lemmasi).

x1(n), x,(n), ... ,xx(n), (3) homojen denkleminin ¢oztiimleri ve W (n) onlarmn

Casoratyani olsun. Bu durumda n > n, i¢in,

n-1

we = DR | | [ ae@ | won

i=n0

dir (Bereketoglu, 2012).
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Sonug. x;(n),x,(n), ... ,x,(n), (3) homojen denkleminin ¢6ziimleri ve her n > n, igin
a,(n) # 0 olsun. Bu durumda her n = n, sayisina karsilik W (n) # 0 olmasi igin gerek ve

yeter kosul W (n,) # 0 olmasidir.
Teorem 2.1.9.

(2.1.3) homojen denkleminin x; (n), x,(n), ..., x; (n) ¢éziimlerinin bir temel ¢oziimler

climlesi olusturmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir ny € N sayisina karsilik
W(ny) #0
olmasidir (Bereketoglu, 2012).
Ornek 2.1.6.
Ugiincii basamaktan homojen
x(n+3)+3x(n+2)—4x(n+1)—12x(n) =0

fark denkleminin 2™, (—=2)" ve (—3)™ ¢oziimleri bir temel ¢oziimler ciimlesi olustururlar.

Clinkii onlarin Casoratyani
2" =2 ="
W(Tl) = det 2n+1 (_2)n+1 (_3)n+1
2n+2 (_2)n+2 (_3)n+2
seklinde olup n = 0 noktasinda

1 1 1
W) =det|2 -2 -3|=-20%0
4 4 9

dir.
2.2. Birinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri
Burada birinci basamaktan lineer homojen olmayan
x(n+1) =an)x(n) + g(n), n=>ny,=0, (2.2.1)
fark denklemi ve

x(ny) = xo (2.2.2)
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baslangi¢ kosulundan meydana gelen baslangi¢ deger problemi iizerinde durulmaktadir. a(n)

katsayist ve g(n), n = nq igin tanimli reel degerli fonksiyonlar olup a(n) # 0 dir.

(2.2.1)’ e iliskin homojen denklem

x(n+1) =aln)x(n), n=>ny,=0, (2.2.3)
dir.
Teorem 2.2.1.
(2.2.3) homojen fark denklemi ve (2.2.2) baslangi¢ kosulundan olusan problemin tek
¢Ozumu
n-1
x(n) = 1_[ a(i) |x, (2.2.4)
i=Tl0
olup (2.2.1)-(2.2.2) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii,
n—-1 n-1 n—-1
x(n) = 1_[ a(i) |xo + Z (H a(i))g(r) (2.2.5)
i=ng r=ng \M=r+1
dir (Bereketoglu, 2012).
Uyar. Birinci basamaktan sabit katsayil
x(n+1) =ax(n) + gn) (2.2.6)
denklemi ve
x(0) = x, (2.2.7)
kosulu i¢in (2.2.5) ¢6ziim formiilii
n-1
x(n) = ax, + Z a™ "1 g(r) (2.2.8)
r=0

seklini alir. Ayrica g bir sabit olmak tlizere g(n) = g oldugu zaman (2.2.8) den,
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n a®—1
m={omt(GTy)e an
Xo + gn, a=
bulunur.
Ornek 2.2.1.
n > 0 igin,
x(n+1)=m+ Dx(n)+2"(n+1)!, x(0)=1

probleminin ¢6ziimi, (2.2.5) den,

n-—1 n-—1 n-1
x(n) = ﬂ(i+1)+ <1_[ (i+1)>zr(r+1)!

i=0 r=0 \i=r+1
n-1
=n!l+ Z n! 2"
=0
= 2"n!
elde edilir.
Ornek 2.2.2.
x(n+1) =2x(n) +3", x(1) = 0.5,

probleminin ¢ézlimii, (2.2.8) den,

. n-1
x(n) = (E) 21 4 Z 2n-r-igr
r=1

n—1 3T
— 211—2 n—-1 z (_)
+ 2 >
r=1
= 3" — 5(2)71—2

dir.
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2.3. Ikinci Basamaktan Sabit Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemleri

a4, a, katsayilari reel sabitler ve a, # 0 olmak iizere ikinci basamaktan sabit katsayili

lineer homojen
x(n+2)+ax(n+1)+a,x(n) =0 (2.3.1)

fark denklemini ele alalim. Bu denklem i¢in A" seklinde bir ¢oziim aranirsa,

AZ + a1/1 + a, = 0 (232)

bulunur. Bu denkleme (2.3.1) fark denkleminin karakteristik denklemi denir. (2.3.2)
denkleminin  A;,A, koklerine karakteristik kokler adi verilir. (2.3.1) homojen fark

denkleminin genel ¢6ziimii A4, 1, koklerine bagl olarak ii¢ farkli durumda hesaplanir.

Durum 1. A; ve A, kokleri reel ve farkli ise, bu durumda{a;",1,"} ciimlesi (2.3.1)

denkleminin bir temel ¢oziimler ciimlesidir. Buradan (2.3.1) in genel ¢ozimii,
X(n) = Cllln + Czlzn (233)
seklindedir; burada c; ve c, keyfi sabitlerdir.

Durum 2. 4; = 4, = 1 olsun. Bu durumda (2.3.1) denkleminin bir temel ¢éziimler climlesi

{A™, nA™} olup genel ¢6ziim,
x(n) = (¢, + c;n)A™ (2.3.4)
dir.

Durum 3. 4y =a+if ve A, = a —if olsun; burada a,8 € Rve f # 0 dir. Bu durumda

(2.3.1)’ in bir temel ¢6ziimler ciimlesi {r"cosn®, r™sinn} dir; burada

r=a?+p2, 9=tan"1(§)

seklindedir. Buradan (2.3.1)’ in genel ¢oziimii,
x(n) = r"(c;cosnb + c, sinnf) (2.3.5)
veya

x(n) = Ar™cos(nf — B)
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olup, burada c¢,,c,, A ve B keyfi sabitlerdir.

2.4. ikinci Basamaktan Degisken Katsayih Lineer Homojen Fark Denklemleri

Bu kesimde ay(n),a;(n),a,(n) katsayillart n =>n, igin tamimh reel degerli
fonksiyonlar ve n > ny ftzerinde ay(n) # 0, a,(n) # 0 olmak iizere ikinci basamaktan

degisken katsayili lineer homojen
as(m)x(n+2)+a,(n)x(n+ 1)+ a,(n)x(n) =0 , n=n, (2.4.1)

fark denkleminin genel ¢6ziimii hesaplanmaktadir. Bunun i¢in iki yontemden s6z edilecektir:
Bu yontemler operatdrlerin carpanlara ayrilmasi ve bir ¢oziimiin bilinmesi durumlaridir

(Kelley ve Peterson 1991).
Operatorlerin Carpanlara Ayrilmasi
(2.4.1) denklemi E o6teleme operatorii yardimi ile,
ao(n)E?x(n) + a;(n)Ex(n) + a,(n)x(n) =0
[ag(ME? + a;(NE + a,(n)]x(n) =0
seklinde yazilabilir. Buradan
ag(n)E? + a;(n)E + a,(n)

operatorii E ye gore carpanlara ayrilabilirse, o zaman verilen denklemin genel ¢6ziimii hemen

bulunabilir (Bereketoglu, 2012).
Ornek 2.4.1.
Ikinci basamaktan degisken katsayili
xn+2)—-(n+DDx(n+1)—(n+1x(n) =0 (2.4.2)
fark denklemi verilsin. Bu denklem Gteleme operatdrii cinsinden,
(E?—-(n+1DE-(n+1)x(n)=0 (2.4.3)

bi¢iminde olup
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E+DE-nm+D)x(n) =0 (2.4.4)
seklinde ¢arpanlara ayrilabilir. Simdi
(E —(n+ 1))x(n) = z(n) (2.4.5)
olsun. Buradan (2.4.4)
(E+1z(n)=0
denklemine indirgenir. Bu ise,
z(n) = (—1)"¢, (2.4.6)
genel ¢oziimiine sahiptir; burada c; keyfi sabittir. (2.4.6), (2.4.5) te yerine konulursa,
(E —(n+ 1))x(n) = (—1)"c,
veya

x(n+1)=mn+1Dxn)+ (—1)"¢, (2.4.7)
elde edilir. (2.4.7) denklemi birinci basamaktan homojen olmayan bir denklem olup genel

¢Ozimi

x(n) = 71:1(1' +1) |c, + nz_::l < ﬁ (i+ 1)) (-1,

i=ng r=ng \i=r+1

=con! + Z nn—1)..r+2)(—-1)"¢

r=ngp

= (-Dn!
(r+1)!

r=nop

=cnl+c

dir. Boylece verilen (2.4.2) denkleminin genel ¢6ziimii yukaridaki bigcimde hesaplanmis oldu.
Bir Coziimiin Bilinmesi Durumu

(2.4.1) homojen denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimii bilindigi takdirde bununla

bagimsiz olabilecek ikinci bir ¢dziim bulunabilir:

Lemma 2.4.1.



19

x1(n) ve x,(n), (2.4.1) fark denkleminin iki ¢6ziimii ve W (n) onlarin Casoratyani

olsun. Bu durumda

a,(n)
Wh+1)= < >W(n) (2.4.8)

ap(n)
dir.

x1(n), (2.4.1) denkleminin asikar olmayan bir ¢oziimii ve x,(n) de ayn1 denklemin

diger bir ¢6ziimii olsun. A¢ik bir durum olarak

A %2 (n) _ x,()Ax;(n) — x,(n)Ax; (n)
x(n) xi(Mx;(n+1)

_ w(n)
M+ 1)

dir. Buradan her iki yana A~ uygulanirsa,

w(r)
X (r)x:(r + 1)

n-1
xz(n) = x,(n) z (2.4.9)
r=0

olur. Boylece asagidaki teorem elde edilir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 2.4.1.

x1(n), (2.4.1) denkleminin sifir olmayan bir ¢6ziimi olsun. ay(n) ve a,(n)
katsayilar1 n > n,, lizerinde sifirdan farkli iseler, o zaman (2.4.9) ifadesi (2.4.1) denkleminin
diger bagimsiz ¢oziimiinii gosterir; burada W (r), (2.4.8) nin asikar olmayan bir ¢éziimiidiir.
Bu teorem ikinci basamaktan (2.4.1) denklemi igin basamagin indirgenmesi olarak bilinir
(Bereketoglu, 2012).

Ornek 2.4.2.

x(n+2)—x(n+1)—

n+1x(n)=0

denklemi verilsin. Bu denklemin bir ¢6ziimii x; (n) = n + 1 dir. Lemma 3’ den,

1
W(Tl + 1) = —n—_l_lW(TL)
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olur. Bu ise

seklinde bir ¢ozlime sahiptir. (2.4.9) dan,

n—-1
_ (=1)"
()= +1) ; (r+ 1D+ 2)r!

n—-1
-’
=+ 1)2 r + 2)!

elde edilir. Boylece verilen denklemin genel ¢ozliimii

(=1)"
(r+2)!

n-1
x(n)=cn+1)+c,(n+ 1)2
r=0

dir; burada ¢, ve c, keyfi sabitlerdir.

2.5. k. Basamaktan Lineer Sabit Katsayih Homojen Fark Denklemleri
k. basamaktan lineer sabit katsayili homojen,
xn+k)+axn+k—-1)+-+ax(n)=0 (2.5.1)

fark denklemini ele alalim; burada a; ler reel sabitler olup a; # 0 dir. Ikinci basamaktan
lineer sabit katsayili homojen denkleminde oldugu gibi (2.5.1) denkleminin A™ seklinde bir

¢Ozuml aranirsa,
Mt a4 .ita, =0 (2.5.2)

denklemi bulunur. (2.5.1) fark denkleminin ¢6ziimleri karakteristik koklere bagli olarak

hesaplandiklari i¢in agagidaki durumlarin incelenmesi yeterlidir.

Durum 1. 44, 45, ..., A, kokleri reel ve Dbirbirinden farkli ise, bu durumda
A" A,", .., A"} cilimlesi (2.5.1) denkleminin bir temel ciimlesi olup, (2.5.1)’ in genel

¢Ozimi
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k

x(n) = Z A" (2.5.3)
i=1
seklindedir; burada ¢4, ¢, ..., ¢ Keyfi sabitlerdir.

Durum 2. (2.5.2) Kkarakteristik denkleminin A, 1,,..., 1, kokleri reel ve sirasiyla
mq, My, ...,m, kath olsunlar; burada }j_,m; =k dir. Bu durumda (2.5.1) denklemi E

operatorii cinsinden
(E—2)™(E—-21,)"™ ..(E—21.)™x(n) =0 (2.5.4)

seklinde yazilabilir. Herhangi bir i € [1,7] i¢in (E — A;)™ix(n) = 0 denkleminin bir temel

climlesi
Gi = {Ain, nlin, ey nmi_l/lin}
dir. Dolayistyla (2.5.4) iin bir temel ciimlesi G = Uj_; G; olup genel ¢oziimii
T
x(n) = Z Ai"(Cio + i 4 €n® + -+ + Cipp— 0™ ) (2.5.5)
i=1
olur.

Durum 3. (2.5.2) karakteristik denkleminin bir 1; = a + i kompleks kokii g, katli olsun

(2q1 < k). Budurumda (2.5.1) denkleminin 2q, tane gergel degerli bagimsiz ¢6ziimii
rcosnf, r"*sinnd; nr'*cosnd, nr'*sinnd; ...; n91 " r"cosnf, n1 " r"sinnd
seklindedir (Bereketoglu, 2012).
Ornek 2.5.1.
x(n+3)—7x(n+2)+16x(n+1) —12x(n) =0,
x(0)=0, x()=1, x(2)=1
baslangi¢ deger problemini ele alalim.
Bu problemin ¢dziimii i¢in 6nce denklemin genel ¢oziimii bulunur. Karakteristik denklem,

AB—712+161—-12=0
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olup karakteristik kokler A; = 2 = 1, ,4; = 3. Buradan genel ¢6ziim
x(n) = ¢, 2™ + c,n2™ + ¢33"
olur. Baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa,
x(0) =c¢c; +¢c3=0,
x(1) = 2¢; +2¢, +3¢c3 =1,
x(2) =4c; +8c, +9¢c3 =1

sistemi bulunur. Buradan

olup istenen ¢oziim
x(n) = 3(2™) + 2n(2™) — 3"*1
bigimindedir.
Ornek 2.5.2.
x(n+4)—-81x(n) =0,
denklemini ¢ozelim.

Bu denklem dordiincli basamaktan bir denklemdir. Karsilik gelen karakteristik

denklem
A4-81=0

seklinde olup karakteristik kokler A4 =-3, 4,=3, 4,,=43i dir. Bdylece genel ¢oziim

C,,C,,C; Ve C, keyfi sabitler olmak iizere;
n 0o nz . N1
x(n) = ¢, (-3)"+¢,3"+3"(c, 005(7)+c4sm(?))

seklindedir.



3. FARK DENKLEMLERINDE KARARLILIK

Bu boliimde k boyutlu

x(n+1) = f(n,x(n)), x(ng) = x,

vektor fark denklemi ele alinarak bu denklem igin kararlilik, sinirlilik tanimlari ve bazi

teoremler incelenecektir. Ayrica birinci basamaktan k boyutlu degisken katsayili lineer

X(n+1) = A(n)x(n), n=n, =20
sisteminin  kararliligi incelenecektir. Burada A(n), kxKk tipinde her n > n, i¢in singiiler

olmayan reel degerli bir matristir. Ayrica 6zel olarak sabit katsayili
x(n+1) = Ax(n)

sistemi ele alinacaktir (Hunt 1967, Lakshmikantham ve Trigiante 1988).

3.1. Vektor Fark Denklemlerinde Kararhhk

k boyutlu

x(n+1) = f(n,x(n)), x(ng) = x, (3.1.1)

vektdr fark denklemini ele alalim; burada x(n) € R¥ ve f:Z* x R¥ - R¥ olmak {izere
f(n,x) fonksiyonu x’e gore siireklidir. Denklemin ikinci yaninda n degiskeni agik olarak
goziikmiiyor ise yani f (n, x(n)) =f (x(n)) ise, (3.1.1) denklemi otonom denklem adin alir.

Her n = n, igin
fn,x*) =x"

esitligini saglayan x* € R¥ noktasina (3.1.1) denkleminin bir denge noktasi veya sabit
¢oziimii denir. Ozel olarak, x* = 0 denge noktasi sifir ¢dziimii adini alir; yani x(n) =0

dir. x* # 0 ise, daima

y(n) = x(n) —x~

doniistimii yardima ile, (3.1.1) denklemi
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y(n+1)=f(ny(n) +x*) —x* = g(n.y(n)) (3.1.2)

denklemine indirgenir ki bu denklem y(n) = 0 ¢6ziimiine sahiptir, yani (3.1.1)" in sifirdan

farkli x = x™* sabit ¢oziimii (3.1.2)” in sifir ¢oziimiine karsilik gelir.

x(n,ng, xy), (3.1.1) denkleminin x(ny) = x, kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun. Simdi

(3.1.1) denkleminin x* denge noktasinin kararlilik tanimlarini verelim:
Tanmim 3.1.1.

n=0,12,... diskrit zaman, x(n) = (x,(n), X, (n),...x, (N)" € R* ve

f=(f,f,,.., )" €R olmak iizere

x(n+1) = f(n,x(n))

f(.0)—0 (3.1.3)

fark denklemi sistemini diisiinelim. f fonksiyonunun siirekli oldugunu ve X {izerinde

Lipschitz sartin1 sagladigini varsayalim. (3.1.3) sistemi
x(n)=0 (3.1.4)
sifir ¢ozlimiine sahiptir. N=n, i¢in X’ = (Xf, Xg . XE )" a karsilik gelen (3.1.3) iin ¢oziimiinii

x(n,n,,x°) ile gosterelim. Ayrica Z, ile negatif olmayan reel tamsayilarin kiimesini

gosterelim.
N, ={neZ, :n2n}, N={neZ :n>1}, B ={xeR“:|x|<r}

olsun (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

Tanim 3.1.2.

Eger herhangi e>0ven,eZ, icin HXOH <o ikenneN_ icin
Hx(n, Ny, XO)H < ¢ olacak sekilde bir 6 =5(g,n,) >0 varsa (3.1.3) sisteminin sifir ¢dziimii

kararhidir, denir. Aksi halde (3.1.3) sisteminin sifir ¢oziimii kararsizdir, denir. Eger bu

tanimda O, N, dan bagimsiz secilirse bu durumda (3.1.3) sisteminin sifir ¢éziimil diizgiin

kararhidir, denir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

Tanmm 3.1.3.
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Eger herhangi ¢ >0vex” €B, i¢inher neN,_
Hx(n, Nos XO)H <&

olacak sekilde N =N(g,n,,x°)eN vardir sartini saglayan herhangi n,eZ, igin bir

n=n(n,) >0 varsa (3.1.3) sisteminin (3.1.4) ¢6ztiimiine ¢ekici denir. Bagka bir deyisle
Iime(n,nO,xo)H:O (3.1.5)

oluyorsa (3.1.3) sisteminin (3.1.4) ¢6zlimii ¢ekicidir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

Tanim 3.1.4.

Eger bazi >0 ve her bir ¢>0 igin bir N=N(¢)eN vardir 6yle ki; her
nez,, x° eB, ve nzn+N igin Hx(n,no,xo)H<g oluyorsa (3.1.3) denkleminin sifir

¢coziimii diizgiin attracting(cekici) denir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).
Tanim 3.1.5.

(3.1.3) sisteminin sifir ¢oziimii

kararl ve cekici (attracting) ise asimptotik kararlidir,
diizglin kararli ve diizgiin cekici (uniformly attracting) ise diizglin asimptotik

kararlidir, denir. (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).
Tanmim 3.1.6.

Eger neN, igin Hx(n,nO,XO)H< M [X°|#" " olacak sekilde M >0 ve 77(0,1)
varsa (3.1.3) sisteminin sifir ¢oziimii tistel kararlidir, denir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).
Tamm 3.1.7.

Verilen bir e > 0 ve ny = 0 igin,

llxo —x*Il < &

oldugu zaman n > n, iizerinde

”x(nPnOPxO) - x*” <e&
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olacak sekilde bir § = (&, ny) > 0 sayisi varsa, x* denge noktasina kararlidir, denir (Ortega,

1973).
Tanmim 3.1.2.
Kararli olmayan bir x* denge noktasina kararsizdir, denir (Bereketoglu, 2012).
Tamm 3.1.3.
Bir x(n, ny, xy) ¢6ziimiine, her n > n, igin
lIx(n, o, X1l < M
olacak sekilde pozitif bir M sabiti varsa sinirlidir, denir (Bereketoglu, 2012).

Ornek 3.1.1.
x(n+1) =x(n)

skaler denkleminin x(n,) = x, kosulunu saglayan ¢6ziimii x(n,ng, x,) = x, olup sifir

¢coziimi kararlidir ama asimptotik kararli degildir.
Ornek 3.1.2.
Skaler
x(n+1) =a(n)x(n) (3.1.6)
denkleminin x(n,) = x, kosulunu saglayan ¢6ziimii
n-1
x(n,ng, xo) = 1_[ a(i)|x, (3.1.7)

i=n0

dir. Buradan asagidaki sonuclar elde edilir.

i. Sifir ¢oziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

n-—1

1—[ a()| <My =M (3.1.8)

i=n0

dir; burada M, n, abagl pozitif bir sabittir.
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ii. Sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

n—-1
lim I_Icuj) =0 (3.1.9)
" i=ng
olmasidir. A¢ik olarak a(n) = 2212 icin (3.1.8) ve (3.1.9) denklemi saglanir (Bereketoglu,

2012).

3.2. k. Basamaktan Skaler Lineer Homojen Denklemler
k. basamaktan skaler lineer sabit katsayili homojen
x(n+k)+pix(n+k—-—1)+p,x(n+k—=2)++px(n) =0 (3.2.1)
fark denklemini ele alalim; burada p; ler reel sabitlerdir. Buna iliskin karakteristik polinom,
p(D) =2+ p, A+ p, 252+ 4 py (3.2.2)
seklindedir.
Teorem 3.2.1.

(3.2.1) fark denkleminin sifir ¢6ziimiiniin asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter
kosul (3.2.2) polinomunun her A karakteristik kokii i¢in |A| < 1 olmasidir. Ayrica (3.2.1)
denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, |A| =1 esitligini
saglayan A lar katli olmamak (basit) olmak iizere, |A| < 1 dir. Ote yandan, |A| = 1 olacak
bi¢imde katli karakteristik kokler varsa, bu durumda (3.2.1) denkleminin sifir ¢6ziimii

kararsizdir (Bereketoglu, 2012).

Bir B = (b;;) matrisinin i¢ matrisleri o matrisin kendisi, ilk ve son satirlari ile ilk ve
son kolonlarinin atilmasi ile ardisik olarak bulunan matrislerin tiimiidiir. Biitlin i¢ matrislerin
determinantlar1 pozitif olan bir B matrisine pozitif i¢ matrislidir, denir. Ornegin asagidaki

matrislerin i¢ matrisleri {izerlerinde gdsterilmistir.
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b bia b3 bia
bin b2 bz byy b
bo, 22 bag by
b b b
21 23 ba bzs baz b3y
531 1{332 ‘533 w3
b—‘l-] 542 543 644 A4
|’{ b]] b]; 513 b14 b].;‘, \
b by  baz  boy bas
b‘"]] 532 533 534 bSd
b_1.] EII_Q b—']-.? 544 LJJ‘—‘l-a
l\ bo1 bsa b5z bsa bss )

Teorem 3.2.2 ( Schur-Cohn Kriteri).

(3.2.2) karakteristik polinomunun biitiin sifirlarinin birim ¢ember i¢inde kalmasi igin

gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin saglanmasidir:
i.p(1)>0,
ii. —D*p(-1) >0,

iii. (k — 1) x (k — 1) tiiriindeki

matrisleri pozitif i¢ matrislerdir. Bu kriter ayn1 zamanda asimptotik kararlilik i¢in de bir
kriterdir (Bereketoglu, 2012).

Ornek 3.2.1.

x(n+2)+px(n+1) +p,x(n) =0 (3.2.3)
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denklemini ele alalim. Bunun karakteristik polinomu
p() = 2* + p1d +p;

dir. Schur-Cohn kriterine gore (3.2.3) denkleminin sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararli olmasi

icin gerek ve yeter kosullar,
0<1+p+p,, 0<1-pi+p, 0<1+p,<?2
seklinde bulunur. Bu kosullar da
Ipil <1+p, <2
seklinde Ozetlenebilir.
Ornek 3.2.2.
Ugiincii basamaktan homojen
x(n+3)+px(n+2)+px(n+1) +psx(n) =0 (3.2.4)
fark denklemini ele alalim. Bu denklemin karakteristik polinomu
p() = 2> +p1 A2 + prAd +ps

diir. Teorem 3.2.2 den, (3.2.4) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin asimptotik kararli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosullar,

p(1)=1+p;+p,+p3>0;

1D*p(-1D)=—(-14p;—p,+p3)=1—-py+p,—p3>0;

1 0 0 p 1 D3
51=|( 1) (o )= >0
1B p1 1 ps P2 p1tps 1+p;

ve
- 1 0 0 ps 1 —P3
51=|(p 1) )l >0
Bz p1 1 p3 D2 p1—p3 1—p;

dir. Bu kosullar diizenlenirse,
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Ip1 + p3l < 1+ p, ve |p, —pipsl <1 —p3?
elde edilir.

Ornek 3.2.3.
1 1 1
x(n+3)+ Zx(n +2)+ Ex(n +1)+ Ex(n) =0

denkleminin biitiin karakteristik koklerinin birim ¢ember iginde yer aldigini Schur-Cohn

kriteri yardimiyla gosterelim.

Yukarida verilen denklemin karakteristik polinomu,

1

1 1
p(D) =2+ +54+

dir. Teorem 3.2.2 den,

(D)= 14atata=a>0
PR = ATy T3757,
ii.
1 1 1, 3
—1)3p(~1 =—(—1 -_Z —)=—
(~-1)*p(-1) 4gmmy) =g >0
i
10 0 . -
> sl 9
B2 | <Z 1>+ 1 1‘ ‘3 3 =g~ Y
2 2 4 2
ve
10 0 1 -
> -5 3
| = 1 — 2 = 2:—
15;1 (Z 1) 11 1 1|50
2 2 1 2

elde edilir. Bu takdirde Teorem 3.2.2 den verilen denklem asimptotik kararlidir.
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3.3. Lineer Fark Denklem Sistemlerinde Kararhhk
Birinci basamaktan k boyutlu degisken katsayili lineer

x(n+1) = A(n)x(n), n=n, >0 (3.3.1)
sistemi verilsin. Burada A(n), kxk tipinde her n > n, i¢in singiiler olmayan reel degerli bir

matristir.
Teorem 3.3.1.

®(n), (3.3.1) in bir temel matrisi olsun. Bu durumda (3.3.1) in sifir ¢6ziimiiniin

I. Kararli olmasi igin gerek ve yeter sart

[®(n)|<M, n>n,>0 (3.3.2)

olacak bigimde bir M > 0 sayisinin var olmasidir.

Ii. Dlizgiin kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul

[@(n,m)| <M, ny<m<n<ow (3.3.3)
olacak sekilde bir M >0 sabitinin bulunmasidir.
iii. Asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

limo(n)|=0 (3.3.4)

Olmasidir.

iv. Diizgiin asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[®(n,m)|[<M7p"™, ny<m<n<o (3.3.5)
olacak bigimde M >0ve r €(0,1) sayilarinin var olmasidir (Bereketoglu, 2012).
Ispat.

®(n,) =1 olsun. Buradan (3.3.1) sisteminin herhangi bir ¢ozima X(n, Ny, X,) = P(N)X,

bi¢imindedir.

. (3.3.2) sart1 saglansin. Bu durumda
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(g, x| < M x|

dir. Dolayisiyla verilen &>0 igin bir O sayisi o :ﬁ seklinde segilirse ||XO|| <o halinde
[X(n, ng, %, || < & olur. O halde sifir ¢6ziim kararlidur.
Tersine sifir ¢dziim kararli olsun. Yani verilen &>0 i¢in |[x|<5 iken

[%(n, ng, %o || = [@(n)x,|| < & olacak sekilde bir & > 0sayist vardir. %”x(,” <1 oldugundan

()] =sup|@(n)&] = % sup [ (), < £ =M

l¢fl<t ol<s
bulunur. Bu da (3.3.2) esitsizligidir.
ii. x(n,ny, %), (3.3.1) sisteminin bir ¢6zumu olsun. m > n, igin
x(n, Ny, X,) = @)D (M)x(m) = d(n, m)x(m)
yazilabilir. Burada X(m)=®(m)x, dir. (3.3.3) saglansin. Bu durumda
[x(n,1g, %] <[ @ ()@ (M) x(M)] = [ (n, )| x(m)]

<M|x(m)||, n, <m<n<o
olur. Bir & >0 sayisina kargilik m>n, ve ||x(m)|| < ﬁ =0(&) >0 alinirsa

[x(n)[| <&, n=m

bulunur. O halde sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir.

Tersine (3.3.1) diizgiin kararli olsun. O zaman verilen bir & >0 sayisina karsilik bir
8 =5(¢) pozitif sayisi vardir Syle ki m>n, ve [x(m)|| <& iken n>m icin |x(n)| < e dur.

Boylece

[®(n,m)x(m)| <&, n=m
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- . ) . . ,
elde edilir. x(m), 1. eleman: > ve diger elemanlar sifir olan bir vektor olarak alinirsa

ngi, g <& veya |g| <%€

olur. Buradag, ®(n,m) nin i yinci kolonudur. Bu durum ®(n, m) nin Kk tane kolonu igin g6z

Oniine alinirsa;

||CD(n,m)||<ZT§€=M, N,<mM<Nn<o

bulunur. Bu da ispati1 tamamlar.
iii. (3.3.4) den
()] <M

olacak bicimde bir pozitif M sabiti vardir. Boylece sifir ¢6ziim kararlidir. Ayrica

lim o (n)| =0
oldugundan sifir ¢6ziimii asimptotik kararhdir.
iv. (3.3.5) saglansin. Bu durumda ii. nedeniyle sifir ¢coziimii diizgiin kararlidir. Tanim 3.1.3
den her &e(0,1) icin #=1ve N sayis1 " <ﬁ bigiminde alabilir. Bu durumdal|x,| <1

oldugu zaman n=n, + N i¢in

1X(n, ng, X, || =@ (N, g ) X, |

<Mnp"<e
bulunur. Boylece sifir ¢oziim diizgiin asimptotik kararlidir.

Tersine sifir ¢6ziim diizgiin asimptotik kararli olsun. O zaman sifir ¢éziimii diizgiin

kararlidir. Dolayisiyla ii. den

[®(n,m)[|<M, 0<n,<m<n<ow
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olur. Diizgiin  atraktiflikten  0< & <1 seklinde bir £ igin ||X0|| <u  oldugu zaman

n=n,+ N Uzerinde

[@(n,n,| <&
sartin1 saglayan N >0 ve x> 0 sayilar1 vardir. Buradan n > n; igin ||<D(n, n0|| <M yazilabilir.
ne[n, +mN,n, +(m+1)N] sayisi i¢in

[@(n, ny|| < [@(n, ny +mN)||@(ny +mN, ny +(M—-DN]|...||D(n, + N, ny|

1
< Mé‘m < M(gN )(m+1)N — M?]<m+l)N
&

<M7z"™ mN <n-n, <(M+1)N

- M 5 1 T -
bulunur. Burada M = — ve n=&gN dir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
g

Bu teoremden asagidaki sonuglar ¢ikar:
Sonug 3.3.1.
(3.3.1) lineer sisteminin sifir ¢ézlimiiniin
i. Kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim ¢oziimlerin sinirl olmasidir.

ii. Ustel kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul sifir ¢dziimiiniin diizgiin asimptotik kararli

olmasidir (Bereketoglu, 2012).

Sonuc¢ 3.3.2.

(3.3.1) lineer sisteminin sifir ¢oziimii igin gergeklenen biitiin kararlilik sonuglar genel

(global ) anlamda sonuglardir (Bereketoglu, 2012).

Simdi diizgiin kararlilik ve diizgiin asimptotik kararlilik ile ilgili asagidaki teoremi

inceleyelim:

Teorem 3.3.2.

k
. Z‘aij(n)‘sl, 1<j<k, n>n,
i-1
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ise bu durumda (3.3.1) sisteminin sifir ¢oziimii diizgiin kararlidir.
K
ii. Y"Ja(n)|<1-v, 1< j<k, nxn, ve(0,1)
i=1

ise bu durumda sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Bereketoglu, 2012).
Ispat.

Bir B=(b;), 1<i, j <k matrisinin normu

8], = [D%Z\bu\

seklinde olsun.

k
i. Z‘aﬁ(n)‘ <1 den her n>n, icin |A(n)|, <1 dir. Buradan
i=1

n-1
[@(n, m)], =]

< ”A(n _1)”1 ”A(n - 2)”1 ”A(m)”l <1

elde edilir. O halde Teorem 3.3.1- ii. den dolayi sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir.

i i\aij(n)\ <1-v den
i=1

n-1
[, m, =|]

< ”A(n _1)”1 ”A(n - 2)”1 ”A(m)“l

<@-v)™"

bulunur. M =1ve =1-v €(0,1) oldugundan Teorem 3.3.1-iv. geregince sifir ¢coziimii diizgiin

asimptotik kararl olur.

Simdi lineer sabit katsay1lt
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x(n+1) = Ax(n) (3.3.6)
sistemi icin asagidaki temel kararlilik sonuglar1 verilebilir:
Teorem 3.3.3.

(3.3.6) sisteminin sifir ¢oziimiiniin

i. Kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p(A) <1 ve birim modiillii 6zdegerlerin yar1 basit

olmasidir (yani karsilik gelen Jordan blogu bir kdsegen matristir).

ii. Asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul po(A)<1l olmasidir. Burada
p(A) = max{]/’t| : A, A nin bir 6zdegeridir}, A nin spektral yaricapidir.

Ispat.

i. A=PJP olsun. Burada J =diag(J,,J,,...,J,) matrisi A nin Jordan formu olup 1<i<r

i¢in

o >

dir. Teorem 3.3.1-i. den 3.3.6 nin sifir ¢dzlimiiniin kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul

An

=|PaP|<m™
veya
J"l<M

dir. Ote yandan J" =diag(J;,J;,...,J;") dir. Burada

olmasidir. Burada M =L4
(GIERD
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n n n
0 n /11”_1 ﬂ’ln—si +3 /lln—si+2

1 S, —3 S, —2

J' =
n n n-1
0 0 0 A A
1
0 0 0 0 A
dir.  |4|>1veya |4]|=1ve 1x1 tipinde degilse 0 zaman J;"  smursizdir. |A]<1  ise

n—ooikenJ' —0 dir. Bunu ispatlamak i¢in | pozitif bir tamsayr olmak {izere n—» oo
halinde |ﬂ,||n n' >0 oldugunu gdstermek yeterlidir. Bu da L’ Hospital kuralindan cikar.
Ciinkii |4["n' =n'e"" dir,

ii. Asimptotik kararlilik igin HA”H—)O oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in de |/1||<1
olmalidir. Bu da i deki adimlardan gériilmektedir.
Teorem 3.3.4.

A, 2x2 tipinde bir matris olmak tizere 3.3.6. nin sifir ¢éziimiiniin asimptotik kararli olmasi

icin gerek ve yeter kosul

[trA| <1+det A< 2

olmasidir. Burada trA, A nin izidir (Bereketoglu, 2012).



4. FARK DENKLEMLERINDE LYAPUNOV KARARLILIK

Bu boliimde Lyapunov’un ikinci metodunun bazi tiirden fark denklemlerine uygulanisi

verilecektir. n-boyutlu lineer olmayan

u(t+1) = f(u@®) (t=012,..)

otonom fark denklem sistemi incelenecektir.

4.1. Lineer Olmayan Otonom Sistemler
n -boyutlu lineer olmayan
u(t+1) = f(u@®) (t=012..) (4.1.1)

otonom fark denklem sistemi ele alinmaktadir. Burada f: A € R™ — R™ siirekli vektor degerli

bir fonksiyon ve v de f nin sabit bir noktasi; yani, f(v) = v olsun.

V:R™ - R reel degerli bir fonksiyon olsun. V nin her u € R™ igin, (4.1.1) sistemine gore

degisimi
AV (W) =V(fW) -V (w

veya
AV (u®) =V (F(u®)) - v(u@®)

=V(u(+1))-V(u®)

bigiminde hesaplanir. Buna gore A.V(u) <0 ise, V fonksiyonu (4.1.1) denkleminin

cozlimleri boyunca artmayandir (Elaydi, 1999).

Tamm 4.1.1.
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Asagidaki kosullar1 saglayan bir V:A € R™ - R fonksiyonuna A bolgesinde bir

Lyapunov fonksiyonu denir:
i. V, A tizerinde sureklidir.
ii. uve f(u) € Aigin A,V (u) < 0 dir (Elaydi, 1999).
B(u,y), R™ de u merkezli y-yarigapl a¢ik bir yuvar olsun; yani
B(w,y) ={x€ R™|lx —ull <y}
olsun. Orjin merkezli B(0,y) yuvari yerine kisaca B(y) kullanilacaktir.
Tamm 4.1.2.

Bir reel degerli V fonksiyonuna, asagidaki kosullarin saglanmasi halinde, v noktasinda

pozitif tanimli denir:

i.V(v) =0,

ii. Vu € B(v,y), u# v igin V(u) > 0 (Elaydi, 1999).
Simdi Lyapunov kararlilik teoremlerini ifade edelim.

Teorem 4.1.1.

v sabit noktasinin bir A komsulugunda (4.1.1) denklemi i¢in bir V' Lyapunov
fonksiyonu varsa ve bu fonksiyon v noktasinda pozitif tanimli ise, o zaman v sabit noktasi
kararhidir (Bereketoglu, 2012).

Bu teoremin ispatin1 vermeden once iki boyutlu sistem hakkinda geometriksel bir

aciklama yapmak konunun anlagilmasi bakimindan yararl olacaktir.

(4.1.1) sisteminin v sabit noktas1 x;x,-diizleminin orijinini gostersin, yani v = 0 dur.
Ayrica, bu sistem A = B(y) yuvarinda pozitif tanimli bir V' Lyapunov fonksiyonuna sahip
olsun. Buna gore V nin grafigi 3-boyutlu dik koordinat sisteminde bir paraboloid yiizeyine
benzer (Sekil 1) ve V(x1,x3) = ¢, x1x,-diizleminde V nin seviye egrilerini ifade eder
(Sekil 2). Belli bir € > 0 sayist i¢in B(¢) yuvart V nin seviye egrilerinden birini kesinlikle
kapsar. Boyle bir seviye egrisi V(x) = ¢, olsun. Bu seviye egrisi de bir § € (0, €) sayist i¢in
B(6) yuvarimi kapsar. Eger bir x(n,0,x,) yolu B(8) yuvarinda harekete basliyorsa; yani
Xo € B(6) ise, 0 zaman V(x,) < ¢, dir. AV <0 oldugundan, V fonksiyonu (4.1.1)’ iin
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¢ozlimleri boyunca artmayandir. Dolayisiyla her n > 0 i¢in V(x,,) < V(x,) < ¢, dir. Buradan

x(n,0,xy) yolu daima B(¢) yuvart iginde kalir. Bu da sifir ¢oziimiiniin kararli olmasi
demektir (Bereketoglu, 2012).

Sekil 1.
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Sekil 2. Seviye egrileri

Ispat (Teorem 4.1.1).

B(v,a;) € G N A olacak bigimde bir @; > 0 sayis1 segelim. f siirekli oldugundan,
x € B(v,a;,) halinde f(x) € B(v,a;) olacak sekilde bir 0 < a, < a; segilebilir. Bir

€ € (0, a,] sayist igin
Yle) =min{V(x):e < lx —v|l < ay}
olsun. Ara deger teoreminden,
lx —v|| <6 ikenV(x) < P(e)

olacak sekilde bir 6 € (0, €) sayist vardir. Buradan x, € B(v, §) oldugu zaman her n > 0 i¢in
x(n) € B(v,¢) iddia edilebilir. Bu iddia gercekten dogrudur. Eger degilse, bu takdirde
1<r<miginx(r) € B(v,¢) ve x(m + 1) & B(v, ¢) olacak sekilde bir x, € B(v, §) ve bir
m > 0 sayist var demektir. x(m) € B(v,€) € B(v,a,) oldugundan, x(m + 1) € B(v, a;)
olur. Buradan V(x(m+1))= ¥(e) bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir, ¢iinki

V(x(m + 1)) < - < V(xg) < Y(e) dur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.2.

f fonksiyonunun bir Vv sabit noktasini igceren bazi agik araliklarda siirekli birinci

tiirevine sahip oldugunu varsayalim.

(i)

f ’(V)| <1 ise bu durumda v asimptotik kararlidir.

(i)

f’(v)| >1 ise bu durumda v Kkararsizdir (Kelley- Peterson, 1991).

Ispat.

(i)

f'(v)| <1 oldugunu varsayahm. f’ niin siirekliliginden &>0,bazi | =(V—5,v+0)

aralig1 lizerinde | f ’(u)| < a <1 olacak sekilde bir & vardir. Ortalama deger teoreminden eger

uwel ise
| f(u)— f(w)|=|f'(c)||u—w|
<alu-w
elde edilir. Her bir u €| i¢in
|f(u)-v|<alu-w|<s

yazilir. Boylece f(u) el olur ve boylece V nin kararli oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Ayrica

herbir t>0 ve uel igin
[ ) -V <a|f u-v)
olur. Boylece tiimevarimdan t>0 ve U el igin
‘ft(u)—v‘ga‘|u—v|
elde edilir.

lima' =0 oldugundan (4.1.1) denkleminin her bir ¢dziimiit —> oo i¢in V ye yakinsar ve V

t—o0

asimptotik kararlidir.

(i)

f'(v)| >1 oldugunu varsayalim. Bazi &>0ve her u,we igin
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| f(u)— f(w)|=|f'(c)||lu—wW|
> Alu—w|
olacak sekilde | =(v—0,v+5) ve A>1 secelim. Tiimevarimdan f'(u), | da oldugu siirece
‘ft(u)—v‘ > A u—v|

elde edilir. A >1 oldugundan (4.1.1) denkleminin u(t) =v ¢06ziimii hari¢ tim ¢6ztimleri |

dadir. Bu nedenle v kararsizdir.
Ornek 4.1.1.

a. f(u)=2u(l—u)
olsun. Bu durumda f'(u) =2—4u olur. Buradan f’(0)=2, vef’(%) =0 elde edilir. Buradan
0 noktasinin kararsiz ve % nin asimptotik kararl oldugu bulunur.

b. Eger f(u)=cosu olarak alinirsa bu durumda f’(u)=-sinu elde edilir. Buradan eger

u=# %+ 2nrx ise | f ’(u)| <1 olur. v=0,739 sabit noktas1 asimptotik kararlidir.

Teorem 4.1.3.

v, f fonksiyonunun bir sabit noktasi olsun ve f , V civarindaki bazi diskler iizerinde
stirekli olsun. Eger v de f fonksiyonu i¢in bir tam Lyapunov fonksiyonu varsa bu durumda

v asimptotik kararlidir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 4.1.4.

Teorem 4.1.1° in hipotezlerine ek olarak x # v olmak iizere x,f(x) €A igin

AV (x) < 0 ise, bu takdirde v sabit noktas1 asimptotik kararlidir (Bereketoglu, 2012).
Ornek 4.1.2.

cosf sinf

u(t+1) = [—sinH cos6

|u

sistemi i¢in orijinin kararlilik durumunu inceleyelim (Kelley- Peterson, 2001).
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V fonksiyonunu R? de tanimlayalim.
u u
V( u;]) = [uluz] I:u;:l = u12 + u22
. 0 ..
olsun. Bu takdirde V ([0]) =0, V(u) > 0 ve 6te yandan,

u(t +1) = [ cosf sin@]u(t) _[cos6  sind [112]

—sinf cosf —sinf cosf
_ [ uicos6 + u,sind ] _
N [—ulsinﬁ + uycosf] fu®)
olur. Ayrica
AV (W) =V(f(w) - V(w
oldugundan

AV (W) =V(f(w) - V()
_ u,c0s0 + u,sinf ) B Uy
=V ([—ulsine + uycos6 v ([uz])
= (u,c0s0 + u,sinB)? + (—uysinf + u,c0s0)? — uy? — u,?
=0
bulunur. Sonug olarak, V' bir Lyapunov fonksiyonudur ve orijin kararlidir.

Ornek 4.1.3.

u () —uy(t) (u12 (t) + uz2 (t))
u(t+1) = 5 5
uy (£) —uy (t) (u1 (t) +u, (t))
sistemi i¢in orijinin kararlilik durumunu inceleyelim.

V fonksiyonu R? de tanimlansin ve yine V(u) = u;% +u,? olarak almsin. Bu

durumda,
AV =V(fw) - V(W

= [u, (1 - (u12 + uzz))]z + [u (1 - (u12 + uzz))]z - u12 - uz2
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= (W ® +u?)(1 = 2(uy® + up?) + (U + up®)?) —uy® — uy?
= (ur? + D% (-2 + (W + u,?)) (u# 0veu € B(0,V2) igin)
<0

bulunur. Sonug olarak, V' bir Lyapunov fonksiyonu ve orijin asimptotik kararlidir.

Ornek 4.1.4.
au,(t)
{ul}(ul) |1+ (t)
U, Buy(t)
1+ul(t)

. 0 . . :
fonksiyonun {0} noktasinda asimptotik kararli oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in Lyapunov fonksiyonunu

u
V| =0l +ul
uZ

seklinde tanimlayalim.

au, (t)

AV (U) =V 1+ui(t) _V(ulj
Bu,(t) U,
1+ul(t)

_ a’uz (t) n B (t) LI
(+w®) (o)

_ Uz (0)A+u, ©)° (e - (@ +up (0)%) +ur (D@ +ur (£)*(8° —(L+u; (1)°)
(L+ur (1) @+ uz (1)*
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0
[ } noktasinda asimptotik kararli olmasi i¢cin AV (U)<O olmasi gerekir. Bunun igin

(,82 —(1+ u,’ (t))z) <0 ve (a2 —(1+ u,’ (t))2 ) <0olmalidir. Bunun i¢in  f°-1<0 ve

a’®—1<0 olmasi gerekir.

4.2. Lineer Otonom Sistemler

Uglincii boliimde A(n), kxk tipinde her n>n, icin singiiler olmayan reel degerli bir

matris olmak tzere
x(n+1) = A(n)x(n), n=n, >0 (4.2.1)

birinci basamaktan k boyutlu degisken katsayili lineer sisteminin kararlilik durumu
incelenilmisti. Bu fark sisteminin asimptotik kararli olmasi i¢in p(A) <1 olmasi gerektigi
goriilmistli. Bu sart i¢cin A nin 6zdegerleri hesaplanmalidir. Fakat bu boliimde Lyapunov’un

ikinci metodunun kullanilmasiyla boyle bir hesaplamaya gerek kalmaz (Carvalho 1996).
Tamim 4.2.1.
kxk tipinde reel simetrik bir B = (b;) matrisine

Kk k

V() =x"Bx=> > bXX

i=L j=1
fonksiyonu pozitif tanimli ise pozitif tanimli matris denir (Bereketoglu, 2012).

Teorem 4.2.1 (Sylvester kriteri).
Reel simetrik bir B matrisinin pozitif tanimli olmasi igin gerek ve yeter kosul onun
biitiin esas asli mindrlerinin determinantlarinin pozitif olmasidir (Bereketoglu, 2012).

Ornek 4.2.1.

3 2 0
B=12 5 -1] ile verilen reel simetrik B matrisi pozitif definittir. Gergekten,
0 -1 1

onun esas asli minorlerinin
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3 2
det(3) =3, det(2 5jzll, det(B)=8

dir ve pozitif oldugu goriilmektedir. Ayrica bu matrise karsilik gelen kuadratik

V(X) = X"BX = 3x7 +5X2 + X2 +4%X,X, —2X,X,

fonksiyonu pozitif definittir. Ciinkii V(0)=0wveherx=0icinV(x)>0 dir.

X = (X, %, %,)" seklindedir.

Uyar1 4.2.1.

Verilen bir kuadratik
V (X) = ax? +bxZ +cx2 +dx X, +exX, + X, X,
fonksiyonu daima
V(X) = X" Bx

seklinde yazilabilir. Burada x = (x, x,,%,)" dir ve

d e
a__
2 2
Bzﬂ b l
2 2

e f
- — C

2 2

Burada

dir. Dolayisiyla V (X) in pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B nin pozitif tanimli

k k
olmasidir. Bu durum genel kuadratik V (Xx) = ZZUX-X ; formu igin de gegerlidir.

ij N
i=1 j=1

Teorem 4.2.2.

Reel simetrik bir B matrisi pozitif tanimli ise bu durumda B nin biitiin 6zdegerleri

pozitiftir. Ayrica 4, 4,,...,4, degerleri B nin 6zdegerleri ise

Jain X[ V() <4

e |

x||2 , Vxe Rk
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dir. Burada
Ain =Minf4]:1<i <k}
A = P(A) =max{|4|:1<i <k}
dir. Ayrica V (x) = X' Bx ve |- || Oklid normudur (Bereketoglu, 2012).

Boylece B pozitif tanimli simetrik bir matris oldugu siirece bir aday Lyapunov fonksiyonu

olarak
V(X) = X" Bx
Segilebilir. Sonra bu fonksiyonun (4.2.1) sistemine gore AV (X) degisimi hesaplanirsa
AV (x(n)) = x" (n+1)Bx(n+1) —x" (n)Bx(n)

=x" (n) ATBAX(n) —x" (n)Bx(n)

= x"(n)(A"BA-B)x(n)
elde edilir. Buna gore AV (x) <0 olmasi igin gerek ve yeter sart

ATBA-B=-C (4.2.2)

olmasidir. Burada C, pozitif tanimli bir simetrik matristir. (4.2.2) denklemi (4.2.1) sistemi

icin Lyapunov denklemi olarak bilinir (Bereketoglu, 2012).
Teorem 4.2.3.

(4.2.1) sisteminin sifir ¢ézlimiiniin asimptotik kararli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart bir

pozitif tanimli simetrik C, matrisine karsilik (4.2.2) denkleminin bir tek pozitif taniml

simetrik B matrisine sahip olmasidir (Bereketoglu, 2012).
Ispat.

(4.2.1) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararli olsun. C, pozitif taniml simetrik bir
matris olsun. (4.2.2) Lyapunov  denkleminin bir tek B ¢oziimiine sahip oldugu

gosterilmelidir. (4.2.2) denklemi soldan (A")" ve sagdan A" ile carpilirsa;
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(AT)r+1BAr+1 _(AT)I‘ BAr — _(AT)rCAr
olur. Buradan

lim Y [(AT)™BA™ —(AT) BA"]=—lim ) (A")'CA'
-0 Nn—o0 =0

N—o0
r

ve
lim[B—(A")"*BA™]=>"(A") CA’ (4.2.3)
n—o0 =0
yazilabilir. Bdylece Teorem 3.3.3 ii. den p(A) <1 ve dolayistyla p(A") <1 olur. Buradan
I|m(AT )n+1 BAn+1 — 0

sifir matrisi elde edilir. Boylece (4.2.3) den

B=3(AT)CA (4.2.4)
r=0
serisi elde edilir.
HATH <lve |Al<1

olacak sekilde bir norm var oldugundan bu seri yakinsaktir. Ayrica (4.2.4) formunda verilen

B matrisi simetrik ve pozitif tanimlidir.
Uyan 4.2.2.

Teorem 4.2.3 deki C matrisi yerine | birim matrisi alinabilir. O zaman (4.2.2) nin bir

¢ozimi (4.2.4) den
B — Z(AT )I’ Ar
r=0

bi¢imindedir.
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4.3. Fark Denklemlerinin Coéziimlerinin Kararhhginin Arastirilmasinda Lyapunov
Fonksiyonu Olarak Kuadratik Formlar

Bu kesimde alinan bilgiler A. Ignatyev ve O. Ignatyev (2011) calismasindan

derlenmistir.

n=012,... diskrit zaman, x(n) = (x,(n), X, (n),...x, (N))" € R ve

f=(f,f,.., fk)T e R* olmak tizere

x(n+21) = f(n, x(n))

f(n,0)=0 (3.

fark denklemi sistemini diisiinelim. f fonksiyonunun siirekli oldugunu ve X {izerinde

Lipschitz sartin1 sagladigini varsayalim. (4.3.1) sistemi

x(n)=0 (4.3.2)
sifir ¢oziimiine sahiptir. N=n; i¢in - (X10 : Xg ey XE )" a karsilik gelen (4.3.1) in ¢Oziimiinii
x(n,n,, x°) ile gosterelim.

Simdi (4.3.1) fark denkleminin 6zel bir durumu olan asagidaki otonom fark

denklemini diistinelim.

X,F eR", F bir siirekli fonksiyon; F(0)=0 olmak iizere

x(n+1)=F(x(n)) (4.3.3)

otonom fark denkleminin sifir ¢6ziimiiniin kararlihigmna iliskin olarak A. Ignatyev ve O.

Ignatyev (2011) asagidaki teoremleri vermektedir:
Teorem 4.3.1.

AV(X), (4.3.3)’e gore negatif yar1 tanimh fonksiyon veya sifira ayni sekilde esit

olacak sekilde bir pozitif tanimli siirekli V(X) fonksiyonu varsa, (4.3.3) sisteminin sifir

¢oziimii kararlidir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

Teorem 4.3.2.
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AV (x), (4.3.3)’e gore negatif tanimli olacak sekilde bir pozitif tanimli siirekli V ()

fonksiyonu varsa, (4.3.3) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir (Ignatyev ve Ignatyev,
2011).

Teorem 4.3.3.

AV (X) , (4.3.3)’e gore negatif taniml1 ve V fonksiyonu pozitif yar1 tanimli olmayacak

sekilde bir siirekli V (x) fonksiyonu varsa (4.3.3) sisteminin sifir ¢oziimii kararsizdir
(Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

A, bir singiiler olmayan K xK tipinde matris olmak {izere
x(n+1)=Ax(n)+ X (x(n)) (4.3.4)
otonom sistemini diisiinelim. Burada X,

X0l _, 435)
Hod [

sartin1 saglayan bir fonksiyondur.

Bir reel kxk tipinde A:(aij) matrisi i¢cin A nin bir 6z degeri
det(A-A4l,)=0 (4.3.6)

olacak sekilde bir reel veya kompleks sayidir. Burada 1., birim kxk tipinde matristir.

A Ay A lar A nin 6zdegerleri olsun.

p(A)=max|2|

1<i<k
olmak tizere Elaydi (1999) asagidaki teoremleri ispatlamistir.

Teorem 4.3.4.

p(A)<1 ise, (4.3.4) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. (Ayrica bu
durumda istel kararlidir) (Elaydi, 1999).

Teorem 4.3.5.

p(A)Sl ve A nin bazi 6zdegerlerinin modiilii 1’e esit olsun. Bu durumda (4.3.4)

sisteminin sifir ¢ozimi kararli veya kararsiz olacak sekilde (4.3.4) sisteminde bir X (X)
fonksiyonu segcilebilir (Elaydi, 1999).
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(4.3.1) fark denklemi sistemini diisiinelim ve V (n,0) =0 esitligini saglayan ve By, da
stirekli bir V :Z, xB, - R fonksiyonunu diisiinelim. (4.3.1) deki f fonksiyonunun x de
Lipschitzian oldugunu hatirlatalim. Dolayisiyla ||f (n,x)—f(n, y)” <L|x—y| olacak sekilde

bir L sabiti vardir. V 'nin , n anindaki m. degisimini

AV (n, x(n)) =V (n +m,x(n+ m))—V (n, x(n))
ile gosterelim. Burada me N dir,
Tanmim 4.3.1.

r:R, >R, fonksiyonu siirekli, artan ve r(0)=0 ise Hahn fonksiyonu olarak

adlandirilir. Hahn fonksiyonlarmin smifi K ile gosterilecek.

Teorem 4.3.6.
Eger meN, hir ae K fonksiyonu var ve V (n,0)=0,
Vv (n,x)=a(|x]) (4.3.7)
ve
AV <0 (4.3.8)

olacak sekilde bir V :Z, xB, - R fonksiyonu var olacak sekilde (4.3.1) sisteminin sifir
¢cozliimi kararlidir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).
Ispat.

nyeZ, ve s(0,H) olsun. neN,_ igin x° € B, oldugunda Hx(n,no,xo)H<g olacak
sekilde bir §=5(&,ny)>0 var oldugunu gosterilmelidir. Ik 6nce s€Z, olmak iizere bu

esitsizligin N =n, +sm i¢in dogru oldugunu gosterecegiz.

V siirekli ve V (n,,0)=0 oldugundan her x° € B; igin

I+ L+ L2+ L™

V (n,, x°) < a[ id j (4.3.9)
olacak sekilde bir 6 = 5(8, no) >0 vardir. (4.3.7), (4.3.8) ve (4.3.9) sartlarindan

a(”x(n0 +sm,n,, XO)H) <V (no +sm, x(n0 +sm,n,, xo))
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<V(n,,x’)<a i
(10.°) (1+L+L2+---+Lm‘1j

yazilir. Bu yiizden

&
I+ L+ L2+ L™

Hx(n0 +sm,ng, X° )H <
olur. Hx(n0 +sm+1,ny, x° )H degerini hesaplayalim:

Hx(n0 +sm+1,n,, XO)H :Hf (no +sm, x(n0 +sm,n0,x°))

< LHx(n0 +sm,ng, x° )H

Le

STl ¢
Benzer sekilde
2
“X(n°+sm+2'n°’xo)u<1+L+L:_f---+Lm‘1 <&,
m-1
Hx(no+Sm+m_1’nO’XO)H<1+|_+|_L2+(.9..+|_m1 <e.

elde edilir. Bu yiizden (4.3.1) sisteminin sifir ¢6ziimii kararlidir.
Teorem 4.3.7.

Eger 6nceki teoremin kosullar1 saglanir ve
V (n,x)<b(|x]) (4.3.10)

olacak sekilde be K varsa (4.3.1) sistemini sifir ¢oziimii diizgiin kararhdir (Ignatyev ve
Ignatyev, 2011).

Ispat.

(4.3.10) kosullar1 altinda & degeri n,’dan bagimsiz olarak secilebilir. b™, b ’nin ters
g o g

fonksiyonu olmak iizere 5=b""(a(&)) olsun. Bu durumda

a(”x(n0 +sm,n,, XO)H) <V (no +sm, x(n0 +sm,n,, x°))§V (no, x°)

<(|l) <b{ o e )
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£
= a( 2 m—lj
1+L+L+---+L
elde edilir. ne Nno i¢in Hx(n, Ny, x° )H < & oldugunda. Bu teoremi ispatlar.

Teorem 4.3.8.

Eger (4.3.7), (4.3.10) esitsizlikleri ve

AV (n,x)<—c(|[x]) (4.3.11)

esitsizligini saglayacak sekilde bir siirekli V :Z, xB, — R fonksiyonu var ve a,b,ce K

fonksiyonlart ve meN var olacak sekilde bir (4.3.1) sistemi varsa bu durumda (4.3.1)
sisteminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

Ispat.
he(0,H) olsun. x"eBn, nyeZ,, neN, oldugu zaman Hx(n,no,xo)H<h olacak

sekilde 7>0 var olsun. Boyle bir 7 niin ¢ e(0,7) yeterince kiigiik olsun ve &=5(¢);

diizgiin kararliligin tanimina uygun olarak secilen bir say1 olsun. (Yani HXOH < ¢ oldugunda
Nz, N=n, icin Hx(n,no,xo)u<g olacak sekilde) Keyfi X0 e B,7 ve n,eZ, alalim.
Diskrit zaman araligin1 tahmin edelim, bu siire boyunca x(n,no,xo) yoriingesi B, \&(¢)

kiimesinde olabilir. (4.3.11)’e gdre x € B,\&(¢) i¢in A,V (n,x)<—c(5|]) dur. Bu nedenle
Y (n0 +sm, x(n, +sm,n0,x°))—v (ny, x°) <—sc(5(2))
elde edilir. Boylece

V (1, x°) -V (nO +sm, x (1, +sm, n,, xo))

¢(5(2)) c(5(2))

s<

») Olacak

N:N(g):{ b(h) }+1 secilmesiyle; s;m<N(¢) ve x(n0+som,n0,x°)e B,

c(5(2))
sekilde s,’1n var oldugunu elde ederiz. Bu yiizden sifir ¢éziimiiniin diizgiin kararliligindan

n>n,+N i¢gin x(n, Ny, XO) € B, elde ederiz. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.9.
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V' negatif yar1 tanimli olmayacak A,V pozitif tanimli olacak sekilde bir siirekli sinirl
V:Z,xB, >R fonksiyonu var ve. meN var olacak sekilde (4.3.1) sistemi varsa bu
durumda (4.3.1) sisteminin sifir ¢oziimii kararsizdir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

ispat.

AV pozitif tanimli oldugundan
AV (nx)=c(|x]) (43.12)

esitsizligi saglanacak sekilde birc € K vardir. Her bir 6 >0 i¢in x° € B; nin var oldugunu ve
HX(I’I,nO,X0 )HZe olacak sekilde n>n,’in var oldugunu gosterecegiz. o, istenildigi kadar
kiiclik bir pozitif say1 olsun. Bir baslangic degeri olarak O<HX°H <o ve V(no,xo)zv0 >0
olacak sekilde x° alalim. Hx(n, Ny x° )H > ¢ saglanacak sekilde bir ne N n, 1N var oldugunu
gosterelim. Tersini varsayalim. Yani her ne N, i¢in

Hx(n, Ny, X° )H <e (4.3.13)

esitsizligi saglansin. (4.3.12) den V (no +m, X(n0 +m,n,, XO)) >V, +C(||X0||) ,
) o

Y (no +sm, x(1n, +sm, n, xo)) >V, +5¢(]|%]) (4.3.14)

Vv (no +2m, x(n, +2m,n,, x°)) >V, +20(|%,]

yazilir. (4.3.14) esitsizligi V. nin Z, xB,, da smirliligiyla gelisir. Bu yiizden (4.3.13) in

gecerliliginin varsayilmasiyla celiski elde ederiz. Elde edilen ¢eliskiyle ispat tamamlanmis
olur.

Teorem 4.3.10.

Eger meN, o, «, pozitif sabitleri var ve AV,
AN =aV (n,x)+aW (n,x) (4.3.15)

formunda olacak sekilde Z, x By, de smurli bir V (n,x) fonksiyonu var olacak sekilde (4.3.1)

sistemi varsa ( burada W pozitif yar1 tanimli ve V negatif yar1 tanimli degil ) bu durumda

(4.3.1) sisteminin sifir ¢6ziimii kararsizdir (Ignatyev ve Ignatyev, 2011).

Ispat.
(4.3.15) den
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AN >aV (n,x) (4.3.16)

yazilir. 0<e<H ve n,eZ, olsun. ¢, istenildigi kadar kiigiik bir pozitif say1 olmak iizere
HXOH <oveV (no, XO) =V, >0 olacak sekilde x° baslangi¢ degerini segelim. Hx(n, Ny X° )H >&

olacak sekilde n>n, sayisinin var oldugunu gétselim. Tersini varsayalim. Yani her ne N

i¢in
Hx(n,no, x°)H<g (4.3.17)

esitsizlifi saglansm. (4.3.16) esitsizligi her neN, i¢in dogrudur ve V(nO,XO)>O

oldugundan ANV degeri her meN i¢in pozitiftir. Bu yilizden

{V (n0 +sm, x (1, +sm, ny, x° ))}m dizisi artandir. (4.3.16) dan

s=0
AV (n0 +sm, x(n +sm, ng, xo)) >V (n0 +sm, X (ny +sm, ng, x°)) > qV, bulunur. Bu yiizden
Vv (no +sm,x(nO +sm,n0,x°))2a1vos olur. Fakat V fonksiyonu B, da simirli oldugundan bu

durum imkansizdir. Elde edilen celigki (4.3.17) kabuliiniin yanlis oldugunu gosterir. Bu da

ispat1 tamamlar.
4.4, Lineer Otonom Sistemler i¢cin Lyapunov Fonksiyonlar
Bu kesimde verilen bilgiler Ignatyev (2011) den alinmustir.
(4.3.4) sistemi ile beraber
x(n+1) = Ax(n) (4.4.1)
lineer fark denklem sistemini diisiinelim. Boylece
x(n+m)=A"x(n) (4.4.2)

elde edilir. (4.4.1) sisteminin sifir ¢6ziimlerinin kararlilik 6zelliklerini ¢alismak i¢in Elaydi,

Lyapunov fonksiyonlar1 olarak

v (X) = Z bi1,i2,...,ik X1ilxzi2 --~ink (4.4.3)

4+ i =2,
1720 (j=1,...k)

kuadratik formlarin kullanilmasini onerdi.
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W(X)= D X% X" (4.4.4)

iﬁiZ i =2,
1120 (j=1....k)

bir keyfi reel kuadratik form olsun.

AV (x)=V (A"X)-V (x) =W (x) (4.4.5)

m

olmak tizere bir (4.4.3) kuadratik formunun varligini kosullar altinda agiklayalim.

Teorem 4.4.1.
st =1 (i=1....K j=1....k) (4.4.7)
olmak iizere
det(A" - ul, )=0 (4.4.6)

polinomunun z,..., 44, kokleri varsa bu durumda herhangi (4.4.4) kuadratik formu igin

(4.4.5) esitligi saglanacak sekilde bir tek (4.4.3) kuadratik formu vardir (Ignatyev A.O. ve
Ignatyev, O. 2011).

Ispat.
N X,X,,...,X daki bir kuadratik formun terimlerinin sayisin1 gostersin. Bu sayinin

L+i,+--+i, =2 sarti ile kisitlanan i,i,,...,I, negatif olmayan tamsayilarin fark

sistemlerinin sayisina esittir. Bu say1

ye esittir. V(x) ve W(X) formlarinin katsayilarii hesaplayalim ve onlart b,b,,...,b, ve

0,,0,,..-,0y ile gosterelim:

bz,o,...,o = bl’ b1,1,...,0 = b21 b.L,O,...,l = bk’

bo,z,...,o = bk+l’ bO,l,l,.“,O = bk+2v""bo,1,...,1 = b2k—1’ AL

bo,o,...,z,o = bez’ bo,o,,...,l,l = bN—l’ bo,o,...,o,z = bN’
Q0.0 =% Gh1.0=% CGho..1=0:

Q2.0 =Uiar Doag,0 =iz 1 Uogn = Goware e oo
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Uoo...20 =Un-2r Qoo,..11 =Unar Yoo,..02 = Un-

b=(b,b,....by)", a=(0,0,,....qy) ile gosterelim. (4.4.5) esitliginin sol ve sag yam

X X5,y X, "a gore kuadratik formlar1 temsil eder.

X"X,?...X " carpimina ait katsayilarin esitlenmesi ile b;,b,,...,b, lere ait lineer denklem

sistemini elde ederiz. Bu sistem

Rb=q (4.4.8)

formundadir. Burada R = (rij

)iNj:l dir. R matrisinin r; elemanlart A matrisinin elemanlari
yoluyla ifade edilebilir. (4.4.8) sisteminin herhangi q vektorii i¢in bir tek ¢oziime sahip

olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
detR =0 (4.4.9)

olmasidir. (4.4.7) esitsizligi gegerli oldugunda (4.4.9) kosulunun saglandigini gdsterelim.
Bunu yapmak igin, singiiler olmayan bir G matrisi ile birlikte X=Gz lineer doniisimiiyle

(4.4.2) sistemi yeni degiskenlerde ,
z(n+m)=Pz(n) (4.4.10)

formuna sahip olacak sekilde yeni z:(zl,zz,...,zk)T degiskenini tanimlayalim. Burada

P :(pij )i,j=1 dir. p;, A" matrisinin 6zdegerleridir, p,;,,, 0 veya 1’e esittir, ve P matrisinin

diger elemanlar sifira esittir. Elaydi (1999)’ ye gore boyle bir doniisiim vardir. Genel

durumda eger A" matrisi kompleks 6zdegerlere sahipse Z,,Z,,...,Z, degerleri ve G
matrisinin elemanlart da komplekstir. (4.4.3) ve (4.4.4) polinomlann z,7,,...,Z,
degiskenlerinde asagidaki formlara sahiptir:

v (X) = Z Gy 2'7,...7," (4.4.11)

4+ -+ =2,
1720 (j=t,...k)

W(x)= > d, ,z'z"..zk (4.4.12)

ilJ_ri2+---+ik =2,
120 (j=L...k)
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W (z) kuadratik formu reeldir. Bu yiizden (4.4.12) bagntisinda d, ;  7z,%...z* herhangi
reel olmayan yan yana toplamlar d. . .z"z ..z} =d,, . Z'Z"...Z* olur. Burada iist
cizgi kompleks eslenik anlamina gelir.

ve ¢, . nin asagidaki gibi sayilmasiyla

[ (Y
dz,o,...,o = dl’ d1,1,.“,0 = dzv dl,O,...,l = dk’
do,z,...,o = dk+1’ d0,1,1,...,0 = dk+2"-"do,1,...,1 = d2k—1' s
do,o,...,z,o = dezi d0,0,,...,l,l = dN—l’ do,o,...,o,z = dN’
Co,...0=C G 0=C G 1=Cs
Co2...0 =Cki1r Coa1...0 = Ciszr--+1Coa...1 = Coxar- o
Co0,..20 =Cn=2r Cop,..10 =Cna1r Cop,...02 =Cn-

ve ¢=(c,Cy..,Cy ), d=(dy,d,,...,d,)" ile gosterilmesiyle (4.4.5) esitligini z,,2,,...,2,

degiskenlerinde tekrar yazalim:
V(Pz)-V (z)=W(z) (4.4.13)

(4.4.13) esitliginin sol ve sag yamt Z,Z,,...,Z,'ya gore kuadratik formu temsil eder.

22,22,,...,2,2,, 25,...,2,2,,2; carpimina iligkin katsayilarin esitlenmesi ile

Uc=d (4.4.14)

matris formunda yazacagimiz C,,C,,...,Cy e gore lineer cebir denklem sistemini elde ederiz.

Burada U :(uij )iszl dir. U matrisi tiggensel forma sahiptir.
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p; -1 0 0 0 ... 0 0
2P Py PuPp-1 - 0 0 0 0
0 0 PPy 1 0 0 0
U= ) )
Pr2 PPy o 0 py,—-1 - 0 0
0 0 0 0 Pk Pu—1 0
0 0 0 0 Pr1.k Puk plfk -1

(4.4.14) sisteminin bir tek ¢oziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart detU =0 olmasidir.

j>1 i¢in uy =0 oldugunu dikkate alinmasiyla detU’nun U matrisinin kdsegen iizerindeki

elemanlarinin ¢arpimina esit oldugunu elde ederiz.

detU = H (pii Py _1)

i=1,2,...k; j=i,i+1,...k

P; = 4 oldugunun hatirlanmas:1 ve (4.4.13)’e doniilmesiyle z,,7,,...,Z, degiskenlerinden
X, X,,.-., X, degiskenlerine kadar z=G™'x doniisiimiiyle (4.4.5) saglayan bir V kuadratik
formunun var oldugunu elde ederiz ve V 'nin tek olmasi igin gerek ve yeter sart g4u; #1

(i, j=1..., k) olmasidir. Boylece ispat tamamlanir.

M =1 durumunda asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.4.1.
Eger
A4, #1 (i=ZL...,k;j=1,...,k) (4.4.15)

olacak sekilde A matrisinin 4,...4, 6zdegerleri varsa bu durumda herhangi (4.4.4) kuadratik

formu i¢in
AV :V(Ax)—V (x):W(x) (4.4.16)
olacak sekilde bir tek (4.4.3) kuadratik formu vardir.

Teorem 4.4.3.

Eger bazi m e N ’ler i¢in (4.4.6) karakteristik denkleminin ¢, ..., 2 kokleri
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|,ui|<1 (i=1....k) (4.4.17)
sartin1 saglarsa herhangi pozitif taniml kuadratik W (X) formu i¢in
AV (x)=W (x)
olacak sekilde tek negatif tanimli V (X) kuadratik formu vardir (Ignatyev, A. O. ve Ignatyev
0. 2011).
Ispat.

{,ul, ...,,uk} ve {ﬂlmA?mAkm} kiimeleri 6zdestir. Bu yiizden (4.4.17) den
Al<1 (i=1...k) (4.4.18)

olur. W (x) keyfi pozitif tanimli kuadratik form olsun. (4.4.17) saglanirsa (4.4.7) gegerlidir.
Bu yiizden (4.4.5) saglanacak sekilde bir tek V (X) kuadratik formu vardir. V (X) negatif

taniml1 oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim; Yani V (XO) >0 olacak sekilde sifirdan farkl

bir x° var olsun. Bu durumda V (x1)=V(A'“x°) =V (x°)+W (x°) >0 olur ve Teorem 4.3.5%¢

gore (4.3.1) sisteminin ¢oziimii kararsizdir. Fakat ote yandan (4.4.18) sisteminin sifir
¢Ozlimiiniin asimptotik kararli oldugunu gosterir. Elde edilen ¢eliskiyle ispat tamamlanmis

olur.



5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda fark denklemleri hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ayrica fark
denklemlerinin ¢éziimlerinin kararliligi ve Lyapunov kararlilign ile ilgili tanim ve teoremler
orneklerle incelenmistir. Bir fark denkleminin ¢6zlimlerinin Lyapunov kararliliginin
arastirtlmasinda Lyapunov fonksiyonlari olarak kuadratik formlarin kullanilmasi konusu

iizerinde durulmustur.
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