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OZET

EKINCI, Yilmaz. Neutral Delay Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri,
Yiksek Lisans Tezi, Van, 2017.

Bu calismada birinci mertebeden lineer neutral delay diferansiyel denklem igin
baslangi¢ deger problemi ele alinmaktadir. Bu problemin ¢éziimii i¢in hem analitik hem
de niimerik yontemler sunulmustur. Kesin ¢oziim i¢in Bellman’in adimlar metodu ve
Laplace doniisiimii, yaklasik ¢6ziim i¢inse sonlu fark metodu incelenmektedir. Ayrica,
elde edilen sonuglar bir 6rnek lizerinde tablolanmustir.

Anahtar Sozciikler

Neutral delay diferansiyel denklem, Adim metodu, Sonlu fark metodu



ABSTRACT

EKINCI, Y1lmaz. Numerical Solutions of Neutral Delay Differential Equations, MSc
Thesis, Van, 2017.

This study deals with the initial value problem for a linear first order neutral delay
differential equation. To solve this problem both analytically and numerically, some
methods is presented. We analyze Bellman's steps method and Laplace transformation
method for exact solution of the problem and finite difference method for approximate
solution. Furthermore, computational results obtained by using the methods are shown
with a numerical example which is displayed in Tables.

Key Words

Neutral delay differential equation, Step method, Finite difference method.
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1. BOLUM

GIRIS VE LITERATUR BIiLDiRiSLERIi

Delay diferansiyel denklemler tip, biyoloji, fizik, kimya, miithendislik, ekonomi
gibi bilimsel ve teknik alandaki uygulamalarda model denklemler olarak ortaya
cikmaktadir (Driver, 1977; Gopalsamy, 1992; Villasana ve Radunskaya, 2003; Foley ve
Mackey, 2009; Liz ve Rost, 2013; Martina ve Veronika, 2015; Getto ve Waurick, 2016;
Guo ve Ma, 2016). Buna ilave olarak enzim kinetigi, enfeksiyon hastaliklar1 ve
immiinolojideki matematiksel modellerde de karsimiza ¢ikmaktadir (Hairer ve ark.,
2008).

Neutral tip delay denklemler daha ¢ok popiilasyon ekolojisi, hiicre gelisim
modeli, yariiletkenli aygitlardaki elektron dagilim modeli, kontrol teorisi gibi
alanlardaki uygulamalarda goze ¢arpmaktadir (Kuang, 1993; Kolmanovskii ve Myshkis,
1999; Baker ve ark., 2008; Hadeler, 2008; Erneux, 2009; Rihan, 2010; Zeng ve ark.,
2016). Bellman ve Cooke, (1963); El’sgolts ve Norkin, (1973); Jackiewicz, (1987);
Kuang ve Feldstein, (1991); Kuang, (1993); Palaniswami, (1995); Zhang ve ark.,
(2005); Liu ve ark., (2010) neutral delay diferansiyel denklemlerin ¢dziimiiniin varlik,
teklik ve c¢oziimlerin kararlilik sonuglari iizerine calismalar yapmislardir. Bellen ve
Zennaro, (2003), delay diferansiyel denklemlerin agirlikli oldugu kitabinda klasik
niimerik yontemler kullanarak ¢6ziim Onerileri sunmuslardir. Son yillarda neutral tip
denklemlerin ¢oztimleri i¢in farkli yontemlerle ele alinmaktadir. (Bellen ve Guglielmi,
2009; Gan, 2009; Halas ve Anguelova, 2013; Su ve ark., 2013; Wang, 2015; Sedaghat
ve ark., 2015; Guglielmi ve Hairer, 2016).

Yapilan literatiir taramasinda, delay diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin
cok sayida asimtotik ve niimerik c¢alisma oldugu gorilmistiir. Fakat, neutral tip
denklemlerin ¢o6ziimleri i¢in kararlilik analizi iizerinde durulmakta veya asimtotik

yaklasimlar verilmekte, niimerik ¢aligsmalara pek rastlanmamaktadir.



Bellman ve Cooke (1963) tarafindan birinci mertebeden denklem igin asagidaki
tanimi verilerek bir siniflandirma yapilmistir.

a,(Du'(t) + a;(Ou'(t — 1) + by(D)u(t) + by(Hu(t —1) = f(t), >0

denklemi verilsin. Bu denklem; eger ay(t) # 0 ve a,(t) = 0 ise gecikmeli (retarded)
tip diferansiyel denklem, aq(t) # 0 ve a;(t) # 0 ise notral (neutral) tip diferansiyel
denklem, aq(t) =0 ve a,(t) # 0 ise advanced tip diferansiyel denklem olarak
adlandirilir. ao,(t) =0 ve a,(t) = 0 ise bu kez denklem fark denklemi halini alir.
by(t) = 0 ve b;(t) = 0 ise denklem bir doniisiimle fark denkleme indirgenebilir. Son
olarak ay(t) = by(t) =0 veya a,(t) = b;(t) =0 ise denklem adi diferansiyel
denkleme doniisiir. Bu tanim g6z 6niinde bulundurulursa asagidaki denklemler, gecikme

parametresi igeren diferansiyel denklemlere 6rnek olarak verilebilir (El’sgolts, 1966)

x'() = f (6,20, x(t - 1()); T(®) > 0,

2/ () = £ (t,2(0),x'(t — (1), x(t - T(t))); (t) > 0,
x'(t) = f(@&x(t), x(t — 1), x(t — 72)); T1,T2 >0,

x"(t) = f(t,x(t),x’(t),x(t - T(t))); T(t) > 0,

x"(t)=f (t,x(t),x’(t),x”(t —7(8)), x(t - T(t))); 7(t) > 0,
X6 = f <t,x (%)x (%) x(t),x'(t)) >0,

Bu calismada asagida verilen birinci mertebeden neutral delay diferansiyel

denklem igin baslangi¢ deger problemi ele alinmistir.

X@®)+a®)x't—r)+b®)x(t) +c®)x(t—7)=f(),t>0 (1.1)

x(t) = (), —r<t<0, (1.2)



burada a(t), b(t), c(t), f(t) ve @(t) verilmis yeterince diizgiin fonksiyonlar ve r > 0

gecikme sabitidir.

Yapilan literatiir taramasinda, gecikmeli diferansiyel denklemlerle alakali
calismalar ¢ok fazla olmasina ragmen neutral tip delay diferansiyel denklemlere ¢ok az
rastlanmaktadir. Bu tlir problemlerin kesin ¢oziimiinii bulmak her zaman miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle niimerik yaklagimlarla c¢oziimler sunmak Onem

kazanmaktadir.

Bu calismanin amaci lineer birinci mertebeden neutral tip delay diferansiyel
denklemin ¢6ziimlerini aragtirmaktir. (1.1)-(1.2) probleminin niimerik ¢dziimleri, sonlu
fark metodu kullanilarak elde edilecektir. Bunun igin diizgiin sebekede fark semasi
kurulacak ve fark semasmin kararliligi, yakinsama sartlar1 ve yaklasim hatasi gibi
matematiksel Ozellikleri incelenecektir. Ayrica elde edilecek sonuglarin dogrulugu

cesitli 6rneklerle desteklenecektir.



2. BOLUM

NEUTRAL DELAY DENKLEMLER iCiN BAZI MODELLER

Bu boliimde neutral delay diferansiyel denklemlerle ifade edilen bazi model denklemler

ele alinacaktir.

2.1. Hiicre Cogalmas1 Modeli

Baker ve ark., (1998) yilinda yaptiklar1 bir ¢alismada asagidaki hiicre ¢ogalmasi

modelini dnermislerdir.

dN

ar poN(t) + p1N(t — Teey) + p2N'(t — Teery), (E = 0),

N(t) = llu(t)(_Tcell <t<0),

bu modeldeki parametreler ayrintili olarak asagida verilmistir.
Teenp > 0: ortalama hiicre boliinme zamani,

po = 0: es zamanli olmayan ani hiicre biiyiimesinin orani,

p1 = 0: es zamanli olmayan gecikmeli hiicre bliyiimesinin orant,
0 < p, < 2: hiicre biiylimesinin gecikme oranidir.

0 < B < 1: ilk adimda béliinen hiicrelerin pargasidir.



Bu modele, py, p1, p2 Ve T.e;p parametrelerini iceren bir lineer neutral delay
diferansiyel denklem olarak bakilabilir. Bunun yani sira 8 degeri,boliinmiis hiicre
modelinin ilk adiminda ortaya ¢ikmaktadir, 6yle ki N(t) = B¥(t), t € [—Tcey, 0) dir.
Anlik’ hiicre biiylimesi, mevcut hiicre popiilasyonunun biiylime oranina bagli oldugu
anlamma gelir ve benzer sekilde, ‘geciktirilmis’ hiicre biiylimesi, dnceki bazi hiicre

popiilasyonunun biiylime oranina bagli oldugu anlamina gelir.

Es zamanli biiylimenin ideal durumu p, =0, p; =0 ve p, = 2, olmasi ile
miimkiindiir. Bu durumda popiilasyonda hiicre senkronizasyon derecesi sabit kalir, fakat
hiicre kiiltiiriiniin senkronize etkileri genellikle gegici oldugu not edilmelidir. Ayrica
hiicrelerin  senkronize bir yoOntemle hiicrenin yetismesine zarar verebilecegi

unutulmamalidir ve sonug olarak hiicre biiyiimesi tahmin edilenden daha az olmaktadir.

2.2. Popiilasyon Dinamigi Modeli

Asagidaki lineer olmayan neutral delay lojistik denklem bir¢ok yazar tarafindan

tanimlanmis ve genis bir sekilde tartisilmistir.

x(t) = rx(t)(l - (x(t — 1)+ cx(t — T))/K), (2.1)

burada r,t,c, K pozitif sabitlerdir. Bu denklem tek tiiriin niifus biiyiimesi ile ifade

edilen,

x(t) =rx(t)(1 — x(t)/K), (2.2)

modelin dogal bir genellemesi olarak bilinmektedir, burada r,x tiiriinlin i¢sel bir
biiylime oranidir. K, x tiirliniin ¢evre kapasitesi olarak yorumlanir. F. E. Smith, Daphnia
magna (su piresi) popiilasyonlar1 tizerinde yaptig1 arastirmaya dayali olarak, kisi basi
biiylime orani olan (2.2) denkleminin igindeki r(1 — x(t)/K) degerinin r(l -
(x(t) + ca'c(t))/K) ile degistirilmesi gerektigini savunmustur (Kuang ve Feldstein,
1991).



2.3.  Iki Durumlu Devre A1

Genellikle elektronik devrelerde karsimiza ¢ikan

d 1 q
Qa;m@)—qua—JO]——Eua)—zuﬁ—h)—gOAw)

—qu(t — h) —i(t) + e, (),

%[Li(t)] = —Ryi(6) + u(®) — qu(t — h) + e;(0)

modelini inceleyelim. Bu model literatiirde Flip-Flop devre olarak bilinmekte,

elektronik cihazlarin hafiza ve sayicilarina temel teskil etmektedir.

Burada C;, kapasitans, L, indiiktans, R;, direng, u, x = L deki voltaj, g, voltaj

fonksiyonudur. e = (ey, e;) ve i(t) sirasiyla kontrol ve akim fonksiyonlaridir (Chukwu,
1992).



3. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE ONBILGILER

Bu bolimde bundan sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanmimlar,

notasyonlar ve formiiller verilmektedir.

Tamm 3.1. Laplace Doniisiimii

F, t gergel degiskeninin ¢ > 0 i¢in taniml1 bir fonksiyonu olsun. s bir gercel degisken
ve f de

f(s) = f, et F(t)dt (3.1)
integralinin mevcut oldugu biitiin s degerleri i¢in tanimli olsun. (3.1) integrali ile

tanimli f fonksiyonuna, F’nin Laplace doniisiimii denir. F’nin f Laplace doniisiimiini

L{F}, f(s)’yide L{F(t)} ile gosteririz (Ross, 1984).

Teorem 3.2.

F(t) asagidaki 6zelliklere sahip bir fonksiyon olsun:

F(t),a <t < b (b > 0) gibi her sonlu kapal1 aralikta pargali siireklidir.

F(t), tstel mertebedendir. Yani; a, M, t, pozitif sayilari her t > ¢, igin
e “IF(t)| <M

olacak sekilde bulunabilir. Sonug olarak

o)

f(s) = f e StF(t)dt,

0

Laplace doniisiimii mevcuttur (Ross, 1984).
Tamim 3.3. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

a) I = [0, T] araliginin sonlu sayida noktadan olusan pargalanisina bir sebeke denir.

b) Eger diiglimler esit aralikli iseler

6‘[ = {tilti =ir,i=01,.. N;T= T/N}



ifadesine I araligindaki diizgiin sebeke denir. T sabitine sebeke adimi denir. Bu
sebekede tanimlanmis g; = g(t;) fonksiyonuna ise t; noktasindaki sebeke fonksiyonu
denir. (Amirali ve Duru, 2002).

Tanim 3.4. Fark Tiirevleri

I arahgindaki fonksiyonunun diizgiin sebeke icin fark tiirevleri asagidaki gibidir

(Amirali ve Duru, 2002).

8) gr,; = “*2=* ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denir.

b) gz = % ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir.

Tamim 3.5. Sebeke Normu

Simdide fark problemi i¢in kullanacagimiz normunu tanitalim.
|gllco, @, = Maxo<i<y|g;| ifadesine diizgiin sebekede maksimum normun fark benzeri

denir (Amirali ve Duru, 2002).

Tanim 3.6. Kararhhk
Lineer

Lu=f(t), tea (3.2)
denkleminin

lu=ut), terl (3.3)

sartin1 (sinir sart1 veya baslangic sart olabilir) saglayan ¢ozlimiiniin bulunmasi istensin,

burada f(t), wu(t) belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonlari), [ belirli bir lineer



diferansiyel operatordiir. G = G U T bolgesinde herhangi bir @, = w,, U I, sebekesinin
kuruldugunu varsayalim, burada w; -i¢ sebeke, [;, -sinir sebeke (sebeke sinir noktalari

kiimesi), h ise sebeke diiglimlerinin yogunlugunu ifade eden parametredir (sebeke

adimi). (3.2)-(3.3) problemine karsilik

Lyy = ¢n, t € wp, (3.4)
lhy = Xh' t e lh (35)

fark problemi olsun. Burada, Ly, l,-@j‘da tanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili

olan fark operatorleri, ¢, X belli sebeke fonksiyonlaridir.

Kararlilik, fark problemleri veya genellikle yaklasik algoritmalar icin, bunlarin

pratik uygulanabilmesinin gerektirdigi onemli bir 6zelliktir.

(3.4)-(3.5) fark problemi, belli siniflardan olan her bir ¢;, X, baslangic veri
fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiicik h < h; igin bir tek ¢dziime sahip oldugunu
varsayalim. (3.4)-(3.5) probleminin baslangic veri fonksiyonlar1 @, X, olan ¢dziimiinii

y ile belirleyelim.

Eger Oyle, h’a bagh olmayan C;, C, sabitleri varsa, yeteri kadar kii¢liik h < h,
i¢cin
¥ — vl < Cillgn — @nllz + Cle)?h - Xh||3 (3.6)

esitsizligi saglanmis olsun, bu durumda (3.4)-(3.5) fark semas1 sag tarafa ve sinir (veya
baslangig) sartina gore kararhidir denir. Burada || ||1,]| |l || |ls herhangi sebeke

normlaridir.
(3.4)-(3.5) problemi lineer oldugundan, kararlilig1 ifade eden (3.6) esitsizligi
Iylly < Cillenllz + ColIXnlls

esitsizligine denktir.

Boylece kararlilik, fark semasinin ¢oziimiiniin baslangi¢ veri fonksiyonlarina
stirekli bagli olduguna, hem de bu baglhiligin h’a gore diizgiin bigimli oldugunu ifade
eder (Amirali ve Duru, 2002).
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Tanim 3.7. Yakinsakhk

u, (3.2)-(3.3) probleminin kesin ¢éziimii ve y’de herhangi bir sebekedeki bu
probleme uygun fark problemin ¢6zlimii olsun. z = y — u farki hata fonksiyonu olarak

tanimlanmaktadir.

Eger h - 0 oldugunda ||z||, = |ly —ull; = 0 ise (|| ||, s6z konusu sebekedeki
herhangi bir norm), bu durumda y fark problemin ¢éziimii u probleminin ¢6ziimiine

yakinstyor denir. Ayrica, yeteri kadar kii¢iik h sabitleri igin
ly —ull; <Ch¥ k>0

ise (C, h’a bagli olmayan sabittir) bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢6ziime h’in k’inc1
derecesiyle yakinsar veya yaklasik ¢6ziim O (h*) kesinligine sahiptir denir (Amirali ve
Duru, 2002).

Tanim 3.8.

f(t), I’de taniml1 herhangi bir siirekli fonksiyon olsun.

a) C™(I) ifadesine I araliginda t’ye gére n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar kiimesi denir.

b) Il = max,erl f(t)] ifadesine I arahigindaki siirekli fonksiyonlar igin maksimum

norm denir (Amirali ve Duru, 2002).

Not 3.9. Baz1 Formiiller

Sonraki boliimlerde, fark semasinin kurulmasi ve incelenmesinde asagidaki kuadratur

formiilleri kullanilacaktir (Amirali ve Duru, 2002).



b

f PO () dx =

a

b

f p(x)dx] (0f () + (1 — ) (@)} +

a

+£la,b] [, (x = x@)p(x)dx + R(f)

burada o-reel parametre, p(x) € C[a, b] agirlik fonksiyonudur. Kalan terim

b b

R(f) = f dxp(x) f F® BKor (6,93, fEC, n=12,

bigimindedir.
Kx5)=T(x-35—-0b-a)'(x-—a)(b—-3%)°, s=0,1,

(f(a) — f(b))
(o) — r _ MW\
x'% =ab+ (1 —-0)a, flab]= b—a)

N

A
Ts(A) = T A=20; Ty(A) =0, A1<0.
olarak verilmistir. Diger formiil ve kalan terimi

[Zp()f' (0)dx = fla, b] [ p(x)dx + R(f)

b b
RO == [’ @ [ £ @ as fect, n=12.

bi¢imindedir.

Teorem 3.10.

Yne1 =am)y, +gn), n=ny =0

fark denklemi ve

yno :yO

11

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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baslangi¢c kosulundan meydana gelen problemini ele alalim. Burada a(n) ve g(n)

n = ny-da tanimli reel degerli fonksiyonlar olup her n = ng i¢in a(n) # 0 olsun.
Bu durumda (3.9) ve (3.10) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii
n-1 n-1 , n-1
Yn = Yo 1_[ a(k) + Z ( H a(k)>g(m)
k=ng m=ng ‘\k=m+1

bicimindedir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).



4. BOLUM

ANALITIK YONTEMLER

Bu boliimde sabit gecikmeli neutral diferansiyel denklemler i¢in bazi analitik yontemler

verilecektir.

41. Adim Metodu

Bu metot literatiirde ilk kez R. E. Bellman tarafindan kullanildigindan, Bellman’in adim

metodu olarak da bilinir.

Bir sabit gecikmeli olan neutral tip

x'(t) = f(t,x(),x(t —1),x"(t — 7)) (4.1)
denkleminin
x(t) = @o(t), t € B, = [to — 7, t0] (4.2)

sartin1 saglayan c¢oOziimiiniin bulunmasi problemine adim metodunu uygulayalim.
Burada f(t, xq,x,,x3) fonksiyonu G = {t, <t <+, —0 < x; < +00,i =1,2,3}
kiimesinde siireklidir, @o(t) fonksiyonunun ise E; kiimesinde siirekli tiirevi vardir.

Boylece (4.1)-(4.2) probleminin I; = [t,, ty + 7] araliginda

x'(t) = f(t, x(t), po(t — 1), o' (t — T)) (4.3)
adi diferansiyel denkleminin

x(to) = @o(to) (4.4)
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sartin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasina doniisiir. Varsayalim ki x = ¢4 (t) fonksiyonu
(4.1)-(4.2) probleminin I; araligindaki ¢6ziimiidir. Simdi de I, = [ty + T, to + 27]
araligindaki ¢oziimii bulalim. Bunun ig¢in

X,(t) = f(t,X(t), (,01(t - T), (pll(t - T)

denkleminin x(t, +7) = @1(to + T) sartin1 saglayan ¢Oziimiini bulmak yeterli
olacaktir. Verilen sartlardan (4.1)-(4.2)’nin ¢6ziiminiin (t, — 7,ty), (to,to + 7),
(to + 7, ty + 27), ... araliklarinda siirekli tirevleri, t,, ty + T, ty + 27, ... noktalarinda ise
sol ve sag tiirevlerinin var oldugunu sdyleyebiliriz. Fakat ¢oziimiin, ty, ty + 7, o +

21, ... noktalarinda tiirevi olmayabilir.

Dogrudan da, t, noktasinda ¢6ziimiin sol tiirevi @q(t, — 0)’a, sag tiirevi ise

@o(to —0) = f(t0: ©o(to), Po(to — 1), o' (to — T)) (4.5)

sart1 saglanirsa t; noktasinda ¢oziimiin tiirevi vardir.

Agiktir ki, t, + 7 noktasinda ¢6ziimiin sol tiirevi

f(to + 7, 01(to + 1), 9o (o), 9o’ (to — 0))

= f(to +7,91(t0 + 1), 9o(to), 1" (to + 0))

olur ve t, + 7 noktasinda ¢6ziimiin siirekli tiirevi var olur.

Bu sart ile gosterilebilir ki, (4.5) sart1 saglandik¢a ¢oziim ¢, + 21, ty + 37, ...
noktalarinda siirekli tiirevleri vardir. Fakat, genellikle (4.3), (4.4) probleminin ¢oziimii
araliktan araliga gectikge diizgiinlesir. Bundan dolay1 neutral tip denklemler, geciken
argiimentli denklemlerden farklidir (Ahmedov ve ark., 1978).

Simdi de asagidaki 6rnegi bu metodu kullanarak ¢ozelim.
Ornek 4.1.

x'(@t)+2x(@t)+x'(t—1)=3,t >0,

x(t)=t,-1<t<0

probleminin [0,2] araligindaki ¢6ziimiinti bulalim.
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Coziim.

Oncelikle t € I; = [0,1] alirsak
x1(8) + 2x,(8) + @'t — 1) = 3,
x1(0) = ¢(0),

problemini yazabiliriz. ¢(t) = t baslangi¢ fonksiyonunu dikkate alirsak,
x1 () + 2x,(t) = 2,
x,(0) = 0,

lineer problemini elde ederiz. Buradan
x,(t)=1—e"?

¢dziimiine ulagiriz. Ikinci olarak t € I, = [1,2] arahgindaki ¢dziimiinii bulalim:
x5 (t) + 2%, (t) + x,'(t — 1) = 3,
x2(1) = x1 (1),

ilk adimda (t € I;) buldugumuz x, (t)’yi problemde dikkate alirsak
x5(t) + 2x,(t) = 3 — 272442,
x,(1)=1—e2

problemini elde ederiz. Bu problemin ¢6ziimii ise

3 3
t) = 2‘2t<—2t —) -
x(t) =e + > + >

olarak buluruz. Boylece verilen problemin ¢6ziimi

1—e %, 0<t<1
x(t) =1 3

olacaktir.
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4.2. Laplace Doniisiimii ile Coziim

Burada

(@) +ax'(t—1)+bx(t) +cx(t—1)=f(t), t>0 (4.6)
denkleminin

x(t) = @o(t), t € Eg = [-1,0] (4.7)

sartin1 saglayan ¢oziimiinii Laplace doniistimii yardimu ile bulalim. Burada t > 0, a, b, c
reel sabitlerdir. Ayrica, @, (t), E, araliginda, f(t) ise I = [0, o) araliginda siireklidir ve
If ()] < Myet, M; > 0, ¢, > 0.

[lk olarak (4.6) denklemini [0, t] araliginda integre edelim:

][x’(s) +ax'(s —1) + bx(s) + cx(s —1)]ds = Jf(s)ds
0 0

buradan, (4.7) baslangi¢ sart1 dikkate alirsak

0
x(6) = 9o (0) + a j ob(s)ds + alx(t — 1) — po(0)] +

=T

t

+bfx(s)ds+cjx(s—r)ds = ff(s)ds
0 0

0
olur ve

0
x(6) + ax(t = 1) = po(0) + ago(—1) — ¢ j 9o(s)ds

=T

t—7

—bfx(s)ds—cj x(s)ds+ff(s)ds
0 0

0

bulunur. Daha sonram = ¢,(0) + apy(—1) — ¢ f_OT o (s)ds ile gosterir ve
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t t—7 t
M
flf(s)lds Sc—leclt, f x(s)ds| < flx(s)lds, t>T1,
1
0 0 0

lx(O] = lallx(t = D < [x(8) + ax(t - 1)|

esitsizliklerini dikkate alirsak
y t
X1 < lallx(e = D1+ ] + st + (bl +1c]) [ 1x(s)lds
1
0

yazabiliriz. Gronwall esitsizligini (Amirali ve Duru, 2002) kullanirsak,

My .,
lx(®)| < lallx(t — )| + [m]| + C—ecl +
1

t
M t
+f [Iallx(s —17)| + |m| +C—13015 (|| + |c|)elsUbl+lehan g
1
0

M, :
< la|lx(t —7)| + [m| +C—ec1 +
1

t
M
+“Iallx(s—r)|+ |m|+c—13C15 (Ib] + |c)elbH+leDE=9) g
1
0

My

elde ederiz. Buradan M, = ————,
c1—Ibl-lcl

M; = |m] — =2 (|b] + |c]) olarak alirsak
1

t
lx(t)] < |allx(t — 7)| + Myett + MyePI+IeDt 4 |q] flx(s —1)| elIPl¥IeDE=9) g
0

bulunur. Sonra da adim metodu kullanilarak x(t)’nin sinirli oldugu kolaylikla
goriilebilir. Yine (4.6) denkleminden x'(t) i¢in benzer sonuglar gosterilebilir. Sonug
olarak (4.6) denkleminin x(t) ¢6ziimiiniin ve x'(t) tiirevinin Laplace doniigiimiiniin var

oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi de (4.6)-(4.7) probleminin ¢dziimiinii arayalim. Ilk olarak (4.6)

denkleminin her iki tarafini e “P* fonksiyonu ile garpip [0, o) araliginda integral alirsak



f x'(t)e Ptdt + Cf x'(t —1)e Ptdt + af x(t)e Ptdt +
0 0 0

+b [ x(t —Te Ptdt = [ f(e Ptdt

elde ederiz. Birinci integrale kismi integrasyon uygularsak

f x'(t)e Ptdt = x'(t)e PHT + pf x(t)e Pldt
0 0

(0]

— o) +p [ x(©e Ve
0

ikinci integrale dnce degisken degistirme, sonrada kismi integrasyon uygularsak

j x'(t —1)e Pldt = f x'(t)e POt
0 -T
0 o)
= e PT ]goo’(t) e Ptdt + e"”j x'(t) e Ptdt
-7 0
0 o)

=ePT f ®o'(t) e Ptdt — ¢y (0)e " + pe‘mf x(t) e Ptdt

-T 0

ve dordiincii integrale degisken degistirme uygulayarak

] x(t — 1)e Ptdt = J x(t)e P+ gt
0 -T

0 oo

= e PT jgoo(t) e Ptdt + e‘pTJ x(t) e Ptdt

-T 0

yazabiliriz. (4.9) denkleminden

18

(4.9)
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(p+pc+a+ be"”)f x(t)e Ptdt = ¢o(0) + cy(0)e P
0

0 0 co

—ceP? f(po’(t)e‘ptdt—be‘pt f(po(t)e‘ptdt+Jf(t)e‘ptdt
0

=T -7
buluruz. Buradan gerekli diizenlemeleri yapar

h(p) =p + pc+ a+ be™P7,

0 0
P(p) = 9o(0) + cgo(0)e™P* — ce™P* ] o' (t) ePtdt — beP* J 0o (e Ptdt,
wn J

ve

F(p) = f (e Ptdt
0

olarak gosterirsek

o)

f x(t) e Ptdt =

0

P(p) + F(p)
h(p)

elde ederiz. Daha sonra ters Laplace doniisiimiinii kullanarak (4.6)-(4.7) probleminin

¢ozlimiinii bulabiliriz. Simdi elde ettigimiz bu sonuglar1 bir 6rnekle pekistirelim.

Ornek 4.2.
X)) +2x'"(t—1)—x(t) —2x(t—1)=0,t >0,
x(t) =et,-1<t<0

problemini Laplace doniisiimii yardimiyla ¢ozelim.
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Coziim.

Oncelikle denklemin her iki tarafin1 e Pt ile garpip [0, o0) araliginda integral alalim:

J. x'(t)e Ptdt + 2[ x'(t —1)e Ptdt — f x(t) e7Pt — Zf x(t—1e Ptdt =0
0 0 0 0

Daha sonra kismi integrasyon ve degisken degistirme yontemlerini uygularsak,

f x'(t)e Ptdt = x(t)e PHT + pf x(t) e Ptdt
0 0

o

=—-1+ pf x(t) e7Ptdt,
0

fx'(t— 1)e Ptdt = j-x’(t)e_p(”l)dt
0 -1
0 00
=le7? fx’(t)e‘ptdt+e_pf x'(t)e Ptdt
-1 0

0 0
=e7P je(‘p“)tdt -1+ pJ x(t)e Pldt
1 0

I T pp——— p ) xibe
- 0
e?—e! ‘
= W —e7P + pe‘p f x(t)e‘ptdt,

0

oo o

fx(t—l)e—ptdt: fx(t)e_p(“'l)dt: fete—p(t+1)dt
-1

0 -1
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0 %)
=e7P J.ete_ptdt+fx(t)e_ptdt =e7P
1 0

0
e(—p+1)t

-p+1

+ x(t)e‘ptdt]
/

-1

1 el [ 1—ert [
=e7P - 11 — - T1 + f x(t)e_ptdt =e7P ﬁ'*’ f x(t)e‘ptdt
- 0 0
e P —2e? r
= W + e_pf X(t)e_ptdt

0

olarak buluruz. Bu esitlikleri denklemde yerlerine yazar ve diizenlersek;

(o] (0]

2e7P —2¢e7t
-1+ pf x(t)e Pldt + ————— —2e P + Zpe‘pj x(t)e Pldt

-p+1
0 0
r 2e7P — 271 r
—f x(t)e Ptdt - ——— — Ze‘pj x(t)e Ptdt = 0,
-p+1
0 0

(p+2pe?—-1- 2e"’)] x(t)e Pldt =1+ 2e7P
0

elde ederiz. Buradan,

[00]

] (e-Pidt = (1+ 2e7P) 1
0

p—D(1+2eP?) p-1

olur. Bu ifadenin ters Laplace doniisiimii alindiginda
x(t) = et

sonucuna ulasiriz.



5. BOLUM

NUMERIK YONTEMLER
Bu bolimde,
X@®)+a®)x't—r)+b@®)x@t) +c®)x(t—7r)=f(t), 0<t<T (5.1)
x(t) =), -r<t<0 (5.2)

problemi i¢in sonlu fark metodu kullanilarak bazi ¢oziimler ele alinacaktir.
Ozel olarak bu béliimde asagidaki sebeke tanimimi kullanacagiz.
wy, ={t;=it,i=12,..,Ny; t=T/Ny =71/N},
wyp ={tiiti=ry_1+[i—(—1NIt},(p— 1N +1<i<pN,
Wy,

—pym
o =Up=1 W p;

wy, = wy, U {0}, w_y = {t;:t; = —it,i = —=N,—N + 1, ...,0}.

5.1. Euler Metodu

[k olarak (5.1)-(5.2) probleminin t; diigiim noktasindaki denklemini ele alalim.
x' () +a(t)x' (6 — ) + b(E)x(t) + c(tdx(t; —m) = f(t), 0<G<T (5.3)
x(t) =), r<t;<0 (5.4)

Daha sonra x'(t;) ve x'(t; — r) ifadelerinin Taylor agilimindan faydalanarak ileri fark

tiirevlerini yazalim:

2
x(t +7) = x(t) + ' (1) + Sx"(37), 5 € (et + 1)
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) x(ti+1)—x(t) T 0
x'(t) = : -x"(37)
benzer bigimde,
’ (ti+T—1)—x(t;-1) 7
X (6 —r) =T - (50) 5P € (-t =) (55)

yazabiliriz. (5.5) esitligindeki hata terimini ihmal edersek,

x(ig1 —1) —x(t; —71)  Xi_ny1 — Xion

x'(t;—71) =
(6= 1) - -

olarak alabiliriz. Bu fark tiirevlerini (5.3) denkleminde dikkate alirsak, (5.1)-(5.2)

problemi i¢in
Vis1 =A;y; +B;,0<i <N, —1,
Yi=¢;, —N<i<0,
fark yaklagimini onerebiliriz. Burada
Ay =1-1b; B; = (a; — 1¢))Yi-n — @iYi-n+1 T Tf;

bicimindedir. Simdi bu fark probleminin ¢6ziimiinii bulalim. Adim metodu dikkate

alindiginda, bu problemin ¢oziimii

|
W™, (m—1)N<i<mN
olacaktir. Birinci adimdaki ¢6ziim icin

(1).{yi+1 =A;y;+B,0<i<N-1,
Vi —
yO (pOP

problemini elde ederiz, Teorem 3.10.’dan
i—1

i—-1 i—-1
1
v =g e+ S TT 4 |
k =0 m

=0 \k=m+1
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olur. Burada

1
Bl-( ) = (a; —TC)Pi_n — Qi Qi_n+1 T Tf;
bi¢imindedir. ikinci adimdaki ¢dziim de benzer yaklasimla

1 )
7@ {}’i+1 = Ayy; + (a; — TCi)yi(_,)V - aiyi(—11)V+1 +1fy, N<i<2N-1
.2

yn =yvP,

probleminin ¢ziimii ile bulunabilir. Oyle ki,

i-1 i-1

i-1
2
y® = yN(l)l_[Ak + Z 1_[ Ar |BY,
k=N

m=N \k=m+1
2 1 !
B = (= 20y, — apyPn +

olur. Boyle devam edilirse, diger ¢6ziimler de benzer bi¢imde bulunabilir.

5.2.  Runge-Kutta Metodu

[k olarak (1.1) denklemini
x'(t) = F(t,x)

bi¢iminde diizenleyelim. Sonra da
F(t,x) = —a(t)x'(t —7r) —b(t)x(t) — c()x(t —r) + f(t)

fonksiyonu i¢in t; diigiim noktasindaki degerlerini ve fark tiirevlerini dikkate alirsak
F(ti,y:) = —aiyei-n — biyi — ¢iyi-n + fi

yazabiliriz. Buradan adi diferansiyel denklemler i¢in 2. mertebeden Runge-Kutta

metodu kullanilirsa,

1 .
yt,i = E[F(ti'yi) + F(ti + T,Y¥;i + TF(ti,yi))], 0<i< NO -1
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fark denklemi elde edilir. Boylece (1.1)-(1.2) problemi igin
T .
Yisr =Yi + > [F(t,y) + F(ti+ Ty + TF(t;,y))] 0 < i < Np — 1,

yi:(pi,—NSiSO,

fark yaklasimini 6nerebiliriz. Simdi de bu fark problemine adim metodunu uygulayalim.

Ik olarak 0 < i < N — 1 igin

T
e (D €Y ; _
yi(l): Yi+1 _y1+2(K1,i +K2,i ),0 <i<N-1,

yl:(pl,—NSlSO

problemini yazabiliriz. Burada

1 Pi-N+1 — Pi-N
Kl(,i) = —a;— - — — by — iy + fi
1 Pi-Nn+1 — Pi-N 1
Kz(,i) = =G —— r — - bi+1(yi + TKl(_i)) — Cir1Pi-N T fira

bigimindedir. ikinci adim da ise

T 2 2 ,
@ |V =yi+ E(Kf,i) +KD)N<i<2N -1,
b _ .
yN _yN )

2 1 1
Kl(,i) = _aiyt(,izzv — by — Ciyi(_I)v + fir

2 1 2 1
Kz(,i) = _ai+1yt(,i11v - bi+1()’i + TKl(,i)) - Ci+1yi(_1)v + fir1s

problemini elde ederiz. Boylece elde edilen fark denklemlerin ¢oziimleri ile yaklasik

sonuglar elde edilir. Yani ilk iki adimin ¢6ziimiinii

yP,0<i<N,

i =
P N<i<oen,

olarak ifade edebiliriz. Diger adimlar i¢in ¢oziimler benzer bigimde bulunabilir.
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5.3.  Ustel Katsayih Fark Metodu

(1.1)-(1.2) problemini I = [0, T] araliginda tekrar ele alalim.
Lx =x"(t) +a®)x'(t—7r)+b®)x(t) +c()x(t—1r)=f(t), 0<t<T, (5.6)
x(t) =), r<t<0, (5.7)

burada a(t), b(t) = B > 0, c(t), f(t) ve ¢(t) yeterince diizgiin fonksiyonlar ve r > 0
gecikme sabitidir. Ayrica I = (0,T] =Uy_, I, I, = {t:rp_l <t< rp}, 1<p<myve
s, =sr, 0<s<m ve [, =[-r,0], genelligi bozmadan T /r nin tamsayir oldugunu

varsayalim. Yani T = mr dir.

Daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi lemmalar1 verelim.

Lemma 5.1. (Cimen ve Ekinci, 2017) a, b, ¢, f € C(I), ¢ € C*(I,) olsun. (5.6)-(5.7)

probleminin ¢éziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur.

lullos, < Cpy 1 <p<m, (5.8)

1 lloor, < Dp, 1 <p <m, (5.9)
burada

Ci = @]+ B llf ooz, + Nalloo s, 10 oo 1y + leloor, 1011 cos, ]

Dy = Iflleos, + llalleor, 190 ooty + B lloo,r, €1 + llcloo r, 101l o,z

Cp = 10O+ [If oo, + 1alloo, Dys + el s, Cps s

Dy = Iflleo, + llalleo,r, Dp-1 + Iblloor, Cp + llclloor, Cp-1,p = 2,3, ..., m

bi¢imindedir.

Ispat. Ispat p ye gore tiimevarim yontemiyle verilecektir. ilk olarak (5.6) denkleminden
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t

X0 = (O h 2O 1 [ Fe kg,
0

FO)=f@t) —a®)x'(t—7r) —c(t)x(t — 1)

yazabiliriz. Boylece
t
1X(6)] < |@(0)]e™ Jo b(s)ds

+ [ IFEOI+ 1al@Ox" (€ =] + e ()]x(§ - T)I]e_f;b(s)dsdf

O%H

lx(®)] < lp(0)]e~#*
+ [ UF @1+ 1a@llx' (€ =) + 1e®l1x(E = r)[leFEDdE (5.10)
olur. t € I, i¢in (5.10) denkleminden
1x(@)] < 19O + [l lleo s, + Nlalloo, s, 10wz + Nelloo, l@llen sy B~ (1 = e7F¢)
< 1O+ B7 I f oo,y + Nlalleor, 10 lleo 1y + llelloo,r, @ llen1y] = Ci-
Simdi (5.6) denkleminden
X' O < If O] + la@®llx"(t = )| + [bOx(O] + lc(@®]]x(t — 1) (5.11)
yazabiliriz. Lemmanin sartlarini ve bir 6nceki esitsizligi dikkate alirsak
X' O] < Wf ooty + Nalleo, 190" ooy + IIDlloo 1, €1 + llclloor, 19101y = Dy

sonucuna ulasiriz. Bu ise p = 1 igin (5.8) ve (5.9) esitsizliklerini dogrular. Ikinci olarak

p = k igin (5.8) ve (5.9) esitsizlikleri dogru olsun. Yani
Cx = |(p(0)|+ﬁ_1[”f”oo,1k + llalleo 1, Die—1 + ”C”oo,Ika—l]
Dy = [Ifloo,ry, + llallco,r Di—1 + 1blloo 1, Cie + €0,y Cre-1 -

t € I;,qicin (5.10) dan
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X1 < 1pOI+B7 I ooy, + N1@lloo 1y, Dic + llclleo ry, Cic]
ve (5.11) den
X' @ < f lloo,yy + Nlalloo ey Die + 11D llo sy Ciewn + ll€lloo gy, Ci

olur. Béylece ispat tamamlanmis olur (Cimen ve Ekinci, 2017).

5.3.1. Fark semasinin kurulmasi

(5.6)-(5.7) probleminin fark yaklagimi igin

e Lx@yi(Ode =T [ f©i(©)de, 1< i < N (5.12)
0zdesligini kullanacagiz. Burada y; (t);

Pi(t) = e~ I ¢ <<y,
olarak belirlenmis tistel katsayili baz fonksiyonudur. Dahasi bu fonksiyon

—P'(© +b@OPi(1) = 0,61 <t <ty Pi(e) =1 (5.13)
probleminin ¢oziimiidiir.

(5.12) ifadesini yeniden diizenlersek

t; t t;
71 ] x'(OY;(O)dt + 171 j a(®)x'(t —r)Y;O)dt + 71 | b(®)x(®)yY;(t)dt
ti—1 tiq ti-1
t; t;
+771 jc(t)x(t—r)llli(t)dt =71 Jf(t)l/)i(t)dt

elde ederiz. Daha sonra (5.13) ii dikkate alip, ilk iki integrale (3.8) formiiliinii sirasiyla
n=1,pt) =y;(t) ven =1, p(t) = a(t)y;(t) alarak kullanirsak;
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t; ti
ot [ womod = ZZEE [y oape,
tiq t;

t; i
RO = —¢1 f dey (t) f X (©)Ko (t, €)dE,

ti—1 ti—1

t; ti
-1 .f a(t)x (t—r)l/) (t)dt_ _1X(t Z)_f(ti—l_r) f a(t)l/)l(t)dt+R(2)l
i —Lli-1
tiq ti—q
t; t;
RO =~ [ dela@wi) [ X' = ko (6.6)dg
ti—g ti—1

elde ederiz. Son iki integrale (3.7) formiiliinii sirasiyla 6 = 1,n = 1,p(t) = b(t)y;(t),
veo =1,n=1,p(t) = c(t)y;(t) alirsak

771 fb(t)x(t)l,bi(t)dt=r"1l jb(t)ll!i(t)dt‘ x(t;) +
ti

i1

t
P x(t;) — x(ti—1) f(t — t)b(O)Y;()dt + R®),
ti - ti—l

ti—1

RO =t [atbwi(®) [ @Ko (6.6t

771 f c(®)x(t —r);()dt =1~ [ f c(t)y; (t)dt]x(t —-r)+
ti
g} x(t; — 7;) : :(ti_1 —7) f(t — (DY, (Odt + RD,

ti—q
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ti ti
R® = =1 f dec(E(t) f X' (€ — T)Ko (6, )dE
ti—q ti—1

elde ederiz. Burada
Ko(t,§) =To(t — &) — (t —ti_)T™h,
T, =2, 1> 0,T,()=0,2<0
bi¢imindedir. Baz1 diizenlemeler yaparak
tx; = Aixg; + Bixgi—ny + Cix; + Dixi_y = F; + R, 1< i<N,,
fark denklemini elde ederiz. Burada
Aj=17! fttii_l Yi(O)dt + 771 fttii_l(t — t)b(O) P (D)dt,
B, =11 fttii_ _a@y(Ddt + 771 f:_ (¢ = t)e®Pi(Ddt,
=11 ftii_l by (H)dt, D;=1"" ftii_l c(Oy;(t)dt,
Fr=t' [ f(Opi©dt, R =R +R®
bigimindedir. Sonug olarak, (5.6)-(5.7) probleminin ¢6ziimii i¢in
tyi = Ayei + Biyei-n + Ciyi + Diyioy = Fi, 1 <1< N, (5.12)
yi=¢;, —N=<i<0 (5.13)

fark yaklagimini 6nerebiliriz.

5.3.2. Hata analizi

Bu metodun yakinsakligimi incelemek i¢in z;=u;—y;, 1<i<N, hata

fonksiyonundan faydalanacagiz. Bunun i¢in dncelikle
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fzi = Ri’ 1<i< N(), (516)
2=0,—-N<i<0 (5.17)

fark problemini inceleyecegiz.

Lemma 5.2. (Cimen ve Ekinci, 2017) a € C(I),b,c,f € C(I) ve ¢ € C*(I,) olsun.

Bu durumda R; hatasi igin
”R”oo,N,p <CN! 1<p<m

degerlendirmesi dogrudur.

ispat.
t; t;
Ri= = [ dtle'@ +a©b® - cOW® [ = rkoe )ds
ti_q ti—g
hata terimini goz Oniine alinirsa,

t; t;
IR < —¢7 j dt [la'@©)| + [a©O11b®)] + 1@ li(©) j ' (€ — )] dé
ti—1 ti—1

t; ti
<crt f de,(6) f /(€ — r)1dE.
ti—q ti—q

Buradan (5.9) ve 0 < ¢;(t) < 1 dikkate alindiginda
|Rl| <C(Ct

oldugu kolayca gortilebilir (Cimen ve Ekinci, 2017).
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Lemma 5.3. z; (5.16)-(5.17) probleminin ¢6ziimii olsun. O zaman

4
Il < € ) IRl
k=1

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. (5.16)-(5.17) probleminin ¢éziimiinden

p
12l < B ) IRl Qpoicr 1<p <
k=1
yazabiliriz. Buradan
1, k=p,
Q 14
T (+7 lales, + D)) 0 < k< p—1
s=k+1

oldugu dikkate alinirsa lemmanin ispat1 kolaylikla goriilebilir (Cimen ve Ekinci, 2017).

Son olarak problemin yakinsaklik sonucunu agagidaki teoremle ifade edebiliriz.

Teorem 5.4. x, (5.6)-(5.7) probleminin ¢dziimii ve y, (5.14)-(5.15) probleminin ¢6ziimii

olsun. Bu durumda

1 = Yl oy, < CN?

ifadesi dogrudur (Cimen ve Ekinci, 2017).

Ispat. Lemma 5.2. ve Lemma 5.3. iin sonuglar dikkate alindiginda teoremin dogrulugu

hemen ¢ikar (Cimen ve Ekinci, 2017).



6. BOLUM

ORNEK VE TABLOLAR

Bu boliimde Euler (EM), Runge Kutta (RKM) yontemleri ve iistel katsayili fark metodu

(UKM) kullanilarak bir &rnek iizerindeki ¢oziimler incelenmistir.

Ornek6.1.
X))+ 2x'(t—1)+2x(t)+x(t—1)=0,0<t <2 (6.1)
x(t)=et-1<t<0 (6.2)

problemini ele alalim. (6.2) probleminin kesin ¢éziimii Bolim 4.1 de verilen adim

metodu kullanilarak

(1—e)e 2t 4 -1 0<t<1,
x(t) = (1—e)(1+e?)e 2t +
3(1—e)(t—1e 2t-D o=t 1 <t <2

bulunabilir.

(6.2) probleminin yaklagik ¢oziimiinii Bolim 5.1°de verilen Euler metodu

yardimiyla bulacak olursak ilk iki adiminin ¢6ziimii,

@ (@=20"-1
O R

yl.(z) = [t(2t +i) — 1](1 — 27)i?!
olur. Boylece (6.1)-(6.2) probleminin ¢éziimii
(1-271)t -1

Vi = 2 ’
[t2t+i)—1](1 —27)""!, N+1<i<2N

0<i<N\,
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bi¢iminde olur. Boliim 5.2°de verilen Runge-Kutta metoduyla Euler metoduna benzer
sekilde ¢O6ziim bulunabilir. Son olarak Bolim 5.3’te verilen iistel katsayili fark
metodunu kullanacak olursak,

Pi(t) =e 2l <t<t
baz fonksiyonu ve

A =e " B, = %T_l(l —e ") + %e‘zr,

C=tl1-e?), D=2t 1—-e?), F;=0
katsayilarini kullanarak ¢6ziime kolaylikla ulasabiliriz.

Kullandigimiz bu metotlarla elde ettigimiz sonuglar ayrintili olarak asagidaki
tablolarda bulunabilir. Bu tablolardaki x(t;), y(t;) ve e(t;) swrasiyla, t; digim

noktalarindaki kesin ¢6zlim, yaklasik ¢ozliim ve kesin hatayi ifade etmektedir.



Tablo 1. N = 64 i¢in niimerik sonuglar (EM)

t; x(t;) y(t:) e(t;)
0.000 1.0 1.0 0.0

0.125 1.0606761 1.0592878 0.0013883
0.250 1.0748094 1.0719548 0.0028546
0.375 1.0565871 1.0523737 0.0042134
0.500 1.0166007 1.0112331 0.0053676
0.625 0.9626954 0.9564181 0.0062773
0.750 0.9006249 0.8936871 0.0069378
0.875 0.8345558 0.8271904 0.0073654
1.000 0.7674558 0.7598685 0.0075873
1.125 0.3777458 0.3693908 0.0083550
1.250 0.1521213 0.1454377 0.0066836
1.375 0.0336248 0.0294750 0.0041498
1.500 -0.0171283 -0.0187425 0.0016142
1.625 -0.0269846 -0.0264787 0.0005059
1.750 -0.0139138 -0.0118568 0.0020570
1.875 0.0103401 0.0133738 0.0030337
2.000 0.0383519 0.0418578 0.0035059




Tablo 2. N = 128 i¢in niimerik sonuglar (EM)

t; x(t;) y(t:) e(t;)
0.000 1.0 1.0 0.0

0.125 1.0606761 1.0599842 0.0006918
0.250 1.0748094 1.0733875 0.0014219
0.375 1.0565871 1.0544885 0.0020986
0.500 1.0166007 1.0139270 0.0026737
0.625 0.9626954 0.9595679 0.0031275
0.750 0.9006249 0.8971673 0.0034576
0.875 0.8345558 0.8308839 0.0036719
1.000 0.7674558 0.7636720 0.0037839
1.125 0.3777458 0.3735892 0.0041565
1.250 0.1521213 0.1487948 0.0033265
1.375 0.0336248 0.0315548 0.0020700
1.500 -0.0171283 -0.0179397 0.0008114
1.625 -0.0269846 -0.0267420 0.0002426
1.750 -0.0139138 -0.0128982 0.0010156
1.875 0.0103401 0.0118444 0.0015042
2.000 0.0383519 0.0400945 0.0017426

Tablo 3. Maksimum hata degerleri (EM)

N e(t;) e(t;)
32 0.0171169 256 0.0021043
64 0.0084742 512 0.0010509
128 0.0042185 1024 0.0005252
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Tablo 4. N = 64 i¢in niimerik sonuglar (RKM)

t; x(t;) y(t:) e(t;)
0.000 1.0 1.0 0.0

0.125 1.0606761 1.0584711 0.0022050
0.250 1.0748094 1.0711520 0.0036574
0.375 1.0565871 1.0520310 0.0045561
0.500 1.0166007 1.0115488 0.0050519
0.625 0.9626954 0.9574367 0.0052587
0.750 0.9006249 0.8953629 0.0052620
0.875 0.8345558 0.8294300 0.0051259
1.000 0.7674558 0.7625580 0.0048978
1.125 0.3777458 0.3783676 0.0006219
1.250 0.1521213 0.1555844 0.0034631
1.375 0.0336248 0.0382249 0.0046001
1.500 -0.0171283 -0.0124291 0.0046993
1.625 -0.0269846 -0.0227754 0.0042091
1.750 -0.0139138 -0.0104891 0.0034247
1.875 0.0103401 0.0128746 0.0025345
2.000 0.0383519 0.0400055 0.0016535




Tablo 5. N = 128 i¢in niimerik sonuglar (RKM)

t; x(t;) y(t:) e(t;)
0.000 1.0 1.0 0.0

0.125 1.0606761 1.0595743 0.0011018
0.250 1.0748094 1.0729804 0.0018290
0.375 1.0565871 1.0543070 0.0022801
0.500 1.0166007 1.0140707 0.0025301
0.625 0.9626954 0.9600600 0.0026354
0.750 0.9006249 0.8979861 0.0026388
0.875 0.8345558 0.8319837 0.0025721
1.000 0.7674558 0.7649967 0.0024591
1.125 0.3777458 0.3780424 0.0002967
1.250 0.1521213 0.1538417 0.0017204
1.375 0.0336248 0.0359196 0.0022948
1.500 -0.017128 -0.0147777 0.0023507
1.625 -0.0269846 -0.0248736 0.0021110
1.750 -0.0139138 -0.012191 0.0017228
1.875 0.0103401 0.0116203 0.0012802
2.000 0.0383519 0.0391929 0.0008409

Tablo 6. Maksimum hata degerleri (RKM)

N e(t;) e(t;)

32 1.05056E-2 1.32556E-3
64 5.28133E-3 6.63212E-4
128 2.64763E-3 3.31714E-4
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Tablo 7. N = 64 igin niimerik sonuglar (UKM)

t; x(t;) y(t:) e(t;)

0.000 1.0 1.0 0.0

0.125 1.0606761 1.0606932 1.72045E-5
0.250 1.0748094 1.0748380 2.85818E-5
0.375 1.0565871 1.0566228 3.56584E-5
0.500 1.0166007 1.0166403 3.95953E-5
0.625 0.9626954 0.9627367 4.12719E-5
0.750 0.9006249 0.9006663 4,13515E-5
0.875 0.8345558 0.8345961 4,03314E-5
1.000 0.7674558 0.7674944 3.85820E-5
1.125 0.3777458 0.3777209 2.48409E-5
1.250 0.1521213 0.1520628 5.85253E-5
1.375 0.0336248 0.0335518 7.29434E-5
1.500 -0.0171283 -0.0172037 7.53404E-5
1.625 -0.0269846 -0.0270552 7.06556E-5
1.750 -0.0139138 -0.0139760 6.21928E-5
1.875 0.0103401 0.0102880 5.21069E-5
2.000 0.0383519 0.0383102 4,17544E-5
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Tablo 8. N = 128 i¢in niimerik sonuglar (UKM)

t; x(t;) y(t) e(t;)

0.000 1.0 1.0 0.0

0.125 1.0606761 1.0606804 4.30109E-6
0.250 1.0748094 1.0748166 7.14539E-6
0.375 1.0565871 1.0565960 8.91453E-6
0.500 1.0166007 1.0166106 9.89873E-6
0.625 0.9626954 0.9627057 1.03179E-5
0.750 0.9006249 0.9006353 1.03378E-5
0.875 0.8345558 0.8345659 1.00828E-5
1.000 0.7674558 0.7674655 9.64542E-6
1.125 0.3777458 0.3777396 6.20948E-6
1.250 0.1521213 0.1521067 1.46301E-5
1.375 0.0336248 0.0336066 1.82345E-5
1.500 -0.0171283 -0.0171472 1.88337E-5
1.625 -0.0269846 -0.0270022 1.76626E-5
1.750 -0.0139138 -0.0139294 1.55470E-5
1.875 0.0103401 0.0103271 1.30257E-5
2.000 0.0383519 0.0383415 1.04377E-5

Tablo 9. Maksimum hata degerleri (UKM)

N e(t;) e(t;)

32 3.0235E-4 256 4.7224E-6
64 7.5566E-5 512 1.1806E-6
128 1.8890E-5 1024 2.9515E-7
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Tablo 10. Metotlar i¢in maksimum hata karsilagtirmasi

N e(t;) (EM) e(t;) (RKM) e(t;) (UKM)
32 0.0171169 0.0105056 3.024E-4
64 0.0084742 0.0052813 7.557E-5
128 0.0042185 0.0026476 1.889E-5
256 0.0021043 0.0013256 4.722E-6
512 0.0010509 0.0006632 1.181E-6
1024 0.0005252 0.0003317 2.952E-7




7. BOLUM

TARTISMA VE SONUC

Bu g¢aligmada birgok bilimsel alanda goze carpan birinci mertebeden neutral
delay diferansiyel denklemin kesin ve yaklasik ¢oziimleri incelendi. Euler ve Runge-
Kutta yontemlerinin yani sira listel katsayili fark semas1 kullanilarak niimerik ¢oziimler
gelistirildi. Metotlar bir 6rnek tlizerinde test edildi. Buna gore, her bir metot i¢cin N = 64
ve N = 128 kullanilarak gesitli diiglim noktalarindaki kesin ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim ve
kesin hata degerlerinin yani sira, N = 64, 128, ...,1024 kullanilarak kesin hata degerleri
ayrica listelendi. Tablolardaki bu sonuglar yontemlerin dogrulugunu ve tutarlhiligini
gostermektedir. Son olarak Tablo 10.'da problemin ¢oziimiinde kullanilan metotlar
karsilagtirildi. Buradan istel katsayili metodun sonuglari, Euler ve Runge-Kutta

metotlarina gore ¢ok daha iyi oldugu sdylenebilir.

Elde edilen teorik ve niimerik sonuglar lineer olmayan delay ve neutral delay

problemlerin ¢6ziimii i¢in yol gosterici niteliktedir.
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