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OZET

GUVEN, Murat Bayram. Parametreye Bagl Delay Diferansiyel Denklemlerin Yaklasik
Coziimleri, Yiksek Lisans Tezi, Van, 2017.

Bu calismada parametreye bagli birinci mertebeden delay diferansiyel denklem
icin sinir deger problemi ele alinmaktadir. Bu problemin ¢dziimii i¢in hem analitik hem
de niimerik yontemler sunulmustur. Lineer problemin Kesin ¢oziimii igin Bellman’in
adimlar metodu, lineer ve lineer olmayan problemin yaklasik ¢6ziim igin ise sonlu fark
metodu incelenmektedir. Ayrica, Orneklerle elde edilen sonuglar tablolarda
gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler

Delay diferansiyel denklem, Kontrol parametresi, Adimlar metodu, Sonlu fark metodu



ABSTRACT

GUVEN, Murat Bayram. Approximate Solutions of Delay Differential Equations with
Parameter, MSc Thesis, Van, 2017.

This study deals with the boundary value problem for a first order delay differential
equation with parameter. To solve this problem both analytically and numerically, some
methods is presented. We analyze Bellman's steps method for exact solution of the
linear problem and finite difference method for approximate solution of the linear and
nonlinear problem. Furthermore, computational results obtained by using the methods
are shown with numerical examples which is displayed in Tables.

Key Words

Delay differential equation, Control parameter, Steps method, Finite difference method.
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1. BOLUM

GIRiS VE LITERATUR BILDIiRiSLERI

Delay diferansiyel denklemler tip, biyoloji, fizik, kimya, miihendislik, ekonomi gibi
bilimsel ve teknik alandaki uygulamalarda model denklemler olarak ortaya ¢ikmaktadir
(Foley ve Mackey, 2009; Liz ve Rost, 2013; Martina ve Veronika, 2015; Getto ve
Waurick, 2016; Guo ve Ma, 2016). Ozellikle enzim kinetigi, enfeksiyon hastaliklar1 ve
immiinoloji alanlarindaki matematiksel modellerde karsimiza ¢ikmaktadir (Hairer ve

ark., 2008).

Bellman ve Cooke (1963) tarafindan birinci mertebeden denklem i¢in asagidaki

tanimui verilerek bir siniflama yapilmaistir.
a,(Ou'(t) + a,(Ou'(t — 1) + by(Du(t) + by(Du(t —17) = f(t), >0

denklemi verilsin. Bu denklem; eger a,(t) # 0 ve a,(t) = 0 ise gecikmeli(retarded) tip
diferansiyel denklem, ay(t) #0 ve a;(t) # 0 ise nétral(neutral) tip diferansiyel
denklem, aq(t) =0 ve a,(t) # 0 ise advanced tip diferansiyel denklem olarak
adlandirilir. ay,(t) =0 ve a,(t) = 0 ise bu kez denklem fark denklemi halini alir.
by(t) = 0 ve b;(t) = 0 ise denklem bir doniisiimle fark denkleme indirgenebilir. Son
olarak ay(t) = by(t) =0 veya a,(t) = b,(t) =0 ise denklem, adi diferansiyel
denkleme doniisiir. Bu tanimi goz 6nilinde bulundurulursa asagidaki denklemler, delay

parametresi igeren diferansiyel denklemlere 6rnek olarak verilebilir (EI” sgolts, 1966).
x'(t) = f(t,x(t),x(t — T)); T>0,
x'(t) = f(t,x(t), x(t —11),x(t — 12)); 71,72 >0,

x"(t) = f(t,x(t),x’(t),x(t - T(t))); 7(t) >0,

x"(t) = f (t,x G) X (%) ,x(t),x’(t)) it > 0.



Yukaridaki denkleminde ao(t) #0, a,(t) =0, by(t) #0, b (t) #0 ve
f(t) = g(t,1) olarak alindiginda, delay diferansiyel denklemin 6zel bir hali olan

parametreye bagh delay diferansiyel denkleme dontistir.

Parametreye bagli delay diferansiyel denklemler daha ¢ok kontrol teorisi,
popiilasyon dinamigi, epidemiyoloji, kimyasal kinetik gibi alanlardaki uygulamalarda
gbze carpmaktadir (Baker ve Rihan, 1999; Kolmanovskii ve Myshkis, 1999; Nagy ve
ark., 2001; Erneux, 2009; Brauer ve Chavez, 2012). Jankowski, (1990); Liu ve Li,
(2004); Hartung ve ark., (2006) parametreye bagli delay diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinlin varlik, teklik ve ¢ozlimlerin kararlilig1 tizerine c¢alismalar yapmislardir.
Banks ve Daniel, (1983), Hartung, (2001), Ahmed ve ark., (2006), Mehrkanoon ve ark.,
(2014), parametre iceren delay diferansiyel denklemler i¢in bazi1 klasik yaklasik

yontemler kullanarak ¢6ziim 6nerileri sunmuslardir.

Dahas1 parametreye bagl delay diferansiyel denklemler epidemiyoloji
teorisindeki bir ¢gok model problemde yer almaktadir. Epidemiyoloji teorisinde gegen bu
denklemlere g6z atilirsa popiilasyonun durumunu yorumlamak igin A parametresine
bakilir. A, popiilasyonun kontrol parametresi olarak is gérmektedir. 4 < 0 oldugunda
kiigiilen bir popiilasyon oldugu, 4 > 0 oldugunda ise biiyliyen bir popiilasyon oldugu
yorumu yapilabilir (Brauer ve Chavez, 2012).

Yapilan literatiir taramasinda, parametreye bagl delay diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimleri i¢in az sayida ¢alisma oldugu goriilmiistiir. Bu tip denklemlerin ¢oziimleri
icin daha ¢ok kararhilik analizi tlizerinde durulmakta veya asimptotik yaklasimlar

verilmekte, niimerik ¢aligsmalara pek rastlanmamaktadir.

Bu calismada fen ve miihendislik bilimlerinde sik rastlanan denklemlerden biri

olan,
u@®)+a@u@®) +but—r)=f(t A1), 0<t<T (1.1)
ul®) =), r<t<0;u(l)=A4 (1.2)

parametreye bagli delay diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri incelenecektir. Burada
a(t), b(t) € C[0,T], (t) € C[-1,0], f(t,A) € C[0,T] X R, A reel sabit, A reel

parametre ve r > 0 gecikme sabitidir.



Yapilan arastirmalarda, gecikmeli diferansiyel denklemlerle alakali ¢alismalar
¢ok fazla olmasina ragmen parametreye bagli delay diferansiyel denklemlere ¢ok az
rastlanmaktadir. Bu tiir problemlerin kesin ¢oziimiinii bulmak her zaman miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle niimerik yaklagimlarla ¢6zlimler sunmak Onem

kazanmaktadir.

Bu c¢alismada birinci mertebeden parametreye bagli delay diferansiyel
denklemin ¢6ziimlerini arastiracagiz. (1.1)-(1.2) problemi A parametresine gore lineer
ve nonlineer olarak inceleyecegiz. Lineer problemin ¢oziimi i¢in kesin ve yaklasik
yontemler verirken, nonlineer problemin sadece yaklasik ¢oziimiinii aragtiracagiz. Kesin
¢ozlim i¢in Bellman'in adim metodunu, yaklasik ¢6ziimler igin ise sonlu fark metodunu
kullanacagiz. Lineer problem i¢in diizgiin sebekede Euler ve Runge-Kutta metotlarini,
nonlineer problem igin yine diizgiin sebekede fark denklemler i¢in quasilineerizasyon
metodunu kullanarak ¢éziimler bulacagiz. Daha sonra kesin ¢oziim, yaklasik ¢ozliim ve
yaklagim hatalarin1 inceleyecegiz. Ayrica elde edilecek sonuglarin dogrulugu gesitli

orneklerle desteklenecektir.



2. BOLUM

BAZI MODELLER

Bu boliimde parametreye bagl delay diferansiyel denklemlerle ifade edilen bazi model

denklemler incelenecektir.

2.1. Popiilasyon Dinamigi Modeli

Besin i¢in miicadele eden popiilasyon tiirleri i¢in Fridman (2014)

x'(t)=y[1-K x(t—-h)]x(®), y>0,K>0,h=>0,

lojistik modelini Onermektedir. Burada x(t) popiilasyon miktarim1 ve h besin
kaynaklarinin tiretim zamanini ifade etmektedir. y sabiti tireme ile ilgili olup dogum ve

Oliim oranlar arasindaki farki temsil eder, K ise ortalama popiilasyon sayisidir.

2.2. Epidemiyolojik Model

Biyolojik siireglerin ve salgin hastaliklarin altinda yatan mekanizmalar1 anlamak, klinik
acidan ilgili tedavi stratejileri tasarlayan saglik calisanlart igin bir zorluk teskil
etmektedir. Bu mekanizmalar salgin hastaliklar ve hastaliklar1 dinamik siirecler olarak
g0z Online alarak agiga cikarilabilir.

Dolasimdaki hiicre popiilasyonunun hematoloji dinamik modeli

x'(t) = —=Ax(t) + G[x(t — 1)],



ile ifade edilebilir. Burada x dolasimdaki hiicre popiilasyonunu, A hiicre kayb1 oranini

ve G monoton fonksiyonunu dnceki bolmeden gelen hiicrelerin akisini ifade etmektedir

(Fridman, 2014).

2.3. Elektrik Devre Modeli

Bir elektrik devre modeli olarak

x'() = y(t) +uy (t)

R q 1
y'(©)=-7y@®) - Zg(y(t —h)— X0 +u(0)

verilebilir. Burada u,(t) ve u,(t) fonksiyonlari devrenin akim dalgalarin1 dengeleyen
konumundaki kontrol aygitlarini ifade etmektedir. x(t) ve y(t), t anindaki akimlari, g
kapasitans yiikiinii ifade etmektedir. c,L,R sabitleri sirasiyla devrenin t anindaki

kapasitansini, indiiktansini ve direncini ifade etmektedir (Chukwu, 1992).
2.4.  Riizgar Tiinel Modeli

Bir hava aracinin kontrol tasarimi gecikmeli denklemlerle anlamlandirilmaktadir.
Ornegin su anda NASA Langley Arastirma Merkezinde gelistirilmekte olan National
Transonic Facility (NTF) olarak bilinen yiiksek hizli kapali hava riizgar tiinelinin

kontroliinde
x'1(t) = —ax,(t) + akx,(t — h) + kyuq (),

x'2(8) = x3(8) + kpu, (D),



x'3(t) = —w?x,(t) — 28wxs + wlus (),

modeli onerilmektedir. Burada uq, u,, uz, a = 1/1.964, k = 0.117, w = 6, £ = 1.6 ve
K >0, kq,k, sabitlerdir. x;, x,,x3 segilen bir ¢aliyma noktasindaki sapmalari temsil
etmektedir, Oyle ki x; Mach sayisi, x, siirlicii fanindaki hareket konum agis1, x5 hareket

hizidir. uq, u,, us ise kontrol aygitlaridir (Chukwu, 1992).



3. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE ONBILGILER

Burada, bundan sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi notasyonlar, temel tanim ve

teoremler verilmistir.

Tamm 3.1. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu
Q =[0,T] araliginin sonlu sayida noktadan olusan parcalanisina bir sebeke denir. Bu
sebeke tanimlanmig fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir.
Diigtimler esit aralikta iseler
wyp = {t;|It; =ih,i=0,1,..,N;h =T/N}
ifadesine Q araligindaki diizgiin sebeke denir. h sabitine sebeke adimi denir.
Bu sebekede tanmimlanmis u; = u(t;) fonksiyonuna t; digiim noktasindaki

sebeke fonksiyonu denir (Amirali, Duru, 2002).

Tanim 3.2. Fark Tiirevleri

a) Q araligindaki u(t) fonksiyonunun diizgiin sebeke icin fark tiirevlerinden birisi
asagidaki gibidir (Amirali, Duru, 2002).

Ui Y
Uei = —n

ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denir.

b) Q araligindaki u(t) fonksiyonunun diizgiin sebeke igin fark tiirevlerinden birisi

asagidaki gibidir (Amirali, Duru, 2002).

ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir.



Teorem 3.3.

Yn+1 = a(@y, + g(n), n=ny =0 (3.3)
fark denklemi ve

Yn =DYo (3.4)

baslangi¢ kosulundan meydana gelen problemini ele alalim. Burada a(n) ve g(n)

n = ny-da taniml reel degerli fonksiyonlar olup her n = n, i¢in a(n) # 0 olsun.

Bu durumda (3.3) ve (3.4) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

Y = Yo ]_[ a(k) + Z ( 1_[ a(k))g(m)
k=n,q m=ny \k=m+1

bicimindedir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).



4. BOLUM

DELAY DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde sonraki boliimlerde kullanacagimiz delay diferansiyel denklemler igin

adimlar metodunu inceleyecegiz.

4.1. Adimlar Metodu

Bellman’in adiyla 6zdeslesen yontem su sekildedir:

Varsayalim ki,

u'(@®) = feul®),u(t—1), t=t, (4.1)
denkleminin
u(t) = @o(t), t € Ey = [to—71,t0] (4.2)

sartin1 saglayan ¢oziimiinii bulmamiz istensin; burada T > 0 sabit gecikmedir, ¢, (t)
fonksiyonu E; pargasinda, f(t,uq,u,) fonksiyonu ise G ={t =ty —o0 <u; <

+oo, i = 1,2} kiimesinde siireklidir.

Oncelikle (4.1)-(4.2) probleminin I; = [ty, to + 7] parcasinda ¢Oziimiinii
bulalim. Aciktir ki, t, <t <ty + 7 oldugunda, t —t<t—7<t,. Ona gore t € I;

icin u(t — 1) = @y (t — 1) olur ve alinan problem

u'(t) = f(t, u, @t — T)) (4.3)
adi diferansiyel denkleminin

u(ty) = @o(to) (4.4)
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sartini saglayan ¢cOziimiinii bulma problemine doniisiir. Burada
go(t,uw) = f(t,u,@e(t — 1)) fonksiyonu Gy ={tg <t<t+71;,—0 <u< +oo}
kiimesinde siirekli oldugundan, (4.3)-(4.4) probleminin belirli [ty, to + a], (0 < @ < 1)

pargasinda belirlenmis olan hi¢ olmazsa bir ¢6ziimii vardir.

Varsayalim ki, @ < t oldugunda ¢6ziim I; parcasina devam ettirilendir. Devam
ettirilen ¢éziim @4 (t) ile gosterelim ve (4.1)-(4.2) probleminin I, = [ty + T, ty + 27]
parcasinda ¢oziimii bulunur. Bu parcada x(t — 1) = ¢,(t —7) oldugundan, aranan

problem

u'(t) = f(t,u,@1(t = 1)) (4.5)
adi diferansiyel denkleminin
u(to + T) = (pl(to + T) (46)

sartint  saglayan ¢Oziimiiniin bulunmasi problemine doniislir. Burada g(t,u) =
f(t,u, @,(t — 7)) fonksiyonu G, = {tg + 7 < t <ty + 27; —00 < x < +00} bolgesinde

stirekli oldugundan, (4.5)-(4.6) probleminin ¢6ziimii vardir.

Varsayalim ki, (4.5)-(4.6) probleminin ¢,(t) ¢ozimii I,’de belirlenmistir. Orda
I3 = [ty + 27, ty + 37] pargasinda x(t — ) = @,(t — ) olur ve bu par¢ada aranan

problemin ¢ézliimii

u'(t) = f(t, u, @, (t — T)) 4.7)
adi diferansiyel denkleminin

u(ty + 27) = @, (ty + 21) (4.8)

sartin1 saglayan ¢oziimiinlin bulunmasi problemine doniisiir. Siireci bu sart ile ardisik

devam ettirilerek belirlenen
(pO(t)) t e Et();

u= p.(t), tel, (4.9)
(pZ(t)) te IZ;

fonksiyonu (4.1)-(4.2) probleminin ¢6ziimii olur.
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Baslangi¢ probleminin ¢ézliimiinde gdsterilen sart ile bulunmasi metoduna, adim

metodu veya ardisik integralleme metodu denir.

Adimlar metoduna bir 6rnek verelim.

Ornek 4.1.

u'(t) +2u(t) +3u(t—1)=5t>0
ut) =t,—-1<t<0

probleminin [0,2] araligindaki ¢6ziimiint bulalim.

Coziim.
Problemin ¢6ziimiinii

p(t),-1<t<0
u(t) =<5 u, (1),0<t<1
u,(t),1<t<?2

olarak arayalim. Problemin [0,1] araligindaki ¢6ziimii i¢in baslangic fonksiyonunu

kullanirsak
u'(t) + 2u(t) + 3(t — 1) =5,
u(0) = ¢(0)
yazabiliriz. Buradan
u'(t) + 2u(t) =8 —3t,
u(0) =0
baslangic¢ deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢oziimii

19 3t
=—(1-— =2ty _
u(t) 2 (1—-e™) >

olur.
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Simdi de problemin [1,2] araligindaki ¢6ziimii i¢in dnceki adima benzer olarak
u'(t) + 2u(t) + 3u,(t—1) =5
u(1) = u, (1)

yazilabilir. Buradan

3t+7
2

u'(t) + 2u(t) = E%(e‘zr+2 -1+

19 3
u(l) = T(l —e™?) —3

baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢6ziimiinii,

27 1 11 6t+11 7
)= |=2(1—e2 __] 2-2t 02 Zt(t _> = -2t _ L j2-2t
u® = [ (- +=e ) =3+ e e
olarak buluruz. Boylece problemin ¢oziimii
—Zt _3t
Z(-e) -2 0<t<1,

I@[e2 Zt( )—%]+%e—2t, 1<t<2

olacaktir.



5. BOLUM

PARAMETREYE BAGLI DELAY DENKLEMLER

Bu boliimde A parametresine gore lineer olan
u' (@) +a®u@) +but—r)=Aft) +g), 0<t<T (5.1
u(®) =), r<t<o;u(l=A4 (5.2)

probleminin kesin ¢6ziimiinii bulmaya ¢alisacagiz. Burada a(t), b(t), f(t) ve g(t) €
C[0,T], ¢@(t) € C[—1,0] ve A reel sayidir. Bu problemin ¢oziimii i¢in 4. Boliimdeki
adimlar metodundan faydalanacagiz. ilk olarak (5.1)-(5.2) probleminin tel, = [0,7]

araligindaki ¢ozlimiinii inceleyelim. Buradan
u'(0) + a(®u(®) = Af () + g() = b(O)p(t — 1),
u(0) = ¢(0)
baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢éziimii
0 (©) = g0 h e 4 | A£(5) + 9(5) — (535 — 1)le L e
0

bi¢iminde olacaktir. Daha sonra t € I, = [r, 2r] aralig1 i¢in
u'(8) + a(®u(t) = Af (@) + g(&) — b()u (¢ — 1),
u(r) = uy(r)

problemini elde ederiz. Bu problemin ¢6ziimii



t t .
Uy () = uy (r)e” ra@dr 4 f [A£(s) + g(s) — b(s)uy (s — r)]e” s 4@ g

r

olacaktir. Bu sekilde devam edersek t € I, = [(n — 1)r,nr] = [T — r, T] araliginda
u' () +a@ult) = Af () + g(t) — b(Duy_1(t — 1),
u((n—Dr) =up_1(n— D)
problemini elde ederiz. Bunun ¢6ziimii ise
t
Un (1) = Uy ((n = Dr)e” nnr 40U
t t
H| 6 + 96— bl = ] ek s
(n-Dr

olur. u(T) = A smur sartin1 u, (t) ¢oziimiinde dikkate alirsak, yani u, (T) = A,

T
A= un—1((n — 1)r)e_f(n_1)ra(r)dr n

9 T
+f [Af(s) + g(s) — b(up_1(s —1)] e~ Js aadr g
(n-Dr
olur ve burada

T
_ A=y (= Dr)e” fnnra

A
T _(T
f(n—l)r f(S) e Js a(T)deS

T
f(2—1)r[9(5) — b()uy_1(s —1)] e~ s a@drgg

T
ooy [ e 80 ds

elde ederiz. Sonug olarak

( o(t),-r<t<o,
u,(t), 0<t<r,
w(t,2) = 4 u,(t), r<t<2r,

u,(t),T—r<t<T,
\ A

¢Oziimiine ulasiriz. Simdi de buna bir 6rnek verelim.

Ornek 5.1.
VO +u® +ut-D=1+t-1,0<t<2,

u(t)=t,—-1<t<0;u(2) =2.

14
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Coziim.
[lk olarak problemin [0,1] araligindaki ¢dziimiinii bulalim.
U@ +u®)+et—-1D)=1+t-1,
u(0)=0
probleminde baslangi¢ fonksiyonunu kullanirsak,
u'(t) +u(t) = 4,
u(0)=0
baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Buradan
u, (1) =21 — e™)

¢ozlimii elde edilir. Daha sonra problemin [1,2] araligindaki ¢oziimii i¢in 6nceki adima

benzer olarak,
u@®)+ul®)+u(t—1)=21+t—1,
u()=A11-e™)

yazilabilir. Buradan u, (t) ¢6ziimii dikkate alindiginda
V) +u®)+A(1—- e )y =2+t-1

olur ve
W) +ult)=t—1+ le D,
u(l) =21 - e™?)

baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢oziimii ise
() =t —2+Ate” D 4 (e — Net

bicimindedir. Bu u; ve u, yi inceledigimizde ¢oziimlerin A parametresine bagl

oldugunu soyleyebiliriz. Bu parametreyi belirlemek i¢in u(2) = 2 smir sartindan
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yararlanacagiz. [1,2] araligindaki ¢6ziim u, oldugundan smir sartini bu ¢oziimde

dikkate almamiz gerekmektedir. Yani u,(2) = 2 den
2=2e 1+ (e— e A=¢

bulunur. Béylece problemin ¢éziimii

A1 —e™), 0<t<1i,
u(t,D) =qt—2+Ae V4 (e — Det, 1<t<2,
A=e

olur. 1 = e degeri yerine yazilip diizenlenirse, problemin ¢éziimii

e(1—eYH, 0<t<1
t—2+4te*t 1<t<?

u(t) = {

biciminde de yazilabilir.

Ornek 5.2.

W@ +u®)+ult—-1)=t+22,0<t <2,
u®)=t+1,-1<t<0;u2)=1

problemini ¢ozelim.

Coziim.
[lk olarak problemin [0,1] araligindaki ¢dziimiinii bulalim.
u' (@) +ult) +et—1)=t+ 1%
u(0) =1
probleminde baslangi¢ fonksiyonunu kullanirsak,
u'(t) +u(t) = A2,
u(0) =1

baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Buradan
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w () =22+ (1 —22)et

¢ozliimii elde edilir. Daha sonra problemin [1,2] araligindaki ¢dzliimii i¢in 6nceki adima

benzer olarak,
u'(t) +ut) +u (t—1) =t + 2%
u() =22+ (1 —21»e™?

yazilabilir. Buradan [0,1] araligindaki ¢6ziim dikkate alindiginda
wW®)+u) =t—(1—212)e D

bulunur ve
W) +ut) =t—(1—212)e" D,
u(1) =22+ (1 - 21%)e?

baslangi¢ deger problemini elde ederiz. Bu problemin ¢oziimii ise
u,(t) =1-(1—-21e 1+ A2+ (1 —21%)e e ?

bi¢imindedir. Bir 6nceki ornekteki gibi A parametresini belirlemek igin u(2) = 1 smur
sartindan yararlanacagiz. [1,2] aralifindaki ¢6ziim u, oldugundan sinir sartini bu

¢oziimde dikkate almamiz gerekmektedir. Yani u,(2) = 1'dan

0=2%e 1+ -2%)(e2-e™D),

-1 2

2 e l—e”
2e 1 — g2

denklemine ulasiriz. Bu denklemin ¢6ziimiinden

e—1 e—1
M = \’Ze—l veld, = - 2e—1

iki farkli A degeri bulunur. Béylece problemin ¢éziimii
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/12+(1—).2)€_t, 0<t< 1,
—_ _— 2 -1 2 _ 2 -1 -1 < <
u(t, 1) = 1-A-2)e" +[2*+ (1 -2)ele7™", 1<t<2
_— |e-1
k M= 5

olur. 22 = (e7! — e 2)(2e™! — e72)71 degeri yerine yazilip diizenlenirse, ¢oziim

e—1
e t+ (1-e™), 0<t<1
_ 2e—1
u(t) = o (t-2)
—1—(t— <t<
kt 1—(t 2)28_1, 1<t<?2

bigiminde de yazilabilir. Buradan Ornek 5.2'nin ¢dziimiiniin iki farkli parametreye bagl
oldugunu soylenebilir. Boylece, (1.1)-(1.2) probleminin birden fazla parametreye bagl

olarak, birden fazla ¢oziimiiniin olabileyecegi sonucu ¢ikarabilir.



6. BOLUM

YAKLASIK YONTEMLER

Bu boliimde (1.1)-(1.2) probleminin A parametresine gore lineer ve lineer olmayan

durumlar1 i¢in niimerik ¢6ziimler verilecektir. Burada 6zel olarak asagidaki sebeke

tanimini kullanacagiz.

6.1.

wNO = {tl = lh,l = 1,2, ...,No,h e T/NO - T/N},

wyp = {titi =11 +[i— (p~ DN (p = DN + 1 < i < pN},
r,=sr,s=01,...m,mr=T,

—ym s -
wy, =Upzq Wyp , Oy, = Wy, U {0},

w_y ={t;:t; = —ih,i=—N,—N + 1, ...,0}.

Lineer Problem

Bu boliimde (5.1)-(5.2) probleminin t; diigiim noktasindaki

u'(t) + atuty) + b(tHu(t; —r) = Af () + g(t), 0<t; <T,

u(ty) =), r<t;<0;u(l) =4

problemi i¢in sonlu fark metodu kullanilarak bazi ¢6ztimler ele alinacaktir.

(6.1)

(6.2)
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6.2. Euler Metodu

[lk olarak (6.1) denkleminde, u'(¢;) ifadesine ileri fark tiirevini

u'(t) = up; — gu”(fi)» t; <& <tiya
fark tiirevini ve
u(t; —r) = u(ti-y)
ifadelerini dikkate alirsak,
ue; +a(tu(ty) + b(tu(ti-y) = Af (&) + g(t) + R;
yazabiliriz. Buradan R; hata terimi ihmal edilirse,
Yei T aiyi +biyi-ny = Af; + i, 0 < i < Ny, (6.3)
Vi=¢,-N<i<0;yy,=4 (6.4)
fark problemini (6.1)-(6.2) probleminin yaklasimi olarak verebiliriz. Burada R; =
u"(&),t; < & < tiyq bigimindedir.

Simdi (6.3)-(6.4) probleminin ¢6ziimiinii arayalim. Bunun i¢in Oncelikle (6.3)
denklemini
Yit1 — )i
h
Yirr = (1= a;h)y; — hbyyi_y + h(Af; + 9:)

+ a;y; + biyi_ny = Afi + i,

bi¢iminde diizenleyelim. Buradan 0 < i < N — 1 igin
Vir1 = (L — a;h)y; — h(bipi-n — Af; — g:)

Yo = Po

problemini elde ederiz. Buradan



A;=1—ahve BY = —h(bipi_y — A + g)
ifadelerini Teorem 3.3’de dikkate alirsak problemin ¢éziimii
® ;
<ponAk+z 1—[ k |B,0<i<N
Jj=0 \k=j+1
olarak bulunur. Yine N <i < 2N — 1ligin

Yisr = Ay — h(biy™) — Afi — g2)

1
)’N—J’I\(/)

fark probleminin ¢6ziimii 6nceki adima benzer bigimde
- yN)l_[Ak +Z 1_[ A |BON <i<2N
j=N \k=j+1
olarak bulunur. Bu sekilde devam edilirse (im — 1)N + 1 < i < mN — 1 i¢in

Yi+1 = lyl h(blyl(n;v Y Afi - gi)'

(m-1)
}«nl 1)N — }kn¢ 1)N

fark problemini elde ederiz. Bunun ¢6ziimii ise

i—-1 i-1

y =yl 1_[ Ay + Z nAk BM™, (m—1N<i<Ny—1

k=(m-1)N j=(m—-1)N \k=j+1

21

olur. Biitiin fark problemlerin ¢oziimleri incelendiginde A parametresine bagli oldugu

gortlecektir. Bu parametreyi belirlemek i¢in yy, = A sartindan yararlanacagiz. Bunun

i¢cin Oncelikle (6.3) denkleminde i = Ny — 1 yazip diizenlersek

YN, = AN0—1)’1S/T_)1 - h(bNo—lyg::;))Nq ~ fNo-14 + gno-1)

elde ederiz. yy, = A sartimi dikkate alirsak
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No—1YNy—1 (N0—1Y(m_1)1v_1 fng-14 + Ing-1)
olur. Buradan da

-1
_ A— AN0—1Y1EJT—)1 + h(bNo—ly((rrrrll—l))N—l + gNO‘l)

A=
hfng-1

bulunur. Bulunan bu A degeri diger ¢oztimlerde dikkate alinarak (6.3)-(6.4) fark

probleminin ¢6ziimii bulunmus olur. Yani

(yP,0<i<N,

@ N<i<
y; = )? ,N <i < 2N,

| :
W™ (m— 1N < i <mN.

Ornek 6.1.
Euler metodunu kullanarak

uw@tu@®)+ult—-1)=t—-14+2,0<t<?2
ut)=t,-1<t<0;u2)=2

probleminin yaklasik ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim.

(6.3)-(6.4)'den faydalanarak,
Yeityityin=1t—-1+40<i<2N,
YVi=t, 1<, S0y, =2

fark problemini yazabiliriz. ilk olarak 0 < i < N — 1 i¢in bu problemi ¢ozelim. y, ; fark

tirevini dikkate alir,

Yi+1-Yi
h

tYityi-n=t—1+1
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ve gerekli diizenlemeleri yaparsak,
Yit1=(1 = h)y; = hy;_y + h(t; =1 + 4),
Yo =0

lineer fark problemini elde ederiz. Bunun ¢6ziimi

—yol_[(l h)+z 1_[(1 W |h(t; =14+ 1= yi_n),

j=0 \k=j+1
i—1 i—1
=) [](r—m h(ti— 14— ti_y),
j=0 \k=j+1

=(1-(1-h)'Qt;—2+2)

olur ve bdylece birinci adimdaki ¢dziimii bulmus oluruz. ikinci adim i¢in ise
Virr=(1 = Wy = hyZy + h(t; = 1+ 2),
yw=0-1-mn"1

fark problemini diisiinebiliriz. Bu problemin ¢oziimiinii

-1
2) N
=1-a-n'a| [a-n

+z H(l—h) hti—1+A-y D) N<i<2n

j=N \k=j+1

=1-0-mn"2] |[0d-h

i-1 i-1

+Z 1_[ (A—h) |h(ti—1+A— (1= (1 —Rh)iN2ty—2+2)

=N \k=j+1

=3-t;—(1-h)A1-1A-n2M2t; -4+ )+ 1 —-h)N3t;—7+22)
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olarak buluruz. Son olarak A parametresini belirlemek ig¢in y,y = 2 sartindan

yararlanacagiz. Yani yz(lz\,) = 2 den
2=3-— tZN - (1 - h)ZNA - (1 - h)ZN(ZtZN —4 4 A) + (1 - h)N(3t2N -7+ 2/1)

1

1 -N
AZE(l—h) +m

olur. Boylece fark probleminin ¢ézliimii

(1-(1-h)H2t—2+2), 0<i<N,
yi=33—-t;—(1—-h)A—(1-h)>EMQ2t; -4+ 1) +
+(1—h)"N@3t; — 7+ 22), N <i <2N,
A= 1(1 h)™N + !
2 1—(1—-h)N

olarak bulunur.

6.3. Runge-Kutta Metodu

Simdi de (6.3)-(6.4) probleminin ¢oziimiinii Runge-Kutta metodu ile bulalim. Bunun

icin oncelikle (5.1) denklemini
u' =F(t,u) (6.5)
u(0) = ¢(0) (6.6)
bi¢iminde diizenleyelim. Burada
F(t,u) = —a(®)u(t) —b(ult —r) + Af (t) + g(t)

bi¢imindedir. (6.5)-(6.6) probleminin ¢6ziimii i¢in ikinci mertebeden Runge-Kutta

metodunu uygularsak

h .
yi+1 = yi + E [Kl + Kz], L= 0,1, "'lNO - 1,



25

Yi=@,—N<i<0;yy, =4,
Ky = F(t,y:), K = F(t; + h,y; + hky)
fark problemini elde ederiz. Bu fark problemini ¢6zmek i¢in Euler metoduna benzer bir
yol izleyecegiz. ilk olarak 0 < i < N — 1 i¢in
h
Yiter =Yi T3 [K1 + Kz,
Yo = Pos
Kii = —aiyi = bip;_n + Afi + g1,
Ko = =1 (Vi + K1) = b1 @isr-n + Mfier + Gina
yazabiliriz. Bu problemin ¢6ziimii Euler yontemine benzer sekilde bulunabilir. Daha
sonfaN <i < 2N — 1 igin
h
Yiter =Yi T3 [K1 + K],

v =57,

K =—a;y; — biyl-(_l,)v + Afi + g4

K,; = _ai+1(yi + hKLi) - bi+1yi(3_1v + Afiv1 + 9iv1

fark problemi bir onceki adima benzer sekilde ¢oziilebilir. Bu sekilde devam ederek
(m—1)N <i < Ny—2i¢in
h
Yiter =Yit+ 3 [K; + K3,

— ,,m-1
y(m—l)N - y(m_l)Na

(m-1

K =—a;y; — by, _y ) 4 Afi + gi,

-1
K, = _ai+1(yi + hKLi) - bi+1yi(ﬁ_1\? + Afiv1 + Giv1
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problemini yazabiliriz. Bunun ¢6ziimii de diger adimlardaki gibi yapilabilir. Son olarak

i = Ny — 1 alinirsa

h
YN, = 1\(/ZL_)1 +2 (K1 + K),
Ky = _aN0—13’1S/T—)1 bN0—13’((n"11 i))N 1 +/1fN0—1 + gny-1

K, = —ay, (J’]szm_)l + hKLi) - bNOY((;nn) 1N + AfNO + gn,»

yazilabilir. Buradan yy, = A sarti kullanilirsa A parametresi kolaylikla bulunabilir.

Boylece (5.1)-(5.2) probleminin yaklagik ¢oziimii

(v, 0<i<N,
@ N<i<
yi=43? ,N <i<2N,

Lyi(m), (m—1)N < i < mN.

biciminde olacaktir.

6.4. Lineer Olmayan Problem

Bu bolimde (1.1)-(1.2) probleminin yaklasik ¢oziimii incelenecektir. Bu problem
incelendiginde A parametresine gore lineer olmadigi goriilebilir. Bundan dolayr ¢ogu
zaman problemin kesin ¢6ziimii bulunamamaktadir. Bu yiizden problemin yaklasik

¢oziimii incelenecektir. Tlk olarak (1.1)-(1.2) problemine karsilik
¥+ aiy™ + by = f(6,AY); 1<i <N, (6.7)
yi=¢,-N<i<0;yy, =4 (6.8)
fark problemini ele alalim.
(6.7)-(6.8) probleminin ¢6ziimii i¢in quasilinerizasyon yontemini uygulayacagiz
(Bellman ve Kalaba,1965). Bunun i¢in i = N, alirsak (6.7) denkleminden
of

(n-1 (n-1

Ving + angy o+ bygaon = £(T,ATD) + (" = ") — (T, 4"7)

yazabiliriz. Yine (6.7) denkleminden
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) _ yi(fi - hbiyi(f,)v + hf (£, A")
yi 1+ hal-

)

elde ederiz. (6.8)'den yy, = A sartim1 dikkate alirsak,

( +h—1) (n_l)_h—l (n__l)‘l'b (71—_1) _f T’A(n—l)
A = An—l + ang YN éI(VT?A;_l)NOYNO N ( )’ (69)
oL’
m) ) n
yi_1—hbyy;ythf(£,A")
) = 2l 1+:ai : (6.10)
=0, -N<i<0yY =An=12.., (6.11)

olacaktir. Buradan (6.9)-(6.11) siirecini (1.1)-(1.2) probleminin yaklasik ¢6ziimii olarak
onerebiliriz. Burada 1(®) ve yi(o) bu siirecin 6nceden belirlenmis baslangi¢ degerleridir.

Simdi, elde ettigimiz bu sonuglari bir 6rnek tizerinde test edelim.

Ornek 6.2.
w' () + 2u(t) + %u(t — D +A+tanh(t+1) =00<t <2,

u(t) =t?,-1<t<0;u2)=1.

Coziim.

Problemin kesin ¢6ziimii bulunamamaktadir. Bundan dolayr hata degerlendirmesini
Amiraliyev ve Duru, (2005) tarafindan da Onerilen cift kat sebeke (double mesh)
yontemini kullanarak degerlendirecegiz. Yani

ei(N) _ |3’i(N) _ yz(iZN)|1 e;EN) — |,1(1v) — A(zzv)|

olarak inceleyecegiz.
(6.9)-(6.11) siirecini gz 6niinde bulundurursak,
A+ 20y Y =yt + 2oy ) + (A7) + tanh (2 + A®D))

A = J(n-1) _
(1 + sech?2(2 + A1)

)

o _ 20 = oy + 2 @A)
Yi 2 + 4t ’
olarak buluruz.

=12,..

Buradan da



y =t -N<i<0;y® =1,
v =(1-t)%,1<i<2N—1;2® = —4.02
ifadelerini kullanarak,
A" — A" <1075, [y™ —y™ D] < 107°
kesinligi saglanana kadar hesaplamalar yapilmis, N = 32 ve N = 64 i¢in elde edilen

sonuclar Tablo 8 ve Tablo 9'da listelenmistir.
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7. BOLUM

ORNEKLER VE TABLOLAR

Bu béliimde Ornek 6.1. icin Euler (EM), Runge-Kutta (RKM) yodntemleri
kullanilarak N = 32 ve N = 64 alinarak clde edilen sonuclar Tablo 1, 2, 4, 5'te
verilmistir. Tablo 3, 6 da ise N = 32,64,...,1024 degerlerine gére maksimum hata
degerleri verilmistir. Tablo 7 de N = 32,64, ...,4096 degerlerine gore elde edilen
maksimum hata degerleri yontemler dikkate almarak karsilastirilmistir. Ornek 6.2. igin
(6.9)-(6.11) siireci kullanilarak, N = 32 ve N = 64 alinarak elde edilen sonuglar Tablo
8, 9 da verilmistir. Tablo 10 da ise N = 32,64, ...,1024 degerlerine gore hata degerleri

verilmigtir.

Bu tablolardaki wu(t;), y(t;), e(t;) siwrasiyla, t; diiglim noktalarindaki kesin
¢oziim, yaklasik ¢oziim, kesin hatay1 ve A, e, ise sirasiyla, A parametresinin yaklasik

degeri, yaklagim hatasini ifade etmektedir.



Tablo 1. N = 32 igin niimerik sonuglar (EM)

t; u(t;) y(t:) e(t;)

0.125 0.319407 0.323040 0.0036335
0.250 0.601282 0.607554 0.0062719
0.375 0.850036 0.858136 0.0080999
0.500 1.069560 1.078830 0.0092724
0.625 1.263290 1.273210 0.0099191
0.750 1.434260 1.444400 0.0101479
0.875 1.585130 1.595180 0.0100487
1.000 1.718280 1.727980 0.0096961
1.125 1.823730 1.835460 0.0117222
1.250 1.896250 1.908310 0.0120641
1.375 1.943840 1.955060 0.0112186
1.500 1.973080 1.982660 0.0095736
1.625 1.989360 1.996790 0.0074286
1.750 1.997040 2.002060 0.0050117
1.875 1.999650 2.002150 0.0024938

A =2.70866, e; = |4 — 1| = 0.0096178



Tablo 2. N = 64 i¢in niimerik sonuglar (EM)

t; u(t;) y(t:) e(t;)

0.125 0.319407 0.321205 0.0017983
0.250 0.601282 0.604387 0.0031056
0.375 0.850036 0.854049 0.0040129
0.500 1.069560 1.074160 0.0045962
0.625 1.263290 1.268210 0.0049194
0.750 1.434260 1.439290 0.0050356
0.875 1.585130 1.590120 0.0049893
1.000 1.718280 1.723100 0.0048172
1.125 1.823730 1.829540 0.0058029
1.250 1.896250 1.902210 0.0059636
1.375 1.943840 1.949380 0.0055423
1.500 1.973080 1.977810 0.0047285
1.625 1.989360 1.993030 0.0036690
1.750 1.997040 1.999520 0.0024756
1.875 1.999650 2.000890 0.0012321

A =1271348, ¢; = |2 — 4| = 0.00479766

Tablo 3. Maksimum hata degerleri (EM)

N e(t;) e

32 0.0121073 0.0096178
64 0.0059865 0.0047977
128 0.0029768 0.0023961
256 0.0014844 0.0011974
512 0.0007412 0.0005985
1024 0.0003703 0.0002992




Tablo 4. N = 32 i¢in niimerik sonuglar (RKM)

t; u(t;) y(t:) e(t;)

0.125 0.319407 0.319353 0.53883E-4
0.250 0.601282 0.601186 0.95565E-4
0.375 0.850036 0.849909 1.27169E-4
0.500 1.069560 1.069410 1.50488E-4
0.625 1.263290 1.263120 1.67032E-4
0.750 1.434260 1.434080 1.78071E-4
0.875 1.585130 1.584950 1.84671E-4
1.000 1.718280 1.718090 1.87722E-4
1.125 1.823730 1.823550 1.88670E-4
1.250 1.896250 1.896070 1.75782E-4
1.375 1.943840 1.943680 1.53592E-4
1.500 1.973080 1.972960 1.25604E-4
1.625 1.989360 1.989270 0.94498E-4
1.750 1.997040 1.996980 0.62282E-4
1.875 1.999650 1.999620 0.30432E-4

A =2.71825,¢; = |4 — 1| = 3.33602E — 5



Tablo 5. N = 64 i¢in nlimerik sonuglar (RKM)

t; u(t;) y(t:) e(t;)

0.125 0.319407 0.319393 1.33621E-5
0.250 0.601282 0.601258 2.37035E-5
0.375 0.850036 0.850004 3.15497E-5
0.500 1.069560 1.069520 3.73443E-5
0.625 1.263290 1.263250 4.14610E-5
0.750 1.434260 1.434210 4.42142E-5
0.875 1.585130 1.585090 4.58674E-5
1.000 1.718280 1.718240 4.66412E-5
1.125 1.823730 1.823690 4.68174E-5
1.250 1.896250 1.896210 4.35847E-5
1.375 1.943840 1.943800 3.80618E-5
1.500 1.973080 1.973050 3.11139E-5
1.625 1.989360 1.989340 2.34013E-5
1.750 1.997040 1.997030 1.54197E-5
1.875 1.999650 1.999650 7.53286E-6

A =271827,¢; =|A— 1| = 8.65428E — 6



Tablo 6. Maksimum hata degerleri (RKM)

N e(t;) e

32 1.90256E-4 3.33602E-5
64 4.72368E-5 8.65428E-6
128 1.17682E-5 2.20145E-6
256 2.93694E-6 5.55012E-7
512 7.33597E-7 1.39329E-7
1024 1.83319E-7 3.49039E-8

Tablo 7. Maksimum hata degerleri (EM) ve (RKM)

Euler Runge-Kutta

N e(t;) ez e(t;) ez

32 0.0121073 0.0096178 1.90256E-4 3.33602E-5
64 0.0059865 0.0047977 4.72368E-5 8.65428E-6
128 0.0029768 0.0023961 1.17682E-5 2.20145E-6
256 0.0014844 0.0011974 2.93694E-6 5.55012E-7
512 0.0007412 0.0005985 7.33597E-7 1.39329E-7
1024 0.0003703 0.0002992 1.83319E-7 3.49039E-8
2048 0.0001850 0.0001496 4.58197E-8 8.73494E-9
4096 0.0000925 0.0000748 1.14536E-8 2.18476E-9

34



Tablo 8. N = 32 i¢in niimerik sonuglar (Ornek 6.2.)

t; yl_(N) y2<i21v) p i(N)

0.000 0.133382 0.0686971 0.0646848
0.125 0.597805 0.5542680 0.0435368
0.250 0.973732 0.9456510 0.0280811
0.375 1.278530 1.2616900 0.0168429
0.500 1.525820 1.5171000 0.0087195
0.625 1.726300 1.7234100 0.0028877
0.750 1.888350 1.8896200 0.0012650
0.875 2.018540 2.0227400 0.0041939
1.000 2.120070 2.1277500 0.0076769
1.125 2.178060 2.1908100 0.0127531
1.250 2.201520 2.2165400 0.0150122
1.375 2.202000 2.2175500 0.0155438
1.500 2.187720 2.2028000 0.0150760
1.625 2.164500 2.1785800 0.0140857
1.750 2.136370 2.1492500 0.0128776
1.875 2.106100 2.1177400 0.0116397
2.000 2.075540 2.0860000 0.0104574

e = 0.0146305



Tablo 9. N = 64 i¢in niimerik sonuglar (Ornek 6.2.)

t; J’i(N) y z(iZN) p i(N)

0.000 0.0686971 0.0348732 0.0338239
0.125 0.5542680 0.5315770 0.0226908
0.250 0.9456510 0.9310620 0.0145886
0.375 1.2616900 1.2529600 0.0087234
0.500 1.5171000 1.5126000 0.0045039
0.625 1.7234100 1.7219200 0.0014901
0.750 1.8896200 1.8902600 0.0006440
0.875 2.0227400 2.0248800 0.0021398
1.000 2.1277500 2.1313100 0.0035615
1.125 2.1908100 2.1971500 0.0063415
1.250 2.2165400 2.2241200 0.0075883
1.375 2.2175500 2.2254400 0.0078981
1.500 2.2028000 2.2104700 0.0076676
1.625 2.1785800 2.1857400 0.0071556
1.750 2.1492500 2.1557800 0.0065265
1.875 2.1177400 2.1236200 0.0058812
2.000 2.0860000 2.0912800 0.0052749

el =0.0073152

Tablo 10. Maksimum hata degerleri (Ornek 6.2.)

N . i(N) - iN)
32 0.0646848 0.0146305
64 0.0338239 0.0073152
128 0.0173024 0.0036576
256 0.0087515 0.0018288
512 0.0044012 0.0009144
1024 0.0022070 0.0004572




8. BOLUM

TARTISMA VE SONUC

Bu c¢aligmada 6zellikle kontrol teorisi olmak iizere bir¢ok bilimsel alanda ortaya
cikan birinci mertebeden parametreye bagli delay diferansiyel denklemin kesin ve
yaklasik ¢Oziimleri incelendi. Lineer problem igin Euler ve Runge-Kutta yontemleri,
lineer olmayan problem i¢in sonlu fark metoduna quasilineerizasyon ydntemi
uygulanarak niimerik ¢oziimler gelistirildi. Metotlar 6rnekler tizerinde test edildi. Buna
gore lineer durum igin, her bir metot N = 32 ve N = 64 kullanilarak c¢esitli diigiim
noktalarindaki kesin ¢ozlim, yaklasik ¢oziim ve kesin hata degerlerinin yani sira,
N = 32,64,128, ...,4096 kullanilarak kesin hata degerleri ayrica listelendi. Lineer
olmayan durum igin, fark probleminin iterasyon siireci ¢ift kat sebeke (double mesh)
yontemi kullanilarak N = 32 ve N = 64 i¢in gesitli diiglim noktalarindaki yaklasik
¢ozlim ve hata degerleri listelendi. Tablolardaki bu sonuglar yontemlerin dogrulugunu
ve tutarliligini gostermektedir. Ayrica Tablo 7'de lineer problemin ¢6ziimiinde
kullanilan metotlar karsilastirildi. Buradan lineer problem i¢in Runge-Kutta metodunun
sonuglarinin, Euler metoduna gore daha iyi oldugu soylenebilir. Son olarak Tablo 10'da
lineer olmayan problem i¢in maksimum hata degerleri karsilastirildiginda, N arttikca bu

degerlerin diizgiin olarak azaldig1 goriilebilir.

Elde edilen teorik ve niimerik sonuglar, parametreye bagli lineer olmayan delay
ve lineer veya nonlineer neutral delay problemlerin ¢6ziimii igin yol gosterici
niteliktedir.
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