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Haziran 2014, 31 sayfa

Bu tez esas olarak ti¢ boliimden olusuyor.

Birinci boliimde; kismi sirali kiimeler, kafes ve tiirleri ile ilgili temel kavram ve
sonuglar tanitiliyor.

Ikinci boliimde; dagilmali bir kafesin bir asal idealinin 0-ideali olmasi icin ye-
ter kogullar tiiretiliyor. Her 0O-idealinin bir sifirlayici ideal olmasi i¢in bazi1 denk
kogullar kanitlaniyor. Dagilmal bir kafesin asal 0-idealleri ve minimal asal idealleri
arasinda bir denklik elde ediliyor.

Uciincii boliimde; dagilmali kafeslerin bir genellemesi olan 0-dagilmali kafesle-
rin a-idealleri ve sifirlayici idealleri ele aliniyor.
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kafesler
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GIRIS

Bir kafes ideali kavrami kafeslerin kuramsal olarak arastirilmasinda onemli bir
rol oynar. Birkhoff[3] ve Grétzer|[7] halkalar kuraminda tanimlanan ideal kavramim
kafeslere tasiyarak kafes idealleri kuramimi geligtirdiler. Dagilmali, tiimleyenli ve
siirh (yani 0 en kiigikk ve 1 en biiyiikk elemanli) bir kafes olan Boole cebirleri
klasik lojikle olan baglantisi diginda, ”Stone Gosterilim Teoremi” aracihigiyla to-
polojik uzaylarla iligkilendirildi. Aslinda 1936’da M.Stone su teoremi kanitladi:”
Her Boole Cebiri bir kiimenin kuvvet kiimesinin bir alt kiimesine izomorftur.”
Baska bir deyisle, Boole cebirleri (ya da ozel kafesler) bazi topolojik uzaylarla
baglantilandirildi. Bu uzaylarin bazlar1 hem agik hem kapali olan, dial ideal de
denilen,(asal) stizgecler olugturur. En son yapilan ¢aligmalarda 0-dagilmali kafes-
ler, sozde tiimlenmis kafesler, hemen hemen dagilmali kafesler, Stone kafesleri vb.
kafes genellemeleri i¢in Stone Gosterim Teoremi benzeri sonuglar elde edilmeye
baglandi. (Bkz. [2],[20])

Bu tezde; dagilmali kafeslerin agirlikli olarak O-idealleri ve minimal asal ideal-
leri tizerinde duruldu ve dagilmali bir kafesin 0-ideallerinin kiimesinin dagilmali bir
kafes olugturdugu kanitlandi. Bu baglamda a-idealler ve sifirlayicilar tanimlanarak
kamtlara sadelik ve kisalik kazandirildi. (Bkz. [5],[8],[10],[11],[12])

Ozellikle, sifirlayici koruyan 6rten homomorfizmalar aracihigiyla bir a-idealinin
direkt ve ters goriintiilerinin yine bir a-ideal oldugu kanitlandi. (Bkz. [13], [14], [15])

Hemen hemen dagilmali kafeslerdeki asal, minimal asal ve sifirlayici idealler ve
de dagilmali kafeslerdeki asal O-idealleri; sozde tiimlenmis dagilmali kafeslerdeki
0-idealleri hakkinda ileriki ¢aligmalar icin kaynaklar verildi.






Bolum 1

Temel Kavramlar ve Sonuclar

Bu boliimde tezin okunabilirligini kolaylagtirmak icin gerekli notasyon, kavram ve
sonuclara yer veriliyor.

1.1 Bagintilar ve Fonksiyonlar

Aq, Ay, ..., A, kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

HAZ-:Al><A2><...xAn:{(al,...,an):aieAi,i:1,2,...,n}

i=1

kiimesidir.

AY={0} ven > 0icin A", Ax Ax...x A, n elemanh kartezyen garpimdir.
Bir A kiimesinin tiim alt kiimelerinin kiimesi, yani A nin kuvvet kiimesi, 24 va
da P(A) ile gosterilir.

Bir A kiimesinden bir B kiimesine bir f fonksiyonu ya da doniisimi A x B nin
(x,y1) € f,(x,y2) € [ ise y; = yo Ozelligini saglayan bir alt kiimesidir. (x,y) € f
ise y = f(x) yazilir. f nin A dan B ye fonksiyon oldugu f : A — B ile gosterilir.
A ya f nin tamm kiimesi denir ve dom(f) = A yazlr.

f:A— BveX C A verilsin. X kiimesinin f altindaki goriintiisit f(X) =
{y|3z € X Nndom(f) : f(x) = y} kilmesidir. Y C B igin Y nin f altindaki ters
gorintisi f~H(Y) = {x € dom(f)|f(x) € Y} kiimesidir.

XCAveYCZCBigin X C fH(f(X))ve fFUY) C f71(Z) dir.

fdom(f) — Ave g:dom(g) — A , dom(f) C dom(g) ve her x € dom(f)
icin f(x) = g(x) ise, f ye g nin bir kisitlamasidir denir ve f = glaom(s) ile ya da
f < g ile gosterilir.



1a = A = Az — la(x) = z ile tammh dontigiime A kiimesinin birim
dontigtimi denir.

Onerme 1.1.1 f : A — B ve g : B — A fonksiyonlars gof = 14, fog = 15
esitliklerini sagliyorsa

1) f ve g bijektif dondisimlerdir.
2)g=f"1 dir.
Kanit: 1) xy, 25 € A ve f(z1) = f(x2) olsun.

O zaman ¢(f(z1)) = g(f(z2)) , dolaysiyla 14(x1) = 1p(z2) yani x; = x5 elde
edilir. Boylece f bire-bir dir.

y € B keyfi bir eleman olsun. z = ¢g(y) icin f(z) = f(9(y)) = 1s(y) = ¥y
sonuclanir; o halde f ortendir. Benzer sekilde ¢ nin bijektif oldugu kanitlanir.

2) f(x) = yise g(f(z)) = g(y), 1a(x) = = = g(y) dir.Tersine z = g(y) ise
f(z) = f(g9(y)) = 1g(y) = y dir. Boylece , f(x) = y ancak ve ancak = = g(y) elde
edilir.Bu g = f~! bagimtisin yerine getirir.

A kiimesi tizerinde bir ikili bagint1 bir R C A x A alt kiimesidir. (z,y) € R
yerine xRy notasyonu da kullanihir.[]

Tanim 1.1.2 A bir kiime ve R , A uzerinde bir ikili bagint olsun.
Asaqidaki ozellikler saglandiginda R bagintisina A tzerinde bir kismi siralama de-
nar.

Yansima: Her x € A i¢in , tRx
Ters simetri: Her v,y € A icin xRy ve yRx ise x =y
Gecigsme: Her x,y,z € A i¢in xRy ve yRz ise xRz

Bu ézelliklere ek olarak her x,y € A icin xRy ya da yRx ise R bagintisina bir
tam siralama denir.
R bir A kimesi tuzerinde bir kismi siralama bagintisy ise (A, R) ikilisine bir kismi
swraly kiime ya da kisaca poset denir.

Eger R bir tam siralama ise, (A4, R) ikilisine tam sirali kiime ya da zincir denir.
A bir poset ve P C A olsun. Her x € P i¢in tRux ise bir t € A elemanina, P nin
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bir alt sinir1 denir. Eger
(i) to , P nin bir alt s

(ii) P nin her ¢ alt siur i¢in tRE, ise ¢y elemamna P nin en biiyiik alt sinir1 ya da
infimumu denir ve ¢y = inf P yazilir. Eger ¢y € P ise o zaman %, , P nin en kiigiik
ya da ilk elemanidir. Mevcut oldugunda infimum tektir.

A bir poset ve P C A olsun. Her x € P ic¢in xRu ise bir u € A elemanina P
nin bir iist sinir1 denir. Eger

(i) wo , P nin bir tst smur;

(ii) P nin her w st s i¢in upRu ise up € A elemanina P nin en kiigiik st
sinir1 ya da supremumu denir ve ug = supP yazilir. Eger ug € P ise o zaman uy ,
P nin en biiyiik ya da son elemanidir. Mevcut oldugunda supremum tektir.

1.2 Diial Poset ve Diiallik Ilkesi

(A, R) bir poset ise, R den itibaren A iizerinde R bagintis1 7Ry < yRz seklinde
tanimlanarak (A, RY) diial poseti elde edilir.

_ Boylece ¢ogu zaman, kamtlarda kisalik saglayan dual kavramlar elde edilir.
Ornegin; t, (A, R?) posetinde P C A nm alt sinir1 olsun. O zaman her o € P icin,

tR%x ve denk olarak her x € P, xRt dir. Dolayisiyla (A, R?) deki bir alt smur,
(A, R) de bir iist siirdir ve tersi de dogrudur.

Boylece alt sinir ve iist sinir kavramlar: , keza en kiigiik ve en biiyiik elemanlar
diial kavramlardir.
Bir S 6nermesindeki her bir kavram diiali ile degistirilerek, S? diial 6nermesi elde
edilebilir. Bu sayede bazi teoremlerin kanitlar kisaltilabilir.

Onerme 1.2.1 (Diiallik Ilkesi ([7]))

Posetler kuraminda T bir teorem ise, T? de bir teoremdir. Omegiz’n, teorem T
olarak bilinen sonug¢ soyle ifade edilir:

Bir alt kiimenin supremumu mevcut ise tektir. Dial ifade

T9 : Bir alt kiimenin infimumu mevcut ise tektir. Diallik ilkesine gore TP
kanitine vermeye gerek yoktur.



(A,R) bir poset ve z,y € A olsun. 2Ry, © # y Rz ve zRy , x = z ya da
z = y gerektiriyorsa, y, x i orter ya da x, y tarafindan ortiiliir denir ve z < y yazilir.
Basgka bir deyisle, x ve y arasinda hicbir eleman yoksa y,z i orter. Bu baginti
temelinde sonlu posetler, Hasse diyagrami denilen gekilerle temsil edilebilir. Boyle
bir diyagrami elde etmek i¢in A nin her elemani bir daire ile ¢izilir ve x < y ise y
nin dairesi x in dairesi tizerinde ¢izilir ve bir dogru parcasi ile birlestirilir.

Ornek 1.2.2 A = {0,a,b,¢,1} olsun. 0 en kii¢ik, 1 en biyik eleman; b < ¢ ve a
ile b karsilastirilamayan elemanlar ise asagidaky diyagrama elde ederiz.

sekil 1
Burada inf{a,c} = 0, sup{a, b} = sup{a,c} =1 oldugunu gdzlemleyelim.

1.3 Kafesler ve Yar:1 Kafesler

Kafes kavramini tamimlamanin iki denk yolu vardir: Ek kosullar saglayan poset
olarak ve evrensel cebir yardimiyla.

1.3.1 Posetten Kafese
Poseti hareket noktasi kabul ederek kafes kavramini tanimliyoruz.

Tanim 1.3.1.1 (L, <) bir poset olsun. Eger her x,y € L i¢in, sup{z,y} veinf{z,y}
mevcut ise Lye bir kafes denar.

Bu tanwm L izerinde ikt ikilt islem tanimlama olanagr saglar.



Tanim 1.3.1.2 (L, <) bir kafes ise

V:LxL— LaVy=sup{z,y} (1)
AN:LxL— LxAy=inf{z,y} (2)
ikili islemlerine siraswyla birlesim (veya) ve kesigim (ve) denir.

Supremum ve infimum tek tirli belirli olduklarindan bu islemlerin 1yi tanyml
oldugunu belirtelim.

Onerme 1.3.1.3 Bir kafeste asagidaki ozdeslikler saglanar.

xV(yVz)=sup{z,vy,z} (3)
z A (yAz)=inf{z,y, 2} (4)

Kanit: V igleminin tanimindan 2V (yVz) = sup{z, yVz}, dolayisiyla x < 2V (yVz)
dir.

Benzer gekilde y <yVz<zV(yVz),z<yVz<zV(yVz) olmas nedeniyle
zV (yV 2), {x,y,z} nin bir st siridir.

to, {x,y, z} kiimesinin bir diger {ist simr1 olsun. y V z = sup{y, z} ve to, {y, 2}
nin bir iist sinir1 olmasindan y V z < tg sonuglanir. Buradan to in {x,y V z} kiimesi
i¢in bir iist simur oldugu elde edilir. Boylece z V (y V z) nin, {z,y, 2z} kiimesinin
supremumu oldugu kanitlanmig olur. Benzer sekilde (4) kamitlanir. [

Onerme 1.3.1.4 Bir (L, <) kafesinde \/ ve A islemleri asagidakileri saglar:

xVy=yVzr, rANy=yAx (5)
(xVy)Vz=aV(yVz), (AyY)ANz=xA(yAz) (6)
zA(xVy) =z, zV(xAy) ==z (7)

Bunlar siraswyla degismelilik , birlesmelilik ve yutma yasalaridar.
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Kamnit: (5), (1) ve (2) den agiktir.
(6): Onerme 1.3.1.3 uyarinca

xV (yVz)=sup{z,y, z} =sup{z,z,y} =2V (z Vy) = (x Vy) V z yazlabilir.
Benzer bir akil yiirtitme A igin yapilir.

(7): 2V (z ANy) = sup{x,z A y} nedeniyle

r<zV(zAy) (8)
dir. Ama x Ay < x ve < yansimali oldugu igin
zV(zAy) <z (9)

dir. < bagmtisinin ters simetrik olusundan (8) ve (9) dan z A (z Vy) = z elde
edilir. (7) deki diger baginti benzer yaklagimla gerceklenir.[]

Gozlem: (5),(6),(7) bagmtilarimin diial oluguna dikkat edelim. Bu bagimntilara
gore A ve V iglemleri diial iglemlerdir. Ayrica (6) ya dayanarak hi¢ bir anlam
karmagasina yer vermeden

rVyVz=sup{z,y,z} (10)
r Ay A z=inf{z,y, 2} (11)
yazilabilir.
Onerme 1.3.1.3 posetlerin sonlu alt kiimelerine genigletilebilir.

Onerme 1.3.1.5 Bir (L, <) kafesinin her sonlu bostan farkl alt kimesinin sup-
remumu ve infimumu mevcuttur.

Kanit: n > 3ic¢in M = {zy,...,z,}, L kafesinin bir sonlu alt kiimesi olsun. n
iizerinde tiimevarim uygulayalim. n = 2 ic¢in sonu¢ Tanim 1.3.1.2 den elde edilir.
n > 3 varsayalim ve n lizerinde tiimevarimla

x1Vaa V... .xp =sup{xy, Ta, ..., Tk} (12)

9



oldugunu gergekleyelim.

k = 3 igin (12), (10) uyarinca dogrudur. (12) nin k£ = n i¢in dogru oldugunu
varsayalim ve k = n + 1 i¢in gercekleyelim.

Once sup{x1, z9, ..., 2,11} mevcut oldugunu ve ayrica
sup{sup{xi, T, ..., Tn}, Tni1} = SUP{@1, T, ..., Tpy1}
esitligini kanithyoruz. Timevarim hipotezinden
y =sup{xy,za,...,Tp} (13)

diyebiliriz. L bir kafes oldugu igin sup{y, =, +1 } mevcut olmasi gerekir. sup{y, 41} =
z € L diyelim ve z = sup{x1, xs, ..., z,} oldugunu gergekleyelim. (13) uyarinca

<y<z 1<i<n (14)

ve Tp11 < zolmasindan z nin {xq, s, ..., T, } kiimesinin bir tist siir1 oldugu
sonuglandirihr. ¢, {x1, s, ..., Tyeq Hn bir diger {ist simr1 olsun:

r<t, 1<i<n+1 (15)
(15), (14) ve (13) ten y < t elde edilir. (15) e gore x, 11 <t nedeniyle
z=sup{y, 1} <t

ye ulagilir, sonug olarak asagidakiler yazilir:

r1VaaV... Ve =(x Ve V...V, Ve,

= Sup{sup{xh Lo, ... axn}a xn-i-l}
= sup{wy, T, ..., Tpi1}

Benzer bir kanit

x1 Axg A ... Az = inf{x, x9,.. ., 21} igin verilebilir. O

Tanim 1.3.1.6 Bir (L, <) posetinde her x,y € L i¢in sup{z, y}(inf{z,y}) mevcut
ise L ye bir birlegim(kesigim) yary kafesi denir. Hem birlesim, hem kesisim yar
kafes bir kafestir.

10



Uyar:: Bir Hasse diyagrami verilen bir posetin bir yari kafes olup olmadigini
gostermek icin yardimda bulunabilir.

Ornegin Sekil 2(a) bir birlesim yar kafesi gosterirken, 2(b) yari kafes olmayan
bir poset 6rnegini verir. Bu yapi {a, b} nin bir alt simir1 olmadig i¢in bir kesigim
yar1 kafesi degildir. Sekil 3(a) bir kesigim yar1 kafesi iken 3(b) degildir. Sekil 2(a), (b)
ile Sekil 3(a), (b) nin diial olduguna dikkat edin.

1 1
d s d o
B a 5]
g sekil 2(a) sekil 2(b)
d £ d [+
il b & [
o 0
sekil 3(a sekil 3(b)

Onerme 1.3.1.7 Bir (L, <) birlesim (kesisim) yari kafesinde
V:iLxL—L(A:LxL—L)

iglemi x Vy = sup{z,y} (x Ay = inf{z,y}) ile tamamlanirsa bir esgiicli, degismeli
ve birlesmeli islem elde edilir.

1.3.2 Evrensel Cebir Olarak Kafes

Bu kesimde kafes kavramini evrensel cebir olarak tanimlaniyor ve denk bir tanim
elde edildigi kanitlaniyor.
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Tanim 1.3.2.1 Bir kafes (5), (6) ve (7) yasalarine saglayan (L,V, ) bir evrensel
cebirdir.

Tanim 1.3.1.1 de verilen kafes tamimina Ore anlaminda, kisaca Ore kafesi ve
Tanim 1.3.2.1 dekine Dedekind anlaminda kafes ya da kisaca Dedekind kafesi denir.

Onerme 1.3.2.2 Bir Dedekind kafesinde islemler esgiicliduir.
rVr=x, xANx =2

Kanit: (7) den
zA(xVz)=zvexV(zA(zVzr)==x

elde edilir. Boylece x Vo =z V (z A (x V x)) = x bulunur. O

Diialite ile ikinci 6zellik elde edilir. Gelen 6nerme, bir kismi siralamay1 tanitmak
i¢in yararl bir ozelliktir.

Onerme 1.3.2.3 Bir Dedekind kafesinde
tVy=y<zrzANy==zx
dogrudur.

Kanit: x Vy = y varsayalim. O zaman (7) den z Ay = z A (x Vy) = z elde edilir.
Tersi benzer sekilde gosterilir. [

Onerme 1.3.2.4 Bir Dedekind kafesi tizerinde
r<ysrVy=y (16)

seklinde tanimlanan baginty bir kismi siralamadar.

Kanmt: Onerme 1.3.2.2 uyarinca ¢ V = z vardir, dolayisiyla z < z, yani bagmnti
yansiyandir. z < y ve y < x ise (16) zVy =1y ve yVx = z verir. Degismelilikten
x = y, yani bagintinin ters simetrik oldugu elde edilir. Simdi x < y ve y < z ise,
zVy=yveyVz=zdir.OhaldezVz=2V(yVz)=(xVy Vz=yVz==z
ve (16) dan x < z oldugu, yani bagintinin gegiskenligi sonuglandirilir. OJ

Teorem 1.3.2.5 Her (L,V, ) Dedekind kafesi, <,(16) da tanvmlanan bagint ol-
mak tzere, bir (L, <) Ore kafesidir.
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Kanit: Her x,y € L igin
sup{z, y}

nin var oldugunu gosterelim. Ayrica sup{z,y} = z V y oldugunu kamtliyoruz.
Asagidaki tiiretimler dizisi agiktir:

zV(zVy) =@Vr)Vy=xVyve

yVeVy)=(@Vy)Vy=xV(yVy) =zVy

Boylece (16) ya gore x V y, {x,y} kiimesinin bir tist simridir. ¢, {z, y} igin bir
diger {ist sinir olsun. O zaman z <t,y <t ve (16) dan xVt =t, y Vt =t yazlr.

Boylece (zxVy)Vit=xV(yVt)=xVt=t yanix Vy <t dir. O

Bunun sonucu olarak x Vy, {z,y} nin en kii¢iik tist simiridir. Diialite ilkesinden
x Ay = inf{z,y} oldugu gosterilir. O halde her Dedekind kafesi, bir Ore kafesidir.

Uyarr: Onceki kesimde her Ore kafesinin bir Dedekind kafesi oldugu kamit1 ve
Teorem 1.3.2.5 goz oniinde bulunduruldugunda, Ore kafesi ile Dedekind kafesi
kavramlarinin denk oldugunu soyleyebiliriz.
Tanim 1.3.2.6 Bir yar kafes denkgiicli, degismeli ve birlesmeli islemi olan bir
(L,0) cebiridir.
Bu alt kesimi bir sonugla tamambyoruz.
Teorem 1.3.2.7 (L,0) bir yar: kafes olsun. L tizerinde
a<b<& aob=10 (17)
aCb<saob=a (18)
tkily islemleri tanamlansin , o zaman asaqidake ozellikler saglanr:
1) < ve C diial bagintilar ;
2) < ve C kismi suralama bagintilaridur ;
3) (L, <) bir birlesim yari - kafesidir ;
4) (L,C) bir kesisim yari - kafesidir.

Kanit: ([2])

13



1.3.3 Dagilmali Kafesler ve Modiiler Kafesler

Dagilmali kafesler kiime-kuramsal birlesim ve kesisim iglemlerinin sagladigi dagilma
yasalarina benzer ozellikleri tagiyan kafeslerdir.

Tanim 1.3.3.1 Asagqidaki ézdeslikleri saglayan bir (L, <) kafesine dagilmal kafes
denir:

zV(yANz)=(xVy A(zVz2) (D1)
zA(@yVz)=(@xAyV(zAz) (D2)
Onerme 1.3.3.2 (D1) ve (D2) ézdeslikleri denktir.
Kanmit: (D1) = (D2): (D1)’i uygularsak,
(xAy)V(zAz)=[zAy)Va]A[(zAy) V2] (19)
yazabiliriz. Dolayisiyla yutma ve degismelilik yasalar:
(xAy)V(xAz)=xA[zV(xAy)] (20)

verir.
(D1) birlegsme igleminin birlesmeliliginden ve yutma yasasimndan

cA[zV(zAy))=xA(zVZ)AN(zVy)=xA(2VYy) (21)

elde edilir. Artik (19), (20), (21) ve birlesme igleminin degismeliliginden (D2)
ye ulasilir.

(D2) = (D1): Benzer argiimanla kamtlanir. [J

Béylece, (D1) ve (D2) nin diial olmasidan, bir kafesin dagilmali oldugunu
gostermek i¢in (D1) ya da (D2) den birinin gergeklenmesi yeterlidir. Aslinda iglem
daha da hafifletilebilir.

Onerme 1.3.3.3 Asaqidaki esitsizlik her kafeste gecerlidir.
(xVy)AN(xVz)>xV(yA(zV=2)) (22)
Kanit:: x < x Vy,y <V y nedeniyle
(xVy)V(xVvz)>x (23)
yazilir. Ote yandan

14



(Vy)=yA(zVz) (24)
ve
(xVz)>yA(zVz) (25)
oldugu agiktir. Bunun iizerine (24) ve (25) den
(xVy)AN(xVz)>yA(zVz2) (26)

(23) ve (26) dan (22) elde edilir. O

Sonug Teorem 1.3.3.4 Her kafeste

(xVy)AN(xVz)>xV(yVz)

dogrudur.

Kanit: (22) den, (zxV z) > zve y A (zV z) > (y A z) olmasi nedeniyle ,
(xVyY)AN(xVz)>axzV(yA(zVz)>axV(yAz) elde edilir. O

Kanitlar [7] de goriilebilen bir sonug ifade edelim.

Teorem 1.3.3.5 Bir (L,V,A) kafesi ancak ve ancak (x Vy) ANz < xV (y A 2)
saglanwyorsa dagilmalidir.

Onerme 1.3.3.6 Her kafeste asagidaki ozellikler denktir:

(xAy)V(xAz)=xzAN[yV(xAz) (M1)
r>z=(xANy)Vz=xA(yVz) (M2)
Tanim 1.3.3.7 (M1) ya da (M2) yi saglayan bir kafese modiiler kafes denir.

Onerme 1.3.3.8 Bir (L,V,N) kafesinin modiiler olmasu igin

r<z=zV(@UyAz)>(xAy) Az (27)

nin saglanmasiy gerek ve yeterdir.
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Kanit: Gerek kogul agiktir: Kafes modiiler ise (M2) den
z>x=(zANy)Ve=zA(yVz) yazilir ve dolayisiyla (27) gergeklenmis olur.

Yeter kogul:x < z ise 0 zaman Sonug Teorem 1.3.3.4 ve (27) den (x Vy) Az >
zV (yAz)>(xAy) Az ve buradan da

(xVy)Az = xV(yAz) tiretilir. Sonugta (27) saglaniyorsa z > x = (zVy)Az =
zV (y A z)dir. (M2) ve Tamm 1.3.3.7 ye gore kafes modiilerdir. [J

Onerme 1.3.3.9 Her dagilmaly kafes modiilerdir.

Kanit: z > z varsayalim. Kafes dagilmali oldugu icin (zAy)Vz = (zV2)A(yVz) =
z A (y V z) dir ve boylece kafes modiilerdir.

Simdi modiiler ve dagilmal kafesleri belirleyen ve kanitlar1 [7] veya [4] ya da
[6] da goriilebilen temel teoremler veriliyor. Bunun igin iki 6nemli kafes, Mj ve N,
devreye sokulacaktir. []

, P - 1
f i q: .-"a "
/ \ i .
! 1 __.-'" i
i 1 -,
ad'\ \ b a b co
., o
' .-.___,_--c' ., | -___.
l\""-\. ___.-'"' "\.x ___.-'"J.
0o o
H'u M!.
Sekil 4 Lekil 5

Teorem 1.3.3.10 (L, V,A) kafesinin modiler olmasy i¢in bir gerek ve yeter kogul
L nin Nj e izomorf bir alt kafesinin olmamasidar.

Teorem 1.3.3.11 Bir kafesin dagilmaly olmast i¢in Ms ile izomorf bir alt kafese
sahip olmamasy gerek ve yeterdir.
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Boluim 2

Dagilmali Kafeslerin Asal
O-Idealleri

Bu boliimde dagilmali bir kafesin bir asal idealinin, 0-ideal olmasi i¢in yeter kosullar
tiiretiliyor. Her O-idealinin bir sifirlayici ideal olmast i¢in denk kogullar kanitlaniyor.
Dagilmali bir kafesin asal 0-idealleri ve minimal asal idealleri arasinda bir denklik
elde ediliyor.

2.1 On Bilgiler

Sifirlayic1 kavram [10] tarafindan tanitilmig ve 6zellikleri, 6zellikle [17] ve [18]’de
yogun bigimde incelenmistir. [5]’deki ¢aligmanmn bir uzantisi olarak dagilmal ka-
feslerde 0-Idealler kavrami tanitilmigtir.

Burada bir dagilmal kafesteki 0-ideallerin kiimesinin kendi bagina bir dagilmali
kafes oldugu gosteriliyor. Asal idealler ve O-idealler arasindaki baglantinin yaninda
her O-idealin bir asal ideal olmas i¢in gerek ve yeter kosul ortaya c¢ikariliyor.

Tanim 2.1.1 L bir dagilmali kafes ve I, L nin bostan farkly bir alt kiimesi olsun.

1)abelvexe Licginavbel (anbel)veaNz el (aVael)isel’ya
L’nin bir ideali (siizgeci) denir.

2) P, L'nin bir 6z ideali olsun. z,y € L iginx Ny € P=x € P ya day € P
1se P’ye bir asal ideal denir.

3) P asal idealinin kapsadige hi¢ bir asal ideal yok ise, P’ye bir minimal asal
ideal denir.

17



Bu tanimin bazi sonuclarini animsatalim.
Onerme 2.1.2 [3]
P, L kafesinin bir asal ideali olsun. O zaman
OP)={zxeLlxzANy=0, bazny ¢ P i¢in }
L’nin O(P) C P geklinde bir idealidir.

Teorem 2.1.3 [3]

I bir ideal, F bir siizgec ve INF = @ ise I C P ve PN F = 0 olacak sekilde
bir P asal ideali vardor.

Teorem 2.1.4 [9]

L'nin bir P asal idealt L nin bir minimal asal idealidir eger ve yalniz eger her
bir x € P igin x Ay = 0 olacak sekilde y & P vardur.

Onerme 2.1.5 [18]
AC Ligin A*={x € LlaNz =0, her a € A} kimesi L nin bir idealidir.

{a}* i¢in (a]* yazilir. O zaman (0]* = L ve L* = (0] oldugu agiktor.

Tanim 2.1.6 [ = I** ya da denk olarak L’nin bostan farkl bir S alt kiimesi igin
I = 5% ise, L’nin bir I idealine L nin sifirlayics ideali denir. (xz]* = (0] ise bir
x € L elemanina yogun denir. I* = (0] ise L’nin bir I idealine yogun denir.

Tanim 2.1.7 L'nin bir F siizgeci i¢in I = O(F) = Ugep(x]* ise L'nin bir I

1dealine 0-ideal denir.

2.2 Asal 0-Idealler

Bu kesimde asal 0O-idealler yardimiyla dagilmali kafesler i¢in bazi karakterizasyon
teoremleri kanitlanacaktir. Bunun icin [14] de yapilan sonuglar esas alinacaktir.

Lemma 2.2.1 Her dagimali L kafesi i¢in asagidakiler vardr:
1) L’nin her F stizgeci igin FNO(F) # 0 = F = O(F) = L dir.
2) L nin her P asal ideali i¢in O(P) = O(L — P) dir.

18



Kanit:

1) FNO(F) # () varsayalm ve x € F N O(F) segelim. O zaman = € F ve
x € O(F) dir. Buradan bir f € Fi¢inxz € F vexAf = 0 dir. Boylece 0 = zAf € F,
F = O(F) = L yi gerektirir.

2) P, L’nin bir asal ideali olsun. O zaman
r€O(P)=biry¢ Pigmaz Ay=0
Sbirye L-—Piginax Ay =0
s xeO(L—P)
oldugundan O(P) = O(L — P) dir. O
Teorem 2.2.2 Her dagilmalr kafes L icin asaqidakiler vardr:

1) Her minimal asal ideal bir 0-idealdir.

2) Her yogun olmayan asal ideal bir 0-idealdir.

Kanit:

1) P, L nin bir minimal asal ideali olsun. O zaman L — P, L’nin bir maksimal
stizgecidir. P minimal oldugu i¢in P = O(P) = O(L — P) elde edilir. Bu yiizden
P bir 0-idealdir.

2) P, L'nin yogun olmayan bir asal ideali olsun. O zaman x € P* olacak sekilde
0 # z € L vardir. Buradan P C P** C (z]* elde edilir. Ote yandan a € (z]* olsun.
Bu durumda a Ax = 0 € P ve x € P* nedeniyle x ¢ P dir. O halde a € P,
dolayisiyla (x]* C P sonuglanir. Boylece P = (z|* = O([x)) elde ederiz. Bundan
dolay1 P, L'nin bir 0-idealidir. [

Teorem 2.2.1 (1) in tersinin genelde dogru olmadigii bir 6rnekle, hatta bir
O-idealin bir asal ideal bile olmadigini gosterelim.

Ornek 2.2.3 Sekil 6 da diyagrama verilen L kafesini goz oninde bulunduralim.
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{1,23%

(1.2}~ {13} 1{23)
(13" (2} (3}
(P
Sekil 6

I ={0,{1}} kimesinin bir ideal ve F = {{2,3},{1,2,3}} kiimesinin bir siizgeg
oldugu agiktur.

0(F) = ({2,3}]* U ({1,2,3}]* = {0, {1} } U {0} = {0, {1}} = I olmasi nedeniyle
I, L’'nin bir 0-idealidir. Fakat I asal degildir. Ctinki {2} ¢ I ve {3} ¢ I iken
{2}n{3}=0€e1 dw

Teorem 2.2.4 [ dagimal bir L kafesinin 6z 0-ideali olsun. O zaman I ancak ve
ancak bir asal ideal i¢eriyorsa asaldur.

Kamt: Gerek kogsul agiktir. Yeter kogulu kanitlamak i¢in I'nin P gibi bir asal
ideal igerdigini varsayalim. I'nin bir 0-ideal olmasi nedeniyle L'nin bir F' slizgeci
icin I = O(F) elde edilir. I'nin asal oldugunu celigkiyle kamtlayalim. a,b € L igin
a¢ Iveb¢ I segelim. O zaman a ¢ P ve b ¢ P dir. Dolayisiyla a A b ¢ P dir.
Boylece (a ANb)* C P C I =0O(F)dir.aAbe I = O(F) varsayilirsa, bir f € F igin
aANbA f=0 yazlr.

Bunun iizerine f € (aAb]* C O(F), buradan f € FNO(F) sonuglanir. O halde
FNO(F) #0vel =0(F)=F = L elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Boylece I
asaldir. [J

Teorem 2.2.5 Dagilmali bir kafesin her asal 0-ideali bir minimal asal idealdir.

Kanit: P, L’nin bir asal 0-ideali olsun. O zaman L’nin bir F siizgeci i¢in P = O(F)
yazabiliriz. z € P = O(F) olsun. Buradan y € F igin x Ay = 0 bulunur. y € P
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varsayllirsa, y € FNO(F) olup, FNO(F) # () elde edilir. Lemma 2.2.1 (1) uyarimca
bu P = O(F) = F = L demektir ki, geligki ile sonuglanir. O halde y ¢ P dir ve
dolayisiyla P bir minimal asal idealdir. [

Teorem 2.2.6 L’nin tim 0-ideallerinin kimesi bir dagilmaly kafes olusturur.
Kanit: L'nin herhangi iki stizgeci F' ve G igin

OF)NO(G)=0(FNG)ve O(F)UO(G) =0O(F VG)
tammlayalim. O(F N G), O(F) ve O(G) 0-ideallerinin infimumu ve O(F V G) sup-
remumudur. L'nin bir H siizgeci i¢in O(F) C O(H) ve O(G) C O(H) varsayalim.
x € O(FV G) olsun. O zaman f € F've g € G igin z A f A g = 0 dir. Bu yiizden
xAf€O(G) CO(H) dir. O halde bir hy € H i¢gin 2 A f A hy = 0 dir. Buradan
xANhy € O(G) C O(H) olur ve bir hy € H i¢in x A hy A hy = 0 yazilir. hy Nhy € H
nedeniyle x € O(H) elde edilir. Boylece O(F V G), O(F) ve O(G)nin supremumu-
dur. Artik bundan sonra 0-ideallerinin kiimesinin N ve U iglemlerine gore dagilmal
bir kafes oldugu kolaylikla gosterilebilir. [

Tanim 2.2.7 Her bir x € L ve bir ' € L i¢in (z]** = (2/]* ise L kafesine bir
x-kafes denir.

Teorem 2.2.8 ([18])

Bir L kafesinin x-kafes olmasi icin gerek ve yeter kosul her bir x € L i¢in
x ANy =0 vexVy yogun olacak sekilde y € Lnin var olmasidir.

Ayrimtili kanmit1 [14] de verilen agagidaki sonug boliimiin son teoremidir.

Teorem 2.2.9 ([14])
L bir x-kafes olsun. O zaman asaqidaki kosullar denktir.
1) Her 0-ideal bir sifirlayice idealdir.
2) Her minimal asal ideal bir sifirlayice idealdir.

3) Her 0-ideal bir x € L igin (x]** bigimlidir.
4) Her minimal asal ideal yogun degildir.
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Bolum 3

0-Dagilmali Kafeslerde a-Idealleri
ve Sifirlayici Idealler

Bu boliimde dagilmali kafeslerin bir genellemesi olan 0-dagilmali kafeslerin a-
idealleri ve sifirlayici idealleri ele almyor. Ilk kez [20] de tamimlanan bu kafesler
daha sonra [1], [2], [8] ve [11] de yogun calgilmistir. Ote yandan ilk kez [12] de yer
alan a-ideal kavraminin ozellikleri daha sonra [8] ve [11] de genellestirilmistir.

3.1 Bazi Tanim ve Sonuclar

Bu kesimde, Bolim 2'nin devami olan, baz1 kavram ve sonuglara yer veriliyor.

Tanim 3.1.1 L sinarl yani 0 ve 1 elemanly bir kafes olsun Her a,b,c € L i¢in
aNb=0veaNc=0,aA (bVc)=0"% gerektiriyorsa, L kafesine 0-dagilmalr kafes
denir.

Tanim 3.1.2 L sinwrly bir kafes olsun. Bir h : L — L donisimiine asagidaki ozel-
likleri sagliyorsa 0 — 1 homomorfizmasy denir:

h(aV b) = h(a) V h(b)

h(a Ab) = h(a) A h(b)

Tanim 3.1.3 L simrl bir kafes ve I, L’nin bir ideali olsun. Her x € I i¢cin

ise Tye bir a-ideal denir. Burada (x|, © € L tarafindan iiretilen esas idealdir.
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Sonug 3.1.4 L’deki her sifirlayice ideal bir a-idealdir.
Sonug 3.1.5 L’deki her I ideali i¢in

I°={z € L|(a]* C (z|",a € I}

kiimesi I yi kapsayan en kucuk a-idealdir ve L’deki bir ideal ancak ve ancak I = I¢
ise bir a-idealdir.

Sonug 3.1.6 L, 0-dagiimalidir eger ve yalniz eger her a,b € L i¢in
(aVo]" = (o] N (b
dir.
Sonug 3.1.7 Bir 0-dagilmaly L kafesindeki bir I ideali icin asagidakiler denktir:
1) I bir a-idealdir;
2) I = User (o]
3) L’deki her z,y icin (z]* = (y|* vex € I ise y € I dir.

Sonug 3.1.8 Dagilmal bir L kafesinde a < b ise a y1 igeren fakat b yi icermeyen
bir P asal ideali vardar.

Sonug 3.1.9 f: Ly — Ly ye bir 0 — 1 kafes homomorfizmas: ise o zaman
1) Ly in bir I ideali igin f(I), Lonin bir idealidir.
2) Lo min bir J ideali i¢in f~'(J), Ly in bir idealidir.
3) 0/, Ly nin en kiigiik elemans olmak tzere, Kerf = {x € Li|f(z) =0}, L,

m bir idealidir.

3.2 a-Idealler ve Sifirlayici Idealler

Bu kesim boyunca L sinirli O-dagilmali bir kafesi ve D, Lnin tiim yogun eleman-
larinin kiimesini gosteriyor. Burada yer alan sonug ve kanitlar biiytik 6lgiide [17]
den alimmigtir.
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Teorem 3.2.1 S, L'nin N islemine kapalr bostan farkly bir alt kiimesi olsun. O
zaman

I={zx€LlzNhny=0, birye S}

kiimesi L’ nin bir a-idealidir.

Kanit: 0 € I nedeniyle [ # () dir. L'de z; < x5 ve x5 € [ ise z; € I dir. Simdi
x1,To € Iigin x1 V x5 € I gostererek once I nin bir ideal oldugunu gercekleyelim.
r1,Ty € I ise o zaman bazi s1,80 € S icin 1 A sy = 0 ve 29 A s = 0 dir.
Buradan z1 A (s1 A s3) = 0 ve 23 A (51 A sg) = 0. L, 0-dagilmal oldugundan
(x1 V x2) A (81 A $2) = 0 olmasim gerektirir. S, A ye kapali oldugu igin s; A sy € S
dolayisiyla z1 V x5 € I dir. O halde I bir idealdir.

I'nin bir a-ideal oldugunu gostermek igin x € I = (z]** C I kamitlanmahdur.
z €l vey e (z]* olsun.

O zaman bir s € S igin A s = 0 dir. Bunun {izerine s € (z]* ve dolayisiyla
yAs=0olur. Buise y € I oldugunu gosterir. Bunun sonucu olarak (z|*™ C I elde
edilir.

Sonug Teorem 3.2.2 L’deki bir F' stizgeci i¢in

OF)={x€LlxANy=0, biry e F i¢in }

bir a-idealdir.

Bir F' stizgeci i¢in I = O(F') ise Lnin bir I idealine 0O-ideali denir. Bundan
dolaysiz olarak su sonug elde edilir.

Sonug Teorem 3.2.3 L ’nin her 0-ideali L nin bir o idealidir.

Uyar:: L'deki her minimal asal ideal bir a-idealdir. Fakat L’deki her asal ideal
bir a-ideal olmayabilir.

Ornek 3.2.4 L sekil 7 deki kafes olsun.
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=l

(e] bir asal idealdir, ancak bir a-ideal degildir. Cinki d € (e], (d]** = L € (e]
dur.

Asagidaki teorem [L’deki bir asal idealin a-ideal olmasi icin bir yeter kogul
veriyor.

Teorem 3.2.5 L’nin bir P asal ideali yogun degilse, P bir a-idealdir.

Kanit: Varsayima gore P yogun degilse, P* # (0] dir. Dolayisiyla o # 0 geklinde
P* de bir z eleman1 vardir. Ama o zaman P C P** nedeniyle (z]* 2 P**,(z]* O P
verir. Bundan bagka ¢ € (z]* ise t Ax = 0 € P dir. P asal oldugu i¢in (P N P* =
(0] = x ¢ P sonucundan) ¢t € P elde edilir. Ama bu, (z]* C P oldugunu gosterir.
Boylece her iki kapsamadan P = (z|*, yani P bir sifirlayic1 idealdir. Sonug 3.1.4
uyarinca P'nin bir a-ideal oldugu sonuglandirilir. [J

3.3 Homomorfizmalar:i Koruyan Sifirlayic1 ve a-
Idealler

Bu kesimde L; ve Ly smirli, 0 ve 0/ en kiiglik elemanh 0-dagilmali kafesler ve
f Ly — Ly bir 0 — 1 homomorfizmay1 gosteriyor.
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Tamim 3.3.1 (0] C A C L i¢in f(A*) = {
doniisim ve ('] C B C Ly igin f~'(B¥)
korur denir.

f(A)
=1

Y ise [ oye bir sifirlayice koruyan
FYB)}* ise f~1 e sifirlagncilar

Teorem 3.3.2 f : Ly — Lo bir homomorfizma olsun. O zaman asagidakiler
vardar:

1) [ bir sifirlayice koruyan érten homomorfizma ise o zaman her sifirlayict
ideal A i¢in, f(A), Ly nin bir sifirlayicy idealidir.

2) =1 sifirlayrcilar korursa Ly 'nin her B sifirlayice ideali i¢in f~Y(B), L nin
bir sifirlayce idealidir.

Kanit:

1) A, Ly’in bir sifirlayic1 ideali, yani A** = A olsun. Sonug 3.1.9 a gore f(A),
Lo nin bir idealidir. f sifirlayict koruyan oldugundan

{F(A)) = f(A™) = f(A) dir.
ve bu f(A) nin Ly de bir sifirlayic ideal oldugunu gosterir.
2) B, Ly'nin bir sifirlayic ideali ise B** = B dir.

Sonug 3.1.9 uyarmca f~1(B), Ly in bir idealidir. f~! sifirlayicilar1 korudugu
icin

{fB)}y =f(B")=f(B)

elde ederiz. Bu f~!(B)nin L, de bir sifirlayici ideal oldugunu kamitlar. [J

Sonucg Teorem 3.3.3 f : Ly — Lo, f=1 sifirlayicilary koruyacak sekilde bir ho-
momorfizma ise Kerf bir sifirlayict idealdir ve dolayswyla Ly de bir a-idealdir.

Kanit: Kerf = {z € L|f(z) = 0’} kiimesi Kerf = f~((0']) yazlabilir. (0'], Ly
de sifirlayici ideal oldugu icin Teorem 3.3.2 geregi Ker f, L, de bir sifirlayici ideal,
dolayisiyla sonug 3.1.4 den bir a-idealdir. [

Teorem 3.3.4 f: Ly — Lo bir érten homomorfizma olsun. Eger Kerf = {0} ise
o zaman f sifirlayict koruyandir ve f=1 sifirlayicalary korur.
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Kanit:

1) (0] € A C L olsun. O zaman f(A*) C (f(A))" dir. x € (f(A))" C Ly
olsun. f orten oldugu i¢in f(y) = x € (f(A))* olacak sekilde y € Ly vardir. Simdi
agsagidakiler agiktir:

F(y) € (F(A))* = her a € Acin f(5) A f(a) = 0
= fly) ha=0
=yAac€ Kerf={0}
= hera € AicimyANa=0
=y A
= f(y) € F(A"), yani z € f(A")

Béylece (f(A))* C f(A*) dir ve her iki kapsama goz 6niine alindiginda f(A*) =
(f(A))* elde edilir. Bu f nin sifirlayic1 koruyan oldugunu kanitlar.

2) (0] C A C Ly vex € {fT}Y(A)}* olsun. O zaman her a € f~!(A) igin
x Aa=0 dir. Simdi agagidakiler agiktir:

a€ f7Y(A)=xANa=0herac f1(A) igin
= Aa=0her f(a) € A igin
= f(x) A f(a) =0 her f(a) € A i¢in
= f(x) € A*
=z € fH(AY)

Boylece {f71(A)}* C f(A*) dir. Diger kapsamay1 gostermek igin x € f~1(A*)
vea € f7!(A) olsun. O zaman f(z) € A* ve f(a) € A dir. Buradan f(x)Af(a) =0/,
f(z Na) =0 verir. Boylece x Aa € Kerf = {0} ve dolayisiyla her a € f~1(A)
icin z Aa =0 dir. O halde z € {f~*(A)}* bulunur. Bu ise {f~!(A)}* C f~1(4%)
demektir. Sonug olarak f~1(A*) = {f~1(A)}* elde edilir. O

Teorem 3.3.5 f: Ly — Ly ye sifirlayict koruyan bir orten homomorfizma olsun.
Kerf = {0} ise o zaman L nin bostan farkly A, B alt kiimeleri i¢in

A*=B" < A{f(A)} ={f(B)}" dir.
Kanit: A* = B* ise f(A*) = f(B*) oldugu aciktir. f sifirlayic1 koruyan oldugu
icin de {f(A4)}* = {f(B)}* elde edilir. Simdi {f(A)}* = {f(B)}* varsayalim.

x € A* olsun. O zaman her a € A igin x A a = 0 dur.
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xAa=0,hera€ Aigin = f(xAa) =0, her a € A igin
= f(z) A f(a) =0, her a € A i¢in
= 1) e [l
= f(z) € {f(B)}* varsayimindan
= f(x) A f(b) =0, her b € B igin
= f(x Ab) =0, her b € B igin
=xAbe Kerf={0},herbe B
= xANb=0, her b € B i¢in
=z € B”

Boylece A* C B* dir. Benzer sekilde B* C A* gosterilir. O halde A* = B* dir. [J

Kanit1 ayrmtih olarak [12] de yer alan asagidaki teorem bir a-idealin ters
goriintiisiiniin bir a-ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul veriyor.

Teorem 3.3.6 f: L, — Ly bir orten homomorfizma olsun. Ly nin her J a-ideals
icin f~Y(J), Ly de bir a-idealdir eger ve yalniz eger her bir x' € Lo igin f~1((2']*),
Lo de bir a-idealdir.

Bu béliimiin son teoreminde 0-dagilmali kafeslerin sifirlayici koruyan homomor-
fizmalar altinda a-ideallerin ters goriintiilerinin yine a-idealler oldugu kanitlaniyor.
Bu kanit bir kez daha [12] den goriilebilir.

Teorem 3.3.7 f: Ly — Ly sifirlayice koruyan bir orten homomorfizma olsun.
1) I, Ly in bir a-ideali ise, o zaman f(I), Ly nin bir a-idealidir.

2) J, Ly nin bir a-ideali ise, o zaman f~*(J), Ly in bir a-idealidir.

SONUC:

Bu tezde dagilmali kafeslerin asal O-idealleri, sifirlayici idealleri ve minimal asal
idealleri arasindaki bagintilar 2. Boliimde arastirihiyor. Bir dagilmali kafesteki 0-
ideallerin kiimesinin dagilmali bir kafes olugturdugu kanitlaniyor.

3. Boliimde; dagilmali bir kafesin genellemesi olan 0- dagilmali kafeslerin a-idealleri
ve sifirlayic1 idealleri ele aliniyor. Sifirlayici koruyan orten homomorfizmalarla bir
a-idealinin direk goriintiisiiniin ve ters gortintiisiiniin yine a-ideal oldugu kanitlaniyor.

Kafeslerde bagka tiirden idealler incelenebilir. Kafes tiirtine gore idealler olugturulabilir.
Bunlardan bazilarii verelim:
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eSozde tiimlenmis dagilmali kafeslerde d-idealler. Bu idealler araciligiyla il-
ging kafesler, 6rnegin Stone kafesleri, karakterize edilmektedir. Bunun icin [15)e
bagvurulabilir.

eHemen hemen dagilmal kafeslerde minimal asal idealler. Bu tiir kafesler Boole
cebirlerinin halka kuramsal genellesmelerini kapsar. Ilgi duyanlar igin [16] 6nemli

bir kaynaktir.

Ay kafes tiirtinde asal, minimal asal ve sifirlayic1 ideallerin 6zellikleri [13] de
caligiliyor.
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