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ABSTRACT

EXISTENCE OF NONDECREASING SOLUTIONS OF A
QUADRATIC INTEGRAL EQUATION OF VOLTERRA TYPE

SENGUN, Mehmet

MSc in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ahmet YANTIR

July 2014, 79 pages

Integral equations of Volterra type have applications in many applied sciences
such as engineering and applied physics.

In this thesis we investigate the general theory of integral equations and prove
the existence of nondecreasing solutions of the equation

t
x(t) = g(t,x(t)) + (h(t) + f k(s, t)f(s,x(ks))ds)) tel=1[01]
0

by using measure of noncompactness and Darboaux fixed point theorem.

Keywords: Volterra Integral equations, Fredholm Integral Equations,
Quadratic Integral Equation, Nondecreasing Solutions, Darboaux Fixed Point
Theorem, Measure of noncompactness



OZET

IKINCi DERECEDEN VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ
AZALMAYAN COZUMLERININ VARLIGI

Mehmet SENGUN
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR

Temmuz 2014, 79 sayfa

Volterra tipi integral denklemlerinin miihendislik ve uygulamali fizik gibi
uygulamali bilimlerde pek ¢ok uygulamasi vardir. Bu tezde integral denklemlerin
genel teorisini inceledik ve

t
x(t) = g(t,x(t)) + | h(t) + f k(s, t)f(s,x(ls))ds) tel=[01]
0

denkleminin azalmayan ¢oziimlerinin varligint kompakt olmama o6l¢iimii ve Darbo

sabit nokta teoremi yardimiyla gosterdik.

Anahtar sozciikler: Volterra Integral Denklemleri, Fredholm Integral Denklemleri,
Ikinci Dereceden Integral Denklemler, Azalmayan ¢oziimler, Darbo Sabit Nokta
Teoremi, Kompakt Olmama Ol¢iimii
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER DiZiNi

Aciklama

I araliginda stirekli fonksiyonlarin kiimesi

Reel sayilar kiimesi
[0, ) aralig1
X'in kapanigi

X kiimesinin konveks genislemesi; X 1 igeren en kiigiik konveks
kiime

Tam sayilar

Dogal sayilar
y’nin x’e gére n. mertebeden tiirevi

n katl integral
E’nin sinirh bos olmayan alt kiimelerinin kiimesi
[’z nin bagil kompakt alt kiimelerinin ailesi

Normlu Banach uzay1



1 GIRiS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya birden fazla integral
isareti altinda bulundugu denklemlerdir. Ancak, bu tanim yeterli bir tanim olarak
kabul edilmemektedir. Boyle bir tanimdan yola ¢ikarak integral denklemlerin
tamamin1 i¢ine alacak bir teori kurulamamaktadir. Integral denklemler ¢ok genis bir
arastirma sahasi ve ayrintili inceleme konusudur. Bu nedenle Integral Denklemler

niteliklerine gore ayr1 ayri incelenmislerdir.

Integral ~ denklemler ile matematiksel fizik ve mekanikte sikca
karsilagilabilmektedir. Ayrica diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde de bir ¢oziim
araci olarak kullanilirlar. Bu nedenle diferansiyel denklemler ile integral denklemler
arasinda yakin bir iligki vardir. Integral denklemlerin, diferansiyel denklemler ile olan
yakin iligkisi ve diferansiyel denklemlerin miihendislikte ¢ok¢a kullanilmasi integral

denklemleri de 6nemli bir duruma getirmistir.

Diferansiyel denklemlerin bir problemi tek basina tanimlamaya yetmedigini
bilinmektedir. Bu yiizden sinir sartlarinin da diferansiyel denkleme eklenmesi
gerekmektedir. Ancak, Integral denklemlerde ise ilave sartlara gerek duymadan
problemlerin tam olarak tanimi verilebilmektedir. Ayrica integral denklemler biitiin
uzay lizerinden integral alinmasimi gerektirmektedirler. Bu yiizden de evrensel
denklemlerdir. Aranan fonksiyonun bir noktadaki degerinin o fonksiyonun biitiin

uzay iizerinden integralini i¢eren ifadeler cinsinden bulunmasi demektir.

Doga kanunlari diferansiyel denklemler yardimiyla ifade edilebilirler. Buradan,
yakin g¢evre incelendiginde evrenin tamaminda gegerli doga kanunlarinin
bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir. Belki de biiylik diisiiniir Albert Einstein'in "Bu
tabiatin en anlasilmaz yonii, anlasilabilir olmasidir" soziiniin altinda yatan

gerceklerden bir tanesidir [24].

Bazen problemler, tek bir denklem ile ifade edilemeyebilirler. Bunun yerine
problem, birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon iceren diferansiyel, integral veya bunlarin
dogrusal bilesimlerinden olusabilir. Bu tiir denklemlere Integrodiferansiyel
denklemler denir. Bu tiir denklem sistemleri, bir ¢ok fizik ve miihendislik alaninda
ortaya ¢ikmaktadir .



Integral denklemler ile bilinen ilk ¢alismalar 19. yiizyilm ilk yarisinda yapilmustir.
Onceleri diizenli arastirmalar yapilmamustir. Ancak bu yiizyilin sonlarina dogru daha
diizenli arastirmalar yapilmis ve bazi sonuglar alinmaya baslanmistir. 1823 yilinda
Abel in bir mekanik problemi ile ilgilendigi sirada ilk defa integral denkleme
rastladigi bilinmektedir. Du Bois Reymond da 1888 yilinda yayimlanan bir
calismasinda "Integral denklem" terimini énermistir (Bocher, 1913). 1822 yilinda da
Jean B. Joseph Fourier, trigonometrik seriler yardimiyla 1s1 problemlerini ¢ozen,

2 (o)
foO = j; j sin(xy) () dy
0

2 [oe]
Foo = j; j cos(xy) () dy
0

fonksiyonlarin sagladigi

(y) = Ejosin(x)f(x)dx ve (y) = zJoocos(x)f(x)dx
Py = T[O y Py = no y

integral denklemlerini vermistir. 1823 yilinda Abel mekanik problemlerinin genel

formiilii ;

a

o)

f(x) mdy ,  f(0)=0 ve 0<a<l1

0

olan bu integral denklemini formiile edip 1826 yilinda ¢éziimiinii vermistir. Bu
denklemin « = 0ve «a =§ hali Abel' in karsilagtigi orijinal denklem olup bununla

ilgili tinlii esit zamanl problemi ise ilk olarak Huygens tarafindan ¢oziilmiistiir [25].

Integral sinirlarindan biri x gibi bir degisken olan ve bilinmeyen ¢ fonksionunun

integralin hem i¢inde hem de disinda bulundugu



o) = f(x) + 2 f K(x,y) o) dy

integral denklemi ilk olarak Poisson tarafindan elde edilmistir. Burada ¢ ¢oziimi A1
nin kuvvetleri cinsinden verilmistir. Ancak ilgili serinin yakinsakligi Poisson
tarafindan gosterilmeyip 1830 yilinda Liouville tarafindan ispatlanmistir. Bir S
yiizeyi igerisinde AF = 0 Laplace denklemini saglayan ve S'nin siirinda belli bir
deger alan F fonksiyonunun bulunmasi problemi olan Dirichlet probleminin bir
integral denklem problemine esdeger oldugu 1870 yilinda Liouville tarafindan A
parametresinin bir ac¢ilimi olarak verilmistir. Bu ¢6ziim daha 6nceden Poisson ve
Liouville' in kullandig1 ardisik yaklastirma yontemine karsilik gelir. Integral
siirlarindan birinin degisken olan dogrusal integral denklemlerle ilgili calismalar
ftalyan matematik¢i Vito Volterra (1860-1940) tarafindan yayimlanmustir.

9(0) = F) +2 f K(x,y) 9() dy
0

integral denklemi 1900 yilinda ilk kez Eric Ivar Fredholm (1866-1927) tarafindan
incelenmistir. Fredholm de Volterra' nin 1884 yilinda sundugu benzer yaklasim
problmelerini incelemis ve 1903' te bu konuda makalesini yayinlamistir. Ayrica
integral denklemlerle ilgili F.G. Tricomi (Tricomi, 1955), I. G. Petrovsky (Petrovsky,
1953) ve V. W. Lovitt (Lovitt, 1924) ‘e ait kaynaklar bulunmaktadir [25].



2 ONBILGILER
2.1 Integral Denklemlerin Siniflandirilmasi
2.1.1 Dogrusal Olan veya Dogrusal Olmayan integral Denklemler

Integral denklemler, temel kavramlar bakimman &ncelikle, dogrusal integral

denklemler ve dogrusal olmayan integral denklemler olarak iki biiyiik sinifa ayrilirlar.

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere;

X

ulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.1)

a

yapisinda bir integral denklemde, wu(x) fonksiyonunun dogrusal olmasi halinde,
Integral denklem " dogrusal integral denklem" adin1 almaktadir.

X

ulx) =f(x) + J K(x,t) u™(t) dt (2.2)

a

integral denkleminde de u(x) bilinmeyen fonksiyonunun n. kuvveti bulundugundan

"dogrusal olmayan integral denklem" olmaktadir.

Daha genel olarak,

ulx) = f(x) + f @lx, t,u(t)] dt (2.3)

integral denklemi de "dogrusal olmayan integral denklemi" olmaktadir.

Bunlarin disinda birden ¢ok degiskeni bulunan;

b d
ulx,y) =f(,y) + f f K(x,y;tq,t;) u(ty, ty) dty dt, (2.4)

4



bi¢imindeki kismi integral denklemlerin de dogrusal olan1 veya dogrusal olmayani
bulunmaktadir. [24]

2.1.2  Tekil Olan veya Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemlerin bir siiflandiriimast da K (x,t) fonksiyonunun siirekli
olup olmamasiyla ilgilidir. K(x,t) c¢ekirdek fonksiyonu olmak iizere, a < x <b
a<t<b araliginda siirekli ise, integral denklem tekil (singiiler) olmayan bir
integral denklemdir. K(x,t) bu aralikta siirekli degilse, integral denklem tekil

(singtiler) integral denklem olmaktadir.

Ornegin, 0 <x<'1 olmak iizere,
X
w0 = [ 28 25
f X) = (x_t)o( ( . )
0

bigimindeki bir integral denklem bu smifa girmektedir. Integral simirlarinin en az
birinin sonsuz olmasit halinde de denklem, tekil integral denklem sinifina
girmektedir.

o)

flx) = f cosx(t) u(t) dt (2.6)

0

(o]

o(x) = k. J et o(t) dt (2.7)

2.1.3 Integral Denklemlerin Yapilarina Gore Simiflandiriimasi

Integral denklemleri yapilarina gore ii¢ sinifa ayirilabilir. Bilinmeyen fonksiyon
u(x), ¢ekirdek fonksiyonu K(x,t) olmak tizere,



b

p(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.8)

a

bigimindeki integral denklem "I. cins integral denklemdir" dir. ¢(x) fonksiyonu

verilmis bir fonksiyon olup, bilinmeyen fonksiyon sadece integral i¢inde bulunur.

Benzer sekilde;
b
0() = 1) + [ Ko u@ de (2.9)
a
denklemi de "I. cins integral denklem" dir. @(x) ve f(x) yine verilmis

fonksiyonlardir.

Bu denklemleri;

p(x) — f(x) = YP(x) doniisiimii ile;
b

Y(x) = fK(x, t) u(t) dt

a

bi¢cimine getirerek, (2.8) denklemi tipinde yazabiliriz.

Ornek verecek olursak;

x?t u(t) dt

o\l\)l»—\

1
x2=J(x—t)u(t)dt ve e¥=x-—
0

tipindeki denklemler de "I. cins integral denklemler" igin birer 6rnektir.

b

u(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.10)

a



b

u(x) = Q) + f Ko Hu®de  (211)

a

bicimindeki integral denklemler de "II. cins integral denklemler" dir. Bilinmeyen
fonksiyon u(x), integralin hem iginde hem de disindadir.

Benzer sekilde;

X

u(x) = jezx“ u(t) dt

0

ve

1
ulx) =1+ ; + f sin(x +t) u(t) dt

0

denklemleri de "II. cins integral denklemleri" ne birer 6rnek olarak verilebilirler.

p(x), f(x) ve K(x,t) fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlar olmak tizere,

b

pulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.12)

a

tipindeki integral denklemlerde "111. cins integral denklemler" sinifin1 olustururlar.

Benzer sekilde,
2
xu(x)=1—e 2+ f x2t?u(t) dt
0

denklemi III. cins integral denklemlere 6rnek olarak verilebilir.



2.1.4 Homojen Olan veya Homojen Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemleri, bilinmeyen fonksiyon olan u(x) fonksiyonuna gore

homojen olup olmadiklari seklinde siniflandirabiliriz

I1. cins integral denklemler igin; (2.10) ile verilen;

b

ulx) = fK(x, t) u(t) dt

a

integral denklemini "homojen integral denklemi" olarak adlandiracagiz.

(2.11) ile verilen homojenligi bozan f(x) fonksiyonunun bulundugu,

b

ulx) =f(x) + f K(x,t) u(t) dt

a
bigimindeki denklemleri ise, "homojen olmayan integral denklemler" olarak

adlandiracagiz.

b

u(x) = fK(x, t) u(t) dt

a

homojen denkleminin, u(x) = 0 olan bir ¢6ziimii bulunmaktadir. Bu ¢6ziime "asikar
¢Oziim" ya da "trivial ¢6zim" denir. Fakat bunun disinda baska bir ¢oziimiiniin var

olup olmadig1 ya da hangi kosullar altinda ¢6ziimiiniin olabilecegi arastirilabilir.

Homojen integral denklemler, daha genel olarak;

b

ulx) =f(x) + J K(x,t) u(t) dt

a

seklindeki bir integral denklemin f(x) = 0 olmasi durumuna uyan 6zel bir durumu
olarak da diistiniilebilirler[24].



2.2 Volterra ve Fredholm integral Denklemleri

Integral denklemlerin diger bir smiflandirilmas1 da, integral smirlarinmn
degisken veya sabitlerden olusmasina gore yapilmaktadir. Dogrusal ve homojen olup

olmadiklarma bakilmadan;

X

p(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.13)

a

X

ulx) = fK(x, t) u(t) dt (2.14)

a

X

ulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.15)

a

X

p)ulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.16)

a

bicimindeki denklemlere "Volterra integral denklemleri" denilmektedir. Bu tiir

"

denklemlerde, integralin iist smirinda veya sinirlarimin birinde " x degiskeni

bulunmaktadir. x degiskeni, x = b gibi sabit bir degere esit oldugunda ise;

b
px) = jK(x, t) u(t) dt (2.17)
b
u(x) = fK(x, t) u(t) dt (2.18)
b
ulx) =f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.19)
b

p(ulx) = f(x) + f K(x,t) u(t) dt (2.20)

a

9



bi¢imindeki denklemlere ise "Fredholm integral denklemleri” denilmektedir.

Fredholm ve Volterra integrral denklemleri arasindaki tek fark sinirlarin

degisken ya da sabit olmasindan kaynaklanmaktadir.
2.3 Integro Diferansiyel Denklemler

Integral denklemlerin diger bir tiirii de "Integro Diferansiyel Denklemler" dir.
Integral denklemlerde bilinmeyen u(x) fonksiyonu, oldugu gibi diisiiniilmiistiir.

Ancak bu fonksiyonun tiirevlerinin de bulundugu bir integral denklem de olabilir.
X
u'(x) = F{x,u(x), f K(x, t,u(t), u'(t))dt} (2.21)
0

bigimindeki, u(x) 'in sadece birinci mertebeden tiirevinin bulundugu bir denklem,
integro diferansiyel denklemlere genel olarak bir 6rnek olabilir. Bir baska sekli de; n.

mertebeden tlirevin bulundugu, asagidaki denklemi de 6rnek olarak verebiliriz;

u®™ (x) = F{x, u(x),u'(x), ., u™ V(x) }

+ J K{x,u(x), u'(x), ., u™@)}dt  (2.22)
0

2.4 Parametreli Integral Denklemler
Bu boliime kadar verilen integral denklemlerde herhangi bir parametreden
bahsedilmemektedir. Ancak, A#0 , A#1 ve A bir parametre olmak iizere,

buraya kadar verilen integral denklemlere A parametresinin dahil edilmesiyle integral

denklem daha genel bir yaprya kavusacaktir. Ornegin,

ulx)=f(x)+41 f K(x,t) u(t) dt (2.23)

10



ve
b
u(x) =f(x)+A1 f K(x,t) u(t) dt (2.24)

A parametresi reel veya karmasik sayi olabilir. Ancak genellikle reel say1 segilir.

2.5 Integral Denklemin Coziimii
b
ulx) =f(x) + AJK(x, t) u(t)dt
a

denklemi yardimiyla konuyu inceleyelim. Bu denklemde bilinmeyen fonksiyon u(x)
fonksiyonudur. Bu integral denklemini ¢6zmek demek, wu(x)  fonksiyonunu
belirlemek demektir. Oyle bir u(x) fonksiyonu bulunmalidir ki, integral denklemde

yerine yazilip gerekli islemler yapildiktan sonra esitlik saglanmalidir.

Ornek 2.1.

u(x) =
(1+x2)2
fonksiyonunun;

X

1

t
ulx) = 1+ x2 _,fl + x2 u(nyde
0

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim.

X

oL f ¢ 1
ux_1+x2 1+ x2° 3

0 (1+t2)2

u(x) = ! ! f ‘ dt

2 2" 3
1+xc 1+4+x (1 +t2)2

11



14+t>?=u dersek tdt = du olur.

Buradan ,

1 11yt
_ _ = 1+x2
W =T T G )
VR
u(x) = ! - ! 1 - i %erz)
14+x2 14x22 Vu
() = 1 1 1 2,2
W =1 e 1+x2'2'( V1+ x2? 1)
() = 1 1 1() 2 1 1
W S e 1+ 2 2 g2 14222
() = 1 1 1 1
B % 1+ T2 1+22
1 1 1

u(x) = =
TPV (10

esitligin saglandig1 gortliir.

Ornek 2.2.

u(x) =sinx  fonksiyonunun;

) x 1
u(x) = sinx — 2 + il I t.u(t)dt

e I3

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gorelim.

12



T
2
(x) = si x+1ft'tdt
ux) = sinx 7 4. X.0.Sin
0
Vs
2
(x) =si x+1 ft'tdt
u\x) = sinx 2 4.x .Sin
0

Kismi integrasyon kullanarak t = u ve sintdt = dv se¢meliyiz.

Buradan da dt =du , —cost =v olur.

T

_ x 1 2
u(x) = sinx — 7 +-.x. [(‘t- cost — J _COStdt>]|(2)

4
] x 1 ] g
u(x) = sinx — R [(—t.cost + sint)]|]
() = sinx — >+ = (=5 cos >+ sin= +0.cos0 — sin0)
u(x) = sinx 4.x.[ 5-cos 5 +sing .cos0 — sin0)]

(%) = sinx — > 4+ (”0+1+01 0)
ulx) = sinx — 7 4.x.[ > . ]

—sinr-Z4-x(1
u(x) = sinx 2 4.x.()

()_ . x+x
ux) = sinx 272

u(x) = sinx
elde edilir. O halde u(x) = sinx verilen integral denklemin ¢6ziimiidiir.

Ornek 2.3.

ulx) =1 fonksiyonunun;
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1
u(x) + f x.(eX** —1Dut)dt =e* —x
0

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gésterelim.

1 1
1+fx(ext—1)1dt=1+xf(ext—1)dt
0 0

1
1
=1+xf(e’“—1)dt=1+x[<;.ext—t>|%]

e 1
=14+x[-—1—-=]=14+e*—x—-1=e*—x
X X

denklemini sagladigini gostermis oluruz

2.6 Coziim Cesitleri

II. cins dogrusal integral denklemin ¢oziimii, bilinen metodlar kullanilarak, ii¢

ayri sekilde elde edilmistir.

I. Metod: C.Neumann, J.Lioville (1837) ve Volterra nin ortaya koyduklar
metoddur.

ulx) =f(x) + AfK(x, t) u(t) dt (2.25)

integral denklemi ile verilen u(x) fonksiyonunun, A nin bir integral serisi seklinde
ifade edilebilecegini gostermislerdir. Bu seride A nin ¢esitli kuvvetlerinin katsayilari,

x in fonksiyonlaridir. Bu seri ise, A nin her degeri igin yakinsaktir. Coziimiin elde
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edilmesi i¢in kullanilan yol ise "ardigik yaklastirma metodu" dur. Volterra bu metodu

bir teorem olarak su sekilde ifade etmistir:

Eger f(x) ve K(x,t) fonksiyonlart [a,b] araliginda siirekli ise (2.25)
integral denklemi bu aralikta her A degeri icin, tam ve siirekli bir ¢6ziime sahiptir ve

bu ¢6ziim ardisik yaklastirma metodu ile belirlenir.

II. Metod: Fredholm un gelistirdigi metoddur. Fredholm e gore, verilen u(x)
fonksiyonu, A nn iki integral serisinin oran1 seklinde ifade edilebilmektedir. Burada

sOzii edilen serilerin yakinsaklik yarigaplari sonlu degildir.

Fredholm un esas arastirmasi;
X
ulx) = f(x) + AfK(x, t) u(t) dt (2.26)
a

seklindeki denklemler iizerinde olup, daha ¢ok siireklilik kosullart ile ilgilenmistir.

Fredholm, (2.26) denkleminin bir tam ¢6ziimii i¢in,

u(x) = f(x) + Az K(x, t) u(ty) At;

yaklasik bagintisinin yazilabilecegini gostermistir. Burada x 'in ardarda ty, t,, ..., t,
degerleri verilirse, u(t;) icin bir dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bunun ¢6ziim
kosulu da bilinmektedir. Bu 4 nin bir polinomu seklinde olusacaktir. D(4)  bu

sistemin katsayilar determinant1 olmak tizere, u(x) fonksiyonunun bir yaklagimi da

B D(ty, tp, ..., ty,A)
ux)=fx)+41 DD

olarak ifade edilebilecektir. D(1) # 0 olmaldir. ifadeden D(ty,t;, ..., t,, 1) Ve

D(A) nin, A nin birer polinomu olduklari anlagilmaktadir. A nin paydayi sifir yapmasi

halinde, genel olarak c¢o6ziimii yoktur. Fakat metod bu durumda dahi ¢oziim
verebilmektedir. Bu ¢6ziim, bir integral denklem icin, n degiskenli n denklemden
olusan bir lineer cebirsel denklem sisteminin, n nin sonsuza yaklagmasi halindeki

limit durumu olarak bulunur.
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Fredholm kendi adiyla anilan integral denklem iizerinde yaptigi calismalarda, bu
integral denklemler i¢in, bilinen cebir kurallarinin gegerli oldugunu goéstermistir.
Ayrica onemli bir teoremi de Ozdegerlerin dagilimi {izerinedir. Ozdegerler, A4

degerleri olup, Fredholm denkleminin ¢6zlimii olmas1 kosulu da yoktur.
Fredholm, teorisini, integral denklemlerin sistemleri {izerine gelistirmistir. Bunlardan
baska, cekirdekleri siirekli olmayip, kendi deyimiyle zayif singiiler denklemler

tizerinde ¢alistig1 bilinmektedir. Lineer cebir kurallarinin tamamen gegerli oldugu bir

integral denklemde, c¢ekirdegin siirekli olmasi kosulunun gerekli olmadigini, ancak;
X X
fflK(x, )% dx dt (2.27)
00

iki katli integralinin mevcut olmasi kosulunun bulunmasi yeterli olacagini

gdstermistir. Ornegin,
1
u(x) — j In|x — t| u(t)dt = f(x)
0

integral denkleminin, x = t igin siirekli olmayan bir ¢ekirdegi bulunmasina ragmen,
(2.27) geregince,

11
lenzlx—tldxdt
00

iki katli integralinin sonlu olmas1 nedeniyle, denklem zayif singiileriteli bir denklem

olmaktadir.
Carleman bu kosul altinda, Fredholm serisinin kurulmasinin miimkiin oldugunu ve bu
fonksiyonlarin her zaman birer tam fonksiyon olduklarini géstermistir. Bu tez araligin

sinirlt olmamasi halinde de gegerlidir.

Bu konuda bir ispat1 Michlin vermistir. Fredholm teorilerini ve elde edilen serileri,

baska integral denklem siniflarinda da kullanilmak {izere genisletmistir. Fredholm
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teorisinin devamli gelistirilmesinde karar adiminmi ise F.Riese atmustir. Fredholm
denklemleri {izerine, tam siirekli operatdr teorisini kuran odur. Bu teori, J.S. Schauder

tarafindan tamamlanmustir.
I1. Ugiincii metdod: ortogonal gelistirme teorisi ile baglantilidir.
K(x,t) = K(x,t) = K(t,x)

ozelligini tasiyan c¢ekirdegin (simetrik ¢ekirdek) bulundugu integral denklemler
izerine yapilan ¢aligmalari icermektedir. Bu konuda esas sonuglar, bu ylizyilin ilk on
yilinda D.Hilbert ve E.Schmidt tarafindan elde edilmistir. Bu sonuglar 6zetle soyle
ifade edilebilir:

Simetrik integral denklemler (simetrik ¢ekirdekli integral denklemler),
Fredholm integral denklemlerinin 6zel bir sinifi da olsa, simetrik integral denklemler
teorisini, bundan bagimsiz olarak incelemek ve gelistirmek olanagi vardir. Bu tiir

denklemlerin 6zdegerleri reeldir ve bunlara ait 6zfonksiyonlar ortogonaldir.

b
u(x) = /1[ K(x,t) u(t)dt

seklindeki her fonksiyonda u(x) ile, ¢ekirdegin 6zfonksiyonlar1 bir dizi meydana
getirirler. Burada, denklemin u(x) =0 gibi bir ¢6ziimii vardir. Fakat ozdegerler
dedigimiz

A, Ay, .., A, sayilarinin meveut olmasi halinde, bu denklem, bunlarin herbiri igin,

Uy (x) ,uy(x), ..., up(x) gibi sonlu sayida ¢oziimler verir. Bunlara ise 6zfonksiyonlar

denir. Coziim ise C,, keyfi sabitleri gostermek tlizere,

u(x) =Y C, Up(x) seklinde ifade edilir. Denklemle birlikte n tane baslangig
kosulu verilmisse, C,, keyfi sabitlerini belirtmek olanagini bulacaktir[24].
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2.7 Integral Denklemler ile Diferansiyel Denklemler Arasindaki iliski

Baslangi¢ kosullariyla verilmis, bir diferansiyel denklem, Volterra tipinde bir
integral denkleme dontistiiriilebildigi gibi, bir integral denklem de bir diferansiyel

denkleme doniistiiriilebilir

2.7.1 Diferansiyel Denklemin integral Denkleme Déniistiiriilmesi

n—1 n-—2

) @100 T+ 0 () T+ Gt () 2+ an().y = () (228)

n

ary
dxm

dogrusal diferansiyel denklemini alalim. Burada ( i = 1,2,3,...,n) olmak {izere
a;(x) fonksiyonlar i¢in bir baslangi¢ noktasi, bir diizgiin noktadir. Ayrica n tane
olan

y(O) = Co ’ y|(0) =0C, ’y(n—l)(o) =Cn-1 (229)
baslangi¢ kosullarinin da verildigini kabul edelim.
d"y
W = u(x) ( 2.30 )
donilisiimiinti uygulayalim. Bu ifade,

dny d dn—ly
dxn ~ dx\@en1) T U

f (Zlnl 1) fxu(x)dx
0

0

X

fu(x)dx +chq

0

dn—ly
dxn—1

biciminde hesaplanirsa, tiirev mertebesi, bir mertebe diigiiriilmiis olur. Benzer

sekilde devam edilerek,
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P

fd(j;—rlz};):ofx[fu(x) dx + cp_q

0

dx

dn—zy
dxn—z

X x X
=ffu(x) dXdX+Cn_1de+Cn—2
00 0

ifadesi elde edilir. Daha da devam edildiginde

n-3

Cpnz-X

(n—2)!"

X X
dy _ 1 n-2
== Oj w(n—=1) ...Oju(x)dx---dX+— e e T

+ot g

sonucuna ulasilir. Bir kez daha integral alinarak,

1
(n—2)!

g XVTE 4 e

y = bf .. (n) ...!u(x)dx .dx +ﬁ.cn_1.x”‘1 +

+ci.x+ ¢
bulunur.

Burada da goriildiigl iizere sik sik ¢ok katli ( n katli ) integrallerle islem yapmak

zorunda kalinmaktadir. Bunu gostermek iizere,

[ [

bicimindeki notasyonun kullanilmasi uygun bulunmustur. Integraller arasindaki (n),

katlilik mertebesini belirtmektedir.

Yukarida bulunulan ifadeler ( 2.28 ) diferansiyel denkleminde yerine

yazildiginda ve gerekli islemlerden sonra asagidaki bagint1 elde edilmektedir.
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X X

(—)nl

0 0

Tek katli integral yardimiyla ifade edebiliriz. Buna gore,

X

u(x) + al(x).fu(x)dx + -+ an(x).J w.(n) .. Ju(x)dx wdx=F(x) (2.32)
0 0

0
bagintisi, (2.31) yardimiyla,

u(x) + al(x).ju(t)dt

_)nl

+ a,(x). f(x —tu(t)dt + -+ a,(x) f (— u(t)dt = F(x)

seklinde ifade edilebilecektir. Bu ise, belirli integral 6zelliklerinden yararlanilarak,

X

Y
u(x) + j[ a1 (%) + az(x) (x — t) + a3 (x). = Z.t)
0 (X' _ t)n—l _
) U = FG)

olarak yazilabilir. Burada koseli parantez i¢indeki ifadeyi ¢ekirdek fonksiyonu olarak

g0z Oniine alalim:

K0 = 00 + () — 0) 4+ ag (). D
x,t) =ai(x) +a(x)(x a"x'(n—l)!
Bu ¢ekirdek fonksiyonu yerine yazilarak,

X

u(x) + f K(x, Ou(t)dt = F(x)

0
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Seklindeki, 2. cins bir Volterra integral denklemine varilir. Boylece (2.28 ) ile verilen
diferansiyel denklem, bir integral denkleme doniismiis olmaktadir[24].

Ornek 2.4.
CY_ W, =1, y(0)=0 2.33
dx? “dx Y= ! ylby=4L1., Yy = (2.33)

baslangi¢ kosullartyla birlikte verilen diferansiyel denklemini, integral denkleme

doniistiirelim.
d’y
Frvh u(x)
alalim
y' () = [ u(x)dx
|
y'() =y = [ uGdx . Y@= [uds
0 0
jy'(x)dx = jJu(x) dxdx , y)|§ = f(x — tu(t)dt
0 00 0

ﬂ@—ﬂm=fu—wwom
0

yx) =1+ f(x —tu(t)dt

0

Bulunanlar1 (2.33) de yerine yazalim;
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u(x) =5 | ux)dx—4. | (x —tu(t)dt =4
froes]

X

u(x) = 5.f u(x) dx + 4. J(x —tu(t)dt + 4

0

ulx) =4+ f[S + 4. (x — t)Ju(t)dt
0

tipinde II. cins bir Volterra integral denklem elde edilmis olur.

Ornek 2.5.
dy . dy ,
W—smx.a+e y=x |, y(0 =1, y'(0)=-1

baslangi¢ kosullariyla birlikte verilen diferansiyel denklemini, integral denkleme

doniistiirelim.

d?y
axz o v®

alalim.
X

Y@l = [ utodx

0

X

Y —y'(0) = f u(x) dx

0

X

Y@ = (-1 = [ utdx

0

22



X

y'(x) = fu(x) dx —1

0

X X

fy’(x)dx = fxfxu(x) dxdx — fdx

0 0

y(x) — y(0) = f (x — Du(e)dt — x
x 0

y(x) = f (x — Ou(®)dt —x + 1
0

X

u(x) — sinx. U u(x)dx —1

0

+ e*,

j(x—t)u(t)dt—x+1 =X
0

X X
u(x) — sinx. j u(x)dx + sinx + ex.J(x —tu(t)dt —x.e* +e* =x
0 0

u(x) =x—-sinx+e*.(x—1) + f{ sinx —e*. (x — t)}u(t)dt
0

olarak integral denkleme doniistiirtilebilir.
2.7.2 Integral Denklemin Diferansiyel Denkleme Déniistiiriilmesi

Integral denklemin bir diferansiyel denkleme déniistiiriilmesi de olanaklidir.
Bunun i¢in Leibnitz Formiili’nli uygulamamiz yeterlidir. Bu formiil, integral isareti

altinda tlirev alma islemini gergeklestirmektedir .Leibnitz formiilii,

B(x) B(x)
[ Fxpde = f OF®D) 1+ pie BN 28 — Fieaen ™ (234
dxf (r, t)de = dx BB AW gy (B39
A(x) A(x)

bi¢imindedir. Burada A(x) ve B(x) in sabitler olmasi1 halinde,
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dA_ dB _

ax O w
olacagindan formiil,
d ‘ ‘ JdF (x,t)
x,t
Ef F(x, t)dt = f e dt
A A
olarak kullanilir.
Ornek 2.6.
X
u(x) — j u(t) cot t dt = sinx (2.35)
0

integral denklemi verilmistir. Baglangi¢ kosulu X = 0 i¢in u(x) =0 olduguna gore, bu

integral denklemi diferansiyel denkleme doniistiirelim.

integral denklemde her iki tarafin tiirevi alinirsa;

X
du(x) d
T dx fu(t)cottdt =
0

d(sinx)
dx

X
d
u'(x) — E,f u(t) cott dt = cosx
0

olur. Leibnitz formiiliine gore;

X X

d
Tx J.u(t) cottdt |= f 0 dt + u(x) cotx .1 = u(x) cotx
0 0
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bulunacagindan (2.35) integral denkleminin,
u'(x) — u(x) cotx = cosx

seklindeki, birinci mertebeden bir dogrusal diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis

olur.

Ornek 2.7.

ulx) =x+ j xu(t)dt (2.36)
0

integral denklemini, diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Iki tarafin tiirevini alirsak,

x

du(x) d d

Ve ax +/1afxu(t)dt
0

X

u'(x)=1 +/1;—xfxu(t)dt

0

olur, Leibnitz formiiliinii uygularsak;

d X X
— | xu(t)dt = | u(t)dt + xu(x)
dx of f

0

bulunur. Buradan
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u'(x)=1+41 Uxu(t)dt + xu(x)l

elde edilir. Ifadenin iginde halen integral bulundugundan, tekrar tiirev alarak

integralden kurtulmaya calisalim

du’ d d [ d
Z§)=axn+1—jfm@m+aaﬂxm@}

dx
0

u'(x)=0+Aulx) +A{ulx) +xu'(x)}
ve elde edilir diizenlendiginde, (2.36) denklemine uyan diferansiyel denklem,
u'x)—Axu'(x)—2Aulx)=0
olarak bulunur.

Ornek 2.8.

X

u(x) = arctanx — j x.t.u(t)dt (2.37)
0

integral denklemini, diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Yine her iki tarafin tiirevini alirsak;

X

u'(x) = ﬁ — [f t.u(t)dt + x.x.u(x)]
0

X

- ft.u(t)dt —x2.u(x)

0

W) =135
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X

! > —Jt.u(t)dt

! 2 —
u'(x) + x%.u(x) T2
0

elde etmis oluruz. Denklemde halen integral bulundugundan, bir kez daha tiirev

alinmalidir.

u” (x) + 2x.u(x) + u'(x).x? = ﬁ — x.u(x)

—2x
u”(x) +u'(x).x% + 3x.u(x) = T+ 02

seklinde bir diferansiyel denklemine doniistiirmiis oluruz.

2.8 Integral Denklem Sistemleri

Uygulamalarda cogu kez, integral denklem sistemleri ile karsilasilabilir. Boyle bir

denklem sistemi, i=1,2,...,n olmak iizere

n b
w(0) = f;(x) + 4 Z f Ky (x, Dug (£)dt (2.38)
k=1¢g

yapisindadir.

Tek bir integral denklemi ¢6zmek i¢in kullanilan teori ve ¢6ziim yontemleri, integral

denklem sistemleri i¢in de aynen kullanabilmektedir. Ger¢ekten de,

b
fIKik(x, t)|dt
a

integrali var ise A parametresi,

27



-1

n b

|/1I<[ Max > flKik(x.t)dedt}

PSiSn
k=1 a

esitsizligi ile belirtilecek sekilde yeterince kiiglik secilebiliyorsa, ardisik yaklastirma

ile yakinsak olacaktir.
Eger K, (x,t) c¢ekirdegi dejenere tipinde ise (2.38) sistemi, bir dogrusal cebirsel
denklem sistemine indirgenebilir. Genel olarak, (2.38) sistemi dejenere ¢ekirdekli bir

sisteme indirgenebildigi zaman bu g¢ekirdek tipi i¢in uygulanan yontem, burada da

kullanilabilmektedir.

Bir integral denklem sistemi, izlenen yontem yardimiyla, tek bir denkleme
doniistiriilebilmektedir. G6z 6niine alinan x ve t degiskenleri, baslangic aralig1 [a, b]
nin, (b-a) olan uzunlugunun n kat1 uzunlukta olan bir aralikta da bulunacaklardir. Bu

aralig1 [a,nb — (n — 1)a] olarak segersek,
nb—(n—1a—-a=nb—na+a—a
=nb—na=n(b—a)

olarak, yukarida sozii edilen uzunlukta bir aralik oldugu goriilebilir. Bu yeni araliga

gore; a+(i—-1Db—-a)<x<a+i(b—a)
a+(k—-1Db—-a)<t<a+k(b—-a)
olacak sekilde; u;(x), f;(x) ve Kj;(x,t) fonksiyonlari
P(x) = w{x — (I - 1)(b—a)}

F(x) = filx = (i =D (b — a)}
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K(x,t)=K{x—({i—1)(b—a),t—(k—1)(b—a)}

fonksiyonlart yardimiyla tek tiirlii ifade edilebilirler. Bu tanimlamalara gore (2.38)

sistemi de;
nb—(n—-1)a
D0) = F(x) + f K(x,t) d(t) dt

a

integral denklemi yardimiyla, tek bir denklem olarak gosterilebilir.

2.9 Temel Tamim ve Teoremler
Asagida [23] de verilmis olan kompakt olmama Sl¢iimii tanimin1 kullaniyoruz.
(E,|| |]) bir Banach uzayi olsun. X ve Conv X ile sirasiyla X in kapanisini ve
konveks genislemesini gosterelim. I, E’nin bostan farkli sinirli alt kiimelerinin ailesi

ve yi de E’nin bostan farkli, bagil kompakt alt kiimelerinin ailelerini géstersin.

Tammm 2.9. [20] Asagidaki kosullart saglayan bir u: I — [0,00) fonksiyonuna E

uzayinda kompakt olmama 6l¢iimii denir.

1. keruy={X € I, u(X) = 0}

2.X Y = uX) < u)

3. u(X) = p(ConvX) = pu(X)

4. u@X+ 1 -0)) <ouX)+ 1 -0)u(y), voe[0,1]

5. {X,} Iy nin kapal alt kiimelerini dizisi ise X,,,; € X, , n=12,... i¢in ve
lim, o u(X,) =0, X, =N;-; X, bos olmayan kiimeler.

Agiklama 2.10.
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M; E Banach uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T: M — E operatorii
de siirekli olsun. Oyle ki M'nin sinirli kiimelerini smirl kiimelere doniistiirsiin. Bu
durumda X' in herhangi bir sinirli M alt kiimesi igin

uw(TX) < ku(X)

kosulu saglamyorsa "T'ye Darboaux kosulunu sagliyor" denir. Eger k <1 olmak
tizere T Darboaux kosulunu sagliyor ise T’ ye bir "daraltan doniisiim™ denir.

Teorem 2.11. [22] Q; E Banach uzayinin bostan farkli, sinirli, kapali ve konveks bir

alt kiimesi olsun. ¢ , E de kompakt olmama olgiimii olsun. T: Q — Q bir daraltan

doniisiim ise T nin Q tizerinde bir sabit noktas1 vardir.
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3 VOLTERRA INTEGRAL DNEKLEMLERI
3.1 Temel Kavramlar

A bir parametre, u(x) bilinmeyen fonksiyon, K(x,t) c¢ekirdek fonksiyonu

olmak iizere,
ulx) =f(x)+ )\f K(x,t) u(t) dt 3.1

bi¢iminde verilen bagintiya, ikinci ¢esit dogrusal Volterra integral denklemi denir.

Eger, f(x) = 0 ise

u(x) = )\f K(x,t) u(t) dt 3.2

bi¢cimindeki denkleme ise ikinci ¢esit dogrusal homojen Volterra integral denklemi
denir.

X

fK(x, t) u(t) dt = p(x) 3.3

a

bicimindeki denklem ise, birinci ¢esit Volterra integral denklemidir.

Volterra integral denklemler ile Fredholm integral denklemleri arasindaki tek
fark, daha once de deginildigi gibi, sinirlarindan birinin degisken olmasidir. Genel

olarak sinirlar yukarida verildigi gibi kullanilmaktadir.

a X

fK(x, ) u(t) dt = — f K(x,t) u(t) dt

X a
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seklinde yazilabilecegi i¢in, bu durumda da genel ifade aym kalacaktir. (3.3) teki
bicimde verilen denklemler, genelde bir diferansiyel denkleme doniistiiriilerek

¢ozilir[24].

Ornek 3.1.

2x3 = f{l —5(x—t)+2(x—t)*}u(t)dt (3.4)
0

integral denklemini alalim. Bu denklem (3.3) bigiminde bir denklemdir. Denklemin

¢Oziimii i¢in ardarda tiirev alindiginda,

6x?% = u(x) —5f u(t) dt+4j(x—t) u(t) dt
0 0

X

12x =u'(x) = 5u(x) + 4fu(t) dt
0

12 =u"(x) = 5u'(x) + 4 u(x)
bigiminde sabit katsayil1 ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem elde edilir.
Bu elde edilen diferansiyel denklemin ¢6ziimii, C; ve C, keyfi sabitler olmak iizere,

u(x) = Cie* + C,e** + 3

seklinde elde edilir. C; ve C, keyfi sabitler olmak iizere, baslangi¢ kosullarint (3.4)
denkleminden elde edelim. x =0 i¢in, u(0) =0 ; u'(0) = 0 oldugu goriiliir. Bu
hesaplamalar yapildiginda ise, C; =1 , C, = —4 olarak elde edilirler. Bu durumda
diferansiyel denklemin bu kosullara uyan ¢6ziimii ise;

u(x) = e* —4e** +3

olur. Bu ¢6ziim ayn1 zamanda (3.4) denkleminin de ¢oziimiidiir[24].
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3.2 Dogrusal Diferansiyel Denklemler ile Volterra Integral Denklemler
Arasindaki iliski

a;(x) (i = 1,2, ...,n) katsayilar siirekli fonksiyonlar olmak tizere

n n-1
_y + q; (x) d y T+ ot ap(x)y =F(x) (3.5)

dogrusal diferansiyel denkleminin

y(0) =Cy, ¥'(0) =Cy, ..,y V(0) = Cpy (3.6)

baslangi¢ kosullarin1 saglayan ¢oziimii ikinci g¢esit Volterra integral denkleminin

¢ozlimiine indirgenebilir.

Bu durumu ikinci mertebeden bir dogrusal diferansiyel denklem {izerinde

gosterirsek;
d?y dy
TxZ + a,(x) I + a,(x) = F(x) (3.7)
y(0) =Co , y'(0) = (3.8)
alalim.
% = ¢(x) (3.9)

tanimlayalim. (3.8) baslangi¢c kosullarini diisiinerek (3.9) denkleminin ardarda iki

kez integralini aldigimizda;

X X
d—y f(p(x) dt+ Cy, y = f(x—t) p(t) dt + Cix + C, (3.10)
0

0

bagintisini buluruz. Bu bagintiy1 elde edebilmek icin yararlandigimiz baginti;
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jfdx fxdx ff(x)dxzﬁf(x—z)"‘lf(z) dz

bagintisidir. (3.9) ve (3.10) u kullanarak (3.5) ile verilen diferansiyel denklemi

P

o () + f a1(0) @(0) dt + Cray (x)

0
x

+ f a,(x) (x —t) o(t) dt + Cyxa,(x) + Cya,(x) = F(x)
0
biciminde veya,

X

000 + f [a: () + 4, () (x — O)](®) dt = F(x) — Cyay (x)
0

— Cyxay(x) — Coay (x) (3.11)
bigiminde yazilabilir.
Eger;
K(x,t) = —[ay (%) + ay (0) (x — £)] (3.12)
f(x) =F(x) — Cia,(x) — Cyxa,(x) — Coay(x) (3.13)

tanimlanirsa (3.11) bagintisi,

X

o(x) = f K(x,6) 9(t) dt + () (3.14)

0

bi¢cimine gelecektir. Bu da ikinci ¢esit Volterra denklemidir.

(3.14) denkleminin varliginin ve tekliginin kaynagini, katsayilari x = 0 da
siirekli olan bir dogrusal diferansiyel denklem i¢in, (3.7) ve (3.8) ile verilen Cauchy

probleminin tek ¢6ziimiiniin var olmas1 durumu olusturmaktadir.
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Aksi de dogrudur. Soyle ki; K ve f i(3.12) ve (3.13) ile tanimladiktan sonra
(3.14) integral denklemini ¢6ziip, @(x) i¢in elde edilen ifadeyi (3.10) un ikinci
denkleminde yerine yazarsak, (3.7) denkleminin (3.8) baslangi¢ kosullarini saglayan

tek ¢Oziimiinii buluruz[27].
Ornek 3.2.

Asagida baslangig kosullar1 verilen diferansiyel denklemden bir integral

denklem olusturalim.
y'+xy'+y=0
y@ =1, y'(0)=0

Once

d2
Z=ow (315

yazalim. Bu durumda;

X

%=J¢(t) dt +y'(0) =Jg0(t) dt, y=J(x—t) p®)dt+1 (3.16)
0 0 0

elde edilir. (3.15) ve (3.16) verilen diferansiyel denklemde yerine yazildiginda da

asagidaki sonuca ulasiriz.

X X

go(x)+Jxq)(t)dt+f(x—t)<p(t)dt+1=0
0

0

px)=-1- f(Zx —t) (t) dt.
0
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3.3 Volterra Integral Denkleminin Céziicii Cekirdegi, Integral
Denklemlerin Coziicii Cekirdek Yardimiyla Coziilmesi

0<x<a,0<t<x i¢cin K(x,t) ve 0<x<a i¢in f(x) strekli bir

fonksiyon olacak sekilde ikinci cins Volterra integral denklemi
X
0() = F() 44 [ Ko t) o) de (3.17)
0

ile verilmis olsun.
(3.17) integral denkleminin A ya gore yazilmis
O(x) = @o(x) + A1 (x) + 22 () + .. + A" @ (x) + ... (3.18)

bi¢iminde bir kuvvet serisi cinsinden ¢6ziimiinii arayacagiz. Bu seri (3.17) de yerine

yazilirsa

©o(X) + A (%) + 22 (%) + ...+ A" @ (x) + -
=f(9}c€)

+ AJK(x,t)[goo(x)+)\(p1(x)+ A () + . ]dt (3.19)
0

bulunur. (3.19) denkleminin iki tarafinda da ayn1 kuvvette bulunan A larin

katsayilarini esitlersek,

Po(x) = f(x),
0. = [ KGO po®) de = [ KG0) FO,
0 0
p,(x) = fK(x, t) p.(t) dt = fK(x, t) fK(t, ty) f(ty) dt, dt (3.20)
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elde edilir. (3.20) de verilen esitliklerde ¢, (x) fonksiyonlarinin ardisik olarak

bulunabilmesini saglayan bir yontemin bulunmasini saglar.
(3.18) ile yazilabilen serinin, f(x) ve K(x,t) nin yukarida verilen 6zellikleri
saglamasi durumunda her A ve [0, a] araliginda bulunan her x i¢in A ve x 'e gore

diizglin yakinsak oldugu ve toplaminin (3.17) nin tek ¢oziimii oldugu gdosterilebilir.

(3.20) den su sonuglar ¢ikarilabilir;

@(x) = fK(x, t) f(t) dt (3.21)
0
p(x) = | K(x,t)| | K(t,t1) f(t)) dty | dt
Jre0)]
= ff(tl) dt, fK(x, t) K(t, ty) dt
0 ty

X

- f K(ut) ft) dt,  (3.22)

0

Burada

X

K,(x,t,) = f K(x,t) K(t,t,) dt (3.23)

t1

olur. Buradan devam edilirse;

X

Pn(x) = f[(n(x, t)f(H)ydt n=1,2,..) (3.24)

0

oldugu gosterilebilir. Burada K, (x,t) fonksiyonlar1 ardisik ¢ekirdekler olarak

adlandirilir. Bunlar asagida verilen rekiirans bagintilar1 yardimiyla belirlenebilir;
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Ki(x,t) = K(x,t)

X

Ko i1(x,t) = fK(x,Z) K,(z,t) dz n=12..)

t

(3.23) ve (3.24) kullanilarak (3.18) esitligi;

0(x) = () +ZW j K,(x,t) f(£) dt (3.25)
0

v=1

biciminde yazilabilir.
RGGE D) = ) A Ky (6,0 (326)
v=1

esitligi ile tammlanan  R(x,t; A) fonksiyonu (3.17) integral denkleminin ¢oziicii
cekirdegi olarak adlandirilir. K(x,t) nin siirekli olmast durumunda (3.26) serisi

mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Hem ardisik cekirdekler, hem de ¢oziicii ¢ekirdekler, integral denklemin alt

limitine bagli degildirler.

R(x,t; A) coziici c¢ekirdegi, asagida verilen fonksiyonel denklemi
gerceklemektedir;
X
R(x,t; ) = K(x, t) + Af K(x,s) R(s,t;A) ds (3.27)

0

Coziicti ¢cekirdek yardimiyla (3.17) integral denkleminin ¢6ziimii;

X

o) = () + | RGut:2) de (3.28)

0
bi¢iminde yazilabilir[27].
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Ornek 3.3.

K(x,t) =1 olacak sekilde Volterra integral denkleminin ¢oziicii g¢ekirdegini

bulalim.

K;(x,t) = K(x,t) =1 olur. Burada (3.24) bagintisin1 kullanirsak,

X X

Kz(x,t)sz(x,z)Kl(z,t) dz=f dz=x-—t
t

t

~ _ 2
K3(x,t)=J1(z—t)dz=(x Zt)

t

X _ 5 _ 3
K,(x,t) =f1 (z zt) dz = ( 3!1:)

t

X X

Kn(X, t) = f 1 Kn—l(zﬂ t) dz = f 1 (in__t)z)_l dz = (J(Cn_—t)l)_'

Buradan da, ¢oziicii ¢cekirdegin tanimina gore

C A (x — )"
R(x) t; A) = Z /’{Tl Kn+1(x, t) - Z (—') = el(x_t)
— ] n!

bulunur.

K (x,t) ¢ekirdeginin t cinsinden (n — 1) nci dereceden bir polinom oldugunu
ve

Ko, t) = ag(x) + ay(x) G — £) + - + ?T’Z‘_l(lx)), (x — )n-? (3.29)
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bi¢iminde yazilabildigini ve a;(x) katsayilarinin [0, a] araliginda siirekli oldugunu
kabul edelim. g(x, t; A) fonksiyonunun

dn n—1 n—2
g ao(x) g T+ al(x) g >t ot 1(x)gl =0 (3.30)

dxn —4

diferansiyel denkleminin

_ dn—Zg
dxm

. dn—lg
’ dxn—1

e = 29
gx:t_dxx—

=1 (3.31)

x=t

baslangi¢ kosullarin1 saglayan bir ¢oziimi olarak tanimlanmasi durumunda

R(x,t; A) ¢ozici gekirdegi

1dm g(x t; 1)
seklinde tanimlanir.
by 1 (x) 1
K(x,t) = by(x) + b1 (x)(t —x) + ...+ =1l (t—x)" (3.33)
olmasi durumunda da ¢oziicti ¢cekirdek
1d™g(x,t; 1)
Rx,t; ) = —-———— 3.34
(ot ) = —3——= (334)

ile tamimlanacaktir. Burada g(x,t; A), (3.31) ile verilen kosullar1 saglayan

Tl—l

bo(t)

n

d g,
dtn

n—2
I, b1<t) _J

~+ et by (Dgl=0  (335)

denkleminin bir ¢oziimiidiir [26].
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Ornek 3.4.
o) = f(x) + f (x =) 9(0) dt
0

integral denkleminin ¢6ziicli ¢ekirdegini bulalim.

Denklemi i¢in K(x,t) =x—t ve A=1 olur. (3.29) numarali bagintiya gore
a;(x) =1 ve diger a,(x) = 0 olur. Buna gore (3.30) numarali baginti

d?g(x,t; 1)

oz 91 =0

olur. Buradan hareketle,
g, t;1) = g(x, t) = Ci(t)e* + Cr(t)e™

olarak bulunur. (3.31) deki bagintilardan

{Cl(t)et + Cz(t)e_t =0
Cl(t)et - Cz(t)e_t =1
sistemi elde edilir. (3.36) sistemi ¢oziildiiglinde ise

(3.36)

1 -t 1 t
() = S€ C(t) = 3¢
olur. Buradan da
1
glx,t) = > (e*t —e ") = sinh(x — t)

bulunur. (3.32) bagintisini1 kullanarak

d%sinh (x — t)
0x?

R(x,t;1) = = sinh(x — t)

elde edilir.
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Uyan 3.5.

p(x) = f(x) +)\fK(x, t) @(t) dt (3.37)
0

bagintisiyla verilen ikinci ¢esit Volterra integral denklemlerinin ¢6ziimiiniin varligi ve
tekligi f(x) ve K(x,t) fonksiyonlar: iizerine yiiklenen siirekli olma kosulundan
daha genel varsayimlar altinda gerceklenir.

Teorem 3.6. K(x,t) ¢ekirdegi L,(£,) uzayina, f(x) fonksiyonu L,(0,a) uzayina

ait olan ve (3.37) ile verilen ikinci ¢esit volterra integral denkleminin L,(0,a)

uzayinda bir ve yalniz bir tek ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim
X
o) =f(x)+ }\j R(x,t;A) f(t) dt (3.38)
0
bagintistyla verilir ve R(x, t; A) ¢0ziicii ¢ekirdegi
R(x, t; 1) = Z WK, (x,0) (3.39)
v=0

bagintistyla belirlenir. Ardisik ¢ekirdekleri iceren bu seri her yerde yakinsaktir.
Not 3.7. Integral denklemlerin ¢dziimlerinin tekligi ile ilgili problemlerde, ¢6ziimiin

arandig1 fonksiyonlar sinifi (integre edilebilirlik sinifi, kuadratik integre edilebilirlik

siifi, siireklilik) 6nemi bir rol oynar.

Bir Volterra integral denkleminin K(x,t) c¢ekirdegi x € (a, b) i¢in sinirli ve M

bir sabit olmak tizere

|[K(x,t)] <M , x€(ab)
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ve f(x) in sabit terimi (a,b) araliginda integre edilebilir ise her A degeri i¢in (a, b)
araliginda Volterra integral denkleminin ¢(x) gibi integre edilebilir bir tek ¢6ziimii

vardir.

Coziimiin integre edilebilir olmasi istegini diistinmezsek, teklik teoremi,
denklemin integre edilebilir ¢éziimlerinin olmasmin yaninda, integre edilemez

¢Ozlimlerinin olmasi nedeniyle gecerli olmaya devam edemez.

Ornek 3.8.
1, _1
tex? , 0<t<e «x?
= 1
K t) x , xe X <t<x (3.40)
0 , t>x
verilsin.

0<K(xt)<x<1 olup K(x,t) ¢ekirdegi Qy{0 <x,t <1} karesi iginde
stnirhdir. Ayrica 0 <t < x icin siireklidir. Buna gore (3.40) denklemi integre
edilebilir ¢ (x) = 0 ¢ozlimiine sahiptir ve basgka integre edilebilir ¢oziimii yoktur.

Diger taraftan, C keyfi bir sabit ve x # 0 olmak {izere (3.40) denkleminin
(0,1) araliginda

C
p(x) = X

bigiminde integre edilemez sonsuz sayida ¢Oziimiiniin var oldugu gosterilebilir.

K (x,t) ¢ekirdegi i¢in (3.40) bagintisina gore,

1_L

x xe x? x
-1 C C -1 C
fK(x, t) p(t)dt = f txe x? T dt + f X T dt = Cx + Cxlne™ x* = o
0 0 L
xe x?

ve buradan da
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c C
—=— (x#0)
X X
olarak bulunur. Bu da
C
p(x) = ;

in (3.40) denkleminin integre edilemez bir ¢6ziimii olmasidir. [26]

Ornek 3.9.

px) =x+ f u(t) dt (3.41)

0

integral denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

Verilen integral denklemde K(x,t) =1 olur. Buradan da resolvantin

R(x, t;)) = Xt
oldugunu soyleyebiliriz. (3.38) bagmtisim1 kullanarak ta denklemin ¢6ziimii
arastirilabilir.
X
p(x) = x+fex‘t t dt
0
buradan da;
p(x) =e* -1

olarak bulunur.
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Ornek 3.10.
x 2
t
o(x) = e + f e* (3.42)
0

denkleminin ¢6ziimiinii, resovant yardimiyla bulalim.
Bu integral denklemde
K(x,t) = et
olup A =1 dir. Simdi de itere ¢cekirdekleri hesaplayalim.

Kay(x, t) = K(x,t) = eX’—t?

x x

Koy(x,t) = jK(x,z)K(l)(z, t) dz=Jex2_zz eZ2-t2 4,
t t

x x
2_42 2_42 2 .2
:fex tdZ:ex tfdz:(x_t)ex t
t

t

x x
K(3)(x, t) = fK(x, z) K(Z)(Z, t) dz = fexZ_zz (z—1t) ezz_tz dz
t 0
; 2
— ,x2-t? _ _ (x—1) x2_t2
e (z—t)dz = e

0

X

Kuy(x,t) = f[((x,z) Ks)(z,t) dz =fex

¢ 0

_ 2
2_z2 (Z t) ezz_tz

> dz

X

1
= Eexz—tz f(Z - t)zdz =

t

(x —0)°
2.3
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devam edersek,

x—t)"
Knen (6, 1) = (—,)e"z‘tz

olarak elde edilir. (3.39) bagintisina gore bu problem igin resolvant

> (x — £)"
R(x,t;1) = Z—( ' ) ex - t?
Lol

olur veya

R(x,t;1) = e*~t x*~t*

biciminde elde edilir. Resolvant bu sekilde bulunduguna gore, (3.38) bagintisi

yardimiyla integral denklem,

X
p(x) =e* + J ex7t X’ ot gy
0

X
p(x) = e** + X Hx fe‘t dt
0

bi¢iminde elde edilir. Hesaplamalar yapildiginda (3.42) denkleminin ¢6ziimii,
o(x) = X tx
olarak bulunur.

3.4 Gama ve Beta Fonksiyonlari

Gama ve Beta fonksiyonlarma  Euler integralleri de denilmektedir.

Beta

fonksiyonlarma 1.cins Euler integralleri, Gama fonksiyonlarina da 2.cins Euler

integralleri denir.
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Gama fonksiyonu,

(0]

rx) = f e tt¥1dt (3.43)

0

bi¢imindeki bir improper integralle tamimlanmistir. Burada x, Re(x) > 0 olan

herhangi bir karmasik sayidir. Ozel olarak x = 1 igin,

[0e]

r'x) = j e tdt=1 (3.44)

0

olur. (3.43) fonksiyonuna kismi integral uygularsak;

e t=u , t*~1 dt = dv
¢ 1
—etdt =du , v=—t*

x

olur. Buradan da elde edilenleri yerine yazarsak,

(0]

1
r'(x)= |— t*et
x

1
+—f e tt¥dt
0 X
0

r'x) = %F(x +1) (3.45)

olarak bulunur. Buradan da Gama fonksiyonlar1 i¢in 6nemli bir bagint1 olan
xI'(x)=T(x+1) (3.46)

bagintis1 yazilabilir. Bu baginti yardimiyla Gama fonksiyonlar: i¢in bazi sayisal

degerler bulunabilir. (3.44) bagintisina gore,

rQ)=rl+1)=1.r)=11=1=1!
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r3)=r2+1)=2r2)=21=2=2!
r4)=r3+1)=3.r3)=32=6=3!
olacak sekilde devam edildiginde, pozitif n sayisi i¢in, genel olarak;
rm)=mn-1)! (3.47)

bagitis1 elde edilebilir. n tamsayr oldugunda yukaridaki degerler hesaplanabilir.

Gama fonksiyonu tam olmayan pozitif degerler i¢in de hesaplanabilir.

Analizden

fe‘xz dx=ﬁ
2

0

oldugunu biliyoruz. Burada x =/t degisken déniisiimiinii uygularsak integral,
j etttz dt =+n
0

bicimine doniisecektir. Bu baginti (3.43) ile verilen Gama fonksiyonu ile

karsilastirildiginda, x = 1/2 olacaktir. Buradan da,

-

olur. (3.46) daki bagintiya gore,

r@)-r(+) -1 @)1

r§)-r(1+2)-3rG)- 3 - B

2 2 2 2 22
7 5 5 5 53 1.3.5
r(z)=r(1+3)=3r(3) =35 Vi=5"r



olacaktir, boyle devam edildiginde de, genel olarak

r (an-l— 1) _r (n N l) _ 1.3.5 215271 -1 N= (348)

olarak bulunur. Burada n, pozitif bir tamsayidir. Yukarida elde edilen degerler

karsilastirildiginda da bunlar arasinda, asagida verilen sekilde bagintilar bulunabilir.

R CRY

sonugclar1 karsilastirildiginda,

yazilabilir. Benzer sekilde;

2 _1
2
3
r(-3)- F(__? ! =3
ey

olacaktir. Burada da negatif tam olmayan bazi sayilar i¢cin Gama fonksiyonu

hesaplanmis olur. Diger taraftan,

r(0) =I(=1) =~ =I(-n) =

oldugu gortlir. Re(x) > 0 olmak tizere I'(x) fonksiyonu tanimlanmistir. Bu heap

yontemine gore, I'(x) fonksiyonu, sol yari diizlemde uzatilabilir. Burada, n pozitif
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tam ve sifir olabilen bir say1 olacak sekilde, x = —n noktalar1 hari¢ I'(x) her yerde

tanimlidir.

Gauss ve Legendre'nin garpim teoremi geregince, genel olarak;
1 2 n—1 n-1 1
rx).r (x + —).F (x + —) A (x + —) = (2n) 2 n2 ™.I'(nx)
n n n
oldugu bilinmektedir. Ozel olarak n = 2 se¢ildiginde,

rx).r (x + %) = 2172%/m I'(2x)

bagintis1 yazilabilir. Diger taraftan,

rx.r1-x) = (3.49)

sin mx

oldugunu biliyoruz. I'(x) de x yerine z yazilarak, Re(z) > 0 igin,

[ee)

r(z) = f e~t.t?71 dt
0

elde edilir. Burada,

et=z
dontistimii uygulanirsa,
e tdt =dz
olur. Sinir degerler de,
t=0 i¢gin z=1 ve t=o0 i¢in z=0

olur, ayrica
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1
t?71 = (ln —)
X

olacagindan

1 1 z—1

r'(z) = f (ln;) dx (3.50)

0

olarak bulunur.
Beta fonksiyonlari da
1
B(m,n) = fxm_l. (1—x)"1dx (3.51)

0
bagintisi ile tanimlanmigtir. Burada Re(m) > 0 , Re(n) > 0 olarak alinacaktir. Beta

fonksiyonlar1 1. cins Euler integralleridir. Birinci ve ikinci cins Euler integralleri yani

Beta ve Gama fonksiyonlar1 arasindaki baginti;

r(m).r'(n)

B(m,n) = ————
(m,n) r'(m+n)

bi¢ciminde yazilabilmektedir. Bu bagintinin varligini su sekilde gosterebiliriz:

(3.52)

(3.43) bagintisindan,

r(m) = J tmle tdt rn) = f t"le tdt
0 0
yazilabilir. Birinci integral icin t =x?, ikinci integral igin de t=y?

doniistimlerini uyguladigimizda,

r(m)= ZJ x2m=1o=x% gy r(n) = Z.f y2n=1 e=¥* gy
0 0

olur. Bu iki bagintiy1 taraf tarafa ¢arparsak,
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(0] (0]

rm)r(n) = 4f x2m=1 o=x* gy J y2n=1 o=¥* gy

0 0

— 4f f x2m-1 yZn—l e—xz—y2 dy dx
0 0

elde edilir.

X =1rcosb
x=rsinf

uygulanip kutupsal koordinatlara doniistiiriildiiglinde,

dy dx = rdr do

olacagindan,

1
2"

r(m)r(n) = 4J J (r cos )21 (rsin0)* e rdrdo
0 0

1
7"

= 4[ frzm”"‘l cos?™ 19 sin2"19 ¢~"* dr d@
00
[ee] [ee]

= 4f pimi2n=1 -1 g f cos®™ 19 sin®*""19 d6
0 0

= Zf p2mim)=1 o=r* gy Zf cos?™719 sin?"~19 de (3.53)
0 0

olarak bulunur. Buradaki birinci ifadedeki ¢arpan I'(m +n) dir. Simdi de (3.51)

bagintisinda x = cos?6 degisken doniisiimiinii uygularsak,

52



1—x=1-—cos?0 =sin’0 ; dx = —2sinf cos6 do

olur, bunlar1 da yerine yazarsak,

0
B(m,n) = — f(coszﬁ)m‘1 (sin?0)""1 2sinB cosO dO
i

ETL’

0
=2 fcoszm‘le sin**~19 de
1
Eﬂ:

olarak elde edilir. Bu da (3.53) bagintisindaki ikinci ¢arpandir.
Bunlar1 kullanarak,
rm)r(n) =r(m+n)B(m,n)

esitligini gostermis oluruz. Bu bagintida (3.52) bagintis1 olmaktadir. Goriilecegi gibi

B fonksiyonui¢in B(m,n) = B(n,m) o6zelligi de bulunmaktadir. [24]

35 Birinci Cins Volterra Integral Denkleminin Gama-Beta
Fonksiyonlarindan Yararlanarak Coziilmesi

X

f(x —t)"u(t) dt = x™ (3.54)

0

Volterra integral denklemini alalim. Bu denklem birinci cins Volterra integral
denklemidir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimlerinin (3.1) de diferansiyel denkleme
dontistiiriilerek bulunabilecegine deginilmisti. Bu tiir denklemlerin simdi de baska bir

¢Ozlim yontemi verilecektir.

Alman integral denklemde, m=>=0 , n> -1 olup m ve n reel
sayilardir. (3.54) denkleminde esitligin iki tarafin1 da, r > —1 ve reel say1 olmak
tizere (z —x)" ile ¢arpalim. Daha sonrada x'e gore 0 ile z arasinda integralini

alalim;
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Z

J.(z —x)" [f(x — )" u(t) dt] dx = fxm(z —x)" dx (3.55)
0 0

0

olur. x = vz yazarsak, sag taraftaki integral;

z 1
fxm(z —x)" dx = zm*t7r+1 f v(1—v) dv=z"" B(m+ 1,r + 1)
0 0

rm+1)Ir'r+1)

= zmitr+l CETET)) ; (m+r+1>m=>0) (3.56)

biciminde olacaktir. Simdi de (3.55) teki esitligin sol tarafin1 hesaplayalim;

(z—=x)" [ (x—t)" u(t) dt] dx = [ (z=2)" (x—t)" u(t) dt|dx
e [l

z

f [f z—2)"(x—0)" dx] u(t) dt (3.57)
0

t

bi¢iminde yeniden diizenlenebilir. Burada x = t + v(z — t) alalm. I¢ kisimdaki
integral,

1

j(z —x) (x —t)"dx = (z — )"t *! J v(1—v)" dv

0

rm+1)rr+1)
'n+r+2)

=Z-t)""*"I1Bn+1L,r+1)= (z —t)ntrtl (3.58)

olacaktir. (3.56), (3.57), (3.58) deki bagintilar1 inceleyip uygun bi¢cimde diizenlersek
(3.55) bagintist;

ZF(n+1)F(r+1) a1 i Fm+ DI (r+1)
f 'n+r+2) (z=0 uydt =z rm+r+2)
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olur.

rm+1)rr+1)
'n+r+2)

carpani sabit olacagindan, integral disina atilir esitligin iki tarafi da I'(r + 1) ile

sadelestirilirse,
ru+1) [ r(m+1)
n+ m +
- @ —t n+r+1 ) dt = mr+1_~ N TS
I"(n+r+2)j(z ) u(®) z 'm+r+2)
0

olarak bulunur. n+r+1=h olacak sekilde bir negatif olmayan h sayisi

bulunacaktir. Buna gore,

r'm+r+2)=r(+1)

olacaktir. Diger taraftan, r = h —n —1 olacagindan,m+r+2=m+h—-—n+1

olup,

rm+r+2)=r'(m+h—-—n+1)

demektir. Bunlar gore, ifade yeniden diizenlenirse,

rm+1)Trt+1)
rm+1DIrm+h—-n+1)

J(z — O u(t) dt = zmHhn
0

olarak elde edilir. (3.47) bagintisina gore,
r'th+1)=nh!

olur. Islem kolaylig1 olarak, bunu esitligin sol tarafina alirsak,

(z—-t)" rch+1) hem
f w@) dt = e s D 2
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bicimine doniigmiis olur. z ye gore iki tarafinda h + 1 kez tiirevi alindiginda da,

rm+1)

w@ = Fe T Drm—n)

m-n-1 (3.59)

bagintis1 bulunur. Bu sonug ise (3.54) ile verilen denklemin ¢6zlimiidiir. Bu sekilde
verilen bir Volterra integral denkleminin de I' fonksiyonu yardimiyla ¢o6ziilebilecegi

gorilmektedir. Bu yonteme asagidaki gibi 6rnekler verebiliriz.

Ornek 3.11.
X
f(x —t) u(t) dt = x? (3.60)
0

integral denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim.

Integral denklem (3.54) ile verilen denklemin &zelliklerini tagimakta olup,
karsilastirilirsa, n=1, m=2 oldugu gorilebilir. (3.59) ¢oziimiinli yazabilmek i¢in
gerekli islemler yapilirsa;

I'm+1)=Tr@3)=2l=2; Tn+1)=r@)=1=1; rtm—-n)=r1)=1

ve. m—n—1=2—-1—1=0 olur, bubulunanlar yerine yazilirsa,

r@ o _,

W = r T ¥ T

olur. Buradan da (3.60) Volterra integral denkeminin ¢6ziimii
u(x) =2  olarak bulunur.

Ornek 3.12.

f (x = % u(t) dt = x° (3.61)
0
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integral denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim.

Birinci Ornekte oldugu gibi, karsilastirma yapildiginda, n=2, m =3

oldugu goriilebilir. Gerekli islemler yapildiginda da;
I'm+1)=Tr@4)=3!=6 ; T'n+1)=r3)=2'=2
I'm—-n)=r1)=1 ; m—nmn—1=3-2-1=0

olur. Bunlar (3.59) ¢6zlim ifadesinde yazilirsa

r4) =3

YO=rerm ¥ T

olur. (3.61) Volterra integral denkleminin ¢ézimii
u(x) =3
olarak bulunur.

Ornek 3.13.

f(x — t)% u(t) dt = nx (3.62)
0

integral denkleminin ¢6ziimiinii aragtiralim.

1 - .
n=- ., m= 1 olduguna gore,

3\ 1
Fm+1)=r@) =1=1 ; I“(n+1)=]“(§>=§n
Fm-m=r(3)=v& ; m-n-1=-2



olur. (3.59) da yerine konulursa,

N =

u(x) = T X

NG

olarak bulunur. Buradan da integral denklemin ¢6ziimii olarak

ulx) = %
bulunur.
Ornek 3.14.
(x —t)? u(t) dt = cosx — 1 +x72 (3.63)

integral denkleminin ¢6ziimiinii aragtiralim.

x> x* x® xB

COSX=1—E+Z—E+§—

oldugu bilinmektedir. Buradan,

x> x* x® x8

COSX—1+§=Z—E+§—

yazilabilir. Bundan yararlanarak (3.63) integral denkleminin

2 2 2
_ 2 — _ = X8 —
J(x t)* u(t) dt = x 6'x +8'x

biciminde yazilabilecegi goriiliir. Boylece ikinci taraf cebirsel bir toplam bi¢imine
dontistiiriilmiis olup, bunun her terimi i¢in ayr1 ayr1 ¢6ziim aragtirilacaktir. Terimlerin
sirasina gore ara ¢Oziimler u,(x), uy(x) ... ise, (3.63) integral denkleminin

¢Ozimiu
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u(x) = %ul(x) — éuz(x) + éug(x) - .. (3.64)
toplamut ile bulunabilecektir.
Ara ¢oziimler tek tek bulunacak olursa:
u,(x) igin : n=2, m=4
rm+1)=rG)=4 , r'h+1) =r@3)=2!
rm—n)=r2)=1 ; m—-n—-1=4-2-1=1

olur. Buradan da;

41
2 F

u(x) =
bulunur.
u,(x) icin : n=2, m=6
rm+1)=r7) =6, rn+1)=rQ)=2!

rm—n)=r4)=3! ; m—-n—-1=6-2-1=3

olur. Buradan da;

6!

) 3
2131

up(x) =
bulunur.
us(x) icin : n=2, m =8

rm+1)=r9)=8", rn+1)=r@3)=2!
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r'(m—n)=r®)=5"; m—-n—-1=8-2-1=5

olur. Buradan da;

8!

) 5
2151 *

us;(x) =
bulunur.
uy,(x) icin @ n=2, m =10
rm+1)=r1)=10" , r(n+1) =rQ)=2!
rm-n)=r@=7; m-n—-1=10-2-1=7

olur. Buradan da;

10t
u4(x):2'—7'x
bulunur.
Burada kesip (3.64) toplamina gidilirse,
2 4! 26 28 210

u@ =g ¥ " aa X tezs X T 10127

—— X

x3 x°>  x7

u(x) =x—§+§—ﬁ+

u(x) = sinx

olarak bulunur[24].
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4 KUADRATIK VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ
AZALMAYAN COZUMLERININ VARLIGI

Bu boliimde, Volterra tipi ikinci derece integral denklemleri ele alinmustir.
t
x(©) = g(t,x(O) + | h(©) + f k(s Of(s,x0))ds) | ter=[01  (41)
0

Burada g, f:1 X R — R bir fonksiyon ve A € (0,1] dir.

Ikinci derece integral denklemlerin giinliik hayatta ¢ok sayida uygulamasi
bulunmaktadir. Ornek olarak bu tiir denklemler genellikle yayilic1 transferlerde,
gazlarin kinetik teorisinde ve ndtron transferi/trafigi teorsinde [1-5] kullanilabilir.
Ozellikle Chandrasekher tipi ikinci derece denklemler fazla sayida uygulamada
karsimiza ¢ikabilirler [6-8].

Ikinci derece denklemlerle ilgili calismalar son otuz yillik siiregte ¢ok fazla
dikkat cekmistir. Ornek olarak; Cahlon ve Eskin [9] bir Chandrasekhar H-
denkleminin integral denkleminin bozunumuyla C[0,1] ve C%[0,1] boslugundaki
pozitif ¢oziimlerin varligimni kanitlamistir. Argyros[10] ise egrisel bozunumlu bir
ikinci derece denklem smifini arastirmistir. Banas et al. [11] bazi ikinci derece
integral fonksiyonlarin varligin1 kanitlamistir. Banas ve Rzepka;[12] sinirsiz aralikta
Volterra ikinci derece integral denklemi iizerinde ¢alismistir. Banas ve Sadarangani
[13] ise Volterra—Stieltjes integral denkeminin ¢6ziintilebilmesiyle ugrasmistir. [14-
16] arasindaki boliimde yazarlar ikinci derece integral denklemlerdeki azalmayan
cozlimlerin varligin1 kanitlamiglardir. Dhage [19] bu sekilde bazi dogrusal olmayan
fonksiyonel integral denklemlerin varligini kanitlamistir. Bu ¢aligmanin amaci adi
gecen yazarlarin [14-16] tlizerinde caligmaya devam etmektir. Darboaux sabit nokta
teoremi ve kompakt olmama Ol¢iimiinii kullanarak Volterra tipi ikinci dereceden
integral denklemlerin ¢éztimlerinin varligin1 kanitlayacagiz.

C(I), I = [0,1] araliginda tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlar1 gostersin. C (1)
uzaymin standart normu ||x|| = max {|x(t)|: t € I} olsun.

X, C(I) kiimesinin bos olmayan sinirl bir alt kiimesi ve € > 0 olsun x € X i¢in
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w(x, €) = sup {|x(t) —x(s)|:t,s € L,|t —s| < €}
ile tanimlansin. Ayrica agsagidaki tanimlar1 gézoniine alalim.
w(X, &) = sup{w(x, &), x € X},
wo(X) = lgi_r)ré w(X,e).
d(x) = sup{|x(t) —x(s)| = [x(t) —x(s)]:t,s €, s < t},
d(X) = sup{d(x):x € X}.

Kolayca goriilebilir ki, d(X) = 0 oldugunda ancak ve ancak X'e ait tiim fonksiyonlar

I da azalmayandir.
Son olarak

1(X) = wo(X) + d(X)
Bu fonksiyon C(I) uzayinda bir kompakt olmama ol¢imiidir [23]. Ek olarak
¢ekirdek (keru) C(I) 'min tiim bos olmayan, sinirli X alt kiimelerini igersin Oyle ki
X'den tanimlanan fonksiyonlar ayni dereceden siirekli ve [ {lizerinde azalmayan
olsun.
Bu boliimde, boliim 2.9 da tanimlanan kompakt olmama 6l¢iistinii kullanarak, (4.1)
kuadratik denklemin ¢0ziimiiniin varligimi ispatlayacagiz. Asagidaki kosullar
saglandgini kabul edelim:

(C1) h: I - R* siirekli ve azalmayan bir fonksiyon, a = max{|h(t)| : t € I}.

(C2) g: I x R — R stirekli bir fonksiyon, k > 0 sabitve ak <1 oyleki hert € I ve
X,y €R icin

lg(t,x) — g(t,¥)| < klx —yl.
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(C3) Keyfi x € R igint — g(t,x), I da azalmayan ve keyfi t € [ igin x = g(t,x), R
de azalmayan fonksiyon olsun.

(C4) k:1 x1->R*. Hertel icin; k(t,s), [0,t] iizerinde olgiilebilir ve k(t) =
essuplk(t,s)|,0<s <t [0,1] de smurl, K = supg<;<1|k(x,t)| olsun. t - k; ,
[0,1] de siirekli ve L*[0,1], burada k.;(s) = k(t,s) olur. EK olarak, keyfi s € I,
t - k(t,s) I daazalmayan.

(C5) f:1 xR — R Caratheodory tip kosullar1 saglayan yani t = f(t,x) her x € R
icin hemen hemen her yerde o6lgiilebilir, x = f(t,x) t € I igin siirekli bir fonksiyon
olsun. Ek olarak, egerx > 0vet € lise f(t,x) = 0 olsun.

(C6) L € L1(0,1; R) ve azalmayan siirekli bir fonksiyon Q: RT - R* 6yle ki

If (&, 0| < LOQx])
her x € R vet € I (hhh) dir.

Lemma 4.1. (C2) ve (C3) varsayimlari altinda, herhangi bir x € C(I) fonksiyonu

i¢cin
d(Gx) < kd(x)
dir. Burada, (Gx)(t) = g(t,x(t)) ve k (C2) kosulundaki sabittir.

Ispat Herhangi bir x € C(I) fonksiyonu alalm ve keyfi t;,t, €1 (t; < t,)

secelim.
Eger x(t,) = x(t,) ise, biliyoruz ki

[(Gx)(t2) — (Gx)(t)| — [(Gx)(t2) — (Gx)(¢1)]
= |g(t2,x(t2)) - g(tpx(tﬂ)l - [g(tz,x(tz)) - 9(t1»x(t1))] =0

< k(lx(t2) = x ()] = [x(t2) — x()D ,

ve eger x(t;) < x(t;) ise, biliyoruz ki
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[(Gx)(t3) — (Gx)(t)] — [(Gx)(tz) — (Gx)(ty)]
= |g(t2, x(tz)) - g(tL x(tl))l - [g(tz, x(tz)) - 9(t1: x(t1))]

< |g(ts x(t)) — g(ta, x(t))| + |9 (t2 x (X)) — 9(t1, x(t))|
—{[g(t2, x(t2)) = g(ta, x@D)] + [9(t2 x(t)) — g(tr, x(tD)]}

=|g(tz,x(t;)) — g(t2,x ()| = [9(t2, x(t2)) — g (2, x(t))]
= 2|g(tz, x(t)) = g(t2, x(e2))| = k(12 () — x(t)| = [x(t2) — x(EDD.
Buradan da
d(Gx) < kd(x)
elde edilir. Bu sekilde kanitlanmg olur.

Teorem 4.2. (C1)-(C6) kosullart saglansin. , (4.1) denkleminde x € C(I) ve a R de

sabit olmak {izere en az bir azalmayan ¢6ziim
b = max{|g(t,0)|:t € I}.

olmak tlizere

R
1

1
K(kR + b) f Q(s)
a(kR+Db)

jL(s)ds < ds (4.2)
0

kosulu saglansin. Bu durumda (4.1) denkleminin en az bir azalmayan x € C(I)

¢Ozimi vardir.

Ispat C(I) tatanimhi T
(Tx)(t) = g(t,x(t))(h(t)) + f k(t, s)f(s,x(ls))ds).
0

operatoriinii goz ontine alalim.
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(C1)-(C6) kabulleri dikkate alinirsa, anlasilir ki her x € C(I) i¢in Tx, I da siireklidir.

Yani T operatorii C(I) uzayini kendine dondistiiriir.

(4.2) kabuliinden anlasilir ki

1
A= —r——— T = R+ b).
K(kR + b)’ a(kR +b)
olmak tizere
1 R
[uas=a [ a
s)ds = e s,
0 T+e€
olacak sekilde € > 0 sabiti vardir.
Bu durumda,
T+ne 1 1 T+(n+1)e 1
A — L <A ——ds.
j 0G) ds <f (s)ds < J o) ds
T+e 0 T+e
olacak sekilde n tamsayis1 vardir.
Bu durumda,
21 T+2€
[soas=a [ L
s)ds = o) s,
0 T+e
2 T+3€e 1
L =4 —
f (s)ds f o) ds,
ty T+2€
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th—1 T+ne

f L(s)ds =A f %ds,

tn—2 T+(n—-1)€
1 T+(n+1)€
1
L(s)ds< A ——ds,
f (s)ds f G S
th—1 T+ne

denklemlerini saglayan
0=ty <t; <<ty <t, =1,
olacak sekilde
{to,t1, b2, b1t}
dizisi vardir.

W={xeC):x(t) =0,icint € I,||x;]| =sup{lx(®)|:t € [t;_,t;]} < T +ie,i
=12, ..,n.}

kiimesini tanimlayalim. W kiimesi bos olmayan, kapali, sinirli ve C (1) ' nin konveks
alt kiimesidir.

Herhangi bir x € W igin

|Tx(t)| = g(t,x(t))(h(t) +Jk(s, t)f(s,x(?\s))ds
0

< (lg(tx(@®) — gt 0)| + 1g(t 0)) [R(E) +jk(t,s)f(s,x()\s))ds
0

t

< (klx(®)|+b)| a+ KfL(s) Q(|x(As)|)ds

0
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t
<(k(a+ne)+b)(a+ KfL(s) Q(x(As)]ds)
0

0

< (kR + b) <a + KJ L(s) Q(Ix(ls)l)ds)

t
<T+ (kR + b)KfL(s) Q(x(As)ds),
0

ve

ITxl; = sup {{(Tx)(O)]:t € [t;-1, t:]}

< sup (T + K(kR + b) J L(s) Q(lx(As))ds: t € [£1v, £1]
0

t
<T+K(kR+Db) fL(s) Q(|x(As)])ds
0

<T+ K(kR+ b)[f L(s) Q(|x(4As)|)ds + f L(s) Q(|x(As)|)ds + -
0 21

t

+ f L(s) Q(|x(As)|)ds

<T+ K(kR + b)[f L(s)dsQ(T + €) + J L(s)ds Q(T + 2¢) + ---
0 th

2]

+ f L(s) Q(T + ie)ds]

ti—1
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T+2e T+3e

1 1
< T+ K(kR+b)A — —_—
< T+ K(kR+ D) [f ) dsQ(T +€) + J D) dsQ(T + 2¢) +
T+e T+2e
T+(i+1)e

1
+ f ﬁ dS.Q(T + lE)]

T+ie
< T+ K(kR+ b)Aie <T + i€
elde edilir. Buda T: W — X sinirh bir operator oldugunu gosterir.

X € W olacak sekilde bos olmayan bir alt kiime alalim. x € X ve keyfi t;,t, €
I(t; < ty) segelim. Budurumda

|(Tx)(tz) — (Tx)(t1)]
= |9(t2;x(t2))ht(t2) - g(t1'x(t1))h(t1)|
+ g(tz,x(tz))j k(ty, 8)f (s, x(As))ds — g(ty, x(ty))
0

t1
X j k(t,, S)f(s, x(/ls))ds
0
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= |g(t2,x(t2)) - g(tl,x(tz))“h(tz)l + |g(tl,x(t2)) - g(t1:x(t1))||h(t2)|
A CRICHILICO R

t2

T 19t x(6)) — gt x(8))] f k(ty, 5)f (5, x(As))ds

0

+ |g(ts, x(t2)) — g(t, x(t)) f k(tz, )f (s, x(As))ds
0

+o(t x@)| || K65 (5,xG)ds
0

t1 ty
—f k(ty,8)f (s, x(As))ds| |g(t1, x(£)] ]k(tz,s)f(s,x(ls))ds
0 0

— f k(t,, s)f(s, x(/ls))ds
0

= alg(tz,x(tz)) - g(tpx(tz))l + ak|x(ty) — x(t;)]
+1g (e x(@0)[1h(e2) ~ (el

+|g(t2x(82)) — g(t1, x(t)| f |k(t,$)f (s,x(4s))|ds
0
ty
+ k|x(ty) — x(ty)] f |k(t2,s)f(s,x(/15))|ds
0
+g(t (@) [ [kt )7 (5:xG9)as

+ |g(t1,x(t1))| J k(t,,s) — k(tl,s)f(s,x(ls)) ds
0

< |g(t2,x(t2)) — g(tl,x(tz))| <a + Kf L(s)ds Q(R)> + k|x(ty) — x(ty)]
0
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O%H

<a+K

L(s) Q(lx(2s)]) dS) + (kR + b)|h(tz) — h(t,)|

2

+ (kR + b)K f L(s) ds Q(R) + (kR

t1

D)k (ts,.) — (s, f L(s) ds Q(R)

ve
jL(s) Qlx(2s)[) ds
0 t1 t2
=jL(s) Qx(s)D) ds + j L(s) Q(x(As)]) ds + -
0 L ty
+ jL(s) Q(|x(As)]) ds
th—1
< f L(s)ds Q(T +¢€) + f L(s)ds Q(T + 2¢) + -+ f L(s) ds Q(T + ne)
0 t1 th-1

T+2e

1
< [
<A J o) ds Q(T + €)
T+e
T+3e

+A f ! ds Q(T + 2¢€) + -
Q(s)

T+2e
T+(n+1)e

1
+A f mdsQ(T+n6)SAne.

T+ne

(C1)-(C6) varsayimlarinin ve g 'nin, I X [—R, R] fizerinde diizgiin siirekli oldugunu
kullanarak

wo(TX) < (ka + kKAne)wy(X) (4.3)

70



bulunur.

Ayrica (4.2) ve teoremin sartlarin1 gézoniine alarak

[(Tx)(t2) — (Tx) ()| — [(Tx)(t2) — (Tx)(t1)]
< |g(t2 x(tz))h(tz) g(t1 x(t1))h(t1)|

+|9(tx(t)) f k(b $)f (5, x(As))ds

- g(tpx(tﬂ)f k(t1.S)f(S,X(/1$))ds
0

- [g(tz'x(tz))ht(tz) - g(t1'x(t1))h(t1)]

~ (9t %) [ K62 (5,xG))ds
0

—g(tl,x(tl))f k(tl,s)f(s,x(/ls))ds]
0
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< h(t){|g(t2 x(t2)) — g(t1, x(t,))| - [g(tz,ai(tz)) — g(t1, x(t))]}

+ |g(t2, x(8)) — g(ts, x(t)]

f k(t,, s)f(s, x(As))ds
0

+ |g(t1,x(t1))| —f k(tz,S)f(S,x(lS))ds
0

t1

+ |g(t1,x(t1))| f k(tz,S)f(S,x(/ls))ds

0

- f k(ty, )f (s, x(1s))ds
0

— [g(tz x(t2)) — g(tr, x(t)] j k(ty, s)f (s, x(As))ds
= g(t1 x(t1)) 0 _
X f k(ty, s)f (s, x(As))ds — f k(ty, $)f (s, x(2s))ds
— g(t1 x(ty)) '

X f k(t,, s)f(s x(/ls))ds —f k(ty, s)f(s x(/ls))ds

= {lg(tz' x(ty)) — g(ty, x(tl))l - [Q(tz, x(ty)) — g(tl' x(t1))}

t2

(a +f k(tz,s)f(s,x(ls))ds <d(Gx)(a+ Kf L(s) Q(|x(As)])ds)
0

0
< (ka + kKAne)d(x)
elde ederiz. Bu ise
d(TX) < (ka + kKAne)d(X) (4.4)

sonucuna vardirir. O halde
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u(TX) = wo(TX) + d(TX) < (ka + kKAne)(wo(X) + d(X))
<(ka+t k-1 ) (woC0) +d0))

kR + b
R —a(kR + b)) (wo (X0 + d (D))
kR

kR + b
( - )(WO(X)+d(X))S<kR+b

kR + b

S(ka+k

IA

)uco

bulunur. Yani T operatorii bir daraltan operatordiir. Ayrica T operatorii
W={xeCU),x(t) =20,icint € [,||x;|| =sup{|lx(®)|:t € [t;—, ;]} < T +ie,i =

1,2, ...,n.} olmak tizere, bostan farkli sinirli, kapali ve konveks kiimesi {izerinde bir
operatordiir. O halde Darboux sabit noktasi geregi T nin sabit noktasi vardir. Bu

durumda (4.1) denkleminin azalmayan bir ¢dziimii vardir.

Teorem 4.3. (C1)-(C6) kosullar1 saglansin. (4.1) denklemi en az bir azalmayan
¢oztimiiniin x € C(I) de bir R sabiti oldugu saglanmistir.

1

a(kR + b) + K(kR + b) QR f L(s))ds <R. (4.5)
0

kosulunu saglayan R sabiti varsa (4.1) denkleminin en az bir ¢6ziimii vardir.

Ispat (4.5) goz oniine alindiginda

1 R

f Lsds < X5 a(kR + b) 1 J 1
0

K(R + b)OR ~ K(kR + b) ae) %
a(kR+b)

elde edilir. (4.3) uygulandiginda ise istenen sonuca varilir.
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Ornek 4.4. Asagidaki ikinci derece integral denklemi alalim

t

x(t) = (% tarctanx(t) + %) %+ f x(As)ds |, t €1. (4.6)
0

Bu denklemin (4.1) denkleminin 6zel bir durumu oldugu agiktir. Burada
1 1 1
g(t,x(t)) = Etarctanx(t) + > Jh(t) = 3 ,f(s,x(t)) = x(t).

Sabit bir R = 1 sayisi igin

1

1 1 1d—l3
<ﬁ ;s—n

_+_1
223

esitsizligi saglanir. Boylece (4.3) 'e gore, (4.6) denkleminin azalmayan bir ¢oziimii

oldugu sonucuna varabiliriz.

Uyarn 4.5. Yukaridaki denklem i¢in

(3r+3)(5+R) <R
2 2/\3 -

Sartin1 saglayan R sabiti bulamayiz. Bu nedenle (4.5) i kullanarak (4.1) denkleminin
¢oziimil olup olmadigini bilmiyoruz. Bu yiizden (4.3), (4.5) e gore daha geneldir.

Ornek 4.6
Asagidaki diferansiyel denklemi gézoniine alalim

(%) = f(t,x(®)), hhh €1,

x(0) = x,, (4.6)
Burada g (C2),(C3) kosullarini saglar ve her t € [ ve x € R i¢in g(t,x) # 0 (C5)
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ve (C6) kosullarini saglar. O halde (4.6) denklemi
t
x(t) = g(t,x(t))(a + ff(s,x(t)) ds),t el =1[01], (4.7)
0

integral denklemine denktir.

Xo
a=
9(0,x,)
olmak tzere
1 R
[tos<to [ L
B SYR+b ais) &

0 |a|+(kR+D)

esitsizligini saglayan R sabiti varsa (4.6) denklemini C(I) iizerinde en az bir

azalmayan ¢6ziimii vardir.
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