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OZET
OPTIMAL KONTROL PROBLEMLERINE

VARYASYON YAKLASIM

OZOGLUOZ, Ertem
Matematik Bolumi Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog¢. Dr. Sahlar MEHERREM

Temmuz, 2014

Bu calismada, sinirlamalarla optimal kontrol problemi icin gerekli optimalite kosullari
olusturulmus ve bu sekilde soyut Euler denklemi kullanilmistir. Hem diizgiin hem de diizgiin
olmayan deger fonksiyonelligi (diizgiin olmama durumu, quasidiferansiyel olarak
minimizasyon fonksiyonelligine eklendi) dikkate almmuistir. Ayrik optimal kontrol problemi
icin amaglanan fonksiyonel degerlendirilmis ve bunun icin optimallik gerek kosullari

alinmustr.

Anahtar Sozciikler : Degisim sistemi, optimalite kosullari, Frechet altdiferansiyel,

optimal kontrol



v

ABSTRACT
VARIATION APPROACH TO

THE OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

OZOGLUOZ, Ertem
Master Thesis in Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sahlar MEHERREM

July, 2014

In this study we establish necessary optimality conditions for the optimal control
problem with the constraints. In this way we used abstract Euler equation. Both the smooth
and nonsmoth cost functional (nonsmoothness posted on minimaziton functional as

quasidifferential) are considered.

Key Words : Swithching system, optimality conditions, Frechet subdifferential,

optimal control.



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezimi hazirlarken bana rehberlik eden ve destegini eksik etmeyen
danisman hocam Yrd. Dog. Dr. Sahlar MEHERREM e, yiiksek lisans egitimimde ders aldigim
Prof. Dr. Mehmet TERZILER, Prof. Dr. Rafail ALIZADE, Prof. Dr. Saban EREN, Yrd. Dog.
Dr. Ahmet YANTIR hocalarima, ayrica Yrd. Dog. Dr. Sule AYAR OZBAL’a hazirhk
asamasindaki katkilarindan dolay1 ve her zaman yanimda olan tiim sevdiklerime, o6zellikle

esim Didem OZOGLUOZ’e tesekkiir ederim.

Ertem OZOGLUOZ



vi

ICINDEKILER
Sayfa
OZET ..ottt ettt ettt ettt ettt ettt et a e bt saeebe e 111
ABSTRACT .ttt ettt ettt ettt b e st sat e st sbt e st saeesaees v
TESEKKUR ..ottt ettt e ettt ss s ae s s s et sasaesassaesesssassesasassesnanses v
(510 TR 1

Boliim 1

1. Dubavitskii-Milyutin Teorisini Kullanarak Siirekli Optimal Kontrol Problemi

Icin Gerek SArtlarin BUIUNMASI........cceveeerererenenenesesesesesesssssssssssesesssssssssessssssssssssssassseses 1
L1 ON BAIGIIET ...t 2
1.2. Problem FOrmullasyOnU...........cceeriiiiieiiieiieieeieete ettt et 4
1.3. Optimaller Igin Gerek KOSULIAT ..........c.cooviuieiveeieeeeeceeeeeeeeeeee e 5
1.4. Diizglin Olmayan DUITUML..........cocueiiiiiiiienieeeeieee et 12
Boliim 2
2. Ayrik Optimal Kontrol Sistemleri I¢in Maksimum Prensibi.............. ceesreessnsnessenns 15
2.1. Problem ONEIMESI .......c..ourveveeereerieieeieseeesesesesseseseeae s sesesse s st es s sesaeseseraesesenenaas 15
2.2. Fonksiyonelin Artma Miktart FOrmiilil..........cccovoieriiniiinienienieciecee e 16
2.3. Egrinin Artma Miktarmin Degerlendirilmesi ........c.cocceeeviieeiiiiiieeiieeieeeeeeeeee 21
2.4. Ayrik Optimal Kontrol Problem igin Maksimum Prensibi .............ccccoeveverrveveerernnee. 23
2.5. Dogrulagtirilmis Maksimum Prensibi........ccccovievieriiiiiiiiiieeiceiecceeeceeeeeeeeen 27
SOMUG ..ttt e ettt eeeee e e e ettt e e e eeetttbeeeeeeeetraeeeeeeeaetrsseeeeeesatsaseeeeenstbeeeeeeeanatreaeeeeensns 35



1. Giris

Bu boéliimde, Dubovitskii ve Milyutin tarafindan 6nerilip formiilize edilen metod ve
diizglin olmayan analiz kullanilarak diizgiin ve diizgiin olmayan durumlar i¢in (degisim deger
fonksiyonelligi quasidiferansiyeldir) gerekli optimalite kosullar1 formulize edilmistir (A.Y.
Dubovitiskii and A.A. Milyutin, 1965; V. Girsanov, 1979; A.A. Milyutin and N.P. Osmolsvki,
1998; A.V. Dimtruk, 2009).

Dubovitskii — Milyutin yaklasimi, extremal problem teorisinde fonksiyonel, analitik
bir yaklagimdir. Dubovitskii-Milyutin teorisinin geometrik bi¢imi Hahn-Banach teoremidir ve
kismen konveks setlerin ayrilma teoremlerinden gelmektedir. Arastirmalarinin en basinda
Dubovitskii ve Milyutin konveks yapilar1 kesfettiler ve defalarca kullandilar. Konveks
fonksiyonlarin maksimalinin alt diferansiyali konulu teorem olan konveks konilerin
kesismemesi konulu iinlii teorem de dahil olmak {izere konveks analizine gerekli katkida
bulundular. Optimal kontrol problemlerine uygulanmasi dahil olmak {izere Dubovitskii —

Milyutin teoreminin ¢ok genis, ayrintili bir sunumu (V. Girsanov, 1979) de bulunabilir.

Dubovitskii ve Milyutin bicimselligi asagidaki iic temel bileskeyi icerir:

a) Olusturulan primal alandaki belirli yerel minimal kiimelerin bos kesismelerinden

gecerek ilk deger kosuluyla verileri siirlama,
b) kesismeyen konveks konilerle bu yukaridaki kiimelere yaklasma,

c) konveks ayrilmayr kullanarak soyut Euler denklemi biciminde dual gerekli

optimalite kosullarina ulagsmak.

Bu c¢alismanin kalan boliimii asagidaki gibi organize edilmistir. 2. boliim bazi 6n
bilgileri, tanimlar1 ve teoremleri icermektedir. Bu boliimde problem formiilasyonlarini ve
ayrik optimal kontrol problemini diizgiin bir sekilde degistirmek igin (fonksiyonelligin
minimallestirilmesi farklilagabilir) gerekli optimalite kosullarini igermektedir. Bunun ig¢in
minimallesen fonksiyonel degerlendirilmis ve ayrik kontrol sistemleri i¢in maksimum prensibi

ispat edilmistir.



Boliim 1
1.1. On Bilgiler

Gerekli optimal kosullar1 elde edebilmek i¢in konveks koni ve Euler denklemleri ile

baglantili bazi1 teoremleri verilmelidir.

Teorem 1.1. (A.Y. Dubovitiskii and A.A. Milyutin, 1965; A.A. Milyutin and N.P.
Osmolsvki, 1998), X ve Y tamamen normlandirilmis uzaylar olsun. Dual uzay Z=(X,Y) de alt
uzay L:Y=AX olsun. O zaman L* (dual uzay); L-nin Y iizerinde tanimlanan herhangi bir

fonksiyonel oldugu, L(y-Ax) formunda fonksiyonelleri igerir.

Teorem 1.2 (A.Y. Dubovitiskii and A.A. Milyutin, 1965) L, ve L, normlandirilmis W

uzayinin alt uzaylari olsun.

O zaman, L;+L, de bir alt uzaydir ve (L, (1L,)*=L* +L*, dir.

Teorem 1.3 (Soyut Euler denklemi, 4). Q,,Q,,.......... ,€2, bos olmayan, agik konveks
koniler ve H de bos olmayan bir konveks koni olsun. (1, N€Q,....Q NH =& olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul p,+p,+...+ P, +0=0 olacak sekilde en az bir tanesi sifirdan farkli
olmak iizere p, € X,i=0,1,...,n, ve q€H" olmasidir. (1.1)

Tartismaya baslarken diizgiin olmayan analiz tekniklerine dair bazi bilgiler
verilmelidir.

Eger ¢ x etrafinda alt yart siirekli ise Frechet siiperdiferansiyeli asagidaki gibi

gosterilebilir:

5*¢(x°) = {X* eR"

i supg”(w(\f)xoﬂx*’xXO>SO}

f fonksiyonunun asagidaki gibi bir limiti var ise, bu X noktasinda g dogrultusunda f

fonksiyonunun Hadamard iist tiirevi olarak adlandirilir.



) 1
f1 = Limsup —| f (x+ag)- f (x
H [a,g]a[+0,lg]a|: ( g) ( )]

Xo noktasindaki f fonksiyonunun Gateaux st alt-diferansiyeli ise asagidaki gibi

tanimlanir:

f (% +t9)—f(x)
t

O f(xo):{Ve R" Lim sup

S(V,g),‘v’geR”}

(F.V. Demyanov and V.A. Roshcina’da Teorem 4’te de gézlemlendigi gibi, eger f bir
quasi-diferansiyel fonksiyon ise, onun x noktasindaki yonetici tiirevi asagidaki gibi

gosterilebilir:

of (X) ve of (X) konveks, kompakt kiimeler olmak iizere (quasi-diferansiyellerdir).

f'(x,9)= max (v,g)+ min (w,g)dir. Oyle ki

vedf(x) wedf (x)

f'(x,9)= fié"?‘(’i)("’ g)+ WIE%%?X)(W’ 9)= max VErvrleifr%x)(v, g) dir.

Kiime:
E. ( f'(x, g)) = {C =v+of (x)|v eof (x)} f (x) igin alt bosluk olusturucu olarak
adlandirilir.

Bir sekilde yukar1 bosluk olusturucunun tanimi yapilabilir. Genel olarak bosluk
olusturucularin tanimi (sadece quasidiferansiyel fonksiyon i¢in degil) (B.S. Mordukhovich,
2006, p.43)te bulunabilir. Frechet iist alt diferansiyeli Hadamard’in ist tiirevi ile asagidaki
sekilde acikga ifade edilebilmektedir. (B.S. Mordukhovich, 2006),

or f(%)=0¢ f,l (%,0,), O, iseR"de sifir elementtir. Dolayisiyla:

Lemma 1.1 (Sahlar Meherrem, 2008, Lemma 3.8) Bir pozitif homojen

fonksiyonunun sifir noktasinda Frechet {ist ve Gateaux {ist alt diferansiyeli esittir.



Teorem 1.4 E., pozitif homojen fonksiyonun h:R" — R alt bosluk olusturucular

olsun. O zaman, &*h 0, de h nin bir Frechet st altdiferansiyeli oldugunda () C =&*h (0,)

CeE.
ve pozitif homojen fonksiyon igin h:R" — R Frechet siiper-diferansiyeli sifir noktasinda
asagidakini izler,

o'h(0,)={veR

h(x)=(v.x) <0}
Kamit: Ispat agiktir. (Sahlar Meherrem, 2008) deki teorem 3.3’iin kanit1 gibi benzer

olarak kanitlanabilir.

Ust alt diferansiyel (Frechet siiper-diferansiyeli) ve asag1 alt-diferansiyel (Frechet alt-
diferansiyeli) hakkinda (V.F. Demyanov ve A.M. Rubinov) ve (B.S. Mordukhovich, 2008) de

bulunabilir.

1.2. Problem formiilasyonu

Problem optimizasyonunda asagidakiler g6z dniinde bulundurulur.

% (t)=f (% (t).u (t).t), t_<t<t, k=1L2,..N (1.2)

X, (t,) = %, (ilk durum)

M, (%,t) <0t <+<t, (1.3)
F [ (ty )ty [=0, v=12,....E (saylar) (1.4)
X (t) =Dy (% (t)ot ).k =1... ,N -1 (1.5)

(burada ty, t,....,tn.; bilinmeyenler ve ty ise sabit degildir).
NG

S (Ut )= [ L(X,U,,t) - min (1.6)

k=1 t

Bu problemde f, :RxR"XR" — R",D, veF, fonksiyonlar1 siirekli (en azindan kendi

koordinatlarina gore stirekli) kismi tiirevlenebilir vektor degerli fonksiyonlardir. L(.,.,.,)



verilen integrallenebilir fonksiyon, u, (t):R —u, € R" ise kontrollerdir. U, kiimelerinin bos

olmadig1 ve sinirlt oldugu kabul edilir. Burada (1.5) degisimi gerceklestiren kosullardir; yani
(1.2) nolu denklemler (1.5) nolu ek baglantilarla birlikte fonksiyonellik gostermekte olup

burada k=1,..., N-1dir. (3) ve (4) nolu kosullar egrinin sonundaki sinirlardir.

Esas problem; kontrol U, ve tj,b,...,ty.; degisim noktalar: ile (1.2)-(1.5) ve (1.6)’y1

dogrulayan u¢ nokta ty yi (t1, ta,...,In-1, tn sabit degildir) yerini tutan durum Xy ile bulmak ve
minimal degeri karsilamaktir. Bu problemin diizgiin olan ve olmayan (deger

fonksiyonelliginin diizgiin olup olmadig1 durumlarda) versiyonlarini tiiretilecektir.

1.3. Optimallik i¢in Gerek Kosullar

Teorem 1.5: 12-1.6 da tamimlanan problemdeki (uf (t), Xg ) ciftlerinin
optimizasyonunda asagidaki kosullar1 saglayan ¢, ,K=12,..,N;4,v=12,..,E ve vektor
v, (t),k=1,2,...,N fonksiyonlarmim olmas: gereklidir.

i) [t_.t ].k=12,...,N arahgnda asagidaki bagmnti

OH, (1, X, U )
ou,

=0 saglar. (1.7)

ii) ty,tp,...,tn degisim noktalarindaki F, ve Dy fonksiyonlar1 arasindaki baginti
Hy (6 XU v ) = L(Xo Uy, t) = (t) T (%, U, ,t) Hamilton-Pontryagin fonksiyonu ve

v, (.) vektdrel fonksiyonu

oD, t ).t
W, (tk):‘//k+1(tk) k(xakx( k) k) k=1,2,..,N-1ve
k
oF ty )t
vy (ty)=-— V[XN( ) N], v=1,2,...,E durumunda 6n kosulu ile

OX



asagidaki differansiyel denklemi (eslenik sistem) saglarken

oL (u, (1), % (t).t) of, (% (1).u, (1))

(1) = — _ t —

l//k( ) QA X, Wk( ) OX,
oM, ((%,.t

5| kg(xk ) ax, (t )t k=12,..,N,te[t,,t] (18
b X

. OF [x, (t,).t, ] W

S, ()t ] 8 D) o (1.9)

v=l at k=1 at

Kamt: (u° (t),x° (t))nin bir optimal kontrol ¢ift (u(t),x(t)) nin de (1.2)-(1.5) igin

kabul edilebilir, bir miimkiin kontrol islem olsun. Daha once belirtildigi gibi Dubovitskii-
Milyutin big¢imselligi kullanilacaktir. Once minimallestirme fonksiyonelliginin analizi ele

alinsin.

k=1

S(x,u)—S(xO,u°):ZN:Uk' (L(%ouot)- L(xf,uf,t))dtj:

NS oL ]
—AX, +——Au, |dt |+(.
Z[tk-[] (6xk “ ou, “ ( )

Deger fonksiyonelligi azalmasinin yonii diisiiniilecek olunursa, Dubovitskii-Milyutin
teorisi; esitsizlik kosullari, esitligin kabul edilebilir yonii ve fonksiyonelligi minimallestirme
yOniiniin azalmasini dogrulayan kiimeleri bulma ilkeleri iizerine dayalidir. Boylece, kesisimi
olmayan konveks koniler ile bu kiimelere yaklasmak miimkiin olacaktir. Bu kiimelerin bos
kesisimi gerekli optimalite kosulu olacaktir. Kalan terimi (.) nazar dikkate alinmazsa bir dizi
engellenmis varyasyon (Axk,Auk) fonksiyonel (1.6) minimizasyonu icin asagidakileri

dogrulayacaktir.

N (G
Z[](aa—"mk +§—LAudetJ<0. (1.10)
t, Xy u



Oncelikle, en azindan 8_Lvea_L dan biri sifirdan farkli olsun, dolayisiyla

0%,  Ou,

minimizasyon fonksiyonelligi i¢in engellenmis varyasyon kiimesi bos olmayan ve konveks
acik koni olacaktir. Bu koni Q,sembolii ile gdsterilsin. Dual uzay Q, (A.Y. Dubovitiskii and
A.A. Milyutin, 1965) deki teorem 5.1 araciligiyla asagidaki bicimde olacaktir.

—ZN:a T (i AX +.i Au ]dt (burada o gercek sayilardir)

=i A T

M, (% (t).t)<0te[t .t ].k=12,.,N. smrnda eger M,(x (t),t)<0 ise

dolayisiyla bu sinir i¢in kabul edilebilir varyasyon kiimesi tam uzaydir. (Mg nin siirekliligi ile),

eger Mk(xk (t),t)zo ise kabul edilebilir varyasyon kiimesi B (X,,u, )= max M ( (t),t)

teft b ]
problemini minimallestirmenin engellenmis bir varyasyon kiimesi ile ayni olacaktir. (A.V.
Dmitruk, 2009) daki teorem (4)i kullanarak su sdylenebilir: Fonksiyonel F(xx,ux) Lipschits

{amk(xk (t).1)
]

siireklidir ve sublinear yonelici tiirev B' (XA )= max 3
Xy

teft .t

AX, (t)] e sahiptir.
Dolayistyla M, (Xk (t) ,t) < 0igin kabul edilebilir varyasyon

oM t),t
max {% AX, (t)} <0 esitsizligi ile elde edilir.
€Ty k

Kabul edilebilir varyasyon kiimesi bos olmayan konveks konidir ve ;. sembolii ile
gosterilir. Dual uzay Q; (A.V. Dimitruk, 2009, teorem 4) sayesinde

oM, ((%,t))

AX, (t, )dt bigimine sahiptir.
OX,

(1.3)-(1.4) kosullar1 i¢in kabul edilebilir varyasyon kiimesi bulalim. F,

fonksiyonlarinin diferansiyellestirilmesini kullanarak su yazilabilir.

ZE:aFV[XN (ty).ty ] +Za|: [x ).t ]:0 W




(1.4) nolu kosullar i¢in kabul edilebilir varyasyonu bulundu ve sonrasinda bunlar
birlestirildi. F, [XN (tN),tN] stirekli oldugundan (1.3) iin kosullar1 ic¢in kabul edilebilir

varyasyonlar kiimesi tiim uzaydir.

Simdi (1.2) nolu kosullar i¢in kabul edilebilir varyasyonlar1 ele alinacaktir.

(UE (t), % (t))nin bir optimal kontrol islem oldugunu ve (uk (1), % (t)) nin ise
X, (t,) =Xy, ve (1.5) nolu kosullar i¢in ayni kosullar1 saglayan herhangi kontrol islemleri
olduklarini varsayalim. (1.2) numaradaki bu kontrol islemi ve ¢ikartmalar1 birbirine eklenecek
olursa asagidaki ifade elde edilir.

AX, =X —X., Au, =U, —u. iken

of of
:gkAxkjLa—kAuk,Axk (t,)=0dur. (1.12)

k k

AX, = f (X, Aug,t)

Son iligki i¢in kabul edilebilir varyasyon kiimesi A;. sembolii ile gosterilsin. (A.V.

Dmitruk, 2009) daki teorem 3.4 kullanilarak A’ dual uzay1 (lineer fonksiyoneller kiimesi),

Xk( ) ve U, (12) yi dogrularken /{ X ( ( )) seklindedir. (4) nolu ilgi i¢in kabul edilebilir

varyasyonlar kiimesi asagidaki iligskiyi dogrulayan forma sahiptir.

ZE:aF [x t] +Za|: [x t]zo

V=

Bu kiime A,. ile gosterilsin. Daha sonra (A.Y. Dubovitiskii and A.A. Milyutin,
195)deki teorem 5.1 i kullanilarak dual uzay A, asagidaki formda yazilabilir.

OX

—Z:,/k oF, [ x, (tN),tN]AXN (tN)—Z:,/% oF, [ x (ty ).ty | 0

Eger giristeki teorem 1.2 kullanilirsa genel formda lineer fonksiyonel A + A,

E 6F[x t] E aF[x

LR % (1) =24, )2

v=l1 =1

t
] = 0. seklindedir.



Burada Lagrange artma miktar1 formiilii kullanilirsa ve formiildeki kalan terimin

kiiciikliigii g6z oniinde bulundurulursa asagidaki elde edilir.

A CIUEAUR) SRR AT OR]

OX ou,

au, (0

Son ifadeyi bilinmeyen (t) ile ¢arpip (sonrasinda eslenik sistem olacaktir) t,_, den

t, yakadar integralini alinirsa ve k=1,...,N i¢in topladiginda asagidaki elde edilir.

i tj (v, (1) A%, (t))J dt :i[] [Wk 8 o (% (1),u, (1)) AX, (t)j dt}r

k=1\ ¢, k=1 1, X,
i ij L(//k (t)afk(xk (talauk (t)’t)Auk (t)JdtJ (1.13)
k=l | "t k

(kismi integrasyon, baslangi¢ kosulu ve degisim kosullar1 kullanarak) (1.13) iizerinde

bazi hesaplamalar yapilsin.

N N Nt
Z‘//k () A%, (tk)_zl/jk (tk—l)AXk (tk—])_z It Y (t)AXk (t)dt=
k=1 k=1 k=1~ Y-

N-I N-I
S 8 ) (085, () o S (), () 0 () (1)

k=1 k=1

Nt
> L v, (1) Ax, (t)dt,

k=1~ k-1
v, (t,) A, (t,) = 0 olursa diferansiyeli bulma bagintilar1 (1.5)

aD, (x, (t.).t D, (x. (t. ).t

AX,., (tk ) _ Tk (Xka)(( k) k ) AX, (tk ) 4k (XkaE k) k) gibi  kabul edilirse son

denklemlerden asagidaki elde edilir:

Nt

] T e

k=1 "l OX
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o () (1) 5 22U ) S a1y (1.14)

k=1 OX k=1 "t

Dolayisiyla

—i( ﬂt//k (t) % (% (t;)’(u“ UR) A X (t)J dt]—

k=1

t

N of (X (t),u (t)t) .

kZ::, t'!.l(Wk(t) ( (6)Xu () )AUk(t)JdtJ+

N A D, (% ()t

S, ()50 (1) 1) DL )Axk(tk)}m (1) % (1)

k=1

N_l+aDk(Xk6£tk)’t“)—§N: j ¥, (t)Ax, (t)dt=0 (1.15)
k=1 k=l

Euler denklemi ile

Q,+Q +A +A =0. (1.16)

Q,,Q;,A've A kiimeleri kendi analitik ifadeleriyle degistirilirse ve sonrasinda elde

edilen denkleme (1.15)’1 eklenirse (yapilabilir ¢iinkii (1.15)in toplamu sifirdir) su elde edilir:

itk (—aksX—LAxk— aa—LAukjdt ﬂkT—aM gf(xk’ ))Axk( )dt+|( x,'((U))

t K

_iikaFu[xN(tN)t] iﬂ OF, [%y (t) sty ]

’ t
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b=

- aDk(xkaitk%‘k)_i[T (7 (1), <t)>dt]=0

k-1

=~
I
—

=z

-1

oD, (% (t).t)

{‘/jk (tk ) L/ (tk ) o ]Axk (tk ) Ty (tN )AXN (tN )

=
Il

1

.:1 oD, (xkagtk)’tk)Jr (% —x (7))

1

L(Xk - X, (U) daki X, =X, (T)yu olarak Ax,(t),AX, (ty), A%, (t)ve u (t) yondes

katsayilariin grubu olusturulursa, sonrasinda asagidaki baginti elde edilir:

OX,

{g_ oF, [xNa(XtN A )J ax, ()~
iﬂ% oF, I:XNa(ttN )ty ] _r:: D, (xkaitk),tk)
z[w ()i 1) DO JAxk ()
=0
Y

20, 3 ()0 (1.4

v () =w. (t) o ile k=1,2,...,N-1 durumunda ve

Yn (tN ) = _UZE—;ﬂlk %, [XNa():N )’tN:I

baslangic kosullar ile

i T (_a i—l//k (t)afk(xk (t),u, (t)’t)—ﬂkii GMK((Xk,t)) o, (0) |ax, ()t
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v (t)=—¢ PV (t) Ax, (t,)dt diferansiyel
k

of, (%, (t),t)_ﬂk‘.k[ oM, ((%.1))

OX, OX,

t

sistem denkleminin ¢ézlimii ve asagidaki bagint1 F, ve Dy fonksiyonlarini agiklasin.

ZE: oF, [XN (ty ),tN] N1 0D, (Xk (tk)’tk) _

k=1 by k

3 S )

Pontryagin fonksiyonunu
Hy (6% Uow, ) = —L (%o U t)—w, (t) f(X,u,t)  olsun.  Au(t) keyfi olarak
segilirse sonrasinda teorem (1.5) elde edilir.

1.4. Diizgiin Olmayan Durum (Diizgiin olmama minimallestirme

fonksiyonelligine eklenmistir)
Minimallestirme fonksiyonelligi (1.6) asagidaki formda olsun.
@, pozitif homojen ve yari tiirevi alinabilen fonksiyon iken

N

S (Ut ) =2 @ (% (t)) > min dir. (1.17)

P

Teorem 1.6. Minimizasyon fonksiyonelligi ¢, (.) pozitif homojen, x(.) ile
(uf (t),le) noktasinda yar1 tiirevi almabilen ve kontrol problemi (1.2)-(1.5) ve (1.17) igin
optimal bir ¢dziim olsun. X, € M ((pk ()) olan konveks, yogun smirli bir kiime olsun ve
o fok=12,..,N; A,v=12,..,E gibi sayilar ile y,(t),k=12,..N gibi vektor

fonksiyonlar1 olugsun; teorem (1.5), (1.9) daki yerine koyma eslenik sistemi ile asagida

gorildiigi gibi dogrulamaktadir.
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Vi (t)ZOka: ~ Wk (t)

afk(xk (t)ﬂuk (t)’t)_ﬂk th' MAX

OX,
k=12,...N, teft_.t]
ve Pontryagin Hamilton fonksiyonu H, (t,%,U.¥, )=, (t) f (X.U,.t) seklindedir.

Kamt: Eger minimallestirme fonksiyonelligi ¢, () , pozitif homojen ve Xx; ()
noktasinda yari tiirevi alinabilen ise, o zaman ¢, () icin tamamen smurh, E., alt bosluk
olusturucular1 meydana gelir (V.F. Demyanov and V.A. Roscina, 2008, teorem 4). E,,, dan bir
eleman, 6rnegin M ((ok ()) € E,, (ki bu bosluk olusturucunun bir kiimeler ailesi olmasindan

dolayidir) ve herhangi bir X, € M (¢, ) elemani, dahasonrada X, € (1 C, almsin.
[P ="

Sonrasinda teorem 1.4 ii kullanarak su yazilabilir; X, € o' o, (Xf ()) Bu ¢alismanin

giris boliimiindeki Frechet stiperdiferansiyelinin tanimiyla
?, (xk ()) -0, (xf ()) < <x:, X () =% ()>+() = <x;‘,Axk ()>+() dir (1.18)
Ve minimizasyon fonksiyoneli (1.17) icin bir kiime engellenmis AX, degisimi

Z<XZ,AXk ()>S 0 ‘1 dogrular. Bu konidir ve bu ¢alismanin girig boliimiindeki fonksiyonel

N
k=1
analize ait bilgi ile Dubavitskii-milutin teorisi kullanarak ¢, gercek sayilar iken cifte koninin

N
—Zak<xz,AXk ()> formunda oldugu sdylenilebilir. Teorem 1.5 i¢in yapilmis tanim,
k=1

fonksiyonel (1.17)nin yerini aldig1 minimizasyon fonksiyoneli (1.6) kullanilarak teorem (1.6)’i

(1.9) daki degisen eslenik sistem asagidaki formuyla kanitlanabilir.

, of, (% (t),u, (t),t)_ﬂk ] M, ((%.1))

l/)k(t):akxk_l//k(t) x
K

Ax, (t,)dt,

t k

k=12,..,N,teft_.t]
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ve Pontryagin — Hamilton H, (t,%.U.v)=w,(t) f(X.u,t) olarak fonksiyon
gostermektedir.

Sonug¢ 1.6 Teorem 1.6, minimizasyon fonksiyonelinin Gateaux {ist tiirevi alinabilen

fonksiyon olmasi durumunda, minimizasyon fonksiyoneli ¢, () nin pozitif homojen oldugu
agiklanmaktadir ve Gateaux tiirevi alinabilen fonksiyon X, (.) noktasindadir.
Kamt: Kanit agiktir. Aynen teorem 1.6’daki gibi, mevcut calismadaki Lemma 1.1

deki Frechet iist tlirevi alinabilen fonksiyon ile Gateaux iist tiirevi alinabilen fonksiyon

arasindaki bagintilar kullanilarak kanitlanabilir.
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Bolim 2

2. Ayrik Optimal Kontrol Sistemleri Icin Maksimum Prensibi

2.1. Problemin Onerilmesi Ayrik zaman araligi [to,tot1,...,t5,t+1,..., T=ty+N]

kontrol edilmis isleminin asagidaki gecikmeli fark denklemleri sistemi ile tanimlansin.

x(t+1)=f(t,x(t),x(t=h),u(t)),teQ ={t,,t,+1....t, -1}, (2.1)
X(ty =h) =X, e X(t ) X, 2.2)
y(t+1)=g(t.y(t),y(t=h),v(t)).t=Q, ={t,...t; +1LT -1}, (2.3)
y(t)=G(x(t)),teE, ={t —ht+h+1, .t} (2.4)

Burada f(t,x,a,u)(g(t,u,ﬂ,v)) verilen bir n(m)— boyutsal vektor fonksiyonu
siireklidir ve ikinci mertebeden dar to(x,a)((y,ﬂ))e gore siirekli kismi tiirevleri vardir.
tosti Toues X poe-n5 X, verilen gergek sayilar, h gecikme, N dogal bir say1, G(X) verilen m-

boyutlu stirekli tiirevi alinabilen vektor fonksiyonu, u(t), v(t)-r ve g- ise boyutlu vektor
fonksiyonlaridir ve bu fonksiyonlar ile bos olmayan smirli kiimeler U ve V nin degerleri

sirastyla:

u(t)eU cR,teQ, (2.5)
v(t)eV cR%teQ, (2.6)

Yukarida belirtilen kosullar1 dogrulayan bir ¢ift (u(t),v(t)), kabul edilebilir ¢ift (kabul

edilebilir kontrol) olarak adlandirilacaktir. Amag terminal fonksiyoneli
S(u,v) =g (x(t))+e, (¥(T)) (2.7)

minimize etmek olup bu terminal fonksiyonel, biitiin kabul edilebilir kontroller ile ¢izilen

sistemin ¢dziimleri (2.1)-(2.4) te tammlanmistir. Burada, ¢, (X (t, )) +o, ( y(T )) verilen siirekli

tiirevi alinabilen rakamlarla ifade edilebilen fonksiyonlardir.
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fleride, (2.1)-(2.6) nolu smirlamali, fonksiyonelligi minimallestirme problemi (2.7)

bir problem olarak (2.1)-(2.7) de dikkate alinacaktir.

Problem (2.1)-(2.7)nin ¢6ziimii olan kabul edilebilir ¢ift (kabul edilebilir kontrol) (u
(t), v (t)) optimal ¢ift olarak adlandirilir ve yondes islem (u (t), v (t), x (t), y (t)) ise optimal

islem olarak isimlendirilir.

Amag, problem (2.1)-(2.7) i¢in Pontryagin’in maksimum prensip [67] tipi gerekli

optimalite kosullarini tiiretmektir.

Bu amacla, kalite fonksiyonelligi (2.7)nin artma miktar1 formiiliinii olusturulsun.

2.2. Fonksiyonelin Artma Miktar1 Formiilii

(uo (t),v’ (t)) sabit olsun
(@(t)=u’(t)+Au(t).v(t)=Vv"(t)+Av(t)) herhangi kabul edilebilir bir kontrol olsun.

(XO (t),y" (t)), (Y(t) =x"(t)+Ax(t), ¥ (t)=y°(t)+ Ay(t)) ile problem (2.1)-(2.4) iin ydndes
¢Oziimiinii gosterilebilir.

Dolayisiyla, fonksiyonel kalite (2.7) nin artma miktar1 formiiliiniin asagidaki gibi

olacagi agiktir.
AS(u*v) =8 (T,v)-S(u" V") =] ¢ (X(1)) = (X (1)) |+ 2. (¥(T)) -, (¥°(T)) | 2®)

Diger taraftan (AX (t ), Ay (t)) , asagidaki baginty1 dogrulamaktadir:

Ax(t+1) = (LX(t),a(t).a(t))- f (t.x°(t),a"(t).u’ (1)), (2.9)
AX(t,—h)=0,...,Ax(t,) =0, (2.10)
Ay(t+1)=g(t¥(t), B(1).V(t))—g(t.y* (1). 8" (1).v" (1)), 2.11)
Ay(t)=AG(X (1)) =G(X(t))-G(x"(t)).t E, , (2.12)
(a(t) = x(t—h). B(1) = y(t-h)
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Ancak y° (t) ve p’ (t) bilinmeyenler, n ile m ise sirasiyla vektor fonksiyonlaridir.

(2.9) (2.10) nun her iki kenarini bu vektorler ile ¢arpip sonug bagmntisini t, dan t, —1 e kadarki
genlige gore toplandiginda asagidaki elde edilir.

t-1

>y’ ‘(t)AX(H—l) = ?Zl:l//o

Z O F(Lx(0).2(0).3(1)-f (L (1).a" (). (V)] @13)
E p° '(t)Ay(t +1) = TZi p’ '(t)[g (t),y(t),ﬁ(t),V(t)— g (t, % ('[),,6’0 (t),v° (t)):|, (2.14)

t=t, t=t,

Kabul edelim ki
H (t,X,O{,U,l//O) =y’ ,f (t,x,a,u),

M (t.y..v.0’) =p°'g(t,y,ﬁ,V), olsun

ve (2.13)(2.14) Ozdeslikleri hesaba katildiginda, artma miktar1 formiili asagidaki gibi

yazilabilir.

y-1

+Zz// ) AxX(t+1)= 2y [H(LX (1), (t),0(1).° (1)) - H (6x (1), e (£).u” (t).p° (1)) ]+

+:Zti po’(t)Ay(t”)_:[M (LY(1), B(t).7 (1), p" (1) =M (5" (1), 8 (1) .V (1), p° (1)) | 2.15)

Eger s yerine t+1 degiskeni alinirsa asagidaki gibi bir kanitlama kolay olacaktir.

+Zy/ t)Ax(t+1)=p° (t,—1) AxX(t,) Ziy/ (t-1)Ax(t), (2.16)
S % (1) Ay(t+1)= p (T —1)Ay(T)— p° (t ~1)Ay(t)+ 3 p' (t-1) Ay (t) 2.17)

t=t, =

Son bagintilar goz oniine alinirsa (2.15) ten asagidakiler yazilabilir
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-M (ty" (1), 8° (1).V (1), p° (t))} (2.18)
Uygunluk i¢in asagidaki gibi bir gosterim yazilabilir;

AgoH[t]=H (X (t),a (1), T (),p° (1)) = H (t.x" (t),a° (t),u° (t),9° (1))
H, [t]=H, (t.x"(t).a" (t),T(t).p" (1)),
M, []=H, (Y (1).8° (). (1), p° (1))
oM =M (ty" (1), 5° (1), (1), B (£)) =M (6" (1), B (1).v" (1), P (1))

Bu denklem kiimelerini g6z 6niinde bulundurur, Taylor’un formiilii ve

Ay(t)=AG (X0 (t)) =G (Y(t)) -G (X (t)) , gercegini kullamlirsa artma miktar1 formiilii (2.18)

asagidaki gibi yazilabilir,

ol (XO (t, ))

AS(UO,VO):TAx(t])+MAy(T)+ "(t,-1)Ax(t,) Zl// (t-1)Ax(t)-

oy t=t,

H [t]Ax(t) tz H[t]- ZAH [t]Ax(t tZ]:H [t]Ax(t-h) ZAH [t]Ax(t—h)+

t=t,

, T-1 T-1
+p° (T-1)Ay(T)-p° (tl—l)Gx( ) (t)+> p'(t-1)Ay(t)- > M, [t]ay
t=t, t=t,

T-1 T-1

-y My [t]ay(t-h) ZA M [t] :Zi AM] [t]ay(t)- ;AVM/;[t]Ay(t—h)+ol(HAx(tl)H)+

t=t,
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1o, (Jar(r])- S0 Jaa o) o, Jav o)) 5" -1 (e @19

Burada

0, (), = l,_S degerleri sirasiyla asagidaki agilimlardan elde edilmistir.

o (200))-0, () - L ) ).
70l ()= 2 Oy 1) 0, ayry,

H(t,X (1), (t),T(t),p" (1)) - H(t, x(t),er(t),T(t)p (1)) = H, (t,x (1), (1), (t).0" (1)) Ax(t) +
+H, (X (t),a° (t),3 (), (t)) Ax(t—h) + o, (|aa(t)]),

M<t,v<t>,ﬁ<t>,p°<t> ML (). A.T(0)7(0), 5" (1) =M (6Y(0).5(0).9(0), B () Ay (1) +
M (£(2). A().7(0). 8° (1) Ay (t-h)-+o, (Jab(0)] ).

G(X(1))-G(x"(1)) =G, (x" (1)) Ax(t)+o, (HAx(t)H)

Dahasi, asagidaki 6zdeslikleri ispatlamak kolaydir:

—

-1 ty-1 -1-
H. [t]Ax(t=h)=>" H,[t+h]Ax(t +ZH [t+h]Ax(t)

=t t=ty—h t=t,

ty

—

—

-1 T-h-1

M7 [t]Ay(t—h =ti M7 [t+h]Ay(t) Z M [t+h]Ay(t) (2.20)

=t t=t,—h

—

(2.19) tan verilmis 6zdeslikler (2.20) (2.21) ile gosterilecekler asagidakilerdir.

AS (u°.v°) =[M+y/° (t=1)=G; (x(t,)p*(t,—1)) | Ax(t,)+

OX

{a%(;’;( )) +p"(T - 1] +tih[ (t—1)—H,[t]-H [t+h]] Ax(t
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t-1-h T-1-h

£3 [o (t-1)-H, [t]] Ax +i[ M [t]-M, [t+h]] ay(t)+

t=t, t

T-1

£ [P (t-1)M, [t]] ay(t) tZ?Mﬂ[Hh]Ay ZAH[t] ZAM[t

=t

1 T-1

o, ([x(t)) 0. (Jay(T)- Zo [ (v)) - o, (Jab ) ' - 1)x

t=t, t=t,
-1 Tl

xos (| ()] ) - Z‘[ X(t)+AH, [t]ax(t-h)]- Z[A M, [t] Ay (t)+ A M, [t]ay(t-h)] (2.21)

1 1

te E, oldugu i¢in

Ay(t)=G(X(t))-G(x"(t)), (2.22)
O halde,
%Mﬂ[t+h Jay(t tZEM t+h]G, [t]ax(t) +§ M [t+h]o (”Ax ||)

Dolayisiyla, (2.22) den elde edilen asagidaki gibidir.

AS(uO,v‘)):[MJrWO(tI—1)—G;+(x°(tl))p°(tl—1)) AX(t)+

OX

{5% (;’; (T))+ p'(T _1)} Ay(T)Jrl‘Zl“h[y/O(t—l)—Hx[t]— Ha[t+h]]' AX(t)+

Z[‘” (=) []‘G*“]Mﬂ[”“U'AX<t>+T§h[p°<t—l>—My[t]—Mﬂ[whn’Aya)—
tT ] X M, [t]] xAy(t)+:Z;AUH [t]—zAvM [t]+7, (u”.v"; Au, Av) (2.24)

ve asagidaki tanimla
G,[t]=G, (X (1)),
-1 T-1

7 (u®,v"s Au,Av) = o, ([[Aax(t)])+ o, (Jay (T)]) + :203 (Jaa(o)])- X ou (Jab(0)])+ o' (t,~1)

=t, t=t,
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—

o, (Jax(t)]) - [A H; [t]ax(t)+A H, [t]Ax(t—h)]—Ti[AvM'y[t]Ay(t)+AvMI'B[t]Ay(t—h)]—

t t=t,

ttltzlth[M; [t+h]o, (HAx(t)H)} (2.25)

=t -

Il
<

Simdi y°(t) ve p’(t) asagidaki fark denklemleri sisteminin ¢dziimii olsun.
p'(t-1)=H,[t]+H, [t+h].t =t t,+1L...t -1-h

p' (t=1)=H,[t]+G [t]M,[t+h],t=t —h,..t -1, (2.26)
p’(t-1)=M,[t]+M [t+h],t=t,. .. T-1-h, (2.27)

p’(t=1)=M,[t],t=T =h,..,T -1,

w'(t,-1)= —%}i(t‘))w; (x"(t))p°(t,-1) (2.28)
p*(T-1)= —w (2.29)

Sistem (2.26) — (2.29) problem (2.17) i¢in eslenik denklemler olarak adlandirilir. Bu

varsayimlarin 15181 altinda, artma miktar1 formiilii (2.24) asagidaki formu almaktadir.

AS(u°,v')= ZA Ht] ZA M [t]+7, (u’.v’; Au, Av) (2.30)
t=t,
Artma miktar1 formiili (1.30), birinci sira tip maksimum prensibin gerekli optimalite

kosullarini elde etmeye yardimci olmaktadir.

2.3. Egrinin Artma Miktarinin Degerlendirilmesi

(AX (1), Ay(t)) i¢in artma miktar1 tahmin edilsin. Sunu gérmek ¢ok basit olacaktir:

t

X(t+1)=>(Ax(r+1)-Ax(7)),teQ, (2.31)

=

t

Ay(t+1)= (Ay(z+1)-Ay(7))+Ay(t),teQ,, (2.32)

=t
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(2.9) ve (2.10) u hesaba katmak suretiyle, (2.31) den sunu elde edilir.

Y[ (7 %(2).@ ()~ T (7.X" (7). () ()~ A7)

r=t,

<l )+ Slar(elf 2.3 (o) - .

Burada Z; bir Lipschits sabitidir.

<

|ax(t+1)|=

S ax(z—h)|= 5 [ax(e)]+ S Jax(e)] < 32 Jax[e]] igin dolaysiyla (1.33) iin gerektirdigi
r=t, 7=t,—h 7=t, 7=t,

t-1
HAx(t+1)H < Z‘

Z,=sabit > 0 dir.

At [T]u+zzjtqu(r)u (2.34)

Gronwall-Bellman Lemma ([13], p [110]’a bakiniz) nin son esitsizlik artma miktar

kiyaslamasini uygulamak suretiyle

A f 7] te Q. ut,, Z, = sabit > 0. elde edilir.

t,—1

ax(t)|< 2324
(2.32) den ayn1 zamanda

[ay(t+ 1) <[ay (&) + Ay (e +1) - ay()] dur.
r=t,

Bu esitsizlik kullanilarak (2.34) deki esitsizligin kanitiyla yapilacak bir kiyaslama sayesinde

asagidaki kanitlanabilir:

T-1
MUBATSIS

Burada Z4 = sabit > 0 dir.

A9 ()+ S x (o)) [ te @, o, (235)
7=t,

Ama

Ay (1) =G (X" (t,)+Ax(t))-G(x(t)). igin
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Su kolaylikla goriilebilir:

b

HAy (t )H <Z; HAX(tl)
Z, =sabit >0

Dolayisiyla (2.34) tahminlerini gz Oniinde bulundurup (2.35) te yerine konursa ve basit

dontistimlerden sonra su elde edilir:

t,-1

lay )<z, 22

=

1eQ,uT, (2.36)

A9 [r]

T-1
A, f [z‘]” + Zt:

Z, =sabit>0dir.

2.4. Ayrik Optimal Kontrol Problemi icin Maksimum Prensibi

Kabul edelimki agilim, (2.30) sdyle olsun: Au(t) =0, (Av(t) = 0), Av(t) =0,

(Au ()= 0) bu durumda elde edilen asagidaki gibidir:

A,S (u°,v°) =S (U,vo)—s (u°,v°) = —tiAUH [t]+7, (uO,VO;Au,O) (2.37)
t=t,
A,S (u°,v°) = s(u",v)—s (uo,vo) = —EAVM [t]+7, (uO,VO;O,Av) (2.38)

t=t,
Kabul edilebilir islemler (uO (t) +V° (t) X (t) ,Y° (t)) boyunca, (2.1) (2.3) sistemlerinin kabul
edilebilir hizlar kiimesi 6rnegin asagidaki kiimeler
F(LX (1), (t=h),U) ={a :eq =  (t.X° (1), X" (t=h),u),ueU}, (2.39)

g(t, y° (t),y"(t—h),v):{o:2 ‘a, = g(t, y’(t),y° (t—h),v),v eV}, (2.40)

konveks olsun. Bdylece:
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Teorem 2.1. Eger (2.39)(2.40) kiimeleri konveks ise, problem (2.1)-(2.7) i¢in kabul edilebilir

(uO (t) V0 (t)) kontrollerinin optimalitesi i¢in agagidaki kosullar saglanmalidir:

t -1
1) ZAW)H [t] <o, (2.41)
t=ty

Her u(t)eU,teQ, igin.
2) ZAV(t)M [t]<0, (2.42)
Her v(t) eV,teQ, i¢in.

Bagintilar (2.41) ve (2.42), yukarida belirtilen problem i¢in ayrik maksimum prensip olarak

adlandirilir.

Kamnit: Simdi esitsizlik (2.41) kanitlansin.

(uo (t).v (t)) optimal kontrol ve onun ani artis varyansi asagidaki formiiller ile ifade
edilebiliyor olsun.

e€[0,1], a u(t;e)eU, t € Q, ise bir keyfi vektor ve dogruladigi denklem ise

Aug, f [t]= A f [t]
u(t)eU, teQ iken.

{Aug (t) = u('[;g)—u0 (t),t €Q,

(2.43)
Au, (t)=0, teQ,

Bu, (2.39) un digbiikeyligi nedeniyle miimkiindiir.
(Ax, (1), Ay, (t)) bize dzel bir artirma miktar olan (X0 (t),y° (t))yi gostersin ki gosterdigi
ayni zamanda bir diger 6zel artma miktar1 olan (2.43) kontrolii dogruluyor.

(2.43) ten, (2.36) asagidakini gerektirmektedir.
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HAXS (t)H <Z,,teQ uUt,
lay, (1)< Ze. teQ, UT. (2.44)
(Z,,Z, = sabit > 0)

(2.43) ve (2.44) tahminleri hesaba katildiginda (2.37) den

t-1
Boylece &€[0,1]in gelisigiizelliginden, —&)_ AyH [t]+0(£)=0 esitsizlik (2.41)%e

t=t,
indirgendigi elde edilir.

Esitsizlik (2.42) ayn1 benzerligi kurarak benzer sekilde kanitlanabilir.

Sadece bu durumda (u0 (t),v° (t)) i¢in ani artis asagidaki formiillere saptanmaktadir.

Au_(t)=0,t

(1)=0teQ (2.45)
Av, (t)=v(t;e)-V’,teQ,
Burada v(t)eV,teQ, igin

A9 [t]= A9 [t] olacak sekilde & €[0,1],v(t;&)eV dir.

Sonug¢ Teorem 2.1. (2.39)(2.40) kiimeleri konveks olsun. Sonra problem (2.1)-(2.7)deki kabul
edilebilir kontrol (u0 (t),v° (t)) nin optimalitesi asagidaki esitsizlikleri dogrulamak icin
gerekli olacaktir.

1) AH[6]<0, (2.46)
her 6eQ,, ueU igin,

2) AM[O]<0, (2.47)

her 8Q,, veV icin,
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(2.46) ve (2.47) esitsizlikleri problem (2.1) — (2.7) i¢in ayrik nokta tabanli maksimum
prensipler [68] olarak adlandirilir. (2.41), (2.42), (2.46) ve (2.47) deki optimalite kosullarinin
denk oldugu gosterilebilir.

2.4.1. 6zel durum Simdi gecikmenin olmamasi durumu ele alinsin.

Ornegin,

S (u, V) =g, (X ('[l )) +, ( y (T )) nin minimallestirme problemi ¢alisilsin (2.48)
Asagidaki sinirlamalar

u(t)eU cR",teqQ,

v(t)eV cR%teQ,, (2.49)
x(t+1)= f(t,x(t),u(t)),teqQ, (2.50)
x(ty) =X,

y(t+1)=g(tx(t).u(t)).teQ,

y(t)=G(x(t)), ilegahigin (2.51)

sabit bir kabul edilebilir kontrol (uo (t).v (t)) yi varsayarak

(WO — " (t),po =p’ (t)) iken . y , asagidaki eslenik sistemin
M (t.y.v.p’)=p"g(t.y.v),

bir ¢oziimiidiir.

(2.26) — (2.29) iin

p'(t-1)=H [t].t=t,t,+1...t -1, (2.52)
oo, (X" (t, e .
w“(q-1)=-%+ex(x (t))p°(t,-1) (2.53)

p'(t-1)=-M [t],t=t, t, +1..T -1,

o0, (' (T))

p’(T-1)=- Y
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Teorem 2.1 bunu izler:

Teorem 2.2. Eger asagidaki kiimeler
F(LX(1),U)={e e = f (X (t),u)ue U,

g(t, y° (t),V)={a2 a, = g(t,y0 (t),v)v eV,}

konveks ise, problem (2.48) — (2.51) deki optimal kabul edilebilir kontrol (u’(t),v’(t))

asagidaki bagmtilar1 dogrulamak icin gerekli olacaktir.

t, -1
D YA H[t]=0, (2.54)
=t

her u(t)eU, teQ, i¢in
2) ZAU(OM [t]<o0, (2.55)

her V(t) eV, teQ, i¢in

2.5. Dogrusallastirilmis Maksimum Prensip
Problemin formulasyonu ve minimallestirme fonksiyoneli i¢in ¢izim artirimi formiilii
U,V kiimelerinin konveks oldugu, f(t,x,a,u)(g(t,X, #,v)) nin siirekli olusu ve (X,o,u)((y, £,v))

degiskenlerine gore siirekli birinci sira kismi tiirevleri oldugu varsayimiyla, bu bdliimde

problem (2.1) — (2.7) yi incelemeye devam edilecektir.
(U (1).v" (1), X (1), y* (1)) H (T (1) =u’ (t)+ Au(t), ¥ (t) =v° (t) + Av(t),

X(t)= X’ (t)+Ax(t),y(t)= y° (t)+Ay (t)) nin herbiri ayr1 ayr sabit ve keyfi kabul edilebilir

islemler olsun. Kalite kriterinin artirnminin asagidaki gibi yazilabilecegi biliniyor (formiil

(2.18)’e bakiniz).

85 ()= (%(t)) -0 (< (t)) [+[ 22 (F(T)) =0, (¥ (T)) [+ (&, - 1) Ax(t) +
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—p% (4 -1)Ay(t)+ Y p” (t-1)Ay (1) (2.56)

t=t,

Boylece Taylor’in formiilii kullanilarak su elde edilir.

AX Ay
AC = [ Aa} AC = { A ﬁ} tanimi ve o, (.), o, (.) degerlerinin herbiri ayr1 ayr
Au Av

H(tX(t).@(t).T(t).p" (t))—H (t.x"(t).a" (t).u’ (t).p" (1)) = H, [t] Ax(t) +

+H, [t]Ax(t—h)+H, [t]Au(t) +0(‘Ac H)

M (5 (1), B (1) (1), p° (1) =M (6" (1), £ (1) (1) p° (1)) = M, [t] Ay () +
(t-

+M’ [t]Ay )+M [t]Au +0 (HAd t”) acgilimlarindan belirlenmek tizere (2.57)

)
AS(uO,v°)=MAX(t) % (V'( )Ay S0 (1) ax(0) 4 (-1 Ax(t )+

OX oy o
+g 0" (t-1)Ay(t)+ p” (T-1)ay(T)-p" (& —1)Ay(tl)—§[H; [t]Ax(t)+ H, [t]ax(t—h)+

+H, [t]Au (t)]—Zo6 (HAc(t)H)— [ M [t]y(t)+ M, [t]ay(t—h)+ M, [t]Av(t) |-

t=t, t=t,

o () o (st o (T 239

Simdi eger (l//o (t),p° (t)) nin eslenik sistem (2.26) — (2.29) un ¢dziimii oldugu kabul edilirse

—

akabinde artirim formiilii (2.58) bazi doniistimlerden sonra asagidaki bigimi alacaktir:

AS(uO,v‘)):tI_1 H, [t]Au(t)- 3 M, [t]Av(t)+7, (u’,v", Au, Av) (2.59)

t=t,

—

Il
=
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ve asagidaki gibi tanimlanacaktir.
1, (uo,vo, Au,Av) =0, (HAx(t1 )H) +0, (HAy (T )H) -p° '(tl ~1)o; (HAx(t1 )H) —

_2;06(”&(0”)_207 (Jad (O)- S ™ e+ s (Jax )]

t=t,—h

2.5.1. Artirim egrisinin degerlendirilmesi ve optimalite kosulu

(2.1) — (2.4) sisteminden

Ax(t+1)=f(t,%(t),a@(t),T(t))—(t.x(t),a(t)u(t)), teqQ, (2.60)
AY(t+1)=g(t.¥(1).B(1).7(1))-g (L y(t), B(t).v(t)). teQ, (2.61)
Ay(t)=G(x(t)), teE,.dur.

Diger taraftan 6nceden de bilindigi lizere

||Ax(t + 1)|| =22 (Ax(z +1)-Ax(7))

r=t,

attea

t

> (Ay(r+1)-ay(e))+Ay(t)

=4

HAy(t + 1)” = ,teQ,dir.

Bu 6zdeslik ve (2.60) ile (2.61) nolu bagintilari ele alindiginda;

Ix(t+1)|<7, {ium(f)\\@tum(r)ﬂ, .62
O B T EE N T 8 T | .

Z,,Z,, = sabit > 0.
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Bronwall — Bellman lemma’nin ayrik analogunu kullanarak bazi doniisiimlerden sonra bu

esitsizliklerden

,teQ ut, (2.64)

t,—1
MEESNE

,teQ,UT. (2.65)

-1 T-1
loy(0]=2.| S su o)+ vt

(Z,,,Z,, = sabit > 0).elde edilir.

Teorem 2.3. (Dogrusallastirilmis maksimum prensibi)

Eger U ve V kiimeleri konveks ise, problem (2.1) — (2.7) deki kabul edilebilir kontrol

(uO (t) VY (t)) nin optimalitesi i¢in asagidaki bagintilarin agiklamalar1 gerekmektedir:

Y H [t (u(t)-u’ (1)) <0, (2.66)

> M [t](v(t)-v° (1)) <0, (2.67)
her v(t) eV, teQ,igin.
Simdi esitsizlik (2.66) kanitlansin.

(uo (t),v° (t)) optimal kontrol olsun. Ozel artirim asagidaki formiil ile belirlensin:
e€[0,1], u(t)eU, teQ, keyfi vektdr kontrolii iken.

Au(t:e)=elu(t)-u’(t)]. teQ (2.68)
Av(t:g)zo, teQ, (2.69)
Sonrasinda (2.64), (2.65) nolu tahminler sunu gerektirecektir:

HAX(t i€ H <Z.,& teQut, (1.70)

)
HAy(t:g)HSZMg, teQ UT. (1.71)
Z,,,Z,, =sabit>0.
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Dolayistyla, (2.59) nolu bagintidan asagidaki esitsizlik elde edilmektedir:

AUS(u",v") =S(u’(t)+Au(t;e),v"(1))-S(u(t),v’ (1)) = gti H, [t](u(t)—u‘)(t))+o(5) >0

=t

Boylece, ge[O,l]nin gelisigiizelligi sayesinde (2.66) nolu esitsizlik dogrulanmaktadir.
Esitsizlik (2.67) benzer bir sekilde kanitlanir. Ama bu durumda kabul edilebilir kontrol

(uo (t),v’ (t)) nin 6zel artirim1 su formiil ile belirlenmelidir:
Au(t;e)=0, teQ,

Av(t:e)= e[ v(t)-Vv' ()],

e€[0,1], v(t)eV, teQ,, gelisigiizel kontroldiir.
Teorem 2.3 kanitlanmustir.

Teorem 2.3’1lin kanitinda da goriilecegi iizere, (2.39) ve (2.40) nolu kiimelerin digbiikeyliligi
gerekmektedir. Dolayisiyla, siirekli durum [26] dan farkli olarak dogrusallagtirilmis ayrik
maksimum prensip, ayrik maksimum prensibin bir sonucu degildir ve bagimsiz bir 6nemi,

anlami vardir.

Sonu¢ Teorem 2.2. Eger U ve V kiimeleri konveks, ise problem (2.1) — (2.7) deki
(uo (t),v° (t)) optimal kabul edilebilir kontrolii i¢in asagidaki kosullarin dogrulanmasi
gerekmektedir.

1) H,[0](u-u’(8)) <0, (2.72)
her ueU, 8€Q) icin.

2) M, [6](v-v"(8))<0 (2.73)
her veV, 6 €Q,icin.

Ozel durum

Problem (2.48) — (2.51) ele alalim. Teorem 2.3 ten.
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Teorem 2.4. Ozel durum i¢cin (Dogrusallastirlmis maksimum prensip)
Eger problem (2.48) — (2.51) deki U ve V kiimeleri konveks ise, akabinde bu problemdeki
kabul edilebilir kontrol (u0 (t),vo (t)) nin optimalitesi i¢in asagidaki sinirlamalarin

dogrulanmas1 gerekmektedir:

1) E%l;[t](u(t)—uo(t))so, (2.74)

her u(t) €U, teQ igin.

2) TziaMa\;[t] (v(t)-v'())<o0, (2.75)

t=t,

her v(t)eV, teQ,igin. (y°(t),p’(t)), dual sistem (2.52) — (2.53) iin ¢dziimii iken.
Ornek 2.1.

S(u,v)=y;(4) terminalini minimallestirme problemini asagidaki simirlamalari géz Oniinde

bulundurulursa

u(t)<1t=0,1.
\v(t)\su =2,3,

X (t+1)=x,(t),

X (t+1)=u(t), t=0,1
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Hamilton — Pontryagin fonksiyonlar1 tanitilsim.
H(t,X,Uu,p) =y X, +y,u,
M (L y,v.p)=PY, + PV.=P, Y,
Ve yukaridaki problem i¢in agagidaki bitisik sistemi yazilsin.
w, (t-1)=0,
v (t=1) =y (1),
v ()=p (1),
v, (t)=p, (1),
P (t-1)=-p,(t),
P,(t-1)=p,(t),
P (3)=0,p,(3)=-2y,(4),
Kabul edilebilir kontrol {u(t),v(t)}={u(0),u(1);v(2),v(3)} =
={(0,1),(~1,0)} ele almsm.

Bu kontrole yondes olarak, yukaridaki sistemin asagidaki formda bir ¢6ztimii bulunmaktadir:

% (6)= (6 0).%,(1).%,(2)) = (1.0.0).
% (0).%,(1).% (2)
%(2):%(3). v (4)=(0.2,-1),

%:(2).%(3). v (4) = (2.-1.-2).

(0,0,1),

=
—~
-t
~
I
— —~ —~
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Bitisik sistem ¢oziilerek asagidaki elde edilir.

A ( )
P (t) :(pl (2)’ P (3)) :(_4’0)’
P, (t) = ( P, (2)’ P (3)) :(0’4)'

Verilen 6rnek i¢in, dogrusallastirilmis maksimum kosullar (2.74),(2.75) in formlar1 agagidadir:

1

Y, (t)(u-u'(t))<0,t=0.1,

t=0

Z;: p, (t)(v—v"(t))<0,t=2,3,

Ve bu formlar asagidaki nedenden dolay1 maksimum prensibi dogrulamazlar.

—4(u-1)<0, ue[-11],
4v<0; vel[-11].

Sonug olarak, calisilan problemdeki kabul edilebilir kontrol optimal degildir.
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SONUC

Bu calismada, degisim sistemlerinin optimal kontrolii i¢in sonuglar rapor edilmistir.
Optimal kontrol problemi i¢in (A.Y. Dubovitiskii and A.A. Milyutin, 1965; V. Girsanov,
1979; A.A. Milyutin and N.P. Osmolovskii, 1998) te oOnerilen yaklasima dayandirmak
suretiyle, yaklasimin uygulanma asamasinda daha etkili, gerekli, optimalite kosullarina
ulastiracak bir metod Onerilmistir. Bu metod, diizgiin olmayan minimallestirme fonksiyonelli,
dogrusal olmayan optimal degisim kontrol sistemlerinin 6zel yapisindan faydalanmaktadir.
Fonksiyoneli minimallestirme durumunda Clarke ve Michael-Penot alt tiirevi alinabilen

fonksiyonun olmas1 agik bir problemdir.

Degisken yapili, belirli ayrik sistem smiflari i¢in, Pontryagin maksimum prensip
kontrollerinin algilanmasinda tekil optimalite i¢in gerekli kosullar saglanmasi gerekmektedir.
Degistiren yapili, bir ayrik kontrol sistemleri sinifi  i¢in  tekil kontrollerin

optimallestirilmesinde gerekli kosullar saglanmalidir.
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