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ABSTRACT

POSITIVE SOLUTIONS OF SINGULAR VOLTERRA INTEGRAL
EQUATIONS

Integral equations play important role in applied sciences. It has may
applications ranging from electromagnetic theory, thermaoellastics, mechanics and
guantum Dynamics.

In this thesis we study the sinqular integral  equation
t
X = £i(6,7(0,x(e(0)) + GO [ £E)@)E)ds
0

and obtain the sufficient conditions for the existence solutions. The measure of
noncompactnes and Darbou fixed point theorem are the main tools for the result.
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OZET

TEKIL VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ POZITIiF
COZUMLERI

Rasim TOPRAKTEPE
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Danmismani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR
Temmuz 2014, 53 sayfa

Integral denklemler uygulamali bilimlerde ¢ok ©nemli bir yere sahiptir.
Elektromanyetik teorisinden termo elastikitiye, mekanikten quantum dinamigine

kadar bir ¢cok alanda uygulamasi vardir.

Bu tezde

t
x(t) = fi(t, x(©), x(a(®))) + (Gx)(t)ffz(t, s)(Qx)(s)ds
0

tekil integral denklemi calisilmis ve c¢oOzlimlerin varli§i igin yeter kosullar
bulunmustur. Ana sonug¢ i¢in Darboux Sabit Nokta teoremi ve kompakt olmama

Olctimii kullanilmistir.

Anahtar sozciikler: Volterra Integral Denklemelri, Fredholm Integral

Denklemleri, Tekil integral Denklemleri
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER DiZiNi

Sembol Aciklama

c(h I araliginda stirekli fonksiyonlarin kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R, [0, ) aralig1

X X'in kapanist

Conv X X kiimesinin konveks genislemesi

Mg E’nin bostan farkli, sinirl alt kiimelerinin ailesi
Z Tam sayilar

N Dogal sayilar

% y’nin x’e gore n. mertebedn tiirevi
[..()..[ Katl integrallerde (n) katlilik metebesi

Ng E’nin bostan farkli, bagil kompakt alt kiimelerinin aileleri
E, Il 1D Normlu Banach uzay1



1 GIRiS

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmakla birlikte, bu tanim yetersiz kalmaktadir. Bir baska
deyisle, bu tanimdan hareket ederek, integral denklemlerin biitiin tiirlerini kapsayacak
teoriyi kurmak olanaksizdir. Bu nedenle, birbirinden ayr1 nitelikteki integral
denklemleri tek tek incelemek gerekmektedir. Boylece genis bir aragtirma sahasi

acilmis olmakta ve konu bu oranda daginik bir inceleme tarzi gostermektedir.

Integral denklemlerle ilk ugrasilar 19. yiizyihn ilk yarisinda baslamistir.
Onceleri dagmik ve rastgele arastirmalar yapilmigken, aymi yiizyilin sonlarma dogru
daha sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildigi ve bir takim sonuglarin alinmaya
baslandig1 izlenmektedir. Abel 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi esnada
ilk defa integral denkleme rastladig1 bilinmektedir. Ancak Integral Denklem terimini
Du Bois Reymond’un (1888)’de yayinlanan bir ¢aligmasinda 6nerdigi anlagilmaktadir
(Bocher, M., 1913).

Fizik ve miihendislik uygulamalarda zaman zaman bilinmeyen fonksiyonun
integral isareti altinda olan denklemlerle karsilasilir. Bu tiir denklemlere integral
denklemler denir. Genellikle karsilasilan diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen
fonksiyonun degisik tiirevlerinden olusurlar. Tiirev, bir fonksiyonun bir nokta ve
hemen yakinindaki degerleri kullanarak bulundugundan, diferansiyel denklemler
lokal (yerel) denklemlerdir.

Bilindigi gibi tabiat kanunlar1 diferansiyel denklemler yardimi ile ifade
edilebilirler. Bundan, yakin c¢evre incelendiginde evrenin tamaminda gegerli tabiat

kanunlarinin bulunabilecegi sonucu ¢ikarilabilir.

Integral ~denklemler ise biitin uzay iizerinden integral alinmasi
gerektirdiklerinden global (evrensel) denklemlerdir. Bu da aranan fonksiyonun bir
noktadaki degerinin o fonksiyonun biitiin uzay iizerinden integralini i¢eren ifadeler
cinsinden bulunmasi1 demektir. Integral denklemler genel olarak ¢dziilmesi ¢ok daha
zor denklemlerdir.



Diferansiyel denklemlerin 6nemli bir Ozelligi, tek baslarina bir problemi
tanimlamaya yetmemeleridir. Onlara smir sartlarinin da ilave edilmesi gerekir.
Integral denklemler ise, bir problemin tam tanimim verirler. Ilave sartlara gerek
yoktur. Ancak, siir sartlari da uzayin biitiiniinde onlarin ilgilenilen bélgeye etkisinin
dolayli yoldan denklemlere dahil edilmesi olarak yorumlanabileceginden, integral
denklemler ile diferansiyel denklemler arasinda yakin bir iliski olmasi1 da dogaldir.
Bu c¢alismada goriilebilecegi gibi diferansiyel denklemler temelde integral denklemler
olarak da ifade edilebilirler.

Uygulamali bilim dallarinda bazi1 problemler tek bir denklem ile ifade
edilemezler, ancak onun yerine birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon igeren diferansiyel,
integral veya bunlarin kombinasyonundan olusan integrodiferansiyel denklemlerin bir
biitiinii olarak ifade edilirler. Bu tip diferansiyel denklem sistemleri, bilhassa parcali
olanlar, birgok fizik ve miihendislik dalinda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, diferansiyel
denklem sistemleri; Elastikiyet teorisi (Ezechias, J., 1988), Dinamik (Kant, T.,
Varaiya, J. & Arora, H.C.P., 1990), Akiskanlar mekanigi (Agarwal, R.S. & Bhargava,
R., Balaji, A.V.S., 1990), Devre problemleri (Zimmerman, W.R., 1996), Salinim
problemleri (Pesterev, A.V., Bergman, L.A., 1997 ; Giirgoze, M., 1992), Kuantum
dinamigi (Greenspan, D., 1998) gibi konularda, integral ve integrodiferansiyel
denklem sistemleri ise Elektromanyetik teori (Bloom, F., 1980), Termoelastikiyet
(Kopeikin, 1.D. & Shiskin, V.P., 1984), Biyoloji (Holmaker, K., 1993), Mekanik
(Yue, Z.Q. & Selvadurai, A.P.S., 1995, Abadzadeh, F. & Pak, R.Y.S., 1995),
Dalgalarin kirmimi (Biiyiikaksoy, A. & Alkumru, A., 1995) gibi alanlarda ortaya
cikmaktadir.

Sistemlerin ¢ozlimii i¢in su ana kadar sunulmus genel bir yontem yoktur. Sabit
katsayil1 diferansiyel denklem sistemlerinin ¢6ziimii bulunabilmekte; fakat degisken
katsayil1 diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimii ile ilgili literatiirde pek fazla
calisma yoktur. Bu nedenle fizik ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir yeri olan bu

tip sistemlerin yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasinin faydali olacag: diistiniilmuistiir.

Iki ve daha yiiksek mertebede degisken katsayili diferansiyel denklemlerin
analitik ¢ozlimlerini bulmak oldukca giigtiir. Bu yiizden yaklasik ¢oziimlere gerek
duyulmaktadir. Cogu zaman bu tip denklemler normal formdaki diferansiyel denklem
sistemlerine dontiistiiriilerek ¢oziimleri arastirilmistir. Bu nedenle sistemler konusunda

yapilan caligmalarin hemen hemen hepsi birinci mertebeden sistemlere iliskindir.
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Bunlarin ¢6ziimii i¢in Euler, Runge-Kutta yontemi gibi birka¢ standart yontem
mevcuttur. Ancak yiiksek mertebeden diferansiyel denklem sistemleri ile ilgili ¢oziim
yontemleri mevcut degildir. Bu tiir sistemler i¢in yapilan arastirmalarda sadece birinci

mertebeden diferansiyel denklem sistemleri i¢in sayisal yontemlerden bahsedilmistir.



2 ON BILGILER

u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak lizere

b

f(x) = fK(x, t) u(t) dt

a

denklemine integral denklemi denir. Burada K(x,t) iki degiskenli fonksiyonuna
cekirdek fonksiyonu denir.

2.1 Integral Denklemlerin Simiflandirilmasi
2.1.1 Dogrusalliga Gore Siniflandirma

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak {iizere,

X

ulx) =f(x) + j K(x,t)g(u(t))dt (2.1)

a

bi¢cimindeki bir integral denklemde, g(x) fonksiyonun dogrusal olmasi halinde,
integral denklem de Dogrusal Integral Denklem adin alir.

X

u(x) = f(x) + j K(x,t).u™(t)dt (2.2)

a

Integral denklemde ise u(x) bilinmeyen fonksiyonun n. kuvveti bulundugundan
lineer olmayan bir integral denklem olmaktadir. Daha genel olarak ifade edersek;

ulx) = f(x) + f Qlx, t,u(t)]dt (2.3)

integral denklemi de dogrusal olmayan integral denklem olmaktadir.



Birden ¢ok degiskeni bulunan,

b d
ulx,y) =f(x,y) + f f K(x,y; tit,). u(t t,)dt dt, (2.4)

seklindeki integral denklemlerin de dogrusal olam1 ve dogrusal olmayani
bulunmaktadir [32].

2.1.2 Tekillige Gore Simiflandirma

Integral denklemlerin bir simiflandirilmas: da K(x,t) cekirdek fonksiyonunun
stirekliligi ile ilgilidir. K(x,t) fonksiyonu, a<x<b, a <t <b araliginda
stirekli ise, integral denklem tekil (singtiler) olmayan bir integral denklemdir. K (x, t)
bu aralikta siirekli degil ise, integral denklem tekil (singiiler) integral denklem

siifina girer.

Ornegin, 0 <x< 1 olmak iizere,
X
w =[O _4, 2.5
f X) = (x_t)o( ( . )
0

seklindeki bir integral denklemi tekil integral denklemdir. Integral sinirlarinin en az
birinin sonsuz olmasit halinde de denklem, tekil integral denklemdir.

o)

f(x) = fcosx(t).u(t)dt (2.6)
0
o(x) = k. fe"x‘”.(p(t)dt (2.7)



2.1.3 Integral Denklemlerin Yapilarina Gore Siiflandiriimasi

Integral denklemler yapilarina gore ii¢ sinifa ayrilir. Bilinmeyen fonksiyonun
u(x) gekirdek fonksiyonu K (x,t) oldugu,

b

B(x) = f K (e, £). u(t)dt (2.8)

a

seklindeki bir integral denkleme de 1. Cins integral denklem denir. Bilinmeyen
fonksiyon sadece integral iginde mevcuttur.

x? = | (x — Hu(t)dt
/

integral denklemi 1.cins integral denklemlere bir drnektir. Diger taraftan bilinmeyen
fonksiyonun hem integral icerisinde hem de integral disinda bulunuyorsa

b
u(x) = JK(x, Hu(t)dt (2.9)
veya
b

ulx) = f(x) + j K(x, t)u(t)dt (2.10)

seklindeki integral denklemler ise 2. cins Integral Denklemler denir.
b
P(x).ulx) =f(x) + f K(x, t)u(t)dt (2.11)

a

seklindeki integral denklemlere ise 3. cins integral denklem denilmektedir.

xou(x)=1—e™+ | x2.t2 u(t)dt

o"n—\

denklemi 3. cins bir integral denklemdir.



2.1.4 Homojenliklerine Gore Simiflandirma

Integral denklemler bir de bilinmeyen u(x) fonksiyonuna gdre homojen olup
olmadiklar1 agisindan siiflandirilmaktadir. 2. Cins denklemler i¢in s6z konusu bdyle

bir siniflandirmada, (2.9) ile verilen,

b

u(x) = fK(x, Hu(t)dt

a

integral denklemi, homojen integral denklem olarak adlandirilmaktadir. Homojenligi
bozucu bir f(x) fonksiyonunun bulundugu , (2.10) ile verilen

b

ulx) = f(x) + j K(x,t)u(t)dt

a

gibi denklemlere ise homojen olmayan integral denklemler denir.

b

u(x) = fK(x, Hu(t)dt

a

homojen integral denkleminin u(x) = 0 olan bir ¢oziimii vardir. Buna asikar ¢dziim
denir [32].

2.2 Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri
Integral denklemlerin bir simiflandirilmas: da, integral siirlarnin degisken

veya sabitlerden olugsmasina gore yapilmaktadir. Dogrusal ve homojen olup

olmadiklarina bakilmaksizin,



X

B(x) = f K(Cx, £). u(t)dt (212)

a

X

u(x) = fK(x,t).u(t)dt (2.13)
u(x) = £(x) + j K(x ). u(t)dt (2.14)
D(x).ulx) =f(x) + j K(x,t). u(t)dt (2.15)

a

gibi integral denklemlere Volterra integral denklemleri denir. Bu tiir denklemlerde,
integral isaretinin ist smirinda veya alt smirinda x degiskeni bulunmaktadir.

x degiskeninin, x = b gibi sabit bir degere esit olmasi halinde yazilabilecek

b
B(x) = fK(x, t).u(t)dt (2.16)
b

u(x) = fK(x, t).u(t)dt (2.17)
b

ulx) = f(x) + f K(x,t). u(t)dt (2.18)
“ b

800 u(x) = F(x) + f K(Cx, £). u(t)dt (2.19)

a



seklindeki denklemlere ise Fredholm integral denklemleri denir.

2.3 Parametreli Integral Denklemler

A # 0 ve A # 1 olan bir parametre olmak {izere,

u(x) = £ + 4 f K(x, ). u(t)dt (2.20)

ve

b
ulx) =f(x)+ /1[ K(x,t). u(t)dt (2.21)

bi¢imindeki integral denklemlere parametreli integral denklemler denir.

2.4 Integral Denkleminin Coziimii

b
u(x) = f(x) +AfK(x, t).u(t)dt

denklemini g6z Oniine alalim. Burada bilinmeyen fonksiyon u(x) olup, bu integral
denklemi ¢6zmek demek , bagintiyr saglayan u(x) fonksiyonunu belirlemek
demektir.



Ornek 2.1.

(1+x2)2

fonksiyonunun;

t
—u(t)dt

X
_f1+
0

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterelim.

u(x) = 1+ x2

Coziim:
X

t 1
u(x) = 2—.[ > s dt
1+x 01+x (1+2)2

X

(x) ! ! ‘ dt
ulx) = 2 2'_[ 3
1+x 1+x S (1+12)2

1+t?=u 2tdt = du olur.
+
) = 1 1f du
BT e 1+x22 3
1 u2
-3
() = L 1 1 uz™ L,
u =T a2 G )
- +1
LSS S WP GV
1

= - = (-2
ulx) 1+x2 1+x2 2( Vu

oL 1 1 2,2
W= Tre 2 U T
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1 1 1 2 1 1

= - = (= — =.2
v = T T 2 2 O e 1722
) = 1 1 1 1
B T 1+ VTa 2 1+

1 1 1
u(x) =

VIR (43
esitligin saglandig goriiliir.

Ornek 2.2.

u(x) = sinx

fonksiyonunun;

x 1
u(x) = sinx — 1 + il I t.u(t)dt

o — iy

integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gorelim.

Coziim -

+ x.t.sintdt

N

e T

(x) = sinx —~
ulx) = sinx 4

x 1
u(x) = sinx — 7 +—.x | t.sintdt

4

o — uin

11



t=u sintdt = dv
kismi integral uygulayalim.

dt =du —cost=v
olur.
) x 1 7
u(x) = sinx — 2 + 7% [(—t- cost — j _COStdt)]lo
_ x 1 . 7
u(x) = sinx — 7 + 7% [(—t.cost + sint)]|2

(x) = sinx — 2 41 (n 2 sinZ +0.cos0 ino)
ux) = sinx — 2 4.x.[ 5-cos 5 +sing .cos0 —sin0)]

(%) = sinx - 4+ ( T o+1+01 0)
ulx) = sinx — 7 4.x.[ > . ]

() = sinx — 2+ +.x.(1
u(x) = sinx 2 4.x.()

()_ . x+x
ux) = sinx 272

u(x) = sinx

integral denkleminin ¢6ziimii oldugu goriiliir.

12



2.5 Integral Denklemler ile Diferansiyel Denklemler Arasindaki iliski

Baslangi¢ kosullariyla verilmis, bir diferansiyel denklem, Volterra tipinde bir
integral denkleme doniistiiriilebildigi gibi, bir integral denklem de bir diferansiyel

denkleme doniistiirtilebilir.

2.5.1 Diferansiyel Denklemin integral Denkleme Déniistiiriilmesi

n-—1 n—2

) @100 T+ 03 (0) T+ G () 2+ an ).y = () (222)

n

ary
dxm

dogrusal diferansiyel denklemini gozoniine alalim. Burada (i = 1,2,3,...,n) olmak
izere a;(x) fonksiyonlari icin bir baslangi¢ noktasi, bir diizgiin noktadir. Ayrica
sayilari n tane olan,

Y0 =cg , YO =c, .. ,y*V(0)=cpy (2.23)

baslangi¢ kosullarinin da verilmis olduklarini farz edelim.

d"y

T = u(x) (2.24)

donilisiimiinti uygulayalim. Bu ifade,

dny d dn—ly
dxn dx\ dent) =¥

fd( 3;1{) - un(x)dx

0

X

fu(x)dx +chq

0

dn—ly
dxn— Jon—1

seklinde hesaplanarak tiirev mertebesi bir mertebe diisiiriilmiis olur. Benzer sekilde
hareket edilerek,

13



P

fd(;iln:) fx[.fu(x)dx+cn1
0 0

0

dx

)’

X X X
a2 ffu(x)dxdx+cn_1fdx+cn_2
00 0

bulunur. Bu sekilde devam edilirse,

n-2
Cp—1-X

X
i f ~1). f (O o +
Ix u(x)dx ...dx =2
0
N 1
(n—23)!
elde edilir. Bir kez daha integral alinarak,

Cpep. X34 g

1 1
= -[ ..(n) ...fu(x)dx .odx +m.cn_1.x”‘1 + i 2)'.Cn_2.x”‘2+...+c1 + ¢

bulunur.

Burada da goriildiigi gibi sik sik ¢ok katli ( n katli ) integrallerle islem
yapmak zorunda kalinacaktir. Bunu gostermek tizere,

[ [

seklindeki notasyonun kullanilmasi uygun bulunmustur. Integraller arasindaki (1)
katlilik mertebesini belirtmektedir.
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Yukar1 da buldugumuz ifadeleri ( 2. 22 ) diferansiyel denkleminde yerine
yazdigimizda, gerekli islemlerden sonra asagidaki bagint1 elde edilir.

X X

P (x — t)" 1
[bf...(n)... bfu(t)dt...dtzbfm.u(t)dt] (2.25)

Tek katli integral yardimiyla ifade edebiliriz. Buna gore,

X

u(x) + al(x).ju(x)dx + 4 an(x).j w.(n) .. fu(x)dx ..dx =F(x) (2.26)
0 0 0

bagintisi, (2.25) yardimiyla,

X X X _ n-1
u(x) + a;(x) f u(x) + ay(x) f(x —u()dt + -+ a,(x) f %u(t)dt = F(x)
0 0 0

seklinde ifade edilebilecektir. Bu ise, belirli integral 6zelliklerinden yararlanilarak,

X 2 _ A\n-1
u(x) + j [0 00) + 3G Cx — ) + a3(0) & zgt) ot an () -(’En—fi)!

0

Ju(t)dt = F(x)

olarak yazilabilir. Burada koseli parantez i¢indeki ifade K (x, t) fonksiyonu gozoniine

alinirsa,

~ (x —t)n 1!
K(x,t) = a;(x) + ap(x)(x =) + -+ an(x).m

olur. Bu ¢ekirdek fonksiyon olup, yerine yazilarak,

X

u(x) + J K(x, t)u(t)dt = F(x)

0
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seklindeki, 2. cins bir Volterra integral denklemine varilir. Boylece (2.22) ile verilen
diferansiyel denklem , bir integral denkleme doniismiis olmaktadir [32].

Ornek 2.3.
dzy 5 dy 4y = 0)=1 "0 =0 2.27
dx? ax YT ’ yor==41.,Yy = (2.27)

diferansiyel denklemini , baslangi¢ kosullarin1 da gézoniine alarak integral denkleme
doniistiirelim.

d’y
Tz u(x)

olsun.

Y@l = [ utodx

0
V() —y'(0) = j w(x)dx ) = f w(0)dx
0 0
y'(dx = | [ u(x) drdx Ly = [ - ou@a
[ye= ] J

y(x) — y(0) = j (x — Du(t)de
0

X
yx) =1+ f(x —tu(t)dt
0
bulduklarimizi (2.27) de yerine yazalim;
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u(x) — 5. f u(x) dx — 4.f(x —tu(t)dt =4

X

u(x) =5. f u(x) dx + 4 f(x — Out)dt + 4
0

0

ulx) =4+ f[S + 4. (x — t)u(t)dt
0

gibi 2. cins bir Volterra integral denklem elde edilir.

Ornek 2.4.
dy . dy ,
W—smx.a+e y=x |, y(0 =1, y'(0)=-1

diferansiyel denklemini , baglangi¢ kosullarin1 da géz 6niine alarak integral denkleme
doniistiirelim.

d?y
a2~ W
olsun.

X

YOI = [ udx
0

X

Y —y'(0) = f u(x) dx
0

X

V00 — (1) = f u(x) dx

0
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X

y'(x) = J.u(x) dx —1
0

X

J.y'(X)dx = E!-b[_u(x) dxdx — 0fdx
y(x) —y(0) = fx(x— Hu(t)dt — x
0

X

y(x) = j(x —tu(t)dt—x+1

0

f(x—t)u(t)dt—x+1 =X
0

u(x) — sinx. [ f u(x)dx —1 |+ e”*.
0

X X
u(x) — sinx. f u(x)dx + sinx + ex.f(x —tu(t)dt —x.e*+e* =x
0 0

ulx) =x—-sinx+e*.(x—1)+ f{ sinx —e*. (x — t)}u(t)dt
0

2.5.2 Integral Denklemin Diferansiyel Denkleme Doniistiiriilmesi

Yukarida sozii edildigi gibi bir integral denklemin bir diferansiyel denkleme
dontstiiriilmesi de olanaklidir. Bunu i¢in Leibnitz formiilii’nlin uygulanmasi
yeterlidir. Bu formiil, integral isareti altinda tiirev alma islemini gergeklestirir.

Leibnitz formiili,

B(x) B(x)
d f Fx,t)dt = f OFX D) bt ki B8 — P a0 4 2.28
dx x B ox B XA x (228)
A(x) A(x)
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olup burada A(x)ve B(x) in sabitler olmasi halinde,

da_, dB
dx dx

olacagindan formiil,

=0

B B
d OF (x,t)
EfF(x' t)dt —f dt
A

0x
A

olarak kullanilir.

Ornek 2.5.

u(x) — f u(t) cott dt = sinx (2.29)
0

integral denklemi veriliyor. Baslangi¢ kosulunun x =0 i¢in u(x) =0 oldugu

bilindigine gore, bu integral denklemi bir diferansiyel denkleme dontistiirelim.

Caziim: Verilen integral denklemin her iki tarafin tiirevi alinirsa;

du(x)
dx

d(sinx)
dx

X
d
— d—f u(t)cot tdt =
0

u'(x) — —f u(t) cott dt = cosx

olup, Leibnitz formiiliine gore,
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P

X
d
d_x,f u(t) cott dt = f 0.dt + u(x) cotx.1 = u(x) cotx
0 0

bulunacagindan (2.29) integral denkleminin,
u'(x) —u(x) cotx = cosx

seklindeki, birinci mertebeden bir lineer diferansiyel denkleme doniistiigii goriiliir.

Ornek 2.6.

X

ulx) =x+ j xu(t)dt (2.30)

0

integral denklemini, diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Coziim: Her iki tarafin tiirevini alirsak,

du(x) d d [
=—X +/1afxu(t)dt
0

dx dx

X

d
u'(x)=1 +l—fxu(t)dt
dx
0

olup , Leibnitz formiilii uygulayarak,

X

%fxu(t)dt = fu(t)dt-i—xu(x)

0
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bulunacagindan

u'(x)=1+21 Uxu(t)dt + xu(x)l

olur. Ifadenin iginde heniiz integral bulundugundan, tekrar tiirev alarak kurtulmaya

calisalim

du'(x) d

— d [ d
= _E(l) + 1 afu(t)dt+/1a{x u(x)}

0

u'(x)=0+Aulx) + A{ulx) +xu'(x)}
ve bu da diizenlenerek, (2.30) denklemine uyan diferansiyel denklemin,
u’'(x)—Axu'(x)—22ulx) =0
bi¢iminde olacag1 goriilmektedir.

Ornek 2.7.

u(x) = arctanx — f x.t.u(t)dt (2.31)
0

integral denklemini, diferansiyel denklemine doniistiirelim.

Coziim:
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X

- [ft.u(t)dt + x. . u(x)]

0

u'(x) =

1+ x2

X

u'(x) = T +1x2 - ft.u(t)dt —x2.u(x)
0

u'(x) + x%.u(x) =

1+x

124 ’ 2 —ZX
u”(x) + 2x.u(x) +u'(x).x* = AFx07 x.u(x)
u”(x) +u'(x).x% + 3x.u(x) = %

2.6 Integral Denklem Sistemleri

Uygulamalarda ¢ogu zaman, integral denklem sistemleri ile karsilasilabilir.

Boyle bir sistem ,i = 1,2, ...,n olmak iizere

n b
w0 = f;(x) + A Z f Ko (x, D)uge () dt (2.32)
k=1g

yapisindadir.

Tek bir integral denklemi ¢6zmek icin kullandigimiz teori ve ¢Ozim

yontemlerini, integral denklem sistemleri i¢in de aynen kullanabiliriz. Nitekim,
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b
flKik(x, t)|%dt
a

integrali mevcut ise A parametresi,

-1
[ Max = rr ]
|A] | z leik(x' t)lzdx dt|
a

Sli<i<n
k=1 a J

esitsizligi ile belirtilecek sekilde yeterince kiigiik secilebiliyorsa, ardisik yaklastirma,

yakinsak olacaktir.

Eger K;,(x,t) cekirdegi dejenere tipinde ise (2.32) sistemi, bir lineer cebirsel
denklem sistemine indirgenebilir. Genel olarak, (2.32) sistemi dejenere ¢ekirdekli bir
sisteme indirgenebildigi zaman bu ¢ekirdek tipi i¢in uygulanan yontem, burada da

kullanilabilecektir.

Bir integral denklem sistemi, izlenen yontem yardimiyla, tek bir denkleme
dontstiiriilebilir. Gz Oniine aliman x ve t degiskenleri, baslangi¢ araligi [a, b] nin
(b — a) olan uzunlugunun n kati1 uzunlukta olan bir aralikta da bulunacaklardir. Bu

araligl [a,nb — (n — 1)a] olarak secelim.

nb—(n—1a—a=nb—na+a-—a

nb —na =n(b —a)

olarak, yukarida s6zii edilen uzunlukta bir aralik oldugu goriilmektedir. Bu yeni

araliga gore,

a+(i—-1Db-a)<x<a+i(b—a)
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a+(k—-—1Db—-a)<t<a+k(b—-a)
olacak sekilde; u;(x), f;(x) ve Kj;(x, t) fonksiyonlari

P(x) =w{x— (-1 —-a)}
F(x) = filx - (- 1D(b—-a)}
K(x,t)=Kyf{x—({—1)(b—a),t—(k—1)(b—a)}

Fonksiyonlar1 yardimiyla tek tiirlii ifade edilebilirler. Bu tanimlamalara gore (2.32)

sistemi

nb—(n-1)a

d(x)=F(x)+ A J K(x,t)®(t)dt

a

integral denklemi yardimiyla, tek bir denklem olarak gosterilebilecektir.

2.7 Temel Tanim ve Teoremler

(E,|l 1] bir Banach uzayi olsun. X ve Conv X ile sirastyla X in kapanisini
ve konveks genislemesini gosterelim. Mg , E’nin bostan farkli sinirli alt kiimelerinin

ailesi ve Ng de E’nin bostan farkli, bagil kompakt alt kiimelerinin ailelerini gostersin.

Tamim 2.8. [23] p: Mg = R doniisiimii, asagidaki sartlari sagliyorsa, E iizerinde
kompakt olmama 6l¢iimii denir.

ker u ={XeMg: u(X) =0} + @ve keru c Mg

XCY > uX) < u)

u(X) = puX)

u(ConvX) = u(X)

pAX+ A -DY) <AuX)+ A —-Hu), A€[0,1]

Eger (X,) c Mg , Xyy1 <€ X, , n=123,..velim, ., u(X,) =0 sartlarim

o0k wnE

saglayan kapali kiimeler dizisi ve Xo, = Npz1 Xy, # 0.
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Teorem 2.9. “ Darbo sabit nokta teoremi”

£, E’nin bos olmayan, sinirli kapali ve konveks alt kiimesi ve F: 2 — (2,

£0'nin herhangi bir X alt kiimesi i¢in
u(FX) < ku(X), 3k €10,1)
sartin1 saglayan stirekli bir déniisiim olsun. Bu durumda F nin 2’ da sabit noktasi

vardir.
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3 VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERIi

3.1 Tamm ve Temel Kavramlar

u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K (x, t) ¢ekirdek fonksiyon olmak tizere
X
u(x) = f(x) + AfK(x, t).u(t)dt (3.1)
a

seklinde bir bagntiya, ikinci cins dogrusal Volterra integral denklemi denir. A bir

parametredir. Eger f(x) =0 ise

u(x) = /1[ K(x,t). u(t)dt (3.2)

seklindeki denkleme ise, ikinci cins lineer homojen Volterra integral denklemi denir.

X

jK(x, t). u(t)dt = o(x) (3.3)

a

seklindeki denkleme ise, birinci cins Volterra integral denklemi denir.

Bu tiir denklemleri, Fredholm integral denklemlerinden ayiran fark, basta da
deginildigi gibii integral sinirlarindan birinin x olmasidir. Genel olarak sinirlar
yukaridaki denklemlerde oldugu gibidir. Ayrica x in alt siirlar olarak verilmesi

halinde

b x

fK(x, t).u(t)dt = —fK(x, Hu(t)dt

X b

26



yazilabileceginden, bu durumda da genel ifade bozulmayacaktir. Bu nedenle
incelemeleri yukaridaki denklemlerde oldugu gibi yapacagiz.  (3.3) seklindeki

denklemler, genellikle bir diferansiyel denkleme doniistiiriilmek suretiyle ¢oziiltirler.

Ornek 3.1.

2x3 = f{l —5(x—t)+2(x —t)*}u(t)dt (3.4)
0

integral denklemi, (3.3) yapisinda olup, bu denklemi ¢6zmek icin ardarda tiirev

alinirsa

6x% =u(x) —5 f u(t)dt + 4f(x — tu(t)dt
0 0

12x = u'(x) — 5u(x) + 4f(x — tu(t)dt
0

12 =u"(x) — 5u’(x) + 4u(x)

seklinde sabit katsayili ikinci mertebeden dogrusal lineer diferansiyel denklem elde

edilir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse, c; ve ¢, keyfi sabitler olmak iizere,

u(x) =cy.e¥ +cy.e®™+3

elde edilir. c¢; ve c, keyfi sabitlerini belirtmek {izere, baslangi¢ kosullarini (3.4)
denkleminden bulmaga c¢alisalim. x =0 i¢in, u(0) =0 ; u'(0) =0 oldugu
gorilmektedir. Bunlarla gerekli hesaplamalar yapilirsa, ¢; =1, ¢, = —4

bulunacaktir. O halde diferansiyel denklemin ¢oziimi

u(x) =e* —4.e* +3
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olup, bu ayn1 zamanda (3.4) denkleminin de ¢6ziimiidiir. [32]
3.2 Volterra Integral Denklemlerinde Resolvant

Ikinci cins Volterra integral denkleminin

u(x) = F) + A f K (x, 6).u(t)dt (3.5)

seklinde olan ifadesinde K (x, t) fonksiyonu0 <x <a ; 0<t<x ve f(x)
fonksiyonu 0 < x < a araliklarinda siireklidirler. Bu denklemin asagida oldugu gibi,

bir tam seri seklinde olan ¢ézlimiinii arastiralim:
u(x) = ug(x) + Auqg(x) + 2uy(x) + -+ + A"uy (x) + -+ (3.6)

Bu seri, A parametresine gore bir kuvvet serisidir. Bu seriyi (3.5) denkleminde
u(x) yerine yazalim:

U () + Aug () + -+ + A"y (1) + -

= f(x) +AJK(x, O{ug(t) + Au (&) + .o+ Ay, (t) + -+ }dt.
0

esitligin sag yanin1 A’ ya gore diizenler ve A’nin ayn1 kuvvvetli terimleri i¢in esitligin

her iki yanindaki terimleri karsilikli olarak esit yazarsak,

uy(x) = f(x)

U (x) = fK(x, Hue(t)dt

0

X

U, (x) = fK(x, Hu, (t)dt

0
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u,(x) = fK(x, t)u,_,(t)dt

0

bulunur. uy(x) = f(x) oldugundan bununla ikinci bagintiya gidilirse,

X X

u,(x) = jK(x, uy(t)dt = jK(x, tf (t)dt

0 0

olur. Benzer sekilde, u,(x) icin

X X t

u,(x) = fl((x, Hu, (t)dt = fK(x, t) [] K(t, t))f (ty)dt,]dt

0 0 0

X

= ] f(t)dt, j K (x, )K(t, t;)dt
0

t1

X

=]&@avaH

0

yazilabilir. Burada

X

K,(x,t)) = fK(x, t)K(t, ty)dt

t1

demektir. Islemleri béylece siirdiiriirsek, genel olarak

X

u,(x) = fK(n)(x, t)f (t)dt (n=123,..)

0

29
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oldugu goriilecektir.

K(n) (x, t) fonksiyonlar Itere Cekirdekler olarak adlandirilmistir. Bu fonksiyonlar

K(l) (x,t) = K(x,t) (3.8)
Knip(x,t) = fK(x, Z)Kny(z, t)dz n=123,..)

t

rekiirans bagintilar1 yardimiyla tanimlanmistir.

(3.6) ile gosterilen seri, (3.7) ve (3.8) bagintilar1 vasitasiyla
[o'%e) X
u(x) = f(x) + Z A j Kp(x, t)f (t)dt
i=1 0

seklinde yazilabilir.

> A @ 0)
i=0

serisi, K(x,t) cekirdek fonksiyonu siirekli farzedildiginden, mutlak ve diizgiin
yakinsak olup buna Resolvant veya Coziicii Cekirdek denir. Fredholm integral

denklemlerinde oldugu gibi I'(x,t;A) ile gosterecegiz. Buna gore,

['(x,t;2) = Z XKy (1, ©) (3.9)
i=0

yazilabilecektir.

Itere cekirdekler ve ¢oziicii gekirdek, integral denklemdeki integralin alt sinir

degerinden bagimsizdirlar.
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I'(x,t; 1) =K(x,t) + AfK(x, s)I'(s,t; A)ds. (3.10)
t

I'(x,t; 1) ¢oziici cekirdegi hesaplanabildigi takdirde (3.5) Volterra integral

denkleminin ¢6ziimii,

ulx) =f(x) + /1] I'(x, t; A)f(t)dt (3.11)
0

olarak bulunacaktir.

Ornek 3.2. Cekirdek fonksiyonu K (x,t) = 1 olan bir Volterra integral denklemine

ait resolvanti bulalim:

Coziim: K(x,t) = K;(x,t) oldugu bilinmektedir. Bu durumda K;(x,t) = 1 dir.
Diger ltere gekirdekleri (3.8) rekiirans bagintilar1 yardimiyla hesaplayabiliriz.

X
Kinin(x,t) = fK(x, z) K, (z,t)dz

t

olup,n =1 igin,

X X

Koy(x, t) = fK(x, z) K1y(z,t)dz = f dz=x—t ;
t t
n=2 igin,
X X
(x - t)?
Kiy(x, t) = fK(x, z) Kp)(z,t)dz = f 1.(z—t)dz = 3 ;
t t
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n = 3 igin,

X X

1 (x —t)3
Ky, t) = fK(x,z) Ki3)(z,t)dz = E,I- 1.(z—t)dz = 53
t t
ve boyle devam edilirse, n yerine n — 1 konularak,
p x( )n 2 ( )n 1
z—t)"" x—t)"
Ky(x, t) = fK(x,Z) Kn-1)(z,t)dz =J =2 dz = =1l
t t
bulunur. (3.9) geregince resolvant,
N C AN - 0" G- )
Feot) = ) Mpap(et) = ) == 3
n! n!
n=0 n=0 n=0
olarak elde edilir. Bu ise,
[(x,t; 1) = eAx=0
demektir.
Ornek 3.3.
X
ulx) =x+ f u(t)dt (3.12)

0

integral denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim.

Coziim: Verilen integral denklemde K (x,t) = 1 oldugundan, bir 6nceki 6rneklerden

yararlanarak, resolvantin
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I'(x,t;1) =e*t

oldugunu yazabiliriz. (3.11) bagintis1 yardimiyla da denklemin ¢6ziimii arastirilabilir.

Buna gore,
X
ulx) =x+ f e* ttdt
0
ulx) =e* -1
bulunur.
Ornek 3.4.
X
u(x) = e* + j e "y (t)dt (3.13)
0

integral denkleminin ¢6ziimiinii, resolvant yardimiyla bulmaya ¢alisalim.
Coziim : Bu integral denklemde
K(x,t) = e* =t olup A = 1dir. itere gekirdekleri hesaplayalim:
Koy, t) = K(x, t) = e~

X X

Kiy(x, t) = JK(X,Z) K1y(z,t)dz =Jex2‘zz.ezz_t2dz

t t

X X
2_42 2_42 2_4+2
=fex Ydz =e* tfdzz(x—t).ex e
t

t
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X X

K, t) = fK(x,Z) Ky (z,t)dz =fex2_zz.(z—t).ezz_t2dz

t t

(X - t)z xz_tz

X
= exz—tz f(z _ t)dz = > ;
t

X X

z—1t)?
Ky (x, 1) = fK(x'Z) Ks)(z, t)dz =fe"2‘zz.%.ezz‘tzdz

t t

(x-1)°
2.3

2_42
ex t

ve boylece devam edilirse,

(x - t)n 2_42
Kn+n(x, t) = T.ex t

olarak bulunur. (3.9) denklemi geregince bu problem igin resolvant,

o (x — )"
F(X, t; 1) = Z% exZ_tz
= n:

veya
'(x,t;1) = ex~t. X ~t*

seklinde elde edilmis olur. Resolvant bu sekilde belirtildigine gore (3.11) bagintisi

yardimiyla integral denklem,
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X
2 _ 2_42 2
u(x) = e* +fex Lt et'dt
0

X
u(x) = e** + ex2+xje‘tdt
0

seklini alir. Bu da hesaplanirsa, (3.13) denkleminin ¢oziimii,

u(x) = ex2+x

olarak bulunacaktir.
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4 LINEER OLMAYAN VOLTERRA TEKIL INTEGRAL
DENKLEMLERININ BIiR SINIFININ COZUMUNUN VARLIGI

Tekil integral denklemleri problem ¢6ziimiinde 6nemli bir role sahiptir.
Matematiksel Fizik, mekanik ve miihendislikteki pek ¢ok teorisi ile tekil integral
denklemler baglantilidir. Birkag arastirma c¢alismasinda da integral denklemler
calisiimustir.

Bu tezde asagidaki dogrusal olmayan Volterra Tekil integral denklemini
t

x(@®) = fi(t, x(®), x(a(®))) + (GX)(t)ffz(t. s)(Qx)(s)ds (4.1)
0

ele alacagiz. Burada, tel=101], a:1 -1 siirekli bir fonksiyon,
G,Q c C(I) tuzerinde tamiml siirekli operatorlerdir. C(I), I araliginda siirekli reel
fonksiyonlar kiimesidir. Ayrica, f, fonksiyonunu asagidaki gibi ¢arpim formunda

f(t,5) = k(t,9). g(t, ) (4.2)

varsayacagiz. Burada k:A— R stirekli ve g birinci degiskene gére monoton ve
A={(t,s): 0<s<t<1}

ticgensel bolgede siireksiz olabilir.

k(t,
fl(t,x, y) = b(t) , fZ(t, S) — (t S)

—_— 0<x<1
s (O<x<1)
ve (Gx)(t) = f(t,x), i¢in (4.1) denklemi Banas ve Rzepka [16] ve

f1(t’x:3’) = f(t,X) ’ fZ(tf S) = k(t’ S)/(t - S)l_oc ’ (0 <x< 1)

icin Darwish ve Ntouyas [7] tarafindan ¢alisilmistir.
Son zamanlarda bir¢ok yazar ¢ok cesitli fonksiyonel integral denklemleri igin

¢oziimlerin varligini ispat etmek i¢in Tanim 2.8 ile verilen kompakt olmama 6l¢iimii

kavramini kullanmastir.
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(4.1) denkleminin ¢odziimlerinin varligimi gostermek igin biz de kompakt

olmama o6l¢iimii ve Darbo sabit nokta teoremini kullanacagiz.

Maksimum normu ile normlanmig C(I) Banach uzayini ele alalim. x € M¢(y ,
x € X, ve €>0 i¢in, C(I) uzayindaki uygun kompakt olmama Ol¢iimii asagida

sunuldugu gibi tanimlanabilir [23].

o(x,€) = sup{|x(t) —x(s)|:t,s €1,|t—s| < €},

o(X,¢) = sup{a(x, &) : x € X},

®y(X) = él_T)rOl ®(X,€). (4.3)

®9 = ®o(X) dontsiminin C(I) wuzayinda kompakt olmama Ol¢iimii oldugu
gosterilebilir. Bu 6l¢iim ekstradan ozellikler saglar. Ornegin, ®¢(AX) = |A|@q(X)
ve (Do(X+Y) Smo(X)‘l‘mo(Y) y X,Y EMC(I) veAER [23]

Bu boliimde, C(I) uzayinda fonksiyonel integral denklemi (4.1) denkleminin

¢oziilebilirligini inceleyecegiz.

(1) a: I - I stirekli bir fonksiyon,

(i) fi: I XRxXR—- R fonksiyonu siirekli, her t € ve xq,y;,%5,y, €R

i¢in
| f1(t, x1,¥1) — f1(t, X2, ¥2)| < p.max{|x; — x|, |y1 — ¥2l},

olacak sekilde p > 0 vardir.

(iif) G operatdrii C(I) uzaymn siirekli kendine dondistiirlir X € M) kiimesi
i¢cin asagidaki

wo(GX) < qwo(X)
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esitsizligini saglayan g > 0 sayis1 vardir.

(iv) Herhangi xe€C(l) i¢in ||Gx]|| < @(||x]]) esitsizligini saglayan
azalmayan ¢ : R, - R, fonksiyonu vardir.

(v) Q operatérii C (1) uzayin kendisine doniistiirtir ve her x € C(I) igin
[1@x]] < @(]|x|]) olacak sekilde azalmayan ¢: R, — R, fonksiyonu vardir.

(vi) f,:A - R (4.2) formundadir, k: A— R fonksiyonun siireklidir.

(vii)  (4.1) deki g(t,s) fonksiyonu t’ye gore monotondur herhangi bir sabit
t € Iigin, s — g(t,s) fonksiyonu [0,t] izerinde Lebesgue integrallenebilir.

Ayrica herbire >0 i¢in 6 > 0 vardir, oylekit; <t, vet, — t; <6
olacak sekildeki t;,t, € licin asagidaki esitsizlikler saglanir.
1

[ l929) = gtusllas | < e, (44)
0
t2
j g(t,,s)ds < e. (4.5)
%1

Devaminda, degerlendirmelerimizde Onemli bir rol oynayan (vii) deki
varsayimmmizla ilgili birkag gergekten bahsedelim. Oncelikle, h:1 > R,

fonksiyonun asagidaki gibi tanimlansin.

h(t) = fg(t,s) ds (4.6)

0

(vil)’ den h’nin iyi taniml1 oldugu aciktir.
Lemma 4.1. h fonksiyonu (vii) varsayimi altinda I da siireklidir.
Ispat: (vii) varsayimma gore >0 icin Oyle 0 <d <e/2 sayisi secelim.

|t; — t1] < 8 sartin1 saglayan keyfi t;,t, €1 alalim. Genelligi kaybetmeden

t; < t, oldugunu varsayabiliriz. Buradan
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ty t1
| h(t,) — h(t)] = | f 9(tsrs)ds — f 9ty s)ds |
0 0

tl t]_ tz
= |fg(t2,s)ds—fg(t1,s)ds +fg(t2,s)ds|
0 0 £y

t1 ty

£ ¢

= | f[g(tz,s) —g(ty, s)ds]ds| + f 9(tz,s)ds < Sto=e
0 2

N

elde edilir.

Uyar14.2. Varsayim (vii) nin farkli yollarla formiile edilebilecegini gézlemleyelim.
Boylece g(t,s) fonksiyonu (4.3) sartin1 saglar. Gergekten, € > 0 alalim ve t;,t, € I
igin t; <t,vet; —t, < 6; olacak sekilde §; > 0 secelim. Bu durumda h siirekli
oldugundan

t2

E
[ gttasras <%
t1

elde edilir. Daha sonra h fonksiyonunun [ araligindaki siirekliliginden o < 6, < &/2
secelim. § = min {61, 8,}olsun. t; <t, vet; —t, <& sartlarini saglayan keyfi
tl B tz €l lgln

t1 tz tz t
| j [9(ts) — g(t1, $)]ds| = | j 9t s)ds — j (b, $)ds — j gty 5)ds |
0 0 £ 0

ty

t tz
< j gty )ds — j gty s)ds | +| j g(tys)ds|
0 0 tq

t2
& &
= | h(t) — h(t)| + f g(ty,8)ds < > + 5= €
21

elde edilir bu da ispat1 tamamlar.
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Son olarak, “herhangi bir sabitlenmis s € I igin t - g(t,s) fonksiyonu [s, 1]

araligi lizerinde azalmayandir.” (vii) varsayimi daha elverisli bir formda formdile
edilebilir.

Lemma4.3. g(t,s) =g: A— R, fonksiyonu t ye gére azalmayan ve herhangi bir

t el igin s— g(t,s) fonksiyonunun [0,t] araliginda Lebesque integrallenebilir
oldugunu varsayalim. Ayrica, (4.6) ile tanimlanan h = h(t) fonksiyonu I iizerinde
stirekli olsun. Bu durumda g fonksiyonu (4.4) ve (4.5) kosullarini saglar.

Ispat :h siirekli oldugundan her € > Ove t,,t, € I,6yleki t; <t,vet, —t; <6
i¢in

| h(ty) —h(t)] <& (4.7)
saglayan § > 0 vardir.

O halde

| h(ty) — h(t)] = | f 9(ts,s)ds — f 9(ty,s)ds |
0 0

t1

- f 9t s)ds + f [9(t5) — g(tu]ds|  (48)

0

elde ederiz.

t = g(t, s) fonksiyonunun I iizerinde azalmayan oldugu gergeginden hareketle

ty

j [g(t,,s)ds — g(ty,s)]ds =0 (4.9)

0
esitsizligi elde edilir.
0, A tliggensel bolgesinde pozitif oldugundan,

t1

f g(tz,s)ds =0 (4.10)

t1
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(4.7) ve (4.8) denklemlerinden

ty ty
| h(ty) — h(t)] = f 9(tps)ds + f [g(ts) — g(tr,9)]ds < ¢
t1 0

elde edilir. (4.9) ve (4.10) esitsizliklerinin 1s181nda, g(t,s) fonksiyonunun hem (4.4)
hem de (4.5) sartlarin1 yerine getirdigi sonucuna ulasiriz.

(4.1) denklemi ile ilgili olan son varsayimi formiile etmek i¢in asagidaki sabitleri
tanimlayalim.

k = sup{ |k(t,s)|: (t,s) € A},
fi = sup{1fi(t,0,0)|:t € I3,
h = sup{ h(t):t € I}.

(vi) ve (ii) varsayimlarindan k ve f; sabitleri sonludur. h m sonlu olmast ise (vii) ve
Lemma 4.1 in bir sonucudur. Bu durumda asagidaki varsayima ulasiriz.

pr + fi + kho()Y(r) < r, esitsizliginin p + khq(ry) < 1 sartin1 saglayan r,
pozitif ¢éziimii vardir.

(4.1) denklemine karsilik gelen asagidaki operatorleri gozoniine alalim. F

operatoriinlin sabit noktasinin varligi (4.1) denkleminin ¢6ziimiiniin varligina
denktir.

(FR0® = fi (tx(®), x(a®))

(F2)(0) = j £, (6, $)(Q0)(s)ds
0

(Fx) (@) = (Fx)(0) + (GO (Fx)(t) , tel
M ve N asagidaki gibi tanimlansin,
ty

M(e) = sup f[g(tz,s) —g(ty,s)ds|: t,t, €1,t,—t; < ¢
0
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t2

N(e)zsup{f g(ty,s)ds = t,t, €1, t; <t,, t, —t; < ¢}

t1

(vii) varsayimindan, & — 0 limitdurumunda M(e) -0 ve N(&)— 0, Boylece
asagidaki Lemma’y1 elde ederiz.

Lemma 4.4. (i) - (vii) varsayimlar1 altinda F operatorii C(I) kiimesini kendine
doniistiirtir.

Ispat : Keyfi x € C(I) segelim. Siiperposition prensibine gore [24], F;x € C(I) olur.
Diger taraftan keyfi x,y € C(I) fonksiyonlar1 ve sabit bir igin t € igin (ii)
varsayimi kullanarak

| (F0) () = Fy) @1 = 1 (620, x(a(®)) = A6 Y0, y(a®))|
< p max{lx(t) - y(®)|, |x(a®) - y(a®)]}

elde edilir. (i) varsayimindan ve yukaridaki esitsizlikten
|IFix = Pyl < p |lx =yl (4.11)

bulunur. Bundan dolayr F; in siirekliligi C(I) kiimesini kendisine doniistiirdiigii
sonucuna varilir.

Genelligi bozmadan t; < t, alabiliriz. Yukaridaki kabullerden x € C(I) ve
€ > 0 secelim. t, —t; < ¢ olacak sekilde t;,t, € I alalim.

| (F2x)(tz) — (Fx) (t1)]

<| f k(ty,5)g(ts,5)(Qx)(s)ds — f k(tz,5)g(t2, $)(Qx)(s)ds |
0 0
+ |f k(tz»s)g(tz's)(Qx)(S)ds—f k(t1,5)g(ts,5)(Qx)(s)ds |
0 0

#1 [ ket 9962 @0 @ds — [ K9 @) |
0 0
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t2 ty

< .f 1k (t,, )| g(ts, $)1(Qx)(s)|ds + f |k (tz,s) — k(ty,8)|g(ts, $)[(Q@x)(s)|ds
0

t1

(%1
+ f lk(t1,)]19(t2,5) — g(t2, $)1(Q)(s)]ds
0
t, t1
< Bl [ (e, 9)ds + ork 0CIID | 96 5)ds
£y 0

+RY(IIx]]) f 19(t2,5) — g(ty, 5)lds ,
0

sonucuna variriz. Burada

w1 (k, &) = sup{|k(t,,s) — (k,t))| = (ty,s),(ty,s) €A |t, — 4] < €}

(vii) varsayimina gore, t = g(t, s) fonksiyonu monoton oldugu igin

t1 t1
j 19(t2,5) — g(tu,s) |ds =] f lg(tsrs) — g(tu,s)]ds |
0 0

oldugu kolayca goriilebilir.. Bu gercegi dikkate alarak

| (F2x)(tz) — (Fox)|
< Fao(|II])N(E) + wy (e (| xI[)(t)

t1

Rl | [ 1929) = g6 )1ds|

0

sonucuna variriz. Burada M(e) ve N(e) daha once tanimlanan fonksiyonlar olmak
uzere

w(Fyx,€) < kY(|Ixl|)N() + hyr(|1xI|)wy (k, &) + kd([IxI[)M(e)  (4.12)

bulunur. k fonksiyonuA  iizerinde diizglin yakinsak oldugundan &— 0 ise

w4 (k, &) - 0 bulunur.
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F, nin siirekliligi N(g) ve M(&)’nun yukarida elde edilen 6zelliklerden ve bu
sonuctan elde edilir. Ayrica F, C(I) y1 kendine doniistiiriir.

Simdi F operatdriiniin C(I) araliginda siirekli oldugunu gosterelim. Bunun
icin keyfi xo € C(I) ve & >0 segelim. ||x — x,|| < & olacak sekilde x € C(I)

alalim. t € [ i¢in

|(Fx) (&) = (Fxo) ()] < [(Fix) (1) — (Fix0) ()]

+| (Gx) () (F2) () — (Gxo) (£) (F2x0) ()|

< |IFix — Fyxol|
+H (GO (Fx) () — (Fzx0) (0)]
+(Fax0) (D11(Gx) () — (Gxp) (%)
< |IFyx = Fyxol| + [1Gx|[|(Fox) (£) — (Fox0) (8)]
+ | IFoxol[|1Gx — Gxol |- (4.13)

elde edilir. Diger yandan
|(F2x)(8) = (Fxo) (O]
t

Ijk(t,S)g(t,S)(QX)(S)dS— Jk(t,S)g(t,S)(QXo)(S)dS |
0 0
= jIk(t,S)Ig(t;S)I(QX)(S)—(QXo)(S)IdS

0

([ 9t9)ds) l1x - @l
0
T

<k
< KR1Qx — Qx,l|. (4.14)

elde edilir. Benzer bir sekilde keyfi t € I igin,

| (Fyx0)®)] = | f k(t,)g(t,5)(Qxo) (s)ds |
0
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t
< E(fg(m)ds) 110011 < FR|10%o .
0

oldugundan
|| Faxol| < kh[lQxol|- (4.15)
elde ederiz. (4.12) — (4.14) ve (4.10) esitsizliklerini birlestirerek

[IFx — Fxol| < p|lx — xol| + |1GxI|kR[IQx — Qx| + kR||Qx,]|[|Gx — Gx,l|

bulunur. (iv) ve (v) varsayimlardan yukaridaki esitsizligin sartlar1 dahilinde, asagidaki
esitsizligi elde ederiz.

[IFx — Fxol| < pe + o(|Ixol| + €)kh[1Qx — Qxol| + KRW(|Ixol|)]1Gx — Gx,l.

Yukaridaki esitsizlikten G ve Q operatorlerinin siirekliliginden F operatorii
C(I) araliginda siirekli oldugu sonucuna geliriz. Ispat biter.

Bu tezin ana sonucu asagidaki gibidir.

Teorem 4.5. (i) — (viii) aras1 varsayimlari altinda (4.1) denkleminin C(I) kiimesinde
en az bir ¢oziimi vardir.

Ispat:  Herhangi bir x € C(I) ve t €I alalim. Varsayimlarimizi uygulayarak ve
Lemma 4.4 ispatina benzer bir sekilde

FOO! < | (620, x(a®)) - £i(,00)| + 1£(£,0,0)]
t

FIGO® | f k(t,)g(t,5)(Qx)(s)ds]
0

< pllxl| + f1 + [1Gx|| k]| Qx|

< fu+ pllxl| + ko ([ lxI)w(|1x1])

elde ederiz. Bu ise

IFx|| < fi + p|lxl| + kho (| 11| )w(]Ix]])
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sonucunu dogurur. Yukaridaki sonuctan ve (viii) varsayimmdan p + khq(rp) < 1
olacak sekilde r, > 0 vardir 6yle ki F : Bry — Bry. Ayrica Lemma 4.4’e gore F

operatorli Bry yuvari iizerinde siireklidir.

Bry yuvarmin bos olmayan bir X alt kiimesini ve € > 0 sayisim1 alalim.
Herhangi bir x € X ve |t, —t1| < & olacak sekilde t,t, €1 igin , (4.15)
denklemine gore

|(Fx)(t2) = (FR) ()] < | fulta x(82)), x(a(t2))) = i (£, x(82), 2(a(t))) |

n |f1 (tl,x(tz),x(a(tz))) - f (tl,x(t1),x(a(t1)))|

+ (F20) (0] (Gx) (t2) — (Gx)(¢1))]
+ [ (Gx) ()| (Fx)(t2) — (Fox) ()]

< wy, (f1,€) + pmaxf|x(ty) — x(t)I, [x(a(t)) — x(a(t))|}
+kh(r) w(Gx, €) + (r))w(Fyx, €),
elde ederiz. Burada

wro(fllg) = Sup{lfl(tthly) _fl(tlnx;}’)l : tlltZ € I' |t2 - tll < E,X,y
€ [—70, 101}

ile gosterilir. Boylece (4.12) denklemine goére
w(Fx, &) < wy (f1,€) + pmax{w(x, e),a)(x,w(a, s))}

+khY(r)w(Gx, €) + )W) [kN(e) + hw,(k, &) + kM (g)],
elde ederiz.

Simdi, I x [ —79,79]* kiimesindeki f; fonksiyonunun diizgiin siirekliligi
k(t,s),a(t),M(g) ve N(¢) fonksiyonlarmin 6zelliklerini hesaba katarak

limw,(k, &) = limw(a, &) = limw,, (f;,e) = limM(e) =limN(¢) = 0.
&0 £-0 -0 -0 -0

sonucunu elde ederiz.
Bu ifadeleri yukaridaki (4.3) denklemi baglayarak asagidaki esitsizligi buluruz:

wo(FX) < pwo(X) + khi(re) wo (GX).
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Boylece, (iii) varsayimina gore,
wo(FX) < (p + khqy (r)))wo (X).
elde edilir.

O halde Darbo sabit nokta teoriminden (Teorem 2.9) sabit noktasi vardir.
Dolayistyla (4.1) denkleminin ¢oziimii vardir.

Ornek 4.6.
1 1
x(t) = R [te™t + t2x(t) + x(1 — )] + 7sin (t
t
1 2
=2 [ |e= (s-3) Jswo@neas
0
tel, (4.16)

tekil Volterra denklemini ele alalim. Burada

-1
(t—s)In3(t-s)

g(t,s) = 11—8e3 e3<s<t<1
0 (t,s) eA , t=s,

0<s<t<e?

ve Q operatorii C (1) araliginda asagidaki gibi tanimlanmis olsun.

t

(mxw=juﬂMMUﬂmmt

0

(4.16) denklemi (4.1) denkleminin 6zel bir durumudur. Burada

[te™t + t?x + ],

N

fl(thry) =

a(t) =1-t,
(Gx)(t) = %sin(t — x(t)),

k(t,s) = Ly
L) =t=(s-3)

fi= 6—1e vek =1 oldugu kolayca goriilebilir. Ek olarak

1
Ifi(t, x1,¥1) — fi(t, X2, ¥2)| < gmax{lxl — %1, 1y1 — ¥}
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bulunur. Dolayisiyla f; fonksiyonu p = % ile (i1) varsayimini saglar. Ayrica, (= % ,
o) = % ve Y(r) = r? igin (i), (ii), (vi) varsayimlarinin saglandig1 dogrulanabilir.
Bu bir yana standart diferansiyel denklemler araclari kullanilarak herhangi bir sabit
s €1 igin [s,1] arahiginda t — g(t,s) fonksiyonunun artmayan oldugunu kontrol
etmek kolaydir. (t,s) €A igin g(t,s) = 0 oldugundan s — g(t,s) fonksiyonunun
[0,t] araliginda Lebesgue integrallenebilir oldugunu kontrol etmek igin, klasik

mantikta fot g(t,s)ds integralinin varligin1 gostermek yeterli olacaktir. Ayrica

(4.6) denklemi tarafindan tamimlanmis h = h(t) fonksiyonunu ifade etmemize
yarayacak formiilii elde ederiz.

0 t=0
1
< -3
h(t) =< 2in2t O<tse
Ledt ed<t<1.
18

— 3
Agikgasi h fonksiyonu I tlizerinde siireklidir ve h = %’ dir.

Sonra, t;,t, €1 , t; <t
1
f2 —_— 0<t,<es
2In2(t, — t 2=
jg(tz,s)ds=J i (t; ~ )

ty E(t2 —t) e3<t, <1.

hesaplayabiliriz.

Bundan dolay1, (vii) varsayiminin (4.5) sarti saglar. Bu ile I araligindaki h
fonksiyonunun siirekliligi ile baglayarak ve Uyar1 4.2. yi dikkate alarak (vii)
varsayimin saglandigin elde ederiz.

Son olarak (viii) varsayiminda goriinen ilk esitsizligi ele alalim. Yukaridaki
hesaplar1 temel alarak bizim durumumuzdaki bahsedilen esitsizligin

veya esdeger olarak,
e3r? —24r+§£ 0

formunda oldugu sonucuna variriz.
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70 = (12 — V144 — 6e2/e3 sayisinin bu esitsizlikteki minimal ¢dziim oldugunu
kolaylikla goriiriiz. Dahasi, ryy , (viii) varsayiminin ikinci boliimiinde ortaya ¢ikan

p +khqy(ry) <1,

esitsizligini saglar. Boylece, yukaridaki bilgilere ve Teorem 4.5 e gore (4.16)
denkleminin C (1) araliginda B, yuvarina ait en az bir ¢oziimii vardir.
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