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OZET

INDIRGEMELI DiZIiLER VE UYGULAMALARI

SAGBAS, Selcuk
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Danismant: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
Aralik 2014, 46 sayfa

Bu calismada; indirgemeli dizilerin baz1 sayma problemlerinin ¢ziimiindeki
uygulamalari ile ilgili kullanilis1 gosterildi. Sayma problemlerinde indirgeme
bagintisinin  kurulusu  anlatildi.  indirgeme bagintilari  baslhklar halinde
smiflandirildi. Ayrica bazi orneklerde indirgeme bagintisi kullanilarak dizilerin
genel terimlerinin bulunmas: ile ilgili ¢esitli yontemler oldugu iizerinde duruldu.
Bu yontemler teleskopik, karakteristik ve iiretici fonksiyon olarak incelendi.
Uygulama béliimiinde ise indirgemeli diziler ve sayma problemleri ile ilgili

sorular ¢oziildii.

Anahtar Kelimeler: Indirgemeli Dizi, Indirgeme Bagintis1, Indirgemeli Dizilerin

Genel Terimi, Uretici Fonksiyon, Sayma Problemleri.



ABSTRACT

RECURSIVE SEQUENCES AND THEIR APPLICATIONS

SAGBAS, Selcuk
MSc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
December 2014, 46 pages

In this thesis the usage of recursive sequences on solutions of some
counting problems is considered. It is also mentioned about how to set up
recurrence relations on counting problems. Recurrence relations are classified.
Telescopic, Characteristic and Generating Function methods are used to find
general term of recursive sequences for some problems. As an application, it is

also solved some problems about recursive sequences and counting problems .

Keywords: Recursive Sequences, Recurrence Relation, Genaral Term of

Recursive Sequences, Generating Function, Counting Problems.
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1 GIRIS

Kendisinden onceki terim veya terimler kullanilarak elde edilebilen
terimlerden olusan dizilere indirgemeli dizi denir. Indirgemeli dizilerin birbirini
takip eden eleman veya elemanlari arasinda kurulabilecek denklemsel iligskiye de
indirgeme bagmtis1 denmektedir. Indirgemeli dizilerin terimlerine indirgeme
bagmtist yardimiyla bir genel terim de bulunabilir. indirgemeli dizilerin
siniflandirilmas: indirgeme bagmtisma gore yapilabilir. Indirgemeli dizilerin,
uygun olan durumlarda genel terimlerinin bulunmasi ve sonlu matematikteki bazi
sayma problemlerinde indirgeme bagmtisinin kurularak uygulanmasi miimkiindiir.
Teleskopik toplam, karakteristik denklem ve iiretici fonksiyon ydntemleri

indirgemeli dizilerin genel terimlerinin bulunmasinda kullanigh olabilir.

Klasik problem ¢ozme yontemleri ile olduk¢a zor ¢oziilen, Orneklerine
uluslararast ve ulusal matematik olimpiyatlarinda rastlanabilen bazi problemler
indirgeme bagintis1 kurularak cok kolay bir sekilde ¢oziilebilmektedir. Her ne
kadar indirgeme bagmtisint kurmak zor olabilse de kurduktan sonraki kisim

sadece islemdir.

Aritmetik ve geometrik diziler birer indirgemeli dizi oldugu gibi en yaygin

bilinen indirgemeli dizilerden birisi de Fibonacci dizisidir.

Bu kozalagin kabuklarinin diziliminde saat yoniinde 8
sira kabuk pulu varken, saat yéniintn tersinde 13 sira
kabuk pulu bulunur. Bu sayilarin birbirlerine bolimu
1.6'y1 yani altin orani verir.



1,1, 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . seklinde devam eden Fibonacci
dizisi ilk ve ikinci terimi 1 olacak sekilde her terim kendisinden 6nce gelen iki

terimin toplamai ile, a,= an.1 + a2 kuralina gore insa edilmektedir.

Fibonacci dizisiyle ilgili bir¢cok calisma yapilmistir. Fibonacci sayilar1 ve
altin orana dogada, sanatta ve mimaride bir diizen olarak karsilagilmasi iizerine bir

cok kitap yazilmistir.

Fibonacci sayilar1 arasinda kurulan bir ¢ok iligki olduke¢a ilgingtir. Bununla

ilgili glincel kaynaklarda ve bilimsel literatiirde eserler bulunmaktadir.

Hanoi Kuleleri adiyla bilinen bir diger problem ise indirgemeli diziler

yardimiyla ¢oziilebilmektedir.

Hanoi Kuleleri probleminde biiyiikten kiiclige bir c¢ubuga siralanmis

halkalarin hepsinin her hamlede bir halka hareket ettirmek ve herhangi bir
halkanin kendisinden kii¢iik bir halkanin iizerine gelmemesi kosuluyla bos olan

diger iki gubuktan birine ka¢ hamlede ayn1 sekilde siralanabilecegi sorulmaktadir.

Tezin ikinci boliimiinde 6n bilgiler basligr altinda tezde kullanilan sayma
ve analiz yontemleri ile ilgili bilgi verilip kullanilislar1 gosterilmistir. Ugiincii
boliimde ise indirgemeli diziler siniflandirilarak tanitilmis ve 6rnekler verilmistir.
Dordiincti boliimde uygulamalar bashigi altinda iglerinde matematik olimpiyat
yarismalarindan sorularin da bulundugu cesitli problemler ¢oziilmiistiir. Besinci

boliimde ¢alisma ile ilgili genel bir degerlendirme yapilmistir.



2 ON BILGILER

Bu boéliimde tezde kullanilan yontemlerle ilgili 6n bilgiler yer almaktadir.
2.1 Temel Sayma Yoéntemleri

Se¢mekle kars1 karsiya kalinan herhangi bir sey, durumlar veya olaylar
ayrik olarak Aj, A, As, ... ile isimlendirilsin ve bunlarin olma alternatifi sayilari
ay ay, ag, ... olsun. Bu durumda A;, Az, As, ... den birinin olma sayis1 saymanin
toplama prensibi kullanilarak a; + a, + az + ... ile, Ay, Az, As, ... lerin ayni anda
olmasinin doguracagi durum sayisi ise saymanin ¢carpma prensibi kullanilarak

a1 X az X as ... ile hesaplanabilir.

n tane nesnenin yan yana siralanma sayist n! = n(n — 1)(n — 2)--3-2-1 ile
iclerinden r tanesinin siralanma sayist (n ' nin r ' li siralamalari) ise permiitasyon
P(n,r) = nl/(n —r)! ile hesaplanabilir. Siralanmak istenen nesnelerin i¢inde ayni
nitelikte veya oOzdes diye tabir edilebilecek olanlarin kendi iglerindeki
siralanmalari farkli bir siralama olusturmayacagindan siralanma sayis1 bunlarin
farkli nesneymis gibi sirlanmasi oraninda distirilir. Tekrarh permiitasyon
olarak isimlendirilen bu durum biitiin tekrar eden farkli 6zdes nesneler igin

uygulanir.

n tane farkli nesnenin i¢inden siralama Onemsenmeden yapilan r tane
nesneden olusan gruplama veya se¢im sayist ise  kombinasyon

C(n,r) =n!/[(n—r)! r1] ile hesaplanabilir.
2.2 Kuvvet Serisi
(an)n= dizisi katsayilarini olusturan
Yz @nX™ = 8o+ AX + aX° + axX’ + - -

seklindeki ifadelere kuvvet serileri denmektedir. Dizi ag = a; = a, = ... = c gibi
bir sabit dizi oldugunda ve | X | < 1 araliginda degerler aldiginda kuvvet serisi
geometrik seriye doniisiir. Bu durum bazi fonksiyonlarin bigimsel olarak serilerle
ifade edilebilecegi sonucunu dogurur. Bu tip fonksiyonlara asagida 6rnekler

verilebilir.
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alindiginda veya

2
1
(I+x+x+xX + - +x"+-- -.)2 = (1—) alindiginda

1 —x

1 2— 2 n
=1+2X+3X+---+m+Dx +---

1 N\3
(]—x) =(l+x+x+x 4+ )

=(l+x+X+5+ ) I+x+2+x5+ )

= (l+x+x+x+ )L+ 22X+ 3+ + )

her bir ¢arpan tek tek dagitilacak olursa

1 3 2 3 n
; = 1+2X+3X"+4X° + .. +(n+ 1)x + ...
—X
X+2¢ +3C+. .. +nx"+ ...
XA+ - )X+

XA+ = 2)X" + .



3
1
(1—) =1+Q+2X+A+2+3)C+ -+ QA +2+ - +mn+ )X
—X

LD

7\
( ) =1+3X+6xX°+ -
1—x 2

2.3 Uretici Fonksiyon (Generating Function)

Uretici fonksiyon (iirete¢ fonksiyon, generating function) bir dizinin
terimlerini katsayr olarak kullanan bigimsel kuvvet serisi olarak tanimlanir. Bu
sayede dizinin genel teriminin bulunmasi amaglanmaktadir. Yontem uygulanirken

tiretici fonksiyon

AX) = Y20 @,X" = 80 + arX + X + agC + .. (1)

seklinde alinir. Buradaki katsayilarin dizinin terimleri oldugu kabul edilir.
Ozellikle indirgemeli dizilerde bu bigimsel kuvvet serisi cok kullanish durumlar

dogurabilmektedir.

Ornegin ¢ok yaygin bilinen bir indirgemeli dizi olan Fibonacci dizisinde
indirgeme bagintist an+2 = ap+1 + &, seklinde diisiiniilecek olursa ve esitligin her
iki tarafi X" ile carpilacak olursa (an+2 )X" = (@n+1 ) X" + (an) X" elde edilir. Bu
denklemde n i¢in sonsuz toplamlar alinirsa her bir terim bi¢cimsel kuvvet serisine

doniisecektir.
ZnEO an+2xn = ano an+1xn + an() anxn

Bu esitlikteki katsayr ve X' in kuvveti arasindaki uyumsuzluk denklemin her iki
tarafin1 X' in uygun kuvvetiyle carparak asilabilmektedir. Bigimsel kuvvet serisini
ifade eden toplam sembollerinde toplam n degiskenine bagli oldugundan bu

carpma iglemi sorun teskil etmez.

2 —_ 2 2
X (21120 an+2xn) =X (ZnEO an+1xn) +X (an() anxn)

denklemi tekrar diizenlenerek



anl) an+2xn 2= X(ZnZO an+1xn +1) + XZ(ZHEO anxn) (2)

sekline doniistiiriiliir. Denklemin son halinde baslangi¢ degerlerindeki farkliliklar
ekleme c¢ikarma yapilarak diizenlenip, serilerin fonksiyonlar1 {iretmesi

saglanabilir. Ornegin esitligin sol tarafi ele alindiginda
Yoo ani X" 77 = aX0 + agX’ + ..

ifadesine uygun tretici fonksiyonu (1) ' i dogurmak i¢in gerekli olan (ag + a;x)

eklenip ¢ikarilir. Sonug olarak

20 A+ 2X" 2= A(X) — (a0 + a1x)
denkligi elde edilir. Benzer sekilde (2) denkliginde denklemin sag tarafindaki

X(X s @ 11 = X(arX + apX° + 2’ + ...)
olan terim
X a1 ) = X(AR) — 20)
seklinde diizenlenebilir. Bu sekilde (2) denkligi tamamu ile
A(X) — (80 + a1X) = X(A(X) — ao) + X*A(X) ©)

denkligine doniisiir. Fibonacci dizisi i¢in baslangi¢ degerleri olan ap =0,a; =1

kullanildiginda (3) denkligi

A(X) — X = X A(X) + X°A(X) (4)
sekline gelir. Bu denklikten A(X) ¢ekilecek olursa
)

kesirli ifadesi elde edilir. (5)' de ulasilan A(X) basit kesirlerine ayrilacak olursa

-x -X _ M N N
Xt x- ] <x+1+ﬁ><x+lﬁ> <x+1+\/§) (x—l——]\/g)
2 2 2 2
M= _]+_/5 ve N = ];ﬁ bulunur. Bulunan sonuclar yerine konularak
25 3 ' cary



—1-y5 1-43

T +2ﬁf5) T T—f) X

elde edilir. Bu adimdan sonra kuvvet serisi tekrar kullanilacaktir. k, t € R ve

[tx| < 1 olmak iizere

k
—— =kl + X+ + %+ )
1-tx

seklinde agilabileceginden (6) denkligi diizenlenerek

A = 7= (1 + (2m)x + (_1fﬁ)2x2+...)+% (1 + (F)x +
(\/;_1)29(2+...>
denkligine, biraz daha diizenlenerek
A(x)=% (1 + (1;ﬁ)x + (%g)zx2+...>+% (1 + (”Z‘E)x +

(%g)zx2+...>

ve buradan

=59 - (59))x +

(e A e 1 (S A e B S
N

an
elde edilir. Basta belirtildigi gibi A(X)" in katsayilar1 sirayla Fibonacci dizisinin

elemanlarin1 verecektir. Boylelikle genel terim

(8 (=5

1
a, =

G

bulunmus olur.



Uretici fonksiyonla genel terim bulma teknigi sonlu matematikteki bir
probleme analiz ydntemleri kullanarak ¢6ziim bulmaktadir. ki disiplin arasinda
koprii  olmasi matematikte problem ¢ozme stratejilerinin @ ne kadar
cesitlenebileceginin ve gelisebileceginin etkileyici bir gostergesidir. Burada
Fibonacci dizisinin genel terimini bulmak i¢in iretici fonksiyonun indirgemeli
dizilerde kullanimina verilen 6rnek calismanin i¢inde uygun olan kisimlarda

uygun sekilde tekrar kullanilacaktir.



3 INDIRGEMELI DiZiLER
3.1 Dogrusal indirgemeli Diziler

(an) genel terimiyle verilen bir dizide, ko, kr #0 olmak tizere, Ko, k1 k Kr

katsayili ve I <r <n sartlarini saglayan
k()an + k]_a.n.]_ + es + kran.r = f(n) (7)

bi¢imindeki indirgemeli dizilere r inci mertebeden sabit katsayili dogrusal

indirgemeli dizi denir.
3.1.1 Homojen Dogrusal indirgemeli Diziler

(7) denkliginde f(n)= 0 oldugunda homojen dogrusal indirgemeli dizi
olarak adlandirilir.
Bu durumda Fibonacci dizisi ikinci mertebeden homojen dogrusal
indirgemeli dizidir.
A —an1—an2=0
Fibonacci dizisine genel terim bulunmak istendiginde kural dogrusal bir

denklem formuna getirildikten sonra dizinin kullanilan ardisik terimler

karakteristik ~ denkleme  donistiiriilerek  asagidaki  adimlar  uygulanir.
(Markuschewitsch, 1963, 11)

\/an\l/jz_
rP_r-1=0

doniistiiriilen Karakteristik denklemin ¢6ziimii yapilarak kokleri bulunur.

1+V35 13

ver,= —
2 27

rh=

kokleri bulunarak A, B katsay1 ve a; = 1, a; = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak {izere

W =A (1+2\/3)"+ ° (H;/f)"




1 1
denklemi kurulur. Bu denklemden A= —= ve B = NG bulunur. Boylelikle

V5 V5

9 -9

Fibonacci dizisinin genel terimi

1
an, =

G

seklinde olacaktir.

Bu boliimiin devaminda homojen dogrusal indirgemeli dizilere 6rnekler

verilecektir.

ORNEK.1
0 ve 1' lerden olusan ve i¢inde 00 bulunmayan 8 terimli kag¢ dizi vardir?
CcOzUM.

Bu soru indirgemeli dizi uygulanmadan sdyle ¢oziilebilir. Ik énce bu 8
terimli dizide yan yana 2 tane 0'm gelmemesi i¢in en az 4 tane 1 bulunmasi

gerektigi goriilmelidir.
4 tene 1 ve 4 tane 0'1, 2 tane 0 yan yana gelmemek kosuluyla siralamak igin

1 _1_1_1 dizisinde alt ¢izgi ile belirtilen yerlerden 4'linii 0'lar1 yerlestirmek

icin se¢mek yeterli olacaktir. Bu da C(5,4)=5'dir.
Benzer sekilde 5 tane 1 ve 3 tane 0 i¢in

~1 1 _1_1_1 dizisinde alt ¢izgi ile belirtilen yerlerden 3 yer secilmelidir.
C(6,3) = 20.

6 tane 1 ve 2 tane O i¢in ise dizi

1 1 _ 1 1 _ 1 _1 seklinde olup alt gizgili yerlerden 2' si 0' lar igin

secildiginde C(7,2) = 21 bulunur.
7 tane 1 ve 1 tane O i¢in ise dizi

1 1 1 1 1 1 1 seklindedirve C(8,1) =8 farkli yer O i¢in segilebilir.

10



Son olarak 8 tane 1 igin 1 dizi olusur. Buradan sonu¢ 5+ 20 +21+8 +1 =55

bulunur.

Indirgemeli dizi ile ¢dziim yaparken &ncelikle sdyle bir tanimlama yapulir:
an Oyle bir dizi eleman1 olsun ki; n elemanli 1 ve 0' lardan olusup 00 icermeyen
siralanig sayilarmi versin. Buradan a; =2 (0 ve 1), a, =3 (11,10 ve 01), a3 =5
(111, 110, 101, 011 ve 010) n'in kiigiik degerleri i¢in gozlemlenir. n degerleri
biiylidiikge hesaplamak zorlagacaktir. Oysa sOyle bir indirgeme ile hesap
kolaylastirilabilir. Bu dizi ka¢ elemanli olursa olsun ilk elemam1 ya 0 ya 1
olacaktir. Eger ilk eleman 1 ise ikinci siradaki i¢in herhangi bir kisitlama
olmayacagindan geriye kalan n-1 eleman a, .; ile eger ilk eleman O ise ikinci
sirada 0 olamayacagindan 1 olacaktir ve {igiincii siradaki igin bir kisitlama

kalmayacagindan geriye kalan n-2 eleman a,.; ile hesaplanabilir.

Bu durumda a, = a,1 + an» Fibonacci indirgeme formiilii kullanighi hale
gelecektir. Tek fark baglangic degerlerinin farkli olmasidir. Sonrasi sadece

toplamadir.

n=4 i¢in ay=az+a, den a; =8
n=>5 i¢in as =as + as den as =13
n==6 i¢in ag=as+ as den ag =21
n=7 i¢in a;=ag+ as den a; =34

n=28 i¢cin ag=ay + as den ag =55

ORNEK.2
Asli 12 sekeri glinde 1 veya 3 seker yiyerek kag farkl sekilde tiiketebilir?
COZUM.

Cok basit gibi goriinen bu soruya indirgemeli dizi uygulanmadan soyle bir
¢Oziim yapilabilir. Coziime giderken 1 veya 3 istenildigi kadar kullanilarak
toplama islemi ile 12 elde edilme sayisi yol gosterebilir. Olasi durumlar ve

siralanma sayilart maddeler halinde incelendiginde;

11



e 3+ 3+ 3+ 3 (4tane 3 kullanildiginda 1 siralama)

e 3+3+3+1+1+1(3tane 3 ve 3tane 1 kullanildiginda 20 siralama)

e 3+3+1+1+1+1+1+1(2tane 3 ve 6 tane 1 kullanildiginda 28
siralama)

e 3+1+1+1+1+1+1+1+1+1(1tane 3 ve 9 tanel

kullanildiginda 10 siralama)

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1(12tanelkullanildiginda 1

siralama)

toplamlar1 ve buradaki 5 durumdaki her toplamdaki sayilarin farkli dizilisleri
(permiitasyonlari) hesaplandiginda cevap 60 olarak bulunacaktir. Goriildigl gibi

bu ¢6ziim zaman alici.

Indirgemeli dizi ile ¢dziimii ise sdyle bir fikre dayanmaktadir. a, dyle bir
dizi eleman1 olsun ki; n tane sekerin giinde 1 veya 3 seker yeme sartina bagl
olarak kag¢ giinde yenilebilecegini hesaplasin. Bu durumda a; =1,a, =1 (1 + 1),
a3=21+1+1veyal3), a=3(01+1+1+1veyal+3veya3+1)
seklinde hesaplanabilir. Burada bir indirgemeli dizi yakalanmak istenmektedir. Su
sekilde yapilabilir: ilk giin yapilan tercih 1 seker yemek yoniinde veya 3 seker
yemek yoniinde olacaktir. Bu durumda n > 3 sartiyla ilk giin 1 seker yenirse kalan
n-1 sekerin yenme sayist an1 ile ilk giin 3 seker yenirse kalan n-3 sekerin yenme
sayis1 an.3 1le hesaplanabileceginden n tane sekerin yenme sayisinin aslinda
an = an1 + ap3 homojen dogrusal indirgemeli dizi denkligi ile hesaplanabilecegi

goriiliir. Buradan sonrasi uzun gibi goriinse de aslinda sadece toplamadir.
n=5i¢inas=as+a,denas =4

n==6iginag=as+azdenas =6

n=7igina; =ag+asdena; =9

n=28iginag=a; + as denag =13

n=9igin ag = ag + ag den ag = 19

n =10 i¢in a;p = ag + a; den ajp = 28

n=11 igin app =agp +agdena; =41
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n=12 igin app = ag + agden a;, =60

ORNEK.3

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} kiimesinin, herhangi iki ardisik tam say1

icermeyen kag alt kiimesi vardir?
¢OZUM.

Iyi tanimlanmis bir a, bu problemin ¢dziimiinii ¢ok kolaylastiracaktir. a,
Oyle bir dizi elemani olsun ki; ardigik n tamsayidan olusan {1,2,3,...,n} kiimesinin
iki tane ardigik tam say1 igermeyen alt kiime sayisini veren. Bu sarti saglayan
dizinin baglangi¢c kosullar1 kolaylikla belirlenebilir. Bir elemanlt bir kiimenin
hicbir alt kiimesi ardisik say1 igeremeyeceginden biitiin alt kiimeleri bu sarti
saglar. a; = 2 (2 den). iki elemanh kiimede ise sadece kiimenin kendisi ardisik iki
sayidan olustugundan 6z alt kiimeleri istenen sart: saglar. a; = 3 (2% — 1 den). a,' e
gelindiginde ise bu alt kiimelerde 1' in olup olmamasinin incelenmesi indirgemeli
diziyi doguracaktir. Bu alt kiimelerde 1 yok ise geriye kalan n — 1 ardisik
elemanla bu sarti saglayan a,.; alt kiime olacagi goriilebilir. Eger 1 var ise 2
bulunamayacagindan ve geriye kalan n — 2 eleman igin baska kisitlama
kalmadigindan bu sartt saglayan a,; alt kiime olacagi goriilebilir. Buradan
an = ap1 + an indirgeme iligkisine ulasilir. Fibonacci dizisinden farkli baslangig

kosullart olmasina ragmen dizinin elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusacaktir.
2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

Boylelikle problemde istenen a3; = 233 kolaylikla bulunmus olur.

ORNEK.4 (2012-UMO)

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinin dort tane ardisik tam say1 igermeyen kag
alt kiimesi vardir? (TUBITAK)
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COZUM.

Boyle bir soruya indirgemeli ¢oziim Ttretirken a,1 tamimlamak c¢ok
onemlidir. a, Oyle bir dizi eleman1 olsun ki; {1,2,3,...,n} kiimesinin dort tane
ardigik tam say1 igermeyen alt kiime sayisini veren. Bu durumda bir, iki ve {i¢
elemanlt kiimelerin alt kiimeleri hi¢bir sekilde ardisik sayr iceremeyeceginden
a; = 2 (2 den), a, = 4 (2% den), a; = 8 (2° den) oldugu ve dort elemanli kiimenin
alt kiimelerinden sadece bir tanesi (kendisi) ardisitk dort sayr igerdiginden
as = 15 (2 — 1 den) oldugu kolaylikla gorilebilir. a, igin indirgeme
olusturulurken bir alt kiime diistiniiliir 6yle ki; bu alt kiimede 1, 2 ve 3 bulunuyor
ise 4'in bulunmamasi gerekir. Geri kalan n-4 tane ardisik elemani a,.4 verecektir.

Bir tablo ile incelenecek olursa;

an
kiimede 1 kiimede 1
yoksa varsa
kiimede 2 kiimede 2
an-1 yoksa varsa
kiimede 3
an-2 Kiimede 3 varsa 4
yoks bulunamaz
an -3 an -4

a,=a,,+ta,,+a,;+a,, indirgeme iligkisine ulasilir. Bulunan baslangi¢

degerleri dizinin devam eden elemanlarin1 bulmak i¢in yeterli olacaktir.

n=>5i¢inas = a4 +az+a, +a; denas =29
n=06ic¢inag = as + a5 + az + a, den ag = 56
n=7igina; =ag+ as + as + az den a; = 108
n =8 ic¢inag = a; + ag + as + a5 den ag = 208
n=9ic¢in ag = ag + a; + ag + as den ag = 401

n=10ig¢in a;p =ag+ag+ay; + ag dena;p = 773
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ORNEK.5 (UMO-2013)

Gergel sayilardan olusan (a,);, - ; dizisi her n > 3 i¢in,
an=M-1la+(h—2)ay+--+2a,.2+tan-1

esitligini saglamaktadlr. adro11 — 2011 ve o1 = 2012 ise, as013 nedir?
(TUBITAK)

CcOzZUM.
an=(n-1a+(n—2)ay+--- +2a, 3+2a, »+an 1

— ap1=(n-2)a;+(n—-3)ax+--- + 2a, 3+ta, »

an— a1 =ttt a3t a2t an 1

taraf tarafa ¢ikarilarak elde edilen denklemde n = 2013 ve n = 2012 degerleri
verilerek elde edilen denklikler de taraf tarafa ¢ikarilir.

n = 2013, Ao1z— Aoz =@y taxt -+ ayiot A+ Az

n= 2012, —  Ai2— A1 =artaxt---+ Ayt i

ao13 — 2 &x012 + Az011 = a012

Boylece

azo13 = 3 a012 — 2011
ax13 = 4025

olarak bulunur.

3.1.2 Homojen Olmayan Dogrusal indirgemeli Diziler

(7) denkliginde f(n) # 0 oldugunda homojen olmayan dogrusal indirgemeli

dizi olarak adlandirilir.

Giris kisminda bahsedilen Hanoi Kuleleri problemi hatirlanacak olursa,

biiyiikten kii¢lige bir gubuga siralanmig halkalarin hepsinin her hamlede bir halka
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hareket ettirmek ve herhangi bir halkanin kendisinden kiigiik bir halkanin tizerine
gelmemesi kosuluyla bos olan diger iki gubuktan birine ka¢ hamlede ayni sekilde
siralanabilecegi sorulmaktaydi. (Guichard, 2001)

Bu problemi ¢ozerken n halka sayisi olmak {izere a,'in hamle sayisini
veren ifade oldugu kabul edilsin. a;=1, a,=3 oldugu kolaylikla goriilebilecektir.
Halka sayisi arttikga sayma islemi zorlasacaktir. a,,'i hesaplarken en dipte bulunan
n'inci halkanin alinabilmesi i¢in {izerindeki n-1 halkanin diger ¢ubuklardan birine
siral1 bir sekilde yerlestirilmesi gerekir. Daha sonra bu en biiyiik halka yerinden

almarak {iciincli ¢ubugun en altina yerlestirilebilir. a, , hamlede gelinen bu

durumdan sonra en biiyiik halka i¢in 1 hamle yapildiktan sonra n-1 halka tekrar

a, , hamle ile biiyiik halkanin iizerine getirilebilir. Bu da a, ,+ /+a, ,'den
a,=2a,_,+1 homojen olmayan dogrusal indirgeme bagintisin1 verecektir. Elde

edilen indirgeme bagintisi ile istenilen halka sayisina gore hesaplama yapilabilir.
n=3i¢in a,=2a,+1 den a;=7

n=4i¢in a,=2a;+1 den a3=15

n=5i¢in a;=2a,+1 den a3=31

n=6i¢in a,=2as+1 den a3=63

seklinde rahatlikla hesaplanabilir.

Bu dizi i¢in genel terim bulunurken teleskopik toplamdan faydalanilabilir.
Indirgeme bagintis1 uygun katsayilarla genisletilerek tekrar tekrar alt alta yazilir

ve sonra taraf tarafa toplama islemi yapilir.
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2n_2./ a2=2a1+1
2!’1-3./ a3=2a2+1
2" a,=2a;+1

2!’1-5./ a5=2a4+1

22/ a,,=2a, ;+1

2.1 a,,=2a,,+1

a, =2""a; + 1+2+27+ . +2"?
a,=2a, ;+1

ol
2-1

611:] s

g

a,=2""+
2-1

a,= 2" — 1 genel terimi bulunur.

Hanoi Kuleleri problemi i¢in bulunan indirgeme bagintis1 ve iiretici
fonksiyon yontemi kullanilarak da genel terim bulunabilir. Ureteci fonksiyon

katsayilar1 dizinin elemanlar1 olacak sekilde
AX) = Tz0@,x" = 0 + arX + X + ag’ + .. (8)

alindiktan sonra  a,=2a, ,+I indirgeme bagmtis1 n yerine n + 1 yazilarak

diizenlenir ve esitligin her iki tarafi X" ile carpilarak n igin sonsuz toplamlar alinir.

Elde edilen

20+ X" = 250 @y X" + Xz X"

esitliginde katsay1 indisi ve X' in kuvvetinin uyumunu saglamak icin her iki taraf X

ile ¢arpilarak
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Y-
ZnEO an+1xn+ =2x ano anxn tXx anl)xn

bulunur. Bulunan denklik (8)' deki iiretici fonksiyon ve kuvvet serisi kullanilarak
1
A(X) —ap = 2x A(X) + x(—)
1—x

haline getirilir. 0 halka i¢in baslangi¢ degeri ap = 0 alindiginda ve A(X)

cekildiginde
AKX) = S — 9
) = (1-x)(1- 2x) ®
bulunur. (9)' da bulunan denklik basit kesirlerine ayrilarak
X 1 1
A(x) = - (10)

(1-x)(1-2x) TT2x 1-x

elde edildikten sonra

=1+ 22X+ + 25+ 2+
1-2x

1
1-x

:1+X+X2+X3+“‘+xn+"'

fonksiyonlar1 uygun olan sartlarda kuvvet serileri ile ifade edilebileceginden (10)

denkligi
1 1 2,,2 ny,n 2
A(X): ———:(1+2x+2X 4+ o4O +...)_(1+X+X 4+
1-2x 1-x
+ Xn+...)

denkligine doniistiiriilerek diizenlendiginde
AX) = [Q-1x+Q*-1)x° + -+ 2" 1x"+ -] (11)

fonksiyonuna ulasilir. (8) denkliginde katsayilarini dizinin elemanlar1 olarak
aldigimiz  fonksiyon ile (11) de buldugumuz fonksiyonun esitliginden

yararlanarak genel terim bulunur.
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AX)=ag+aX + X’ + -+ an X+ =[(2- Dx +(22-1)X° + - + (2" 1)X"
_|_]

a,=2"—1

ORNEK.6
n tane dogru diizlemi en ¢ok kag bolgeye ayirir?

CcOzZUM.

[/ LS

n tane dogrunun diizlemi ayirabilecegi en ¢ok bolge sayisi a, olarak
tanimlansin. Sekillerde de kolaylikla goriilebilecegi gibi a; = 2, a, =4 veaz =7
baslangi¢ degerleri bulunacaktir. Bir sonraki adimda ¢izilen her dogru bolge
sayisint ¢ogaltmak adina miimkiin oldugu kadar ¢ok bdlgeden gegmelidir. Bir
dogrunun cok bolgeden gegcmesi cok kesisme yasamasiyla miimkiindir. Cok
kesisme ise kendisinden Once ¢izilmis biitiin dogrularla kesismesi anlamina
gelmektedir. Bu durumda n. gizilen dogru kendisinden once ¢izilmis n — 1

dogruyla kesismeli ve n — 1 kesigsme noktas1 ortaya ¢ikmalidir.
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n — 1 tane kesisme yasayan n. dogrunun girip ¢iktig1 bdlge sayisinin n
oldugu ve girip ¢iktig1 her bolge 1 bdlgeyken 2 bolge haline geldigi goriilebilir.
Bu da n tane yeni bolge demektir. Boylelikle indirgeme bagintisi a, = a,_1 +n
olarak bulunur. Homojen olmayan dogrusal indirgemeli dizi bagintisi i¢in birkag

farkli yontemle genel terim bulunabilir.

an—an_1 = n seklinde diizenlenebilen indirgeme bagintilar: n yerine adim adim
degerler yazilarak alt alta yazilip toplandiginda genel terime ulasilabilmektedir.

Teleskopik toplam yo6ntemiyle genel terim bulunmus olur.

n =2 i¢in, —a =2
n = 3i¢in, —a =3
n=4igin, u-x=4

n yerine n — 2 igin,

n yerine n — 1 igin,

Ve N i¢in, +
an—a1:€+3+4+- “o+n
g
+ 1
nn )_1
2
nm+ 1
an—2= ( )—1
2
n+n+2
Genel terim  a, = - seklinde bulunur.

Uretici fonksiyon kullanarak da bu dizinin genel terimi bulunabilir.

Indirgeme bagintis1 n yerine n + 1 yazilarak yeniden diizenlenir. (Wilf, 1992)

an+1=ay +n+1
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Esitligin her iki tarafi X" ile garpilarak n igin sonsuz toplam alinr.
ZnEO an+1xn = an() anxn + an() (l’l ‘/‘1))6”

katsay1 indisi ve X' in kuvvetinin uyumunu saglamak i¢in her iki taraf X ile ¢arpilir.

Y20 @y 1 X" T = X Bz @pX" + X Lopzg (11"
Esitligin son halinde uygun olan kuvvet serileri (8) deki tiretici fonksiyon ile diger

kuvvet serileri ise 6n bilgiler boliimiinde bahsedilen uygun olan fonksiyon ile

ifade edilir.

1
A(X) —ag =X A(X) +x (1

1
A(x) = T + (]_x)3

Basit kesirlerine ayirma islemi yapilir.

1 1
+

I-x gy (%

Ax) =

A(x) fonksiyonu tekrar kuvvet serilerine doniistiiriiliir.

AX)=(1+x+X+ - +x"+ ) (A +2X+3+ -+ m+ D"+ )+ (1

LD o

+3X+6X2 + - ; >
A(x):1+2x+4x2+7x3+---+[1_(n+1)+(—(”+’)2(”+2))]Xn+...
N )
an
: n?+n+2 ,
Genel terim  a, = - seklinde bulunur.
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ORNEK. (UMO-2013)

Yalnizca 1, 2, 3 rakamlar1 kullanilarak, ilk ve son basamaklarinda ayni
rakam yer alan ve herhangi ardisik iki basamaginda ayni rakam yer almayan kag

farkl1 10 basamakli pozitif tam say1 yazilabilir? (TUBITAK)

CcOzZUM.

a, yalnizca 1, 2, 3 kullanilarak, ilk ve son basamaklarinda ayn1 rakamin
yer aldig1 ve ardisik iki basamaginda ayni rakamin bulunmadigi n basamakli tam
sayilarm sayis1 olsun. Oncelikle birkag tane baslangi¢ degeri bulunur. a; = 3 (1, 2,
3), a2 = 0 (iki basamakli bu sartlar1 saglayan say1 yazilamaz), az = 6 (121, 131,
212, 232, 313, 323).

a,' 1 inga ederken ilk basamak icin 3 alternatifin oldugu ve ilk basamak
belirlendiginde son basamaginda belli oldugu unutulmamalidir. Ardisik
basamaklarda da ayni rakam bulunamayacagindan aradaki n — 2 basamak i¢in 2
alternatif oldugu diigiiniilse de (n — 1). basamaga gelen saymin n. basamakla ayni
olma durumu olabilir. Bu durum da 1. basamakla (n — 1). basamaga ayn1 sayinin
gelmesi sart1 bozacaktir. Ayni sartlarda 1. ve (n — 1). basamagin ayni oldugu tam
sayllarin sayist a, _ 1 1ile hesaplanabileceginden indirgeme bagintisina

a,=32""%2_a, ; olarak ulasilir. Soruda ayq istenmektedir.
n=3i¢in az=32-a,denaz==6
n=4icin as=32°-asdena, =6

n=5icin as=32"—asdenas=18

n=10i¢in a; = 328 ag den ajp = 510 adim adim hesaplanarak bulunur.

Bu homojen olmayan dogrusal indirgemeli diziye iiretici fonksiyon ile
genel terim bulmak miimkiindiir. indirgeme bagintisinda n yerine n + 1 yazilarak

yeniden diizenlenir.
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an+1 + an = 3'2n_l

Esitligin her iki tarafi X" ile ¢arpilarak n igin sonsuz toplam alinir.
Y0 s 1"+ Tz a¥" = g3 27 7)™

katsay1 indisi ve X' in kuvvetinin uyumunu saglamak i¢in her iki taraf X ile ¢arpalir.

3x
ZnEO an+1xn+1 +Xx an() anxn = 7 ZnZO (Zx)n

Esitligin son halinde uygun olan kuvvet serileri (8) deki iiretici fonksiyon ile diger
kuvvet serileri ise On bilgiler bolimiinde bahsedilen uygun olan fonksiyon ile

ifade edilir.

A(X) —ap + xA(X) = S?x ( ! ) (12)

1-2x

Indirgeme bagmntis1 kullamlarak ap = — 3/2 olarak bulunur. (12) denkligi

diizenlenerek A(X) cekilir.

9x - 3
(1-2x)(2 + 2x)

A(x) =

A(x) basit kesirlerine ayrilarak tekrar diizenlenir.

1/2 4
A(X) = -
1-2x  2+2x

A(x) fonksiyonu tekrar kuvvet serilerine doniistiiriiliir.

i
AX) = 5(1+2X+22x2+---+2"x”+---)—2(1—x+x2+---+(—1)”x”+---)

3
AK) =~ 3 +3XHA6X 2" 2 1) X -

an

Genel terim  a, = 2" —2(~ 1)" seklinde bulunur.
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3.2 Dogrusal Olmayan indirgemeli Diziler

Indirgeme bagintisinda katsayilar reel sayilardan farkli olarak bir
degiskene bagli oldugunda veya dizinin elemanlar1 birbiri ile ¢arpilarak olusmus
(kendisi de olabilir) terimler bulundugunda dogrusal olmayan indirgemeli dizi

olarak adlandirilir. Bu boliimde bu tip indirgemeli dizilere 6rnekler verilecektir.

ORNEK.8 (UMO-2012)

A=1{1,2,3, 4,5, 6, 7} kimesinin tim a elemanlar1 i¢in f(f(a)) = a
kosulunu saglayan kag f : 4 — 4 fonksiyonu vardir? (TUBITAK)
COZUM.

a, Oyle tanimlansin ki n elemanh bir kiime icin soruda istenen sarti
saglasin. Her zaman oldugu gibi baglangi¢ degerlerini bulmak kolay olacaktir ve

¢Ozlim i¢in fikir verebilecektir.

Kiime Fonksiyonlar an
A:{l} fl(l)zl a=1
fi ={(11), (2,2
A= {L2) 1={(11), @2} s

f2 = {(112)1 (2’1)}

fl = {(111)1 (2!2)’ (313)}
A= {1 2 3} f2 = {(111)1 (2!3)’ (312)} ax=4
- f={(13), (2.2, G} 3

f4 = {(1’2)! (211)1 (3!3)}

an' 11nsa etmeye soyle basit bir fikirle baslanabilir. Fonksiyonu bir eslesme
olarak diisiinecek olursak 1 ya 1 ile eslesir ya da eslesmez. Eger 1 ile eslesirse
(1,1) eslesmesi  f(f(1)) = 1 i saglayacaktir. Geriye kalan n — 1 elmanin sarti
saglayan fonksiyon sayis1 a,_1 ile hesaplanabilir. Eger 1 ile eslesmiyorsa bagka
bir elemanla eslesmek i¢in n — 1 alternatifi olacaktir. Ve sart1 saglamak icin
eslestigi elemanin da 1 ile eslesmesi gerekecektir. Ornegin (1,2) ve (2,1) eslesmesi
icin f(f(1)) = 1 ve f(f(2)) = 2 saglanir. Bu eslesmenin ardindan geri kalan n — 2
elemanin sarti1 saglayan fonksiyon sayisi a, _ » ile hesaplanabilir. Boylelikle

indirgeme bagintisi
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an=ap_-1 +(n-1a, >

olarak bulunmus olur. Soruda istenen a; adim adim bu dogrusal olmayan

indirgeme bagintisi ile kolayca hesaplanabilir.
n =4 igin as=az +3ayden a,=10
n =5 igin as=ay +4azden as=26
n =6 i¢in ag=as +has den ag=76

n =7 i¢in a;=ag +6as den a; =232

ORNEK.9

8 arkadas bir restorana gidiyor. Giriste paltolarin1 gorevliye birakiyorlar.

Cikista hicbirinin kendi paltosunu almadig ka¢ farkli durum yasanabilir?
CcOzUM.

Paltolarin 8 kisiye dagitimi1 normalde 8! seklinde olur. Yalniz bu durumlar
karigiktir. Bir kisinin kendi paltosunu alip almadigi her durum sayilmis olur. Eger
bir kisi kendi paltosunu aldiysa bu durumlari tiim durumlardan ¢ikarmak gerekir.

Kendi paltosunu alan bu kisi C(8,1) yolla segilebilir. Geri kalan 7 kisi i¢in rastgele
dagilim yine 7! ile hesaplanir. 8! — (?)7! ise sonucu vermez. Ciinkii 7!" in
icinde bagka kisi veya kisiler de kendi paltosunu almis olabileceginden (?)7! ayni
durumlar tekrar takrar saymis olur. Bu fazla sayilip ¢ikarilan durumlar tekrar tiim
durumlara eklenmelidir. Bahsedilen durum 2 kisinin kendi paltosunu aldigi
durumlardir. Bu iki kisi C(8,2) yolla belirlenebilir. Geri kalan 6 kisiye rastgele
dagitim yapilacaktir. 8! — (3)7! + (2)6! ifadesi yine hatali olacaktir. Bu seferde 3

kisinin kendi paltosunu aldigi durumlar fazla fazla eklenmis olur. Benzer sekilde

icerme disarma yontemiyle sonu¢ bulunur.

81— (71 + (56— ()5 + (F)ar— (3)3r+ (D)2t - ()11 + (§) = 14833

an , n kisi i¢in bu sart1 saglayan durum sayisi olsun. Baslangi¢ degerleri

bulmak kolay olacaktir. n =1 alinirsa 1 kisinin kendi paltosunu almadan ¢ikacagi
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bir durum olamayacagindan a; = 0 olarak bulunur. n = 2 alinirsa 2 kisinin kendi
paltolarint almadan ¢ikacagi durum sayisi kolaylikla a, = 1 olarak bulunur. ag' @
hesaplarken kisilerin 1., 2. ve 3. kisi olarak adlandirildig1 diisiiniilsiin. Bu
durumda higbirinin kendi paltosunu almadigi durum sayis1 soyle sayilabilir. 1. kisi
eger 2. kisinin paltosunu alirsa 2. kisi 1. kisinin paltosunu alamayacaktir. Clinkii
alirsa 3. kisi kendi paltosunu alir. Bu ise sart1 bozar. Demek ki 1. kisi 2. kisinin
paltosunu aldiginda 2. kisi mecburen 3. kisinin paltosunu almalidir ve 3. kisi de 1.
kisinin paltosunu alir. Bu bir durumdur. Aym sekilde 1. kisi 3. kisinin paltosunu
aldiginda 3. kisi 2. kisinin ve 2. kisi de 1. kisinin paltosunu alabilir. Bagka durum
yoktur. Boylece az = 2 olarak bulunur.

a,' 1 inga ederken problemi ¢ozme stratejisi 1. kisinin paltosunu aldig
kisinin kimin paltosunu aldig1 iizerine kurulacaktir. 1. kisinin kendi paltosu
disinda n — 1 palto oldugundan dogal olarak n — 1 alternatifi olacaktir. Bu
paltolardan birini aldig1 diisiiniilsiin. Bu durumda paltosunu aldig1 kisi ya 1.
kisinin paltosunu alir ya da almaz. Eger 1. kisinin paltosunu alirsa kalan n — 2 kisi
ve paltolar i¢in sart1 saglayan durum sayist a, _ » olur. Eger 1. kisinin paltosunu
almayacak olursa bagka bir paltoyu almasi gerekecektir. Bu durumda sanki 1.
kiginin paltosu kendi paltosunun yerine ge¢misi gibidir. O halde a, - 1 bu

durumlarin sayisini verir. Boylece
an=(M-1)[ar 2+ an 1]

dogrusal olmayan indirgeme bagintisina ulasilir. Gerekli baslangic degerler

hesaplanmis oldugu i¢in soruda istenen ag adim adim bulunabilir.
n =4 igin as = 3[a; + ag] den a;=9

n =5 i¢in as = 4[as + a4 den as=44

n =6 i¢in as = 5[as + as] den ag =265
n =7 igin a7 = 6[as + ag) den a;=1854
n =8 i¢in ag = T7[as + a7] den ag = 14833
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4 UYGULAMALAR
SORU.1

Deniz kenarina 9 giinliik tatile giden birisi ilk giin denize girmek ve art
arda 3 giin denize girmemek kosullariyla denize girmek bakimindan tatilini kag

farkli sekilde gecirebilir?
CcOzUM.

Tatilde gegirilen giin sayis1 n oldugunda a," in istenilen kosullarda tatili
gecirilebilecek durum sayisi oldugu diisiliniilsiin. Sartlarda ilk giin denize girdigi
sOylendigi i¢in a; = 1 olur. Denize girdigi giinlerin "D" girmedigi gilinleri "B" ile
ve soldan saga dogru ilk giinden baslayarak bir kodlama yapildig: diisiiniilecek
olursa 2 giinliik tatil DD veya DB seklinde gegirilebilir. a; = 2 olur. Benzer
sekilde kodlayarak DDB, DBB, DBD ile az = 3 olarak bulunur. 3 giin art arda
denize girilmediginden DDD alinmamustir. Indirgeme bagintis1 kurulurken

asagidaki gibi bir agag grafik daha anlasilabilir olacaktir.

. . a .. .
son giin denize n son giin denize

W girmis ise

dn-1

sondan bir giin
once denize

girmemis ise
sondan bir giin
once denize
girmis ise
an-2 sondan iki giin
Once giremez
an-3

Indirgeme bagintis1 a,=a,_1 +a,_»+ a,_s olarak bulunur. Soruda istenen ag

adim adim hesaplanir.
n =4 igin au=az +a+a den a;=6

n =5 i¢in as=ay +taz+a den as=11
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n =6 igin ag=as +as+ as den as=20
n =7 igin as=ag +tas+ay den a;=37
n =8 i¢in ag=a; +ag+as den ag=068

n =9 icin ag=ag +as+ ag den ag=125

SORU.2

1xn Dboyutlarindaki bir dikdortgen 1x1 ve 1X2 boyutlarindaki
dikdortgenlerle kag farkli sekilde kaplanabilir?

CcOzZUM.

an 1xn lik bir dikdortgen i¢in istenilen doseme sayisini vermek iizere

a=1

=2 [EEEE (RS
a=3 [Eoifaded | [RddlEE (B

a,' i kurgularken en sola yerlestirilecek dikdortgenin 1x1 lik veya 1x2 lik olma

durumu indirgeme bagintisin1 doguracaktir.

:

~ YT
n-1 n-2

Indirgeme bagmtis1 a, = a, 1 + a,_ olarak bulunur. Fibonacci dizisini veren bu
indirgeme bagintisinin genel terimi bolim 3.1.1 de bulundugu gibidir. Baslangi¢
degerlerindeki farkliliktan dolay1 kuvvetler birer arttirilmistir.

1+\/§n+1 1_\/§n+1
=) ()

1
V5

a, =
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SORU.3
ap=1, a; = 2 ve a; = 3 baglangi¢ kosullu
an=7ay_1—15a,_2 +9a,_3
indirgeme bagintis1 verilen dizinin genel terimini bulunuz.
COZUM.

Uciincii mertebeden homojen dogrusal indirgemeli dizi ¢arpanlarina
ayrilabildiginde karakteristik denklem yoluyla genel terim bulmak uygun
olacaktir. Indirgemeli dizi karakteristik denkleme uyumlu hale getirildikten sonra

carpanlarina ayrilacaktir.
an—7an_1+15a,_2—-9a,-3=0
X —7x*+15x—9=0
(x—3)(x—1)=0

denklemlerinden karakteristik kokler x; = 3 (¢ift kathh kok) ve x, = 1 olarak

bulunur. Bu durumda genel terim denklemi A, B ve C katsayilari igin

an = (A +Bn)(3)" + C(1)"

2
seklinde kurulur. Baslangi¢ kosullar1 kullanilarak A = 1, B = iy ve C=0

olarak bulunur. Genel terim icin bu degerler kullanilarak sonug yazilir.

an = (1 — 2)3”

aa=0GB-n3""1' n=>0
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SORU.4

ap =1 ve a; = 0 baslangi¢ kosullu

an=2(@n-1—an-2)
indirgeme bagintisi verilen dizinin genel terimini bulunuz. (Ruppet, 2007)
COZUM.

Ikinci mertebeden homojen dogrusal indirgemeli dizi denklemi

diizenlenerek karakteristik denklem haline getirilir ve kokleri bulunur.
an=2(@, 1—a, 2)
an—2ap-1+2a, 2=0
X —2x+2=0
Karakteristik denklemin kokleri karmasik say1 olarak bulunur.
X1=1+1ive xp=1-1i
Karmasik kokler kutupsal sekle dontistiiriiliir.
X1=v2 (cos% + isin %) Ve Xp=2 (cos% — isin %)
Bu durumda genel terim denklemi A ve B katsayilar1 i¢in
an = A(x)" + B(xp)"
seklinde kurulur. Kokler yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilir.
an, = (V2)" [A (cosr;—n + isin T;—n) + B (cos% - isin 7:—”)]
a, = (V2)" [(A + B) (cosrl—n) + (A- B)i (sin%)]

Baslangi¢ degerleri kullanilarak A + B =1 ve (A — B)i = —1 bulunur. Sonug

olarak dizinin genel terimi asagidaki sekilde bulunur.

a, = (V2)" (cos%—sinz—n) , n=0
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SORU.5

ap = 3 ve a; = 8 baslangi¢ kosullu

ah—3a,-1+2a, ,=2"
indirgeme bagintisi verilen dizinin genel terimini bulunuz. (Tuffley, 2009)
COZUM.

Ikinci mertebeden homojen olmayan indirgemeli dizi i¢in genel terim
bulunurken karakteristik denklemden faydalanilabilir. Indirgeme bagmtisinin dizi
elemanlarindan olusan sol tarafi i¢in a, — 3a, - 1 + 2a, - 2 = 0 denkliginin
karakteristik denklemi x? —3x + 2 =0 yazilir ve kokleri x; = 1 ve x, = 2 olarak
bulunur. Indirgeme bagintis1 sadece bu terimlerden olusmadigi igin bu kismin

genel terime katkis1 A ve B katsayilar olmak {izere
a® = A(1l)"+B@)"=A+B2"

seklinde belirlenir. Bagintinin sag tarafindaki iistel ifadenin genel terime katkisi

ise C katsay1 olmak tizere
al? =C2"

®n

seklinde alinacakken a,

nin iginde benzer bir terim ge¢mesinden dolay1 n ile

carpilarak
al = cn2"
seklinde belirlenir. Sonug olarak
an= a® + o
a,=A+B2"+Cn2" (13)

olarak alinir ve baglangi¢ degerleri ap = 3, a; = 8 ve bunlarin yardimiyla
indirgeme bagintisindan bulunan a, = 22 ile (13) denkleminde n yerine gerekli

degerler yazilir katsayilar bulunur.
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a=A+B=3
ay=A+2B+2C=8
a=A+4B+8C =22
denkliklerinden A =2, B =1ve C = 2 bulunur. Genel denklem yazilir.
a,=2+2"+2n2"
an=2+2"+n2""* | n>0

SORU.6

7 dzdes top 4 kovaya kag farkli sekilde dagitilabilir?(Oztiirk, 1995, 9)
CcOzZUM.

Bu problemin ¢6ziimii i¢in iki farli yol izlenecektir.

Birincisi ayra¢ yontemidir. Bu dagilimlar siwrali dortliiller seklinde
incelenecek olursa kovalardaki top sayilari (a,b,c,d) ile gosterilir.
a+b+c+d=7sartin1 saglayan dogal say1 dortliileri dagilim sayisini verecektir.
Ayrag tekniginin uygulanist ve agiklamasi kisaca sOyledir . Ayrag teknigi 4
parcaya ayrilmak istenen ayni nesneden olusan yan yana bir dizileme 3 ayrag

kullanilmasi gerektigi fikrine dayanmaktadir.

0000000 ifadesi yan yana 7 ayni nesneden olusan dizilimi gostersin. Bu
dizilime ayraclar1 temsil etmek ilizere 3 ayni nesne yerlestirilsin. Ayraglarin
saginda solunda ve arasinda kalan "O" sayis1 kovalardaki top sayisin1 verecektir.

Bu sekilde (a,b,c,d) sirali dortliilerinin olusumu gézlenebilir.

DIZILIM TOPLARIN DAGILIMI
00I0I00I00 (2,1,2,2)
0110000100 (1,0,4,2)
1010001000 (0,1,3,3)
000I1110000 (3,0,0,4)
0I0I0I0000 (1,1,1,4)
0000I0II00 (4,1,0,2)
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Tabloya dikkat edilecek olursa dizilim siitununda olusan siralamalar 7 "O"
ve 3 "I" ile olusturulabilecek 10 haneli dizilimlerin sayis1 kadar olacaktir. Bu

sayede ka¢ dagilim yapilabilecegi tekrarli permiitasyon ile kolayca hesaplanabilir.

Ikincisi indirgeme ydntemidir. Bu problemin indirgemeli ¢dziim stratejisi
kovalardan birinin bos olmasi veya olmamasi fikrine dayanmaktadir. r 6zdes
topun Kk tane kovaya dagilim sayis1 S(r,K) ile gosterilsin. Ornegin 1 topun k tane
kovaya dagilim sayisi kolayca s(1,k) = k, r tane topun 1 kovaya dagilimi
s(r,1) = 1 olarak bulunur. Indirgeme bagintis1 ise su sekilde kurulacaktir.
Kovalardan ilki bos ise r tane top k —1 tane kovaya dagitilir. Bunun sayisi
s(r, k —1) ile hesaplanir. Veya ilk kova dolu ise bu kovaya 1 top konup geri kalan
r — 1 top tekrar k kovaya dagitilir. Bunun sayist ise s(r — 1,k ) ile hesaplanir.

Boylece indirgeme bagintist kurulmus olur.
s(r,k) =s(r, k-1) +s(r-1k)

Soruda istenen 7 topun 3 kovaya dagitilmasi oldugundan r =7 ve k =4

alinarak indirgeme bagintis1 kullanilarak adim adim cevap bulunur.

Baslangig kosullar1 s(7,1) =1 ve s(1,4) = 4 olarak kullanilir.

s(7,4) =s(7,3) +s(6,4) = [5(7,2) + s(6,3)] + [5(6,3) + 5(5,4)]
e W_) H—’T

=5(7,2) + 25(6,3) + s(5,4)

1
/_A_\

s(7,4) =[s(7,1) +s(6,2)] +2 [s(6,2) + s(5,3)] + [s(5,3) + 5(4,4)
(0.3 +5662) +2 562 *+ 56.9] + ]

~
s(7,2) s(6,3) s(5,4)

=3s(6,2) + 3s(5,3) +s(4,4) + 1
=3[s(6,1) + s(5,2)] +3[s(5,2) + s(4,3)] + [5(4,3) +s(3,4)] +1
=6s(5,2) +4s(4,3) +s(3,4) +4
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=6[s(5,1) + s(4,2)] +4[s(4,2) + s(3,3)] + [5(3,3) +s(2,4)] + 4
= 10s(4,2) + 55(3,3) + 5(2,4) + 10
4
= 10[s(4,1) + s(3,2)] + 5[5(3,2) + s(2,3)] + [5(2,3) + s/(_l,:)\] + 10
= 15s(3,2) + 6s(2,3) + 24
= 15[5(3,1) + 5(2,2)] + 6[s(2,2) + s(1,3)] + 24
= 215(2,2) + 57
= 21[s(2,1) + s(1,2)] + 57
= 21[1 + 2] + 57
=63+ 57

s(7,4) = 120

SORU.7

A=1{1,2, 3, 4,5, 6, 7} kimesinin tim a elemanlar i¢in f(f(f(a))) = a
kosulunu saglayan kag¢ f . 4 — 4 fonksiyonu vardir? (Alizade ve Ufuktepe,
2014, 13)

COZUM.

a, Oyle tanimlansin ki n elemanh bir kiime icin soruda istenen sarti
saglasin. Baglangic degerlerini bulmak kolay olacaktir ve ¢oziim ig¢in fikir

verebilecektir.

Kiime Fonksiyonlar an
A={1} f1(1)=1 a;=1
A={12} f1 ={(1,2), (2,2)} =1
fi={11), (22), 3.3)}
A={1,2 3} f, ={(1,2), (2,3), (3,1)} as=3
fs={(1.3), (2.1), 3.2)}
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a, indirgeme bagmtisim1 kurmaya 1' in gOriintiisiiniin ne olabilecegi
fikriyle baslanabilir. Fonksiyonu bir eslesme olarak diisiinecek olursak 1 ya 1 ile
eslesir ya da eslesmez. Eger 1 ile eslesirse (1,1) eslesmesi  f(f(f(1))) = 1 i
saglayacaktir. Geriye kalan n — 1 elmanin sart1 saglayan fonksiyon sayis1 a, ; ile
hesaplanabilir. Eger 1 ile eslesmiyorsa baska bir elemanla eslesmek i¢in n — 1
alternatifi olacaktir. Problemin buradan sonraki ¢oziim stratejisi 1' in eslestigi
elemanin yapacagi eslesme tizerine kurulacaktir. 1' in eslestigi eleman 1 ile
eslesemeyecektir. Bu durumda 1' in eslestigi elemanin n — 2 eslesme alternatifi
kalir ve hangi elemanla eslesti ise o elemanin sart1 saglamak i¢in 1 ile eslesmesi
gerekir. Ornegin (1,2) ve (2,3) eslesmeleri icin (3,1) eslesmesi sart1 saglatir. Bu
eslesmenin ardindan geri kalan n — 3 elemanin sart1 saglayan fonksiyon sayist

a,_3 ile hesaplanabilir. Boylelikle indirgeme bagintisi

ah=ap 1 +(n-1)(n-2a, 3

olarak bulunmus olur. Soruda istenen a; adim adim bu dogrusal olmayan

indirgeme bagintisi ile kolayca hesaplanabilir.
n =4 i¢in ap=az +32a den as=9
n =5 i¢in as=as +4-3a, den as=21
n =6 i¢in ag=as +54a; den ag=81

n =7 i¢in a;=ag +65a, den a;=351

SORU.8 (UMO-2000)

2 4 .
X1 = — 1 ve her n pozitif tam sayisi1 i¢in X, +1 = (] + —)Xn + — 1Se, X2000
n n
nedir? (TUBITAK)
CcOzUM.

Soruda verilen dogrusal olmayan indirgemeli dizi bagitisinda her iki taraf

n ile ¢arpilarak diizenlenir.

NXn+1=(MN+2)X,+4
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Ulasilan denkligin ¢arpan konumuna getirilebilmesi i¢in her iki tarafa 2n eklenir

ve gerekli diizenlemeler yapilir.
2n+NXp+1=(N+ 2)xp+ 4+ 2n
N2+ X,+1) =(N+2)Xp+ 2(2 +n)
N(Xn+1+2) =(n+2)(X + 2)
Carpan konumuna getirildikten sonra her iki taraf n ve x, + 2" ye boliintir.

Xp+1+t2 _ n+2

X, +2 n

Teleskopik formata uygun hale getirilen denklemde n yerine adim adim degerler

yazilarak taraf tarafa ¢arpma yapilarak istenilen Xagoo' € ulasilir.

o x+2 3
n=1 i¢in - -
x;+2 1
L x3+2 _ 4
n=2 i¢in = -
Xy +2 2
. xy+2 _ 5
n=3 i¢in = -
)C3+2 3
o xs+2 _ 6
n=4 i¢cin = -
)C4+2 4

X +2 2000
n=1998 icin 222~ =

x1998+2 1998

x2000+2 2001
x1999+2 1999

Trk2 A3 R2 k2 X5 +2  ~ X199k 2  Xz000 +2 _ 3
X142 Tpk2 Xik2 Xpk2  X1oopk2 Fiwed2 |
X2000+2 _ 2000- 2001

X]+2 1-2

n=1999 i¢in X

999 2000 2001

100 100Q 1000
T 3 o1

N R
po
L LN

X2000 + 2 = 2001000

36



X2000 = 2000998
SORU.9 (UM0-2007)

X1 =5,X, =401 veher3<n<m igin
1

Xn—1

Xp = Xp—2-—

ise, m' nin alabilecegi en biiyiik deger nedir? (TUBITAK)
COZUM.

Soruda verilen indirgeme bagintisinda her iki taraf X, - ;1 ile carpilarak

teleskopik toplama uygun hale getirilecek sekilde diizenleme yapilir.
XnXn-1= Xn-2Xn-1 —1

Xn—2Xn-1 — Xn—1Xn=1

n=3, Vszl
n=4, 3—XXs =1
n=5 %2:1

n=m-1, Mm1=l
n=m, + X7 Xm-1—Xm-1Xm =1

X1 X9 —Xm_1Xm=mM—2

5401 —Xm_1Xm=m-=2
Xm—1Xm = 2007 —m

son ulasilan denklikte m yerine 2007 yazilmasi X006 X2007 = O sonucunu bu ise
X2006 VYA X007 den birinin sifir olacagi sonucunu dogurur. Oysa ki soruda verilen
indirgeme bagintisinda paydadaki terim herhangi bir terimin sifir olmamasini
gerektirir. m yerine 2006 yazildiginda ise X2005 X2006 = 1 oldugundan Xag0s # 0" dir.
Demek Ki X006 X2007 = O denkligini sifir yapan Xpo07' dir. Soruda paydada verilen
terim X, 1 oldugundan n yerine 2007" ye kadar olan sayilar yazilabilir. Yani m en
¢ok 2007 olabilir.
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SORU.10 (2004-CEKOSLAVAKYA ULUSAL OLIMPIYATTI)

n bir dogal sayr olmak iizere, yan yana siralanmis A ve B harflerinden
olusan n haneli siralamalarin pes pese dort A ve pes pese ili¢ B icermeyenlerinin

say1s1 py ise

P2004 — P2002~ P1999

P2001™ Pooo

ifadesi kaga esittir? (Final Round of 53rd Czech and Slovak Math. O., 2004)
COZUM.

Soruda A ve B harfleri i¢in farkli sartlar verildiginden bu harflerle ilgili
durumlan farkli degerlendirmek gerekir. Istenen sarti saglayan siralamanin ilk
harfi A ile basliyorsa bu siralamalarin sayisint @, , B ile basliyorsa b, versin. Bu
siralamalar i¢in bagka bir durum da olamayacagindan yani ya A ya da B ile

baslayacagindan soruda verilen p, =a, + b, olur.

Siralamalarin  basinda bulunan harf c¢esitliligini diisiinmek indirgeme
bagmtisim1 kurmayi rahatlatacaktir. ilk ii¢ harf A oldugunda dordiincii harf
mecburen B olur. Bu ise B ile baglayan n — 3 harfli bir siralama demektir ve by, _3

ile hesaplanabilir. Bu durumlarin bir tabloyla incelenmesi kolaylik saglayacaktir.

n harfli siralamalarin siralama
baslangici sayisi
B...
b,_
n—1 harf n-t
— [ a=byitbatbys
a b,
" n— 2 harf n-2
AAA@... b
n— 3 harf "3
n harfli siralamalarin siralama
baglangict say1s1
BA- . ::> bh=an 1+ a s
n-1
n—1 harf
(o
BBQ...
an_
n— 2 harf n-2
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Yine tablolarla a, ve b,' in sadece kendi cinsinden indirgeme bagintilarina

doniisimii gozlenebilir. Bulunan a, ve by, ile gerekli alt diziler hesaplanip yerine

yazilir.
bn_1 an_2tan_s

dn bn_2 an_3tan_4 an=an_2+2a,_3+2a,_4+an_s
bn73 an_4tan s
dn_1 bn—2'|'bn—3"'bn—4

bn bhn=Dbn_2+2bh_3+2bh_s+Dby_s
an-2 bn73+bn74+bn75

Pn = ap + by esitliginde bulunan bagintilar yerine yazilir ve diizenlemelerle

pn kendi cinsinden ifade edilir..

Pn= (@72 +2a,_3+ 28,4+ anj) + (&72 +2bn_3+ 2by_4+ bnj)

v -
an bn
Pn= @nfz + bnfﬁ) + 2(\an73 + bn—ﬁ) +2(@n_4+ bnfﬁ) + (an75 + bnfa)
Y Y
pn72 pn73 pn74 pn75

Pn=Pn-2+2Ppn-3+2Pn-4t+ Pn-s
pn_pn—z_pn75 = 2pn73 + 2pn,4

Ph—Pn-2—Pn-5= 2(pn73 + pn74)

pn_pn-Z_pn-5 =7

pn-3+pn-4

n = 2004 i¢in istenen ifade bulunur.

P2004 —P2002~" P1999 _ 9

P2001 " Paooo
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SORU.11

an = (3 + 2v2)" + (3 — 2v/2)" genel terimi verilen dizide ag kagtir?

CcOzZUM.

Bir dizinin genel teriminin bilinmesi bu soruda da oldugu gibi isleri her
zaman kolaylastirmamaktadir. Bazen indirgeme bagintisin1 kullanarak cevaba
ulagsmak daha kolay olabilir. Genel terimi verilen dizinin indirgeme bagintisinin
olup olmadig diistintildiigiinde karakteristik yontemdeki siranin tersten izlenmesi

bir sonug verebilir.

rn=3+2v2 ve r, =3 - 2V2 kokleri bilinen karakteristik denklem
r? — 6r + 1 = 0 seklinde kurulur. Bu denklem ise ikinci dereceden indirgemeli bir
dizinin karakteristik denklemidir. Bu durumda a,+, — 6a,+1 + a, = 0 indirgeme
bagintisina ulasilmis olur. Baslangic degerlerinin bulunmasi gerekir. Soruda
verilen genel terimden a, = 2 ve a; = 6 degerleri bulunduktan sonra adim adim

soruda istenen ag' y1 bulmak kolay olacaktir.

n =0 i¢in a=6a; +a, dan a,=34
n=1i¢in az=6a, +a; den a3;=198
n =2 i¢in as =6az +a, den as=1222
n =3 i¢in as =6a; +as den as=7530

n =4 i¢in ag=6as +a; den ag=46402
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SORU.12 (2011-ULUSAL ANTALYA MATEMATIK OLIMPIYATI)

Asagidaki harf tablosunda, her satirdan sadece bir harf se¢ilmesi ve harflerin
bulundugu karelerin mutlaka birbirine dokunmasi sartiyla asagidan yukariya veya
yukaridan agagiya kac tane FERMAT kelimesi olusturulabilir? (Bir 6rnek yanda
verilmistir.) (Aliyev ve digerleri, 2012, 79)

ORNEK:

N|l—|Z|m Ol X|>
M>>I || mMmH|R
A\ m /0> |T|0O
—|> || /M Tm
—H4|>| 0| <M T2
—4|m D> T~
mi>|IZ|0WmMmH|N
N|l—|Z|m Ol X|>
> Z|o|Im| 4R
A\ m{Z|m|>|m|O
—[>|n| M mm
H|>» |0 Z/mm|Z2
—Am|Z|0|>|T|—
> Z|o|m| N

CcOzZUM.

Indirgeme yaparak soru c¢oziiliirken genel mantik 6nceki adimlardan
faydalanarak bir sonraki basamagi hesaplamaktir. Boyle bir soruda da indirgeme
manti81 ise yarayabilir. FERMAT kelimesi olusturmak istendiginde ¢ok agiktir ki
ilk olarak bir F harfi belirlenmeli ve onun baslanmalidir. Ikinci belirlenmesi
gereken ise bir E harfi olmalidir. Ka¢ F' den ka¢ E' ye ayn1 sekilde ka¢ E' den kag
R' ye gidilebilecegi diisiincesi T' ye kadar ulasildiginda kag FERMAT
olusabilecegini sayacaktir. Uygun olan harfin sol iist kdsesine o harfe kac harften
gelinebilecegi yazilacak olursa bu sayma islemi kolaylasir. ""E" ifadesindeki n o

E' ye kag F' den gelinebileceginin sayisidir.

Yukaridan asagi i¢in:

K I DIE| NI i | z | Son satirdaki T' lere bakildiginda her T'
TI¥ ||| ¥ | T | nin sol iist kosesinde o T' ye kadar kag
'E| A |°E|°E| A|'E| farkll sekilde FERMAT olusabilecegi

yazmaktadir. Bunlar toplandiginda

yukardan asagiya 50 tane FERMAT

olusturulabilecegi goriiliir.

N|—|Z|m|OlX|>

po]

N
0
<
<

N
0
>l
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Asagidan yukari i¢in:

N[ —|Z|mO|X|>
py)
py)
4
4
py)
py)

SORU.13

ikinci satirdaki T' lere bakilacak olursa
asagidan yukar1 dogru 4 farkli FERMAT
olusturulabilecegi  sonucuna varilir. Bu

durumda toplam 54 tane FERMAT

olusturulabilir.

Asagidaki krokide A noktasindan B noktasina sadece cizgileri yol olarak

kullanmak kosuluyla en kisa yoldan kag farkl sekilde gidilebilir?

®B

OKUL

PARK

HASTANE

A®

CcOzUM.

A noktasindan hareket eden birisi hangi noktaya gelmis olursa olsun en kisa

yoldan B' ye ulasmak istedigi i¢in bir sonraki hareketi eger miimkiinse yukari

veya saga dogru olacaktir. Sola ve asag1 hareket etmesi yolu uzatir. Bir noktaya

varmanin kendisinden Onceki bazi noktalardan geciyor olmasi indirgeme

kullanma imkanin1 saglar. En kisa yol kullanilmas1 gelinmis olan bir noktaya ya

asagisindaki ya solundaki noktadan gelindigi anlamina gelir. O halde bu noktaya

en kisa yoldan ka¢ noktadan gelinebilece§i asagisindaki ve solundaki noktaya

gelinme sayilariin toplami kadardir. A' dan B' ye her noktaya bu toplamlar

yazilarak cevaba ulagilir.

42



1218

5tV

286

135

44

13

A' dan B' ye en kisa yol sayis1 1218' dir.
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4 SONUC

Bilim ve teknolojinin ilerlemesi siiphesiz insanlarin hayatin1 bir¢ok alanda
kolaylastirmistir. Tren ve otomobilin ulasim problemine ¢6ziim getirmesi daha iyi
bir ¢6zim olan ugagin icadina engel olmamustir. Belki gelecekte ulagim
problemine ucaktan daha iyi bir ¢6ziim bulunacaktir. Hatta bu ¢oziimler yeni

problemler dogurmus veya doguracak olabilir.

Bu noktadan hareketle bir kisim insanlarda var olan matematikte yapilacak
bir¢ok sey yapildi yeni seyler yapilamaz yargist gegmiste ¢ozlilmiis matematiksel

problemlere ve ispatlara yeni farkli ¢éziimler getirerek kirilabilir.

Indirgemeli diziler uzun ve zor bir sekilde coziilmiis ozellikle sayma
problemlerinde kisa ve rahat ¢6ziim bulmaya dair yeni kapilar agabilmektedir. Bu
tezde ¢ozililen bazi problemlerde buna deginilmis ve problemi ¢ézmeye dair gesitli

stratejiler ortaya konmaya ¢aligilmistir.

Bu alanda yapilacak caligmalar problem ¢dzme stratejileri lizerine c¢alisan
matematikgilere, programlama yapan bilgisayar miihendislerine, optimizasyon

saglamaya ¢alisan endiistri mithendislerine farkli orijinal fikirler verebilir.
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