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OZET

GRAF BOYAMA UZERINE

DUMAN, Sezen

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Damismant: Yrd. Doc. Dr. Sule AYAR OZBAY

Eyliil 2014, 54 sayfa

Bu tezde oncelikle graf teorisinin ve graf boyamanin tarihi gelisimi {izerine
bilgiler verilmistir. Daha sonra ise graflarda boyama dlgiimleri {izerine giiniimiize
kadar yapilan ¢aligmalarda elde edilen bilgilere yer verilmistir. Ardindan da graf
islemleri boyamasi calisilmistir.

[k béliimde, graf boyamanin tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.

Tezimizin Ikinci béliimiinde, bu tezi anlamada kolaylik saglayacak temel graf
tanimlarina yer verilmistir.

Ugiincii béliimde graflarda boyama &lgiimlerinden bir tanesi olan tepe
boyama incelenmis ve tanimlara yer verilmistir. Ayrica bazi 6zel graflarda tepe
boyama incelenerek, bu 06zel graflarin kromatik sayilar1 hesaplanmistir. Son
olarakta tepe boyama algoritmalar1 ve tepe boyamanin uygulama alanlarindan
bahsedilmistir.

Tezimizin dordiincii boliimiinde kenar boyama incelenmis ve kenar boyama
ile ilgili tanimlardan bahsedilmistir. Graf boyama o6l¢iimlerinden biri olan kenar

boyama i¢in gerekli olan en az renk sayisi bazi 6zel graflarda gdsterilmistir.

Son boliimde ise graf islemlerine yer verilmis ve graf islemleri sonucunda
elde edilen bazi graflarin boyama 6rnekleri ¢aligiimstir.

Anahtar Kelime: Graf boyama tarihi, tepe boyama, kenar boyama, graf
islemleri boyamasi
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ABSTRACT

ON GRAPH COLORING
DUMAN, Sezen

MSc in Mathematics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Sule AYAR OZBAY

September 2014, 54 pages

In this thesis firstly the historical development of graph theory and graph
coloring are studied. Then knowledge obtained from studies made on graph
coloring measurements until today are analyzed. Consequently graph operations
coloring are studied.

The first part of the thesis includes the historical development of graph
coloring.

The second part consists of the basic graph definitions which will help
readers to understand this thesis.

In the third part one of the graph coloring measurements which is the vertex
coloring is studied and definitions are included. Also vertex coloring for some
special graph is analyzed and chromatic numbers of these special graphs are
calculated. Finally in this part vertex coloring algorithms and application areas of
vertex coloring are studied.

The forth part of the thesis includes edge coloring and concerned definitions.
The minimum number of colors required for edge coloring, which is one of the
measurement of graph coloring, is shown on some special graphs.

In the last part, graph operations are mentioned and the examples of coloring
of some graphs that are obtainedd after graph operations are studied.

Keywords: History of graph coloring, vertex coloring, edge coloring, graph
operations coloring
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1. GRAF TEORISININ TARTHCESI

Graf teori, 1736 yilinda Euler’in Konigsberg Koprii probleminin ¢oziilmesi
ile ortaya ¢ikmigtir (Neetu, 2013). Konigsberg, Pregel nehrinin ortasinda bulunan
iki ada ve nehrin kenarlarina kurulan bir sehirdir. Nehrin ortasinda bulunan
adalardan bliyiikk olam1 anakaraya ikiser, kiicliik olan1 ise birer kopri ile
baglanmaktadir. Ayrica iki aday1 birbirine baglayan da bir koprii bulunmaktadir.
Sehirde yasayan insanlar kendi aralarinda herhangi bir noktadan baslayarak, yedi
kopriiniin hepsinden yalniz bir kez ge¢cmek sart1 ile sehrin biitlin boliimlerini
dolastiktan sonra baglangi¢ noktasina gelinip gelinemeyecegi sorusunu birbirlerine
sorarlar (Cunningham, 2004). Bu soru Matematik diinyasinda ilgi ile karsiland1 ve
dénemin tinlii matematikg¢ilerinden olan Leonhard Euler’e kadar ulast1 (Vedatvathi,

2013).

Sekil 1.1 Konigsberg Kopriisii

Euler, yukaridaki sekli problem i¢in daha uygun bir hale getirerek bu
problemin ¢dziimiine basladi. Ancak Euler yaptig1 ¢alismalar sonucunda herhangi
bir noktadan baslayarak, yedi kdpriiniin hepsinden yalniz bir kez gegmek sart1 ile
sehrin biitin  bolimlerini dolastiktan sonra baslangi¢ noktasina gelinip

1



gelinemeyecegi sorusunun ¢éziimiiniin olmadigini ispat etti (Arkut, 1993). Bu ispat,

Graf Teorisinin baslangici olarak kabul edilmektedir (Bacak ve Beseri, 2002).

D

Sekil 1.2 Konigsberg Koprii Probleminin Matematiksel Gosterimi

1840 yilina geldigimizde Mdbius, tamamlanmis graf ve ikili graflarin
diizlemsel oldugunu kanitladi (Doganaksoy, 1993). 1847 yilinda ise G. R.
Kirchhoff’un Aga¢ Teorisinin Elektrik Devrelerine Uygulanmasi baglikli ¢aligmasi
ile graf teorisi gelismeye basladi. Kirchhoff’un bu ¢alismasindan on y1l sonra ise A.
Cayley, Doymus Hidrokarbon Izomerlerinin Smiflandirilmasi ¢alismasi sirasinda
aga¢ kavramimi kesfetti (Gutman, 2008). Graf teorisini gelismesine yardimci olan
bir diger durum ise, Sir W. R. Hamilton tarafindan gelistirilen bir bulmacadir. Her
kosesine diinyanin 20 6nemli sehrinin yerlestirildigi bir tahtadan ve diizgiin bir 12
yiizliiden olusan bu bulmacada hedef, bir sehirden baslayarak, 12 yiizliiniin
kenarlarinin kullanildigi ve her bir sehirden sadece bir defa ge¢gmek sartiyla 20

sehrin tamamina ugranilarak bir tur yapabilmekti (Saran, 2008).

Graf teorisinin gelismesine yardime1 olan en 6nemli olay ise, Francis Guthrie
tarafindan ortaya atilan ve Ingiltere haritasindaki sehirleri, birbirlerine komsu olan
sehirleri farkli renklere boyamak i¢in 4 rengin yeterli oldugunu gdsteren Dort Renk

Problemidir. 1900’14 yillarda ise J. Sylvestrer ve D. Konig graf teorisi iizerine

2



onemli ¢alismalar yapmislardir. Yukarida belirttigimiz énemli problemlerin yani
sira daha bir¢ok problemin ¢ozlimiinde veya ¢ozlimlenmeye ¢alisilmasi sirasinda

graf teorisi kullanilmistir.

Graf Teorisi ve uygulamalarina olan ilgi son yillarda daha da artmistir. Bunun
nedeni, gilinliik hayatta karsilastigimiz bircok problemi graf teorisi yardimi ile
¢dzebilmemizdir. Ornegin, bir havayolu sirketinin uctugu sehirleri ve bu sehirlerin
hangilerine direk uctugunu graf teorisi yardimi ile kolaylikla gosterebiliriz. Ayni
zamanda bir sosyolog da, bir grup insanin birbirlerine karsi davranig ve
etkilesimlerini graf teorisini kullanarak rahatlikla ifade edebilir (Bacak ve Beseri,
2002). Bunun gibi durumlarin yani sira, graf teorisi, genetik, ekoloji, miizik,
arkeoloji, elektronik, bilisim sistemleri gibi bir¢ok alanda kullanilmaya devam

etmektedir.



2.  GRAF BOYAMANIN TARIHCESI

Graf boyama, bir haritanin renklendirilmesinde, birbirine komsu iki bolgenin
farkli renklerde olmasi kosuluyla en az kag¢ renk kullanilmasi gerektigi ve yine
yeterli renk sayis1 i¢in, en karmasik bir haritada dahi her zaman emin olabilecegimiz
bir alt smirin olup olmadigi sorusunun cevabinin aranmasi sirasinda ortaya
cikmistir. 1852 yilinda Francis Guthrie, Ingiltere haritasini renklendirirken,
birbirine komsu sehirlerin degisik renkte olacak bi¢imde dort renge
boyanabilecegini kesfetti (Berkman ve Doganaksoy ve Keyman, 1991). Daha sonra
Londra Universitesi’nde okuyan kardesi Frederick’e yazdigi bir mektupta “ bir
haritanin ilkeleri, sinirdas iilkeler ayr1 renklerde olacak sekilde her zaman dort
degisik renge boyanabilir mi?” sorusunu sordu (Arkut, 2004). Ancak kardesi bu
soruya cevap bulamadi ve ayni soruyu De Morgan’a sordu. Ancak De Morgan da
bu sorunun ispatinin yapilip yapilamayacagini bulamadi ve “ Renklendirilmesi i¢in
en az dort renk gerektiren haritalar vardir ve Renklendirilmesi i¢in besinci renk
gerektiren harita ¢izilemez” onermelerinin ispatlanmasini isteyen problem ortaya

¢ikmis oldu (Berkman ve Doganaksoy ve Keyman, 1991).

De Morgan, bu problem iizerine ¢alisirken problemi kendi arkadas ¢evresiyle
paylasti ancak problem bir siire unutuldu. 1879 yilinda Arthur Cayley, bu sorunun
ispatinin yapilip yapilmadigini Londra Matematik Dernegi’ne sordu. Boylece bu
problem genis bir ¢evreye sunulmus oldu. 1879 yilinda Kempe verilen herhangi bir
haritanin biri disinda tiim iilkelerinin boyandigini varsayarak heniiz boyanmamis
tilkelerin renkleri degistirilerek diizeltilebilecegini ileri siirdii. Kempe bunun i¢in
her haritada en fazla bes komsusu olan bir tilke vardir ve haritada ikigen veya iicgen
iilke olmadiginm1 varsayabiliriz 6nermesine dayandi. Boylece Kempe, normal bir

haritada bes komsulu bir iilke olmasi halinde renklendirmenin doért renkle
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yapilabilecegini gosteren bir ispat buldugunu ileri silirerek problemi ¢6zdiigilinii ileri
siirdii. Bu durum 11 yi1l boyunca matematik diinyasinda kabul gordii. Ancak 1890
yilinda Heawood, Kempe’nin kanitinin yanlhs oldugunu gosteren ters bir ornek
gostererek bes rengin tiim haritalar igin yeterli oldugunu kanitladi. Boylece
Heawood, Kempe’nin ¢ozmiiniin yeterli olmadigin1 gosterdi ve yanlis kanitin
tamirini geciktirdi. 1913 yilinda Birkhoff bir haritada besgen seklinde bulunan
ilkeler varsa, bunun o dort iilkeyi yok sayarak dort renge boyanabilen bir harita, o
dort tilke eklendiginde de dort renge boyanabilecegini gostererek bunlara sorunsuz

sekil adin1 verdi (Arkut, 2004).

Birkhoff’un bu kanitindan sonra binlerce sorunsuz sekil kesfedildi.
Bilgisayarlarin ortaya ¢ikisi ile problem iizerinde ¢alisan insanlar, ellerindeki
sorunsuz sekillerin incelenmesini hizli bir sekilde yapmaya basladilar. Yine de bu
sekillerin incelenmesi i¢in ¢ok uzun zaman gerekiyordu. Zamanla bilgisayarlarin
daha biiyiik hiza ulagmasiyla yeni teknikler gelistirdiler. Sonunda 1976 yilinda
Kenneth Appel ve Wolfgang Haken bilgisayar yardimiyla yaptiklar1 ¢aligmalar
sonunda 1936 tane sorunsuz sekilden olusan kaginilmaz kiime buldular ve problem
¢oziilmiis oldu (Paksoy ve Tosun, 2010). Ilerleyen zamanlarda benzer yéntemler

kullanilarak 1936 sekil dnce 1482’ye daha sonra da 633’e indirildi (Arkut, 2010).

2004 yilinda ise Gonthier verilen kanitin dogru ve hatasiz oldugunu bagka bir
programla teyit eder (Arkut, 2010). Problemin daha basit bir ispat1 20 yil sonra
Robin Thomas, Daniel Sanders, Paul Seymour ve Neil Robetson tarafindan
verilmistir. S6z konusu ispat bilgisayar destekli olup, matematiksel basit kanit i¢in

hala ugrasilmaktadir. Bilgisayar yardimiyla bulunan ¢6ziim sayesinde her haritanin



dort renkle boyanabilecegi artik bilinmesine karsin bunun nasil yapilabilecegi ise

hala bilinememektedir (Berkman ve Doganaksoy ve Keyman, 1991).

Francis Guthrie tarafindan ilk adimlar1 atilan Graf boyama fikri sinav zaman
cizelgelerinin c¢akismayacak sekilde hazirlanmasinda, kimya laboratuarlarina
kimyasallarin tepkime vermeyecek sekilde yerlestirilmesinde oldugu gibi birgok

planlama probleminin ¢éziimiinde kullanilmaktadir (Yorgancioglu, 2010).



3. TEMEL GRAF TANIMLARI

Calismamizin bu bdliimiinde, graf teorisinde kullanilan temel graf

tanimlaria ve graflarin genel 6zelliklerine yer verilmistir.

Tamm 3.1: Graf (G); bagintinin sekilsel gosterimidir. Yani elimizde var olan
bir problemin ¢oziimii i¢in bize gorsel olarak kolaylik saglayan bir yapiyr ifade

etmektedir.

V, bostan farkli, n elemanl bir tepeler kiimesi, V—V’ye, bir R bagintis1 da

grafin ayritlar kiimesi olan E’yi gostermek iizere; G= (V,E)’ye bir graf denir.

G=(V,E) grafi, tepeler denilen bos olmayan V(G) sonlu objeler kiimesi ile
birlikte, ayritlar denilen G’nin farkli tepe ¢iftlerinin diizensiz siralanist olan bir E

(bos olabilir) ayritlar kiimesidir (Chartrand-Zhang, 2009).

Tamm 3.2: Bir G grafi ayritinin baslangic ve bitis tepesi ayni tepe ise bu

ayrita “bukle (loop)” denir (Chartrand- Zhang, 2009).

Tanim 3.3: Bir grafta ayn1 tepe cifti arasinda iki veya daha ¢ok ayrit varsa bu
ayritlara ¢ok katli ayrit, bu tiir graflara ise kath ayrith graf (multiple graph) denir

(Chartrand-Zhang, 2009).

Tamim 3.4: Simetrik olmayan bagintilarin graflarina “yonlendirilmis graf
(directed graph)” denir. Yonlendirilmis graflarin her ayritt yonliidiir. (Wilson,

1985).

Tammm 3.5: Simetrik bagmtilarin graflarina “yonlendirilmemis graf

(undirectedgraph)” denir. (Hartsfield and Ringel, 1990).
7



Tamim 3.6: Cok katli ayrit igermeyen, yonlendirilmemis ve bukle icermeyen

graflara basit (simple) graf denir (Wilson, 1985).

Tammm 3.7: Bir G grafinda herhangi bir ayrit herhangi iki tepeyi

birlestiriyorsa bu iki tepeye bitisik tepeler (adjacent vertex) denir (Wilson, 1985).

Tammm 3.8: Bir G grafinin, bir tane tepesi olmasina ragmen ayriti

bulunmuyorsa bu grafa trivial graf denir (Chartrand-Zhang, 2009).

Tamim 3.9: Bir G grafinin tepe derecesi 0 ise, bu tepeye izole tepe (isolated

vertex) denir (Diestel, 2000).

Tanmm 3.10: Sadece izole tepelerden olusan grafa null graf denir (Wilson,

1985).

Tamim 3.11: Bir G grafinin her tepe ¢ifti arasinda en az bir tane yol varsa bu

grafa birlestirilmis (connected) graf denir (Wilson, 1985).

Tanmm 3.12: Bir G grafinin tepeleri kendisi disindaki diger tiim tepelerle

bitisikse bu grafa tam (complete) graf denir ve K, ile gosterilir. Tepe sayisi n ise

ayrit sayisi da n(n-1) dir (Wilson, 1985).
2

Tanim 3.13: Bir G grafinda, u tepesinden baslayarak v tepesine erisen, ayrit
ve tepelerden istenildigi kadar gegilen iletisime bir “yiirtiylis (walk)” denir. Bir

yurlyiisteki ayritlarin sayisi o yiirilyiistin uzunlugunu verir (Chartrand-Zhang, 2009).



Tamm 3.14: Bir G grafinda, u tepesinden baslayarak v tepesine erisen bir
yiiriiyiiste her ayrit sadece bir kez kullanilmis ise, bu yiiriiylise zincir (trial) denir

(Wilson, 1985).

Tamm 3.15: Baslangi¢ ve bitis tepeleri tek dereceli olup diger tepeleri 2

dereceli olan graflara yol (path) graf denir ve P, ile gosterilir (Chartrand-Zhang,

2009).

Tanim 3.16: Her tepesi 2 dereceli olan grafa ¢evre (cycle) graf denir ve ¢evre

graf n tepeli ise C, seklinde gosterilir (Wilson, 1985).

Tamm 3.17: Bir G grafinin her tepesi aym1 derecede ise bu grafa diizenli
(regular) graf denir. Grafin tiim tepelerine ait dereceler r’ye esit ise bu grafa da “r-

diizenli graf (r-regular graph)” denir. (Wilson, 1985).

Tamm 3.18: Bir G grafi 10 tepeli ve 3-diizenli graf ise bu grafa Petersen

grafi denir (West, 2001).

Tanmm 3.19: Bir G diizenli grafinin tepeleri 3 dereceli ise, bu grafa kiip

bigiminde (cubic or trivalent) graf denir (Diestel, 2000).

Tanmm 3.20: Bir G grafinin tepeler kiimesi birlesimleri V’yi veren,

arakesitleri bos olan (V; U V, =V ve V| N V; = @) ve her ayritinin bir tepesi V, de
diger tepesi V, de olacak sekilde iki kiimeye ayrilabiliyorsa bu grafa “iki parcali

graf (bipartite graph)” denir (Chartrand-Zhang, 2009).



Tamm 3.21: Iki kiimeli bir grafta V, kiimesinin her bir tepesi V, kiimesinin

her bir tepesine bir ayrit ile birlestirilmis ise bu grafa iki pargali tam (complete

bipartite) graf denir (Chartrand-Zhang, 2009).

Tamm 3.22: n+1 tepeli bir G grafinda n tane tepe bir dereceli, bir tane tepe n

dereceli ise, bu grafa yildiz (star) graf denir ve Ky ile gosterilir (Wilson, 1985).

Tamim 3.23: n tepeli birlestirilmis bir G=(V,E) grafinda, bir tepenin derecesi
n-1, geri kalan n-1 tane tepenin her birinin derecesi 3 ise bu grafa tekerlek (wheel)

graf denir ve W, ,ile gosterilir (West, 2001).

Tamim 3.24: Cevre icermeyen graflara agag (tree) graf denir. n tane tepesi

olan bir agag grafin n-1 tane ayrit1 vardir. (Wilson, 1985).

Tamim 3.25: Bir G grafinin baz1 ayritve tepelerinden V, c V,ve E; C E;

olacak sekilde tanimlanan H=(V,, E;) bir grafa G’nin alt grafi (subgraph) denir

(Chartrand-Zhang, 2009).

Tamm 3.26: G = (V,E) grafi verilsin. Vi= V ve E,c E olacak sekilde
tanimlanan G, = (V, E;) grafina G grafinin bir “dallanmis alt grafi (spanning

subgraph)” denir. (Chartrand-Zhang, 2009).

Tamim 3.27: Bir G grafinin bir H dallanmus alt grafi bir ¢evre igermiyorsa H

grafi, G grafinin bir dallanmis agacidir. (spannig tree) (Wilson, 1985).
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Tamm 3.28: Bir G grafinin maksimum tepe derecesi A(G) seklinde ifade

edilir (Hartsfield-Ringel, 1990).
Asagida bazi temel graf siniflarina yer verilmistir.

=D <

C
4 Cs

Sekil 3.1 Cevre Graf

L

“’1, 3 W) s
Sekil 3.2 Tekerlek Graf
+ L]
S13 S14 Si5 Si
Sekil 3.3 Yildiz Graf
Kss K2s

Sekil 3.4 iki Parcali Tam Graf
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Sekil 3.5 Tam Graf

12

Ky




4. TEPE BOYAMA

Tepe boyama, graf boyamanin en yaygin tiiridiir. Bu problem basit bir
depolama sorununa ¢oziim aranmasi sirasinda ortaya ¢ikmistir. Bir {iniversitenin
Kimya boéliimii, elindeki kimyasal maddeleri depolamak istiyordu. Ancak bu
kimyasal maddelerden bazilar1 yan yana geldiklerinde siddetli kimyasal
reaksiyonlara neden olabiliyorlardi. Bundan dolayida bu kimyasallarin ayn1 odada
olmamasi gerekiyordu. Bu durum ise ¢ok fazla oda kullanilmasina neden olacakti.
Bu nedenle birbirleriyle uyumlu kimyasallar ayn1 odada olmak kosuluyla en az kag

oda gereklidir seklinde bir soru sorulabilirdi (Bacak, 2004).

Biz bu depolama problemini graf problemine doniistiirdiigiimizde G=G(V,E)
seklinde ifade edilir. Burada tepeler kiimesi kimyasal maddeleri ifade ederken,
ayritlar kiimesi de birbiriyle etkilesimde olan kimyasal maddeler arasindaki baglari
gosterir. G grafinin tepe boyanmasi igin gerekli en az renk sayisi, en az oda sayisina

esittir. Bu say1 da G grafinin kromatik sayisini verir (Bacak, 2004).

Tamim 4.1: Bir G grafinda, bitisik olan iki tepe farkli renkte olacak sekilde
boyanmasina uygun tepe boyama (proper vertex coloring) denir (Chartrand-Zhang,

2009).

Bir G grafinin uygun tepe boyamasi, G grafinin tepelerine renk tayin etmemiz
anlamina gelir. G grafinin her tepesine bir renk verilerek komsu tepelerin farkl
renkte olmasi saglanir. Buna da G grafinin boyanmasi denir. Graf boyamada az
sayida rengin kullanilabilecegi durumlarda mavi, kirmizi, sar1 gibi gercek renkler

tercih edilebilir. Buna karsilik cok fazla rengin kullanilmasi gereken bir tepe
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boyama probleminde (1,2,3,....k) gibi pozitif tamsayilar renklerin yerine sik¢a

kullanilabilir (Diestel, 2000).

Pozitif tam sayilarin renkler yerine kullanilmasinin en 6nemli nedeni gogu
zaman kullanilan sayilarin, renkleriyle ilgilenmememiz ve pozitif tam sayilarin
matematiksel bir fonksiyon olarak kullanilabilmesidir. Bir tepe boyamada k tane
renk kullanilmissa, 0 zaman renklendirmeye k-boyama denir ve k-boyama da

kullanilan renkler 1,2,3....k pozitif tam saylaridir.

Tanim 4.2: Bir G grafinin k-boyamasi, k tane renk kullanilan G grafinin tepe

boyamasidir (Gross, 2010).

Tanim 4.3: Eger bir G grafi k tane renk kullanilarak uygun bir sekilde tepe

boyamasti yapilirsa, bu G grafi k tane renge boyanir. (Chartrand-Zhang, 2009).

Tanim 4.4: Bir G grafinin tepe boyamasi igin gerekli en az renk sayisina
grafin “kromatik sayisi (chromatic number)” denir ve x(G) ile gosterilir (Wilson,

1985).

Sekil 4.1 3-kromatik Graf

14



p tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in, ¥(G) < p dir. Yani, bir G grafinin
kromatik sayisi en fazla tepe sayis1 kadardir. Asagidaki grafi boyamak icin en az

renk sayisi, y(G)= 3 olup, graf 2 renkte boyanmaz (Gross, 1999).

Vs V1

r3 Vs V2 13

V4 V3

Sekil 4.2 Birlestirilmis G grafi

Bir p tepeli Tam Graf’in, kromatik sayist y(K, )= p’dir. Yani grafta kag tane

tepe varsa graf o kadar renge boyanir (Gross, 1999).

Sekil 4.3 Tam Graf Tepe Boyama



Bir p tepeli Cevre Grafin kromatik sayisi,

2, p-gift
7(C)) =

3. p- ek dir.

Yani Cevre Grafin tepe sayisi tek say1 ise graf en az 3 renge boyanabilirken,

tepe sayisi ¢ift sayi ise graf en az 2 renge boyanabilir (Gross, 1999).

N ) N )

N ) )

Sekil 4.4 Cevre Graf Tepe Boyama

Bir n tepeli bir Yol Graf’in kromatik sayis1 (P, )= 2’dir. Yani yol graflarin

tepeleri en az 2 renge boyanabilir (Gross, 1999).

P ® *—@ ® ® ®

N ) N ) N )

Sekil 4.5 Yol Graf Tepe Boyama

Bir p tepeli y1ldiz grafin kromatik sayist %(S;,)=2dir. Yani y1ldiz grafin

tepeleri en az 2 renge boyanabilir (Gross, 1999).
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5nr, 4 1

Sekil 4.6 Yildiz Graf Tepe Boyama

Bir G grafinin kromatik sayisi, G tepe noktasini boyamak i¢in gerekli olan en
az renk sayisini ifade eder ve eger x(G)=kK ise, k-kromatik olarak ifade edilir. Buna
karsilik, y(G)= min K ise burada k-kromatik mevcut degildir. Ancak y(G) <k ise, G

grafi en az k tane renge boyanir. (Diestel, 2000).

Bir grafin kromatik sayisini belirlemek i¢in genel bir formiil yoktur. Bunun
icin baz1 6zel graflarin kromatik sayisini veya bir grafin boyanmasi i¢in gerekli olan

renk sayisinin alt ve/veya st sinirlarini belirlememiz gerekmektedir.

Bir G grafinin kromatik sayisinin iist sinirint belirlerken, G grafinin x(G) < k
oldugunu gostermemiz gerekmektedir. G grafinin kromatik sayisinin alt siirimi
belirlerken de %(G) > k oldugunu géstermemiz gerekmektedir. (Bacak,2004). Yani
4 tepeden olusan bir ¢evre grafi g6z Oniine alalim. Bu grafin kromatik sayis1 2°dir.
Fakat en biiyiik renge karsilik gelen sayiy1 bir yiikselttigimiz takdirde yeni bir {ist
sinir olan 3’1 elde ederiz. Benzer sekilde 2 renkten 1 rengi kabul edersek, tek rengin

de bu ¢evre graf icin alt sinir oldugunu goriiriiz.
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x(G)=2 v(G) <3

Sekil 4.7 G grafinin kromatik sayisinin iist sinirinin gosterimi

Teorem 4.1. G ve H bir graf olsun. Eger H grafi, G grafinin bir alt grafi ise

x (H) <% (G)

dir (Chartrand and Zhang, 2009)

Teorem 4.2. Brooks Teoremi

G birlestirilmis basit bir graf olsun. G grafi, tepe sayisi tek olan ¢evre graftan

ve tam graftan farkli olmak {izere

% (G) = A(G)

dir. (Chartrand and Zhang, 2009).

4.1. Tepe Boyama Algoritmalar:

Tepe boyama icin degisik algoritmalar gelistirilmistir. Bunlardan bazilarina

asagida yer verilmistir.
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4.1.1. Tepe boyama algoritmasi
1. adim: Bir tepeyi se¢ ve bir renk ver.
2. adim: Komsu olan tepelere farkli renkleri, komsu olmayan tepelere

miimkiin oldugunca ayni renkleri ver.

3. adim: Islemleri biitiin tepeler i¢in tekrarla.

Kirmizi

Sekil 4.8 Tepe boyama algoritmasi

Sekil 4.2.1°de graf igin bir boyama &rnegi verilmistir. Oncelikle 1 numarali
tepeden baglayarak kirmizi renk, ona komsu olmayan 3 ve 4 numarali tepelere yine
kirmiz1 renk, birbirine komsu olmayan 2 ve 5 numarali tepelere ise mavi renk

verilmistir. Boylece 2 renk kullanilarak tepeler boyanmustir.

4.1.2. Greddy algoritmasi

Bu algoritmalarin temel prensibi, algoritmanin {izerinde ¢alisacagi elemanlari
bir kritere gore siralamak ve sira ile deneyerek en sonunda en optimum ¢oziimii

elde etmektir.

1. Adim: Bir G grafi ve renklerin bir listesini hazirla.

2. Adim: Tepelere a, b, c,... harflerini ver.
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3.Adim: ilk tepeyi belirle. Belirledigimiz bu ilk tepe, alfabetik siralamada ilk
once gelen harfle isarctlenmis olsun ve bu tepeyi, bitisik tepelerle ayni renkte
olmayacak sekilde renk listesindeki ilk renkle boya.

4. Adim: Tiim tepeler boyanana kadar 3. Adimi tekrarla

5. Adim: Son (Yorgancioglu, 2004).

4.1.3.  Welch ve Powel algoritmasi

1. Adim: Tepeler derecelerine gore biiylikten kiiciige dogru siralanir.

2. Adim: Renklere 1, 2, 3, ... seklinde numara verilir ve bir numaral renk,
birinci siradaki tepeye atanir. Daha sonra ayni renk numarasi komsuluk matrisinde
komsu olmayan diger tepeye verilir.

3. Adim: Renk numarasi bir artirilir ve bu numara daha dnce renk atamasi
yapilmamis tepelerden derecesi en biiyiik olana verilir ve 2. Adim diger tiim tepeler

icin tekrarlanir (Colkesen, 2004).

20



Sekil 4.9 Graf boyama

ds | Derece

ds

ds

ds

d>

dy

do

do
dy
d>
ds
ds
ds
de

Sekil 4.10 Komsuluk matrisi
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Yukaridaki algoritmay1 bu 6rnege uygularsak;

1. Adim: Tepeler derecelerine gore biiyiikten kiiclige dogru siralanir.

Tepe Derece
d> 6
ds 6
ds 6
ds 5
ds 5
do 4
de 4

2. Adim: Sirasi ile renk numarasi atamasi yapalim. d2’ye 1 numarali rengi
atayalim. Komsuluk matrisinde d> ile komsu olmayan yoktur, bu nedenle siradaki
diger tepeye geciyoruz. ds tepesine siradaki numara olan 2 numarali rengi atiyoruz.
Komsu olmayan tepe yok bu nedenle diger tepeye gegiyoruz. ds’e 3 numarali rengi
atiyoruz. ds ile de komsu olmayan tepe yoktur. Siradaki tepe olan di’e 4 numarali
rengi atiyoruz ve matrise baktigimizda d:’in ds ile komsu olmadigi goriilmektedir.
Bu nedenle ds ya da 4 numarayi atiyoruz. Hem di ve hem de ds ile komsu olmayan
var m1 diye matrise bakiyoruz. Ikisine de aym anda komsu olmayan tepe yok bu
nedenle siradaki tepe olan ds’e 5 numarali rengi atiyoruz. ds’e komsu olmayan ve
renk atanmamus bir tepe var mi diye bakiyoruz. Burada do’in d3’e komsu olmadigini
ve ayn1 zamanda da do’a renk atanmadigini goriiyoruz. Bu nedenle do’a da 5
numarali rengi atiyoruz. do tepesine de renk atanmasi yapildiginda, renk atanmayan
tepe kalmiyor ve renk atama isini bitiriyoruz. Béylece algoritmamiz tamamlanmis

oluyor (Colkesen, 2004)
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4.2. Tepe Boyamanin Uygulama Alanlari

Giliniimiizde tepe boyama problemi ile birgok sorun c¢oziilebilmektedir.
Ornegin bir sirket, biinyesinde bulunan komitelerin toplant1 saatlerinin
ayarlanmasinda tepe boyama yonteminden yararlanir. Soyle ki, bir sirkette belli bir
sayida komite olsun ve bu komitelerin toplanti saatlerinin ayarlanmasi
gerekmektedir. Ancak bu sirkette ¢alisan bazi kisiler birden fazla komitede iiye
iseler, o zaman komitelerin toplantilarin1 farkli zaman dilimlerine yerlestirilmesi

gerekmektedir. Bu durumda tepe boyamadan yararlanilir (Casselgren, 2011).

Ayni zamanda radyo frekanslarinin atanmasinda da tepe boyama yontemi
kullanilir. Bir dizi radyo vericisi diistindiigiimiizde, bunlarin her birine ¢alisma
frekansi1 verilmesi gerekmektedir. Sonradan birbirine miidahale etme potansiyeline
sahip iki radyo vericisi yakin frekansa atanmig olabilir. Boyle olunca da radyo
vericileri i¢in miimkiin oldugunca az frekans kullanilmak istenilir. Biz bu durumu

bir tepe boyama problemi olarak modellenebilir.

Tepe boyama ugaklarin havaalanlarina inebilmeleri problemine de ¢éziim
olmaktadir. S6yle ki ucaklar inecekleri havaalanlarina yaklastiklarinda hava trafik
kontrol sistemi, inis saatini beklemeleri i¢in ucaklara birer yiikseklik tayin
etmektedir. Eger iki ugagin varig araliklar ¢akisirsa, bu iki ucak ayn yiiksekligi
kullanamazlar. Ucaklarin ugabilecekleri yiiksekliklerde sinirlidir bu nedenle bu
yiiksekliklerin en etkili sekilde kullanilarak ugaklara paylastirilmasi gerekmektedir.
Boylece ¢oziilmesi gereken bir problem ortaya ¢ikmaktadir. Bu problem de tepe

boyama yontemi ile kolaylikla ¢oziilebilmektedir (Malaguti, 2006).
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Yukaridaki Orneklerde oldugu gibi bir yere yanict kimyasallarin
yerlestirilmesi, {iniversitelerin sinav programlarinin hazirlanmasi, bir okulun ders
programlarinin hazirlanmasi, trafik i1siklarinin diizenlenmesi, metal endiistrisinde
kullanilan metallerin 1sitma siirelerini en aza indirgeyebilmek i¢in hangi metallerin
birlikte 1sitilabilecegi gibi durumlarda tepe boyama problemi kullanilarak bu

problemler kolaylikla ¢oziilebilmektedir (Gross, 2010).
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5. AYRIT BOYAMA

Bir G grafinin birbirine bitisik olan (ortak bir tepeye sahip olan) iki ayritinin
farkli renkte olacak sekilde boyanmasina ayrit boyama (edge coloring) denir

(Hartsfield — Ringel, 1990) .

Bir G grafinda k tane renge sahip olan bir kiimenin tiim renkleri, ayrit
boyamada kullanilir ise, G grafinin ayritlaru k tane renge boyanir. Bir G grafinin k
tane renge boyanabilen ayrit boyamasi fonksiyon seklinde tanimlanir. Soyleki, G
grafinin birbirine bitisik ayritlar1 olan e ve f ayritlar1 ki bunlar c(e) # c(f) ise, ¢ :
E(G) — {1, 2, ..., Kk} dir. Yani G grafinin bitisik ayritlar1 ayn1 renk olmamak
kosulu ile k tane renge boyanabiliyorsa bu garf k tane renge boyanir (Chartrand-

Zhang, 2009).

Teorem 5.1: G bir graf olsun, G grafinin uygun ayrit boyamasi i¢in gerekli
olan renklerin sayis1 ya G grafinin maksimum tepe derecesine esit ya da tepe

derecesinden biiyiiktiir (Hartsfield-Ringel, 1990).

Sekil 5.1 Ayrit boyama

Bir G grafinin maksimum tepe derecesi A(G) seklinde ifade edilir ve
A(G) < x*(G) dir. Ayrit boyama igin gerekli en az renk sayist maksimum tepe
derecesine esit veya maksimum tepe derecesinden biiyiiktiir. Anlattigimiz bu durum

gosteriyor ki bir grafta her tepenin ayritlarina farkli renkler atanmalidir (Nakano-
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Zhou- Nishizeki, 1995). Bir grafin ayrit boyamasi i¢in gerekli en az renk sayisinda

graftaki maksimum tepe derecesi alt sinir olur.

Eger bir G grafinin ayritlari, iki bitisik ayrit1 ayni renkte olmayacak sekilde k

tane renk kullanilarak boyanmus ise, G grafi k-ayrit boyanir (Wilson, 1985).

Tanim 5.1: Ayrit boyama igin gerekli en az renk sayisina da kromatik index
veya ayrit kromatik sayist (edge chromatic number) denir ve x‘(G) seklinde

gosterilir (Chartrand-Zhang, 2009).

Cok ayrith graflarda, y‘(G)= k ise grafin ayritlar1 en az k tane renge boyanir.
Yani ayrit boyama i¢in gerekli en az renk sayisi k’ya esit ise bu durumda G grafinin

ayritlar1 K tane renge boyantr.

Bir yol grafta,

n>3i¢in x(Py)=2 dir.

Bir ¢evre grafta,

v'(Ch) = 3, ntek

2, ngift

Bir agag grafta,

Herhangi bir T agag grafi i¢in, 3 *(T) = A(G) dir.
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Bir tekerlek grafta,

n>4 icin x(Win) =n-1dir.

Bir tam grafta,

ngift sayrise y‘(K,) = n-1

ntek sayrise  x‘(K,) = ndir ( Beseri, 2004).

Teorem 5.2: Konig Teoremi

G iki parcal1 bir graf olsun. Bu durumda

A(G) = %*(G)

dir (Chartrand-Zhang, 2009).

Yani ayrit boyama igin gerekli en az renk sayisi, maksimum tepe derecesine

esittir.

Teorem 5.3: Vizing Teoremi

G basit bir graf olsun. Bu durumda

AG) <1 (G)<A(G)+1

dir ( Diestel, 1985).

Yani maksimum tepe derecesi ayrit boyama i¢in gerekli en az renk sayisindan

kiiciik ya da ayrit boyama i¢in gerekli en az renk sayisina esittir. Ayrit boyama igin
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gerekli en az renk sayisi da maksimum tepe derecesinin bir fazlasina esit ya da

maksimum tepe derecesinin bir fazlasindan kiigtiktiir.

Teorem 5.4: Shannon Teoremi

G basit bir graf olsun. Bu durumda

A(G) ciftise %(G) < 3A(G)
2

A(G) tekise  x°(G) < 3A(G)-1
2

dir (Chartrand-Zhang, 2009).
Teorem 5.5: G bir graf olsun

AG) <% (G) < 2A(G) -1
dir (Hartsfield-Nora, 1990).

Teorem 5.6: Her kiip seklindeki haritalarin boyanmasi i¢in varolan bir G
grafinda, dort renk teoremi kullanilarak tilkelerin boyanmasi i¢in de gerekli en az

renk sayisi 3’e esittir. Yani y‘(G)= 3 dir. (Wilson, 1985).

5.1. Ayrnt Boyama Algoritmalar

5.1.1. Greddy algoritmasi

Bu algoritmalarin temel prensibi, algoritmanin iizerinde ¢alisacagi elemanlari
bir kritere gore siralamak ve sira ile deneyerek en sonunda en optimum ¢oziimi

elde etmektir.

1. Adim: Bir G grafi ve renklerin bir listesini hazirla.

2. Adim: Ayritlara a, b, c,... harflerini ver.
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3.Admm: ik ayrit1 belirle. Belitledigimiz bu ilk ayrit, alfabetik siralamada ilk
once gelen harfle isaretlenmis olsun ve bu ayriti, bitisik ayritlarla ayni renkte
olmayacak sekilde renk listesinde ki ilk renkle boya.

4. Adim:Tiim ayritlar boyanana kadar 3. Adimi tekrarla

5. Adim: Son (Yorgancioglu, 2004).

5.1.2. Welch ve Powel algoritmasi

1. Adim: Ayritlar1 derecelerine gore biiyiikten kiiclige dogru siralanir.

2. Adim: Renklere 1, 2, 3, ... seklinde numara verilir ve bir numarali renk,
birinci siradaki ayrita atanir. Daha sonra ayni1 renk numarasi1 komsuluk matrisinde
komsu olmayan diger ayrita verilir.

3. Adim: Renk numaras1 bir artirilir ve bu numara daha 6nce renk atamasi
yapilmamis ayritlardan derecesi en biiylik olana verilir ve 2. Adim diger tiim ayritlar

icin tekrarlanir (Colkesen, 2004).

5.1.3. Sirali ayrit boyama algoritmasi

Burada da sirali tepe boyama algoritmasina benzer bir sirali ayrit boyama
algoritmasi vardir.
Tamim: e ayriti ile bagka bir ayritin herhangi bir kosesi kesisiyorsa, bu ayrit

e ayritinin Komsusudur.
Giris: G grafinin ayntlari eg, ey ,..., e,,. seklinde listelenir.
Cikas: Pozitif tamsayilar, uygun ayrit boyama igin i=1,...,p seklinde yazilir.
f(e;)= Listelenmis olan ayritlardan en kiiglik numarali ayrita, kullanilmamis
en kiigiik renk sayisi verilir.

f ayrit boyamaya geri doniiliir (Gross, 2010).
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5.2. Ayrit Boyamanin Uygulama Alanlari

Ayrit boyama giinlimiizde bir¢cok problemin ¢6ziimiinde basvurulan bir
yontemdir. Ayrit boyama yontemi galisma listelerini hazirlamak igin yararh bir graf
boyama yontemidir. Ayrica bir okuldaki veli toplantisin1 diizenlemek icin de ayrit
boyama yonteminden yararlanilir. Soyleki veli toplantisinda her velinin
O0gretmenlerle esit siirelerde goriisme yapmasi istenmektedir. Ayrica, okul yonetimi
de kolaylik saglamasi bakimindan, toplant1 da her velinin sadece bir 6gretmenle
goriisme yapmasini istiyor. Bu goriismede de bagka bir velinin olmasi
istenmemektedir. Grafta bu karisikligi 6nlemek igin kisiler tepe ve gerekli
toplantilar da ayrit olarak ifade edilebilir. Sonrada hem tepelere hem de ayritlara 1,

2, 3,..., renkleri atanir. Boylece bu problem graf teorisi kullanilarak ¢6ztime ulagir

Ayrit boyama yontemi kullanilarak aligveris merkezlerinde ¢alisma
saatlerinin diizenlenmesi problemlerine de ¢6ziim bulunabilmektedir. Bir aligveris
merkezinde p, den ...p,,” ye kadar yani m kadar galisan ve j; den ...j,’ ¢ kadar n
kadar is vardir. Aligveris merkezindeki bu ¢alisma ¢izelgesi olusturma probleminin

¢ozliimiinde de ayrit boyama yontemi kullanilir. (Casselgren, 2011)

Yukaridaki problemlerin ¢oziilmesinde oldugu gibi yine bir¢ok problemin

¢oziilmesinde de ayrit boyama yonteminden yararlanilmaktadir.
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6. GRAF ISLEMLERI UZERINDE TEPE VE AYRIT
BOYAMASI

6.1. Graf islemleri

Tamim 6.1.1. Bir Grafin Tiimleyeni: G grafinin tiimleyeni, G ile ayn1 tepe

kiimesine sahip ancak ayrit kiimesi G’ de olmayan ayritlar1 i¢eren graftir. G ile

gosterilir. n tepeli bir G grafinda G+G toplami bir tam graftir (Dizman, 2007).

A0

G (&) G+

Sekil 6.1 Grafin tiimleyeni

Tamim 6.1.2: Graflarda Birlesim islemi: G, ve G, graflarinin birlesimi, V|
ve V; ayrik tepe kiimeleri, E;ve E, tepe kiimeleri olmak {izere V = VU V,ve E =
E; U E; birlesimlerinden olusan G = G, U G, grafidir. G, ve G, ’ nin tepe sayilari

m ve n ise elde edilen grafin tepe sayist m+n dir. G, ve G, nin ayrt sayilari q Ve

q, ise olugan grafin ayrit sayisi q1+ qztanedir (Deo, 1974).

Tamim 6.1.3: Graflarda Toplama Islemi: G, ve G,, m ve n tepeli iki graf
olsun. G,’in her bir tepesinin G, ’nin her bir tepesine bir ayritla birlestirilmesiyle
elde edilen grafa G, ve G, graflarinin toplami denir. G,+G, ile gosterilir. Elde
edilen graf m+n tepelidir. G,’ in ayritlarinin sayis1 ¢,, G, nin ayritlarinin sayisi

q,ise G,+G,’ nin ayntlarinin sayist ¢, +,+m x n olur. (Dizman, 2007).
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Sekil 6.2 Graflarda toplama islemi

Tamim 6.1.4: Graflarin Carpim islemi: Graflarin carpimi: G,= ( Vi, E) ve
Gy= ( Va, Ey) iki graf olsun. G ve G, graflarinin ¢arpimi G; X G; seklinde yazilir ve
(G1 x G2)= (V, E), V=V, x V,ve E ayritlarinin kiimesi asagidaki bagintilardan
hesaplanir: (a,b) ve (c,d) tepeleri G, x G, grafinin herhangi iki tepesi ise bu iki tepe

arasinda asagidaki bagintilardan birisi varsa ikisi arasinda bir ayrit vardir:
i.a=c ve b ile d komsu ise

ii. aile c komsu ve b=d

G,’ in tepe sayist m ve G, nin tepe sayisi n ise G, x G, grafinin tepe sayisi
mxndir. G, grafinin ayritlarinin sayist g, ve G, grafinin ayritlarinin sayisi g, ise

G, xG, grafinin ayritlarinin sayisi mq, +nq dir (Dizman, 2007)
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(Uyg,vq) {uy,va) {uy,vs)

(G = Gy)

{uzvs) {ug.v3) (Ug.v3)

Sekil 6.3 Graflarin Carpim Islemi

Tamm 6.1.5: Graflarda Bileske islemi: G, ve G, graflarindan bileske
islemi ile elde edilen graf G, [G 2] ile gosterilir. G, in tepeler kiimesi V,, G, nin
tepeler kiimesi V, ise G, [Gz] > nin tepeler kiimesi V, ve V,’ nin kartezyen carpimi
olur. Bu islemde ayritlar su sekilde belirlenir. G, [GZ] > nin herhangi iki tepesi u = (
u,, u,)vev=(v,,Vv,)olsun. Eger u, ve v, komsuise veya U, = v, ve U, , V,
ile komsu ise u ve v tepeleri bir ayritla bitistirilir.

G, grafinin tepe sayisi m, G, grafinin tepe sayisinise G, [G,] grafinin tepe
sayist m.n dir. G, grafinin ayritlarinin sayist ¢, ve G, grafinin ayritlarinin sayisi
q, ise G,[G,] grafinin ayritlarinin sayist maq, + nqudir (Dizman, 2007).

G;: @ ®
Ly Lz

=
<
[+
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gt <
Gy[G;]: _f":w_‘*w: — 1 _}_}(_::“&
P - _.,-"’ ﬂ'ﬁ.
(uz,vq) (g, vsa) (uz.vg)

Sekil 6.4 Graflarda bileske islemi

6.2. Bazi Temel Graflarda Graf Islemleri ve Elde Edilen
Graflarin Boyanmasinin Orneklerle incelenmesi

Ornek 6.2.1. (Yol grafin tiimleyeninin tepe boyamasi)

3 tepeli bir yol graf alindiginda,

. ° ® ®

Sekil 6.5 3 tepeli yol graf

seklinde gosterilir ve  y(P3)= 2 dir. Yani 3 tepeli bir yol graf en az iki renk

ile boyanabilir.

(P3) - \/‘

Sekil 6.6 3 tepeli yol grafin tiimleyeni

)((F’_3 )= 2. Yani ortaya ¢ikan grafta yine en az 2 renge boyanabilir.

4 tepeli bir yol graf aldigimizda,

1 2 3 4

P, : ® @ ® ® ir.

Sekil 6.7 4 tepeli yol graf

x(P4)= 2"dir.
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Bu grafin tiimleyeni X(F?) : 2 dir.

Sekil 6.8 4 tepeli yol grafin timleyeni

Bir grafta bitisik olan iki tepe farkli renkte olacak sekilde boyanmasina tepe
boyama denir. Ayrica kromatik sayida bir tepe boyama icin gerekli en az renk
sayisini ifade ettigini onceki boliimlerde belirtmistik. Ortaya ¢ikan bu grafin

tiimleyeninin kromatik sayisi da x(P_4)= 2°dir.
Bir yol grafta y(P.)= x(li)z 2’dir.

Ornek 6.2.2. (Cevre grafin tiimleyeninin tepe boyamasi)

Cevre grafta

2, p-gft
1(Cr)=
3, p-tek

Cevre grafi 4 tepeli olarak kabul edersek, ortaya ¢ikacak graf agagidaki gibi

olur.

Sekil 6.9 4 tepeli cevre graf
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Bu grafimizin kromatik sayisi ise 2’dir.

Bu grafin tlimleyeni ise, asagidaki sekilde olur.

Sekil 6.10 (C,) grafinin tiimleyeni

Yeni olusan grafin tiimleyeninin kromatik sayisi ise yine 2’dir. Bu durumda

1(Ca)= 7(Ca)=2"dir.

Ornek 6.2.3. (Tekerlek grafin tiimleyeninin tepe boyamasi)

W, ,, bir tekerlek graf olsun. O zaman

3, n, tek
(W)= 4, n, ¢ift

Yani bir tekerlek grafin tepe sayisi tek sayi ise bu graf en az 3 renge
boyanabilirken, tepe sayisi ¢ift olan tekerlek graf en az dort renge boyanabilir.

Grafimiz 5 tepeli bir tekerlek graftir. Bu grafin kromatik sayisi da y(W;4)=

3’tlir. Yani grafimiz en az 3 renk ile boyanabilir.
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Sekil 6.11 (W, ,)= 5 tepeli bir tekerlek graf

Bu (W, 4)=5 tepeli tekerlek grafimiza tiimleyen islemi uygulandiginda ortaya

cikan yeni graf (W, 4) :

Sekil 6.12 (W) grafinin tiimleyeni

Ortaya ¢ikan bu grafin tiimleyeninin, kromatik sayis1 ise y(W, 4)= 2’dir.

Yani en az iki renge boyanabilir.

Bu durumda X(W1,4) * x(W1,4)’dir.
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Ornek 6.2.4. (Yol graflarda birlesme isleminin tepe boyamasi)

P, 2 tepeli bir yol graf, Psise 3 tepeli bir yol graftir. Bu iki grafin birlesimi

asagidaki gibi olur.
® ®
U ® - o
® ®
P> P3 P, U P;
x(P2)=2 v(P3)=2dir.  y(P, U P;)= 2 olacaktr.

Sekil 6.13 ki yol grafin birlesimi

Ornek 6.2.5. (Cevre graflarda birlesme isleminin tepe boyamasi)

C4 4 tepeli bir gevre graf, Cs ise 5 tepeli bir gevre graftir. Bu iki grafin

birlesimi asagidaki gibi olur.
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1(C,)=2 1(C)=3 1C,UC)=3

Sekil 6.14 Iki cevre grafin birlesimi

Ornek 6.2.6. (Yol graflarda toplama isleminin tepe boyamasi)

P, ve P; birer yol graf olsun. P, 2 ve P; de 3 tepeli bir yol graftir. Bu iki grafin

toplanmasi su sekilde olacaktir. Oncelikle iki yol grafin toplanmasi halinde

olusacak yeni graf P,+ P; seklinde gosterilir. Tanim 6.1.4 ‘den hareket edersek,
yeni olusan bu graf 2+3=5 tepeli bir graf olacaktir. Ayni1 sekilde P, grafinin ayrit
sayist 1, P3 grafimin ayrit sayis1 da 2 olacaktir. Bu iki grafin toplanmasi halinde

olusacak yeni grafin ayrit sayisi da (1+2)+ (2x3)=9 olacaktir.

P, P; P, + P3

Sekil 6.15 iki yol grafin toplanmas1 sonucu olusan yeni grafin kromatik sayis1

Bir n tepeli Yol Grafin kromatik sayist (P, )= 2’dir. Buradan hareketle P,

grafi en az 2 renge boyanabilirken, P; grafi da en az 2 renge boyanabilir. P, ve P;
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graflariin toplanmasi sonucu olusan yeni grafin kromatik sayisi ise, 4’diir. Clinkii
bir grafta bitisik olan iki tepe farkli renkte olacak sekilde boyanmasina tepe boyama
denir. Ayrica kromatik sayida bir tepe boyama i¢in gerekli en az renk sayisini ifade

ettigini yukarida belirtmistik. Buradan hareketle de P,+ P3 grafinin kromatik sayisi

da y(P,+ P3)= 4 olacaktir.

Tamim 6.2.1: Bir G grafi ve H grafinin toplanmasi1 halinde yeni grafin

kromatik sayisi

x(G +H) = x(G) + x(H) dir. ( Gross-Yellen, 1999)

Ornek 6.2.7. (Cevre graflarda toplama isleminin tepe boyamasi)
C;ve Cybirer gevre graf olsun. C3’ii 3 ve Cy4’i de 4 tepeli bir ¢evre graftir. Bu

iki grafin toplanmasi su sekilde olacaktir. Oncelikle iki ¢evre grafin toplanmasi

halinde olusacak yeni graf C;+ C,4 seklinde gosterilir. Tanim 6.1.4 ‘den hareket
edersek, yeni olusan bu graf 3+4=7 tepeli bir graf olacaktir. Ayni sekilde C; grafinin
ayrit sayisit 3, C4 grafinin ayrit sayisi da 4 olacaktir. Bu iki grafin toplanmasi halinde

olusacak yeni grafin ayrit sayisi da (3+4)+ (3x4)= 19 olacaktir.

G Cy4 Cst+ Cy

Sekil 6.5 Cevre graflarin toplanmasi
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Cevre graflarin kromatik sayisi hesaplanirken, grafin tepe sayisi tek say1 ise

kromatik say1 3, tepe sayisi ¢ift say1 ise kromatik sayis1 2°dir. C; grafi 3 tepeli bir
cevre graf oldugu i¢in kromatik sayisi x(C3)= 3’diir. Buradan hareketle C; grafi en
az 3 renge boyanabilir. C4 grafi da 4 tepeli bir ¢evre graf oldugu i¢in kromatik sayisi
x(C4)= 2°dir. C; ve C4 graflariin toplanmasi sonucu olusan yeni grafin kromatik

sayist ise y(Cs+ C4)= 5°dir.

Ornek 6.2.8. (Yol graflarda carpma isleminin tepe boyamasi)
K3 3 tepeli bir tam graf P; 3 tepeli bir yol graftir. Bu iki grafin ¢arpimi su

sekilde olacaktir.

Oncelikle bu iki grafin tepe noktalarinin ¢arpimi Vg.p= Vg X Vp dir.

iki grafin garpiminin ayrit birlesimleri ise,

Exxp = (VK xE p) \ (EK X Vp) dir.

x(Ks)=3 x(P3)=2

Sekil 6.17 Tam graf ve yol graf
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(b,0)
(u,0) (a,0) mv,O) (c,0) (w,0)

1)

(u1) (1) v1) 1) Twl)

L@—E2) w22 @w.2)

(b2)

Sekil 6.18 K; x P, graflarmin ¢arpiminin etiketlenmesi

Ks; ve P; graflarmin ¢arpimi sonucunda olusacak yeni grafin tepe
sayis1 Kj tam grafinin tepe sayisi ile P3 yol grafin tepe sayilarinin ¢arpimi sonucu

bulunur. Bu durumda yeni olusacak yeni grafin tepe sayist Tanim 6.1.5’den

hareketle 3x3=9 olur.

Ayrica yeni olusacak bu grafin ayrit sayist ise Tanim 6.1.5’den hareketle

(3x2)+(3x3)= 15 olur.

Sekil 6.19 K; x P, gdsterimi

K3 x P3 sonucunda olusan grafin kromatik sayisi1 y(KzxP3)= 3’diir.
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Ornek 6.2.9. (Graflarda bileske isleminin tepe boyamasi)

G, ve G, graflarini alalim. Bu iki grafa bileske islemini uyguladigimizda

ortaya c¢ikacak yeni graf asagidaki gibi olacaktir.

G,;: @ *
U, Ly
wWG1)= 2
G @ v,
¥8 WG2)=2
(ug.v4) (ug.vg) (Ug.vg)
T __,--"".\ I ;f’).
'“\-\.._\_\_\_.-\-H- —-.--,‘_:-" . --_--__:h:.__'_-- f
G/(G;): D
- - %H'“-\-.._.,'-/ -_-"%‘
(Lig,Vy) (Ug,Va) (Uz.v3)

Sekil 6.20 Graflarda Bileske Islemi

G, grafinin kromatik sayis1 2’dir. Yani bu grafin tepeleri en az 2 renge
boyanabilir. Ayn1 sekilde G, grafinin kromatik sayis1 da 2’dir. Buna karsilik bu

grafin birlesmesi sonucunda ortaya ¢ikan yeni grafin kromatik sayisi ise 4 olacaktir.

Ornek 6.2.10. (Yol grafin tiimleyeninin ayrit boyamasi)

4 tepeli bir yol graf aldigimizda,

I ® ® °
4 .

1 2 3 4 seklinde gosterilir ve

1 (P4)= 2 olur. Yani 4 tepeli bir yol graf en az iki renk ile boyanabilir.

43



(_P4)= 1 20\03/.4

Sekil 6.21 4 ayrith yol grafin timleyeni

v¢(P4)= 2’dir. Yani ortaya ¢ikan grafin ayritlari da yine en az 2 renge

boyanabilir. Bu durumda ¢ (P4) = % ‘(P4) = 2’dir.

Ornek 6.2.11. (Cevre grafin tiimleyeninin ayrit boyamasi)

2, p-ift
1(C) =
3, p-tek

Cevre grafi 4 tepeli olarak kabul edersek, ortaya c¢ikacak graf asagidaki gibi

olur.

Sekil 6.22 4 tepeli ¢evre graf

Bu grafimizin kromatik index’i ise 2’dir. y‘(C,) = n ¢ift say1 ise 2’dir. n=4
bu durumda da y ‘(C4)= 2’dir.

Bu grafin tiimleyeni ise, agagidaki sekilde olur.
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Sekil 6.23 (C,) grafinin timleyeni

Yeni olusan grafin timleyeninin kromatik index’i ise yine 2’dir. Bu durumda

7(Ca)= 1*(Ca)=2"dir.

Ornek 6.2.12. (Yol graflarda birlesme isleminin ayrit boyamasi)

P5 3 tepeli bir yol graf, P4 ise 4 tepeli bir yol graftir. Bu iki grafin birlesimi

asagidaki gibi olur.
® ®
[ [
u ® = ®
o o
Ps P4 P U Py,
% (P3) =2 1< (Pg) =2 v‘(P3 U P4) = 2 olacaktir.

Sekil 6.24 iki Yol Grafin Birlesimi
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Ornek 6.2.13. (Cevre graflarda birlesme isleminin ayrit boyamasi)
C4 4 aynith bir gevre graf, Cs ise 5 ayritli bir gevre graftir. C4 grafinin
ayritlarin1 boyamak igin gerekli en az renk sayist 2’dir. Buna karsilik Cs grafinin

ayritlarin1 boyamak icin gerekli en az renk sayisi ise 3°diir. Bu iki grafin birlesimi
asagidaki gibi olur. Ortaya ¢ikan yeni grafin ayritlarin1 boyamak igin gerekli en az

renk sayisi ise 3 olur.

x(Ca) =2 x(Cs)=3 % (C4UCs)=3

Sekil 6.25 Iki Cevre Grafin Birlesimi

Ornek 6.2.14. (Yol graflarda toplama isleminin ayrit boyamasi)
P, ve P;birer yol graf olsun. P,’i 2 ve P5’i de 3 tepeli bir yol graf olarak kabul

edelim. Bu iki grafin toplanmasi su sekilde olacaktir. Oncelikle iki yol grafin

toplanmas1 halinde olusacak yeni graf P,+ P; seklinde gosterilir. Tanim 6.1.4 ‘den

hareket edersek, yeni olusan bu graf 2+3=5 tepeli bir graf olacaktir. Aym sekilde

P, grafinin aynit sayist 1, P3 grafinin ayrit sayisi da 2 olacaktir. Bu iki grafin

toplanmasi halinde olusacak yeni grafin ayrit sayis1 da (1+2)+ (2x3)=9 olacaktir.
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P, P3 P, + P3

Sekil 6.26 Yol graflarda toplama igleminin ayrit boyamasi

Bir n tepeli Yol Grafin kromatik index’i (P,)= 2’dir. Buradan hareketle P,
grafi en az 1 renge boyanabilirken, P; grafi da en az 2 renge boyanabilir. P, ve P;

graflarinin toplanmasi sonucu olugan yeni grafin kromatik index’i ise, 4’diir. Clinkii
bir grafta bitisik olan iki ayrit farkli renkte olacak sekilde boyanmasina ayrit
boyama denir. Ayrica kromatik index’in bir ayrit boyama i¢in gerekli en az renk
sayisini ifade ettigini yukarida belirtmistik. Bu bilgiler 1s18inda yeni olusan grafin

ayrit sayis1 9°dur. Buradan hareketle de P,+ P; grafinin kromatik index’i ise

1‘(P) = 4 olacaktir.

Ornek 6.2.15. (Cevre graflarda toplama isleminin ayrit boyamasi)
C; ve Cybirer gevre graftir. C3 3 ve Cy ise 4 ayrith bir ¢cevre graftir. Tanim

6.1.4 ‘den hareket edersek, yeni olusan bu graf 3+4=7 tepeli bir graf olacaktir. Aym

sekilde Cs grafinin ayrit sayis1 3, C, grafinin ayrit sayist da 4 olacaktir. Bu iki grafin

toplanmasi halinde olusacak yeni grafin ayrit sayisi da (3+4)+ (3x4)= 19 olacaktir.

Bu iki grafin toplanmasi sonucunda ortaya ¢ikacak graf asagidaki gibi olacaktir.

2, p-if

C,)=
&) 3, p-tek
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G Cs Cst Cy

Sekil 6.27 Cevre graflarin toplanmasi sonucu olusan grafin ayrit boyamasi

Cevre graflarin kromatik index’i hesaplanirken, grafin ayrit sayisi tek

say1 ise kromatik index’i 3, ayrit sayisi ¢ift say1 ise kromatik index’1 2°dir. Cs
grafi 3 ayrith bir ¢evre graf oldugu igin kromatik index’i y‘(C;)= 3’diir.
Buradan hareketle C; grafi en az 3 renge boyanabilir. C; grafi da 4 ayrith bir
cevre graf oldugu i¢in kromatik index’i y‘(Cs)= 2’dir. C; ve C4 graflarinin

toplanmasi sonucu olusan yeni grafin kromatik index’iise y‘(Cs+ C4)=8’dir.

Ornek 6.2.16. (Graflarda carpma isleminin ayrit boyamasi)

K3 3 tepeli bir tam graf P 3 tepeli bir yol graf olsun. Bu iki grafin ¢arpimi su

sekilde olacaktir.

Oncelikle bu iki grafin tepe noktalarinin ¢arpimi Vg.p= Vg xVp dir.

Iki grafin carpiminin ayrit birlesimleri ise,

Exxp= (VK X Ep) \ (EK X Vp) dir.
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1(Ks3)=2 1(P3)=2

Sekil 6.28 Tam graf ve yol graf

Yeni olusan bu grafin ayrit sayist ise Tanim 6.1.5’den hareketle

(3x2)+(3%3)= 15 olur.

Sekil 6.29 K; x P, grafinin gosterimi

K3 x P3 sonucunda olusan grafin kromatik index’i y ‘(K3xP3)= 4 olur.

Ornek 6.2.17. (Graflarda bileske isleminin ayrit boyamasi)

G, ve G, graflarini alalim. Bu iki grafa bileske islemini uyguladigimizda

ortaya c¢ikacak yeni graf asagidaki gibi olacaktir.
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Uy U
«WG1)= 2
G @ v,
Va XG2)=2
(ug.v4) (ug.vg) (Ug.vg)
"“_"_l.',,:" — ___,.--'".\\_ - -—--"":---?).
co1 | T{;{HHR}m
R ~— f-f =
(ugv) {ug,va) (uz.va)

Sekil 6.30 Graflarda bileske islemi sonucu olusan grafin ayrit boyamasi

G, grafinin kromatik index’i 1°dir. Yani bu grafin ayrit1 en az 1 renge
boyanabilir. Ayn1 sekilde G, grafinin kromatik index’i de 2’dir. Buna karsilik bu

grafin birlesmesi sonucunda ortaya ¢ikan yeni grafin kromatik index’i ise 5

olacaktir.
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SONUC

Bu tezde baz1 6zel graflarda tepe boyama ve ayrit boyama icin gerekli olan
en az renk sayisi lizerine bilgi birikimi saglanmis ve ardindan graf islemleri
boyamasi iizerine ¢alisilmstir.

Graflarin tepe ve ayrit boyamasi i¢in gerekli olan en az renk sayis1 6zel
graflardan yararlanilarak hesaplanabilmektedir. Buradan hareketle graf boyama igin
gerekli olan en az renk sayisi ile grafislemleri sonucunda ortaya ¢ikan yeni graflarin
boyanmasi i¢in gerekli olan en az renk sayis1 hesaplandiginda bazi islemlerde ayni

kalmakta bazilarinda ise degistigi ifade edilmistir.
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