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ABSTRACT

QUADRATIC RESIDUES

In this thesis quadratic residues are considered for solving congruences of
order two. To investigate whother a given number is a perfect square, Eulerss
theorem, Gauss Lemma, Quadratic reciprocity formula and properties of
Legendre symbol are used. These results are used for solving mathematical
olympiad problems concerning number theory.
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OZET

KARE KALANLAR

Bu tezde ikinci dereceden bir denkligin ¢6ziimii i¢in kare kalanlar kulla-
nilmas1 incelenmistir. Sayilarin degisik mod’larda kare kalan olup olmadiginin
arastirtlmasi i¢in Euler Kriterinin, Gauss Lemmasinin, Karesel Karsilik for-
miiliiniin ve Legendre semboliiniin 6zelliklerinin kullanilmistir. Bu sonuglar
say1 teorisi ile ilgili matematik olimpiyat sorularinin ¢éziimii i¢in kullanilmis-
tir.
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1 GIRIS

Bu tezdeki amacimiz ikinci dereceden bir denkligin ¢6ziim yollarini aras-
tirmak ve bu denkliklerin nasil ¢oziilebildigini gostermektir. Bu denkliklerin

¢Oziimii, ikinci dereceden denklemlerin ¢oziimiine benzer sekilde tam kareye

tamamlama yontemiyle, p bir asal say1 olmak iizere X* =n (mod p) denkliginin

¢oziimiine indirgeniyor. Son denkligin ¢6ziimii varsa n'ye mod p' de kare kalan
denir. Bu tezde degisik n ve p’ler i¢in n’nin mod p’de kare kalan olup ol-
madigini arastirdik ve bunun degisik uygulamarii bulduk. Kare kalanlarin
incelenmesinde Onemli yer tutan Euler Kriterini, Gauss Lemmasini ve
Legendre semboliiniin degisik 6zelliklerini verdik. Bunlar1 ve Karesel Karsilik
formiiliinii kulanarak Legendre semboliiniin nasil hesablanabilecegini goster-
dik.

Sayi teorisi ile ilgili matematik olimpiyat sorularinin ¢oziimiinde kare ka-
lanlar 6nemli rol oynamaktadir. Tezde bdyle sorulara genis yer verdik. Bu so-
rulardan bir kism1 verilen sayilarin tam kare veya tam kiip olup olmamasi ile
ilgilidir. Bir saymin tam kare (tam kiip) olmamasi ¢ogunlukla degisik mod’lar
da kare kalanlarin incelenmesi ile ¢oziiliiyor. Bunun digsindaki yontemlerle de
(6rnegin iki ardisik tam kare veya tam kiip arasina sikistirma yontemi) ¢oziim
ornekleri verdik. Tam kare olan saymnin bulunmasi da genelde c¢arpanlara
ayirma veya yine kare kalanlar yardimiyla eleme yontemleriyle ¢oziilmektedir.
Bunlarla ilgi 6rnekler de tezde yerini buldu. Degisik tilkelerin matematik olim-
piyatlarinda ¢ikmis konuyla ilgili sorulara tezde genis yer verdik. Tezin mate-
matik olimpiyatlarina ¢alisacak dgrenciler ve bunlar calistiracak 6gretmenler

i¢in faydali olacagini umuyoruz.

Bu tezin 2. Boliimiinde Kare Kalanlarla ilgili tanim, teorem, ¢oziimlii
ornekler verilmistir. 3. Boliimde ise uluslararas: ve ulusal matematik olimpi-

yatlarinda ¢ikmis sorular ve benzer soru tarzlarinin ¢oziimleri verilmistir.



2 KARE KALANLAR
2.1. KARE KALANLAR

ax’ +bx+c=0(mod m) ikinci dereceden denkligini ¢dzmek istedigimizi
diisiinelim. Bu ¢oziimler ayn1 denkligin, p asal say1 olmak tizere, mod p 'deki
coziimlerine baghdir. p'nin kii¢iik degerleri i¢in bu denklikler deneme ya-
nilma yontemiyle kolayca ¢oziiliir. Fakat biiyiik p degerleri i¢in daha gelismis

yontemler gereklidir.

p tek asal sayt ve (a,p)=1 (a ile p'nin O.B.E.B.i 1'dir.) olsun.
(4,p)=1 oldugundan, (4a,p)=1 'dir. Dolayisiyla X*+bx+c=0(mod p)
denkliginin ¢dziimii 4ax’ +4abx+4ac=0(mod p) denkligiyle esdegerdir.
Son denklikten (2ax+b)’ =(b*—4ac)(mod p) elde edilir. Bu denkligin gozii-
miiniin olmast i¢in Y,, y*= (b2 - 4ac)(m0d p) denkliginin bir ¢6ziimii olmak
iizere, (2ax+b)=y,(mod p) denkligini saglayan bir X, tam sayisini bulun-
mas1 gerek ve yeterlidir. (2a, p) =1 oldugundan son denkligin
[(Zax +b) =y, (mod p)} her ¢Oziimii vardur. Boylece,
ax’ +bx+c= O(mod p) denkliginin ¢oziimiiniin bulunmas1 y* =K (mod p)
seklinde olan denkligin ¢dziimiiniin bulunmasina baglidir. K # O(mod p) ise

denkliginin bariz ¢dziimil vardir. k#0(mod p) durumunu incelemeden énce

bildigimiz yontemleri nasil kullanabilecegimize bakalim.

a=b ise dogal olarak a=b(modm)'dir. O halde 2. Dereceden
denklemleri ¢6zmek igin kullanilan alisilmis yontemleri kullaniriz. Sadece,
bélme yerine saymm mod m'deki tersi ile ¢arpariz. Ote yandan her zaman
k'nin mod m'de karekdkiiniin olup olmadigi varsa bunun bulunmasi kolay

olmayabilir. Yine de bizim bilgilerimiz denkligi ¢6zmek igin etkili olabilir.



Ornek 1: Asagidaki denkliklerin ¢6ziimlerini bulalim. (Sierpinsk1, 1970, 136)

a) 3x* +6x+5=0(mod 7) b) x* +6x+2=0(mod 7)
c) 7x* —4x+1=0(mod 11) d) 7x* —4x+2=0(mod11)
Coziim:

a) 3x” +6x+5=0(mod 7)

15x* +30x+25=0

x> +2x+4=0

X +2x+1=4

(x+1)° =2

X+1=F2=x=-3,1 yani x=4,1 olur.
b) x* +6x+2=0(mod 7)

X* +6x+9=0

(x+3)2 =0= x=-3 yani x=4 olur.
c) 7x* —4x+1=0(mod 11)

56x° —32x+8=0

x* +12x+36=28

(x+6)2 =6
Karesi 6 olan say1 olmadigindan bu dekligin ¢oziimii yoktur.
d) 7x* —4x+2=0(mod11)

56x° —32x+16 =0

x> —10x+25=9

(x-5)" =3

X—5=F3=x=2,8 olur.
Ornek 2: Asagidaki denkliklerin ¢oziimlerini bulalim.

a) 3x” +6x+5=0(mod 49) b) 3x* +6x+5=0(mod 539)



Coziim:
a) Bir 6nceki 6rnekten 3x* +6x+5=0(mod 7) = x = 4,1 dir. Buradan

x=7k+1 veya x=7k +4 formundadir.

i. x=7k+1 ise 3(7k +1)° +6(7k +1)+5=0(mod 49)
3(49k® +14k +1)+ 42k +6+5=0(mod 49)
3-49k” +84k +14 = 0(mod 49)
84k +14 =0(mod 49)
35k =—14(mod 49)

k =1(mod 49)
X=7k+1=8 olur.

ii. x=7k+4 ise 3(49k” +14k +1)+ 42k + 6 +5=0(mod 49)
3(49K® +56k +16 ) + 42k + 24+5=0(mod 49)
3-49K’ +210k +77 = 0(mod 49)
14k +28 = 0(mod 49)
14k = -28(mod 49)

k =-2(mod49)

X=7k+4=-10=39 olur.
b) 3x* +6x+5=0(mod 539) = 3x* +6x+5=0(mod 11-49)

i. asikkindan 3x*+6x+5=0(mod 49) = x=8 veya x=39 dur.

Yani x=49k +8 veya x =49k +39 formundadir.
ii. 3x*+6x+5=0(mod11)

o X=49k+8=3-(49k +8)" +6-(49k +8)+5=0

3-49%.k*+3-2-49k-8+3-8° +6-49k +6-8+5=0



9k® +6k +3=0

(3k+1)" =9

3k +1=3 veya 3k +1=-3 buradan ¢dziim yoktur.
o X=49k+39= 3-(49k +39)° +6-(49k +39)+5=0

3-49°.k*+3-2-49k-39+3-39° +6-49k +6-39+5=0

k?—6k+9=1
k—3=+1=k=4 veya k=2 dir.

Buradan x =137 ve x =235 ¢oziimdiir.

Ornek 3: Asagidaki denkliklerin ¢oziimlerini bulalim.
a) 7x*—4x+2=0(mod 7) b) 7x*—4x+2=0(mod 77)

Coziim:
a) 7x*—4x+2=0(mod 7)

—4x+2=0

3x=-2

15x=-10

Xx=4 olur.
b) 7x* —4x+2=0(mod 77) = 7x* —4x+2=0(mod 7-11) olur. Onceki
Orneklerden;

7x* —4x+2=0(mod 7) = x = 4,11,18, 25,32,39,46,53,60,67,74,...

X =2,13,24,35,46,57,68,...

7x* —4x+2=0(mod 11)=
x=8,19,30,41,52,63,74,...

oldugundan, X =46 ve x=74 ¢oziimdiir.

Ornek 4: Asagidaki denkliklerin ¢dziimlerini bulalim.
a) 3x” +2x=0(mod 13) b) x* +9x+4=0(mod13)

Coziim:

a) 3x” +2x=0(mod 13) = x(3x+2)=0(mod13)

o X=0



o 3x+2=0(mod13)

27x+18=0
X+5=0
X=8

Buradan, x=0 ve x=8 ¢oziimdiir.
b) x* +9x+4=0(mod13)

x> —4x+4=0

(x-2)"=0

X =2 ¢ozimdiir.

Ornek 5: 3x* +x+3= O(mod 17) denkliginin ¢oziimlerini (varsa) bulalim.
Coziim 1:
mod 17 'de agagidaki denklikleri yazabiliriz.

3x* +x+3=0

18x* +6x+18=0

X2 +6x=-1

x*+6x+9=8

(x+3)° =25

X+3=15ise x=-8,2 veya x=2,9 olur.
Coziim 2:

Coziim1'de biz denkliklerin 6zelliklerini ve tam kareye tamamlama

yontemini kullandik. Fakat 2. dereceden denklemin ¢6ziim formiiliinii de
kullanabilirdik.

3-6=18=1(mod 17) oldugundan, 6™ =3(mod 17) bdylece

X=6" (—1J_r J1- 36) ise X= 3(—1i «/—35) 'de \/—35 varsa bulunmasi gerekir.
Fakat biz —35'e 17'nin katlarmi ekleyerek —35=16(mod 17) ve bdylece
x=3(-1+/16)=3(~1+4)=-15,9=2,9(mod 17)

Tabi ki —35'in mod 17 'de kokii olmasaydi denkliginde ¢oziimii



olmayacakti. Bu bizi asagidaki soruya yaklastiriyor. Verilen bir sayinin bir p

modunda ne zaman karekoki vardir.

Tamm 2.1.1. p bir tek asal say1 (n, p)=1 olsun.x*> =n(mod p) denkliginin
¢oziimii varsa n'yemod p 'de kare kalan denir.
Tanimdan goriildiigii gibi p moduna gore, kare kalanlar tam olarak p

moduna gore karelerdir. Ornegin mod 5'te 1 ve 4 kare kalandir. mod 7'de 1, 4
ve 2 kare kalandir. Her tek p asal sayisi ve (a, p) =1 igin a® mod p 'de kare

kalandir. (Sierpinski, 1970, 134)

Ornek 6: 11 sayisinin kare kalanlarmi bulalim.

Coziim: 11 sayisinin kare kalanlarin1 bulmak demek, 0, 1, 2, ..., 10 sayilarinin

karelerinin mod 11 e gore kalanlarini bulmak demektir.
1 =10* =1(mod 11), 2* =9* =4(mod 11), 3° =8*=9(mod 11),
4* =7* =5(mod 11), 5° =6 =3(mod 11) oldugundan kare kalanlar

1 3, 4,5,9 sayilandir. 2, 6, 7, 8, 10 sayilar1 kare kalan degildir.

Ornek 7: 13 sayisinin kare kalanlarmi bulalim.

Coziim: 13 sayisinin kare kalanlarin1 bulmak demek, 0, 1, 2, 3, ..., 12
sayilarinin karelerinin mod 13 e gore kalanlarini bulmak demektir.

1’ =12 =1(mod 13), 2* =11° =4(mod 13), 3* =10° =9(mod 13),

4 =9 =3(mod 13), 52 =g? =12(mod 13), 6°=7" =10(mod 13) oldugundan
kare kalanlar 1,3,4,9,10,12 sayilaridir. 2,5,6,7,8,11 sayilari kare kalan

degildir.

Ornek 8: x* =3(mod 5) 'in ¢dziimii yoktur. Ciinkii {0, 1, +2} nin ¢éziim

olmadigi sdylenebilir. Su halde 3, mod 5'te bir kare kalan degildir.

Ornek 9: x° = —3(m0d 7) " nin ¢6ziimleri +2 dir. Su halde —3, mod 7 'de bir

kare kalandir.



Teorem 2.1.1: (Euler Kriteri) p=2 asal ve pJa olsun. x*=a(mod p)'nin

p1
2

bir ¢oziimii vardir < a 2 =1(mod p) olmasidir. (Callialp, 2009, 59)

Teorem 2.1.2: p>2 bir asal say1 olmak iizere, 1, 2, 3, ..., p—1 sayilarindan

pT—l tanesi p'nin kare kalani, pT_ltanesi de p'nin kare kalani degildir.
(Gtirld, 2009, 156)
Ispat: Mod p'ye gore {l, 2,3, ..., p—l} kiimesinin denklik sinifi olarak

{il, +2,£3 ..., i—pT_l} seklinde yazabiliriz. Bunlarin karelerini diisiiniirsek,

2
kare kalanlar, {12, 2%, 3., (pT_lj } bulunur. Bunlar birbirinden farkli

olup, sayilar1 da p2—1 dir. Geriye kalanlarda kare kalan degildir.
Ornek 10:S; 2n+1 ve 3n+1 ifadelerinin ikisini birden tam kare yapan
ne N degerlerinin kiimesidir. Buna gore, S kiimesindeki elemanlarin ortak
bolenlerinin en biiyligii kagtir? (Giirld, 2009, 158)
Coziim:

avebeN olmak iizere, 2n+1=a*, 3n+1=b’ seklinde yazildiginda
3a’ —2b? =1 mod 5'e gore, kare kalanlar 0, 1 ve 4'tiir. Buda ancak

a’=b”=1(mod 5) i¢in gerceklesir. Buna gére, 2n+1=a’ =5k +1;
3n+1=b* =5k +1 formundadir ki bu da 5| n demektir.

mod 8'e gore kare kalanlar 0, 1 ve 4'tiir. Yukarida oldugu gibi
3a’ —2b® =1 durumu ancak a’ =b’ =1(mod 8) igin saglanir. Bu da

2n+1=a’=8m+1, 3n+1=b*=8m +1 demektir ki 8n" dir.

O halde 5 ve 8 sayilar1 n'yi boler. 2n+1 ve 3n+1 ifadelerinin ikisinin
birden tam kare olmasini saglayan n dogal sayilarinin en kiigiigii 40 olduguna

gore S kiimesindeki elemanlarin O.B.E.B." 40'tir.



Ornek 11: mod 11 'de kare kalanlar, {1,2°,3,4°, 5} yani {1,3,4,5,9} olarak

bulunur.

Tanim 2.1.2: p =2 asal tam say1 olsun,

1, egerpla ve akarekalanise,
[Ej =<-1, eger pla ve akare kalan degilse,
0, eger p|a ise,

ile tanimlanir ve (EJ 've Legendre Sembolii denir. (Callialp, 2009, 60)
p

Ornek 12: p =2 asal tam say1 olsun. Euler Kriterinden

= ( 1)974 _|+L eger p=1(mod 4) ise,
B - -1, eger p 53(mod 4) ise,

oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 13: p >2 bir asal say1 olmak iizere,

(ij + (EJ + (EJ +..+ (p_—lJ =0 oldugunu gosteriniz?
p p p p

Coziim:
Ornegin anlasilmasi agisindan, durumu p =5 igin gosterelim. Legendre

sembolii olarak X* =a(mod p) igin ¢dziim varsa yani a sayist mod p'ye gre

kare kalan ise bu durum (EJ =1 ve kare kalan degil ise (%) =-1 seklinde

p
gosteriliyordu. 1 + 2 + 3 + 4 =1-1+1-1=0 demektir. Yani
5 5 5 5
x* =1(mod 5) i¢in ¢dziim oldugudan 1, mod 5'e gére kare kalandir.

2
X2 2(mod 5) ¢ozlim olmadigindan (%J =-1dir. ?+2*+3 +... +(p7_1)

2
mod p 'ye gore farkli degerlere denktirler. (pTH'j vees (P —1)2 sayilari

p-1

mod p 'ye gore biri digerinin negatifi olan ayn1 degerlere denktirler. tane




p-1

kare kalan, tane kare kalan olmayan say1 oldugunu biliyoruz. O halde,

p-1 p-1

tane 1'in toplamu ile tane —1'in toplamu sifir(0) yapar.

p-1

Ornek 14: p =2 asal tam say1 ise [%J =0'drr. Ciinkii, 1<k < p-1'lerin

k=1
.. [k . . K ..
yarist i¢in | — |=+1, diger yarisi i¢in, | — |=—1 ve hepsinin toplami da 0 olur.
p p

Legendre Semboliiniin su 6zellikleri vardir.

Teorem 2.1.3:

i (ijzapz_l(mod p),

P

(e
o cnmonf3)(3)
o () (3]

Ispat:

i. Euler Kiriterinden p/faise (%jzlc aTEl(mod p) oldugundan,

o1 p-1
{%jsa 2 (mod p) bulunur. plaisea 2 EO:(%J(mod p) oldugu

aciktir.

p

o)

a p-1 b p-1
. (—jsa 2 (mod p) ve (Ejzb 2 (mod p) denkliklerinden

10



iii. Eger a=b(mod p)ise x* =a(mod p)ve x* =b(mod p) denklikleri

aymidir. Su halde [%) _ [%J elde edilir.

2
iv. pJcisex®=c’(mod p)'nin ¢dziimii var, su halde [%J =1 dir.

2 2
Yukaridaki ézelliklerden (ﬂj _ LEJ[C—J _ (3] bulunur.
p p)lp) (p

Sonug¢ 2.1.1: (%j(%j = (a—;j esitliginden; iki kare kalanin ve iki kare kalan

olmayan sinifin ¢carpiminin kare kalan ve bir kare kalan ile kare kalan olmayan

sinifin carpiminin da bir kare kalan olmayan sinifin oldugu anlagilir.

Sonu¢ 2.1.2: p tek asal say1, n =1_[mi ve Vi igin (mi, p)zl ise

e

Ispat: Vi i¢in (m;, p)=1 oldugunda (n, p)=1 dir. O halde, Euler Kriterinden

n p1 S Pt S m. .
[szn 2 =|Im?2 = (F'j(mod p) ve bir k tam sayis1 igin
i=1 i=1

n (m
[—j—H(—'j =kp Legendre simgesinin tanimindan dolay1 sol taraf sadece
p) alpPp

+2 veya sifir(0) olabilir. p tek asal sayr oldugundan bu k=0 durumunda

olmak zorunda ve (%sz(%J n:H P, 21 n sayisiin asal
i=1 i=1

carpanlara ayrilis1 ise ve p ile n aralarinda asal olan tek asal say1 ise son
s N 14 P) o .
yaptigimiz sonugtan | — —H —+ Boylece n sayisinin mod p ‘de kare
i-t\ P
kalan olup olmamasi Nn'nin her asal carpaninin mod p'de kare kalan olup

olmamasina indirgeniyor.

11



Tamm 2.1.3: p bir asal tam say1 olmak tizere; gO =10,..,9 P2 indirgenmis
(sifirdan farkll) tam temsilciler sistemi olacak sekilde bir g € Z varsa g ye
modulo p de bir ilkel kdk denir.

g nin modulo p de bir ilkel kdk olmasi igin gerek ve yeter kosul
g El(mod p) olacak sekilde en kiigiik pozitif kK sayisinin p—1 olmasidir.
g(mod p) bir ilkel kékse her pJa igin a=g'(mod p) olacak sekilde

bir 0<i< p-1 bulunabilir. i ye a nin g ye gore indisi denir ve i =ind a ile

gosterilir. Indisin logaritmaya benzeyen su dzellikleri gosterilebilir.

i. a=b(mod p) ise inda=indb(mod p-1),
ii. indab=inda+indb(modp-1),
iii. a nin (mod p) tersi ax ise a*=—inda(mod p-1).
Indisler yardimi ile ax=b(mod p), (a, p) =1 denkligini ¢dzebiliriz.
Indis 6zelliklerinden ax =b(mod p) <> ind a+ind x =ind b(mod p 1)

oldugundan a ve b verilince ind x, dolayis1 ile X bulunmus olur.

p =2 asal tam say1 ve g, mod p ilkel kok olsun. Bu takdirde

{g, 9°,...0 p’z} kare kalan olmayan simiflardir. Ciinkii, X* = g* (mod p) 'nin

¢Oziimii olmast i¢in gerek ve yeter kosul 2ind x =k (mod p-1) < k Gift

olmasidir.

a . .. .
(Bj yi hesaplamak i¢in, a=+p*--- p,* seklinde asal ¢arpanlara ayrilir

ve (E] _ (i_lj( P j[p_J - (i_lJ (&j ...[&j ' esitliginden p#(q
p) Lp)ULp p p)lp p

p

asallar olmak iizere; (—j leri bilmek yeterli olacaktir. Bunu hesaplamak icin

once Gauss Lemmasi olarak bilinen su 6nermeyi ispatlamaliyiz.
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Teorem 2.1.4: (Gauss Lemma) p=2 asal ve p/a olsun.
S= {a, 24, ...,pT_la} tam sayilariin her biri [—pT_l, DT—l} araligindaki

tam sayilardan birine mod p denktir. v ile bu araliktaki negatif tam sayilardan

birine denk olan S deki tam sayilarin sayisin1 gosterelim. Bu takdirde

[%j = (-1)" dir.

Ispat:

1<k #k < DT—l ise ka # ik'a(mod p) dir. Gergekten,

ka=k'a(mod p)=k =k’ geliskisi ve
ka=—ka(mod p)=k+k =0(mod p) (1<k+k < poldugundan) geliskisi

p-1

bulunurdu. 1<k < igin, r, =ka(mod p) ve — <k 37_1 olsun. Su

p-1
2

halde 6nermede sayacagimiz negatif sayilar, 1, I,,..., Mo ler arasinda negatif
2

olanlardir. Yukarida gosterdigimiz gibi k =K' ise r, #1.., yani [r,| |r.| dir.

|I’l|,|l’2 |,..., r,1| nin sayisi p-1 ve lile p-t arasinda birbirinden farkl
S 2 2

2

olduklarina gore bunlar siralart hari¢ 1, 2,..., DT—l den bagka bir sey

degildirler. Su halde rr,---r =(—1)V1-2---pT_1 olur. r, =ka(mod p)

b1
2

oldugundan, olur son iki denklikten

(-1)'1-2.-—=a? -1-2---p7_1(m0d p)vel-2.-. p2—1 ile her iki yam

Pl (a
a? z(—j(mod p) bulunur.

kisaltarak, Euler kriterinden (—1)V
p

.. -1 b1 ..
Ornek 15: p#2 asal tam say1si igin [—J =(-1) 2 oldugunu, Ornek 14 de
p

Euler Kriterinden sdylemistik. Simdi ayn1 sonucu Gauss Lemmay1 kullanarak

13



|
[N

gosterelim. a=-1 alirsak; 1(-1), 2(-1)...., ——(—1) nin hepsi negatif ve

[_ p2_ - _p2— 1} aralizinda olduklarindan, v =2~

Ornek 16: p =2 asal tam sayisi igin (Ej yi hesaplayalim. a =2 alirsak,
P

listemizdeki Sayilardan 1.2, 2-2,3-2,...,'07_1-2 , [—pT_lpT_l}

araligindakilerden birine denk olanlarin negatiflerini saymak gerekir. Negatif
olanlar g <2k < p arasinda olanlardir. Yani %S k Sg olmalidir. p=8m-+r,
0<r <8 koyarsak, p tek oldugundan, r =1, 3, 5, 7 olabilir.

Su halde 2m +£ <k <4m +% olmalidir. r icin 4 secenedi ayri ayri
inceleyelim:

r =1 icin 2m+%s K s4m+%:> k=2m+12m+2....4m olabilir.

Bunlarin sayis1 v=2mdir. Bu halde p zl(mod 8) ise v=2m cift ve

(—1)2m =+1 olur.

7\
ol
N—
Il
|
H
N—"
<
Il

r=3 igin 2m+%s k £4m+g:> k=2m+1, ..., 4m, 4m+1 olabilir.

Bunlarmn sayis1V=2m+1 dir. Bu halde p=3(mod8) ise v=2m+1 tek ve
{Ej —(~1)" =(-1)™™" =1 olur.

r=>5 igin 2m+%£ks4m+g:>k:2m+2, 2m+3, ..., 4m+2 olabilir.

Bunlarin sayis1v=2m+1 dir. Bu halde p=5(mod8) ise v=2m+1 tek ve

[Ej ~(-1)" =(~1™" =1 olur.

P

r=7 igin 2m+££k £4m+g:> k=2m+2,...,4m+2,4m+3 olabilir.
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Bunlarin sayis1v=2m+2 dir. Bu halde p = 7(m0d 8) iIsev=2m+2 gift ve

(Ej —(-1)" =(~1"™ = +1 olur.

+1; eger p =+1(mod 8) ise

ulunur.
—1; eger p =+3(mod 8) ise

Boylece sonug olarak, [%j :{

2 p2-1

P 8_1 ¢ift demek oldugundan, (3] =(-1) & yazabiliriz.
p

p=+1(mod8) <

Ornek 17: p >3 asal tam say1 icin (Ej yi hesaplayalim. Gauss
p

Lemmasindaki listemizdeki sayilar 1 ile 37[) arasinda;

1<13141&3wq£:}3<§£(ﬂm:Bwﬂm1[—£:£;B:}}
2 2 2 2

P

arasindaki sayilardan birine modiilo p denk yapinca 1 ile 2 arasinda olanlar

P

pozitif, 5 ile p arasinda olanlar negatif ve p ile 37p arasinda olanlar pozitif

olurlar. Su halde v; gﬁ 3k < p olan k larn sayisidir. Buradan

oo

<k<P
3

bulunur. p=12m+r , r:1,5,7,11(p tek) koyarsak, 2m+%sks4m+%

bulunur. r =1,5,7,11 i¢in degerleri tabloda gosterelim.

r K nin arahigi v tek-cift 3
g

1 [2m+1,4m] 2m cift +1

5 [2m +1,4m +1] 2m+1 tek -1

7 [2m+2,4m+2] | 2m+1 tek -1

11 [2m+2,4m+3] 2m+2 cift +1

sonug olarak (%j =+1< p=+1(mod12) elde edilir.
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Not: Son iki drnekte (Ej nin modiilo 4a belirlendigine dikkat edelim. p # q
P

farkli tek sayilar oldugunda, x* = p(mod q) ile x* =q(mod p) denliklerinin

¢oziilebildikleri arasinda bir iligki vardir. Bu iliski Karesel Karsilik (Kuadratik
Reciprocity) olarak bilinir. Bu kural Legendre tarafindan bulunmus ve Gauss

tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.1.5:( Karesel Karsihk- Kuadratik Reciprocity) p#(q tek ve asal

p—1g-1
tam sayilar ise (Ej(gj =(-1) 2 2 dir.

qg/\p

Ornek 18: x° = 5(mod 41) denkliklerinin ¢oziimii var m1? Yani (%j

5 41 5-141-1
Legendre Semboliiniin degerini bulalim. (Hj(?j =(-1)2 2 =+1ve

(%j = (%j =1 oldugundan, (%j =+1 bulunur. Su halde verilen denkligin

¢Oziimii vardir.

Ornek 19: x° = 35(m0d 107) denkliklerinin ¢6ziimii var m1? Yani

35 = 0 ! Legendre Semboliiniin degerini bulalim.
107 107 )\ 107

5 (107 511071 107 2 51 .
[Ej(?] =(-1) =+1ve (?j = [gj =(-1) 2 =-1,(Ornek 16)

7-1107-1
oldugundan, LR -1 ve (107 (-1)272 =-1ve
107 107 )\ 7

107) (2 L= . .
(TJ = (?) =(-1)8 =+1 (107 =2(mod 7) ve Ornek 16 den) oldugundan,

(Lj =-1 dir. Su halde ( 35 j:( 0 ]( ! j:(—l)(—1)=+1 bulunur.
107 107 107 )\ 107

Ornek 20: p #q tek asal tam sayilar olsun.
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[E] = [ﬂj < pveyaq=1(mod 4) Karesel Karsilik Teoreminden,
p

~1g-1 — —
{gj(%j:(_l)pzqz 'dir. p El(mod 4) veya ( sl(mod 4) ise pTl ve qu

pig
cift olacaglndan(—l) 2 2 =+1 bulunur.

Tersine p #1(mod 4) ve q#1(mod 4) ise pT—l ve qT—l nin ikisi de

11
2

=
tek olacagindan, (—1) 2 2 =—1 bulunur.

a=0, p tek asal tam sayive pJa ise a:(—l)d ZEHqie‘ , d,e>0,

i=1
e =1 asal carpanlara ayrilisin1 yazarak, (Ej Legendre Semboliinii kolaylikla
p

d e . g
hesaplayabiliriz. Gergekten; (E]:(_—lj [Ej H(&j olur. Burada pJa

p p P) i\ P
kabul ettigimizden ¢, # p dir. Yukaridaki drneklerde oldugu gibi Karesel

Karsilik kullanilarak, (Ej hesaplanir.
p

Ornek 21: (35—4J =7?
131
Coziim: 354=2-3-59 oldugundan, (%J = (i)(ij(ﬁj ,
131 1311131 )\ 131

Ornek 16°den 131=3(mod 8) oldugundan, i) =-1 dir.

31

(
B -GG B 3)-G-G))
ve (%j = (—1)% =41, (%j = (g}(—l)tm;l = —(gj = —(%j =—1 olur. Su

halde, sonug (%) =(-1)(+1)(-1) = +1 olarak bulunur.

[EEN
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Ornek 22: p#(q tek asal. tam sayilar olsun. (%j , sadece p 'nin modiilo 4q

sinifina baglidir. Gergekten p = p(mod 4q) , yani P =p+40k,keZ olsa;

(St (e o (2o 3

bulunur.
Simdi Kare kalan problemini tersinden ele alalim. Ilk olarak, —1 hangi

p # 2 asal tam sayilari i¢in kare kalan olur, inceleyelim.

[?J =+1< p=1(mod 4) oldugunu gérmiistiik. Su halde bu problemin

cevabl p= 1(mod 4) olan asal tam sayilar olur. Yani p asal tam sayisi

{1, 509,...,4n+1, } aritmetik dizisinin bir eleman1 olmalidir.

Ikinci 6rnek olarak, 2 hangi p # 2 asal tam sayilar1 igin kare kalan olur

arastiralim. (%] =+1< p=+1(mod8) oldugunu gdrmiistiik. Su halde cevap

p= il(mod 8) olan asal tam sayilaridir. Yani p asal tam sayisi;
{1, 9,17,...,8n +1, } veya {7,15, wn8n-=1, } aritmetik dizilerinin bir elemani

olmalidir.

Ugiincii olarak, q# 2 asal tam sayis1 hangi p# 2 asal tam sayilari igin

kare kalan olur arastiralim.

Eger q=3 veya q=5 ise (%) = [%j =1 oldugu gosterilebilir. Eger

q>5 ise p, #2 asal tam sayisini; -1 in bir tek asal boleni olarak alalim.

Eger bu miimkiin degil ise yani q—1, 2 nin bir kuvveti ise, 0 zaman q—4 iin

bir tek asal boleni olarak alalim. Bu takdirde, (pij = {pij =1 veya
0 0

(pi] = [iJ =1 oldugundan, q modiilo p, kare kalan olacak sekilde en az
0

Po

bir p, asal tam sayisinin varligi gosterilmis olur. Su halde 6nceki 6rnekten de

anlasildig gibi; { Pos Py +44,..., P, +40K, } aritmetik dizisinden
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alinan her p asal tam sayis1 i¢in (ﬂ] =+1 olur.
p

Teorem 2.1.6:( Aritmetik Diziler icin Dirichlet Teoremi)

O<ac<k ve (a,k)=1 olmak lizere, her {a,a+ k,a+2k,...,a+mk,...}

aritmetik dizisinde sonsuz asal say1 vardir. Boylece su sonucu ifade edebiliriz.

Teorem 2.1.7: q =2 asal tam say1 olmak iizere, —1, 2 veya q modiilo p de

kare kalan olacak sekilde sonsuz asal p tam sayis1 vardir.

p #(q tek asal tam sayilar i¢in (%J yi daha acik sekilde ifade edelim.

Teorem 2.1.8: p#(q tek asal tam sayilar olsun.

(%) =+le p=+1%+3,..,(q-2)" (mod 4q)

Ispat: Eger p= (2a+1)2 (mod 4q) ise p=1(mod 4) ve Karesel Karsilik

: q p et 2 .
Teoreminden )7 \g (-1) 2 2 =1 olur. Eger p=—(2a+1)"(mod 4q) ise
p=-1(mod 4) ve

[ﬂj _ (EJ(_l)p;l'qf _ (‘_1}(_1)‘?1'“21 (1) ()7 T =(-1)7 7 =1

p

olur.

Tersine (gj =1 olsun. Karesel Karsilik ve Euler Kriterinden
p

L Pl
[B] = (—l)pT_qu_1 = ﬁ her iki yani [Ej ile garparak; 1= ﬁ
q q q q

p-l
bulunur. Su halde, X* = p(—l) 2 (mod q)'nin bir ¢6ziimii var ve X veya q—Xx

den biri tektir. Genelligi bozmadan X in tek oldugunu kabul edebiliriz. Su

halde x* =1(mod 4) olur.
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1

Eger p=1(mod4) ise (—1)% =1 oldugundan, Xx*=p(modq) dir.
Diger taraftan, x* =1(mod 4) ve p=1(mod4) den x*= p(mod 4) bulunur.

Su halde dnceki denklikle beraber x* = p(mod 4q) elde edilir.

p-1

Eger p=-1(mod 4) ise (1) 2 =-1 oldugundan, x* =—p(mod q) dur.
Diger taraftan, x* =1(mod 4) ve p=-1(mod 4) den x* =—p(mod 4) olur.

Su halde x* =—p(mod 4q) elde edilir.

Ornek 23: (Ej yi onceki orneklerde hesaplamistik. Simdi yukaridaki teoremi
p

kullanarak hesaplayalim. q =3 alirsak 4q =12 olur.

[gj =l p= J_rl(mod 12) bulunur. (Ciinkii q—2=1)

P

Ornek 24: [EJ =1 p=+lveya+3? (mod 20) olmalidir. Bu da
p

p=+1(mod 5) demektir.

Ornek 25: (1—:} =le p=+1+3,+5% £7% +£9%(mod 44) olmasidir. Kareler

mod 44 de hesaplanirsa p asal tam sayist p=+1,+5,+9,+25,£37(mod 44)

olmalidir.

Teorem 2.1.9: (Wilson Teoremi)

Herhangi bir p asal sayist igin (p—1)!=—1(mod p) dir.
Ispat: p=2 i¢in 1!=-1(mod2) dogrudur. p>2 olmasi durumunda
1<a< p-1 bagintisini saglayan her bir a sayisinin a ile p aralarinda asal

olacagindan modiilo p ye gore tersi vardir. 1 ve p—1 sayilarinin tersi de
kendileridir. Boylece, 2-3-... ( p— 3) ( p— 2) = 1(mod p) (Carpimdaki sayilar

ikigerli olarak birbirleriyle eslesip p modunda 1 olurlar.) olur. Son denkligin
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her iki tarafin1 1 ve p—1 ile carptigimizda,
1.2-3-...-(p-3):(p—2)-(p—1)= p—1(mod p) denkligi elde edilir. Bu da
(p—1)!'=-1(mod p) demektir.

Bu teoremin karsit1 da dogrudur. Simdi bu teoremin karsitin1 verelim.

Teorem 2.1.10: (n—1)!=—1(modn) ise n asaldir.

Ispat: Farzedelim n bilesik bir say1 olsun. Bu durumda, n=a-b i¢in 1<a<n

1<b<n olacak sekilde a ve b sayilari vardir. a<n oldugundan a|(n—1)!
dir. Ciinkii a sayist 1,2,3,...,n—1 sayilarindan biridir. (n—1)!=-1(modn)
oldugundan, n|(n—1)!+1 dir. n|(n—1)!+1-n ise a|(n—1)!+1 dir. a|(n—1)!

durumunun ikisi birden gergeklesmesi a =1 demektir. Buda 1<a<n durumu

ile ¢elisir.

Teorem 2.1.11: Bir tam sayinin tam kare olmasi i¢in gerek ve yeter sart her p

asal tam sayis1 i¢in modiilo p kare kalan olmasidir.
Ispat: Eger a=b?, beZ ise her p asal tam sayisi igin a=b*(mod p) olur.
Tersine, a nin tam kare olmadigini kabul edelim. Su halde ya a <0 ya da

pi (i=12,...,r) ler farkli asal tam sayilar, r>1 ve i<r ise p; #2 olmak

lizere a=m’p, --- p, seklindedir.

1. hal:

a>0 olsun. (ij =—1 olacak sekilde bir p asal tam sayisinin
p

bulundugunu gosterelim.

Once g tek bir asal tam say1 ise u=1(mod 4) , qfu ve (%j =-1
olacak sekilde biru € Z bulundugunu gosterelim. Teorem 2.1.8°den u yu
modiilo 4q; sayilari qT—l tane olan 12,3%,...,(q—2)" nin
(u zl(mod 4) aldigimizdan pozitif kareler) pozitif en kiigiik temsilcileri q
elemanl {1, 59,...,4q —3} kiimesinin elemanlar1 disinda segmeliyiz. Burada
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tek sayilarin karesinin, mod ilo 4,1'in sinifinda olacagini hatirlatalim. Ayrica
q=1(mod 4) ise uolarak q yu,q=-1(mod 4) ise 3q yu da alamayiz. Su

halde g elemandan, g —qT_l—lz qT_l >1, yani en az bir eleman kalacagi

anlasilir. p, tek oldugundan, ¢ = p, alabiliriz. Eger p, =2 ise u=>5 alabiliriz.

x=1(mod p,)

in Kalan Teoremine gore;
¢ STy = 1(mod p, ;)

x=u(mod 4p,)
saglayan bir X e Z bulunur. Dirichlet Teoreminden p = x(mod 4p,---p, )

olacak sekilde bir p asal tam sayis1 da vardir. Bu takdirde

DO R O

bulunur. Cilinkii her i =1,2,...,r -1 igin, p=X El(mod p; )ve

p=x=1(mod 4) dir. Ayrica p, =2 oldugunda, p=5(mod 8) oldugundan,

[%j:_l ; p, tekiken, p=u(mod p,) oldugundan,

S

2. hal:

a<0 olsun. a=-m? ise p asal tam sayismm p =-1(mod 4)

(brnegin p= 3) alirsak, (ij = [_—1] =-1 olur.

P P

Eger a=-m’p,---p, , P ler farkh asal tam sayilar, r >1 ise p asal tam

sayistnin p =1(mod 4) olacak sekilde alirsak, 1. halden;

o3 G-

Simdiye kadar, X’ =a ( mod n) denkliginin ¢ozilimiiniin olup olmadiginm

arastirdik. Fakat ¢6ziimii olmasi halinde ¢6ziimleri nasil bulacagiz? Yukaridaki

yontemler ¢oziimii bulmamiza yaramiyor. Modiil biiylidiik¢e bu is daha da
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zorlagir. Bununla birlikte p=3(mod 4) veya p =5(mod 8) oldugunda,

x*=a ( mod p) 'nin ¢éziimlerini bulmak i¢in bir yontem verelim.
i. p=3(mod 4) asal tam say1 ve X’ =a(mod p) nin bir ¢oziimii

(a L
mevcut olsun. Yani (— =1lvea?
p

Ei%jzl(mod p) olsun.

P pA
2 2

2
Bu taktirde a > =1(mod p)=a E(a 4 ] =a(mod p)

Pl
oldugundan, x=a * verilen denkliginin bir ¢6ziimiidiir.
ii. p=5(mod 8) asal tam say1 ve x* =a(mod p) nin bir ¢dziimii
mevcut olsun. Once Wilson Teoremini kullanarak, x* =-1(mod p)’nin

bir ¢6zlimiinii bulalim:

~1=(p-1)!=1-2--- p_l(p— IO_1j---(|0—1)(|0—2)(mod p)

2 2

-1y’ 1) -1
5(1-2--- p2 j s[pz !) (mod p)oldugundan, x:pT! bir

coziimdiir. Simdi (ij —1 alalim. Euler Kriterinden,
p

P b1
2 4

a s{ijzl(mod p) oldugundan, a * =1(mod p) veya

p

1 03 (i3
a* =-1(mod p) olur. Birincisinden, a * E[a 8 ] =a(mod p) ve

p3 (i3’
ikincisinden, a * z{a 8 j =—a(mod p) yani

pe3 B 2
{a 8 (pTlﬂ =a(mod p) bulunur.

p+3 p+3 _
Su halde ¢oziimler, x=+a ¢ veya x=+a @ (DTJ' olarak bulunur.
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3 MATEMATIK OLIMPIiYATLARI SORULARI VE
COZUMLERI

Bir sayimin karesinin degisik modiillerde alabilecegi degerler asagidaki
gibidir.
a=x’=0,1,4,5,6,9(mod10)
x* =0,1(mod3)
x? =0,1(mod4)
x* =0,1,4(mod5)
x*=0,1,2,4(mod7)
x* =0,1,4(mod8)
x*=0,1,4,7(mod9)

Bunun diginda bir sayinin tam kare olmadigini géstermek i¢in tam karele-
rin asagidaki 6zellikleri kullanilir.
p|x* = p|x= pz‘x2

n2<a<(n+1)2:>a;tx2

ab=x", (a,b)=1ve a=y*, b=z" (Alizade, 2013)

3.1. ORNEKLER

1) Bir 1000 basamakli sayida bir tanesi diginda tiim basamaklar 5'tir. Bu
saymin higbir tam sayinin karesi olamayacagini kanitlayiniz?
Coziim:

e 55x...55

seklinde olamaz 5 ile bitiyorsa 25 ile bitmek zorunda.

e 555...x5=5(mod8)

seklinde olamaz mod 8 de kare kalanlar 0,1 ve 4 tiir.

e555.5x ,x=X¥,14,X%,6,9

555...51= 3(mod 4) olamaz mod 4' te kare kalanlar 0 vel' dir.
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555..59 = 3(m0d 4) olamaz mod 4' te kare kalanlar 0 vel' dir.
555..54 = 2(mod 4) olamaz mod 4' te kare kalanlar 0 vel' dir.

555...56 = 2(mod 4) burada 3|555...56 , 9 | 555...56

2) n>1 olmak iizere, p=p,-p,- P;--- P, ilk n asal saymnin ¢arpimi olsun.
p—1 ve p+1 sayilarinin higbirinin tam kare olmadigini gosteriniz?
Coziim:

e p=p,-P,-Py--- P, =0(mod3) (p,=2,p,=3p,=5)

p-1=2(mod3)= p-1 X’

ep=p-P,-P;--P,=2(mod4) (p,=2,p,=3p,=5)

p+1=3(mod4)= p+1=x’

3) n>11 tam sayilari igin n*—19n+89 sayisinin tam kare olmadigini gosteri-
niz? (Alizade, 2013)
Coziim:

n*-19n+89 = x*

4n® —76n +356 = 4x°

(2n-19)" —(2x)" =5

(2n-19-2x)(2n-19+2x)=5

2n—-19-2x=1

° =4n=44—=>n=11
2n-19+2x=5

2n-19-2x=-1

° =4n=32=n=8
2n-19+2x=-5

2n-19-2x=5

. =4n=44=n=11
2n-19+2x=1

2n-19-2x=-5

° =4n=32=>n=8
2n-19+2x=-1

4) n tam say1 olmak tizere, 49n+14 seklinde yazilabilen bir say1 bir tam

saymin karesi olabilir mi?
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Coziim:

7|49n +14=7(7n+2)

72| 49n+14

olugundan bir tam sayimin karesi olamaz.

5) 3n*+3n+7 sayismin tam kiip olmasini saglayan kag n pozitif tamsayi var-
dir?
Coziim:

a’=7%0,1(mod7)

a’=7%0,1(mod9)

A=3n*+3n+7

n=3k = 27k*+9k +7 =7(mod9)

n=3k+1= 27k? +18k +3+9k +3+7 =27k’ + 27k +13=4(mod9)

n=3k-1= 27k*-18k +3+9k —3+7 =27k’ =9k +7=7(mod 9)
7,4, 7 mod 9'a gore tam kiip olamaz.

x* = 4,7(mod9)

6) 5p (2p+1 —1) sayisini tam kare yapan kag p asal sayist vardir?
Coziim:
p|5p(2°* -1)= p*[5p(2"* -1)
p=5=>5-5(2""-1)=25-63% X"

p#5= p|(2"*-1)=2""=1(mod p) (2" =1(mod p) Fermat teoremi)
1=2""=2"".2* =4(mod p)

p=3=5-3(2"-1)=15"

7) 2" +65 sayisinin, bir tam sayinin Karesine esit olmasini saglayan en biiyiik n

tam sayis1 kagtir?
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Coziim:

2" +65=1,4(mod5)=>n =2k olmalr.

2% 165 =X :>(x—2")(x+2k):65

(x-2)=1

(x+2k)—65 =Xx=33,k=5ven=10
(x—2)=5

(x+2")—13 =x=9k=2ven=4

8) 2n+1ve3n+1 sayilart tam kare ise, 5n+3 sayisinin asal olmayacagini
gosteriniz? (n pozitif tam sayidir)
Coziim:
2n+1=a*;3n+1=b”*=5n+3 asal degil
5n+3=4(2n+1)—(3n+1)=4a’-b*=(2a—b)(2a+b)
5n+3 iin asal oldugunu varsayarsak
2a—b=1,2a+b=5n+3
2a+b=5n+3=a’+b*+1

(a—l)2 =b-b?’<0=a=1ven=0

9) sayisinin tam kare olmasini saglayan kag p asal sayis1 vardir?
Coziim:
Pl | a’=nm
=a’, =n=b* m=c?
p (n,m)=1

p#x2=p-1=2m,

p
2m_1 2 m 2 m
a) . =b*, 2"+1=c’=(c-1)(c+1)=2"=c=3=>m=3,p=7
saglar.
b) 2" -1=b?; 21 _¢?
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m>2ise 2" -1=3(mod4)= 2" -1 b’

2

—1 =1?, p=3saglar.

m=1lalalim= p=3= 3

10) aveb tam sayilari icin @ + b*sayis1 7'ye béliiniiyorsa, aveb sayilarinin
her ikisinin7'ye boliindiigiinii kanitlayiniz?
Coziim:

x*€{0,1,2,4}(mod7)

?+b?=0(mod7)=a’=h>=0(mod7)=> 7|ave7|b

b
0
1
2
4

A N P O O

11) Asagidaki n tam sayilarindan hangisi i¢in x* = —1(mod n) denkligini
saglayan en az bir X tam sayis1 vardir?

297  b)98 9  d)100 ) Higbiri
Coziim:

x*=-1(modn) (p asal) denkleminin ¢8ziimii tam olarak p =1(mod4)

durumunda vardir.

1
x" =1(mod p) ~
x"* =1(mod p):> (p=14)= i

X(p—l,4) El(mOd p) , )(2 El(mOd p), 4| p_l

d=4u+(p-v= xd:(x“)” .(xp*l)V =1 [(x“)u El,(x”*l)V Eljl
X =97 saglar.
x* =-1(mod98) = x* =—1(mod7) =3(mod 4) ¢eliski

X2

—1(mod99) = x* =—1(mod11)=3(mod4) geliski

XZ

~1(mod100) = x* = -1(mod4) geliski
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12) Ug tam saymin karelerinin 8'e bdliinmesinden elde edilen kalanin 7
olmayacagini kanitlayiniz?

Coziim:

3 3 3
S © o
Qa a a
0 0o oo

3 3 3
S © o
a a a
0 00

XZ
0
1
4
1
0
1
4
1

~N O O A W N PP OIX

—
3
o
o
oo

o
o
(]
— N N N N N N

x* €{0,1,4(mod8)}

x*+y?+2°€{0,1,2,34,5,6}

13) Asal garpanlarina ayrildiginda tiim asal ¢arpanlarinin kuvvetleri tek say1

olan pozitif tam sayilarin olusturdugu kiime, en ¢ok kac ardisik tam say1 icerir?

Coziim:

1 2 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 2 1 3 1 2 1 4 1 2
a?=2%..

21, 22, 23, 24, 2%
29, 30, 31, 32, 33, 34, 35

en fazla 7 tane olur.

14) Dort basamakli aabb sayisi bir tam karedir. Bu sayiy1 bulunuz?
Coziim:

aabb = x* =1100a+11b = x* =11(100a +b) = x*

100a+b=a+b=0(mod11)
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a + b =11

J J

2 9 — 2299=3(mod4) tamkareolamaz
3 8 — 3388=3(mod5) tamkareolamaz
4 7 — 4477=2(mod5) tamkareolamaz
5 6 — 5566=2(mod4) tamkareolamaz
6 5 — 6655=3(mod4) tamkareolamaz
7 4 - 1744

8 3 — 8833=3(mod5) tamkareolamaz
9 2 — 9922=2(mod4) tamkareolamaz

7744=11°8°=88" (a=7veb=4 olur)

15) Bir tam sayinin karesinin basamaklari toplami 2003 olabilir mi?
Coziim:
A rakamlar toplami1 2003 = A=3k +2

A=2(mod3)= A tam kare olamaz.

16) Bir tam sayinin karesinin basamaklar1 toplami 2004 olabilir mi?
Coziim:

A rakamlar toplam1 2004 = A =3k

A=0(mod3)

A=6(mod9)= A tam kare olamaz.

17) Bes ardisik pozitif tam sayinin kareleri toplaminin tam kare olmayacagini
gosteriniz?

Coziim:

a=(n-2)"+(n-1)° +(n)" +(n+1)° +(n+2)" =5n* +10= 5(n2 + 2)
a=x"=n*+2=0(mod5)

n* =3(mod5) celiski a tam kare olamaz.

18) x* +(x+1)" +(x+2)° = y? denkleminin x,y tam say1 olacak sekilde kag
tane (X, y) ¢Ozlim takimi vardir?
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Coziim:
3x* +6Xx+5=y?

y? =2(mod3) oldugundan geliski vardir ¢oziim yoktur.

19) Pozitif tam bolenlerinin sayisi tek say1 olan her pozitif tam sayinin bir tam
sayinin karesine esit oldugunu gosteriniz?

Coziim:

= plkl pmkm
(k,+1)---(k, +1) tek
k +1,...k, +1 tek

K,....K, cift

2
n= [ P2 - meJ oldugundan tam karedir.

20) iki tek saymin kareleri toplami bir tam sayinin karesine esit olabilir mi?
Coziim:

2m+1+2k +1=2(mod4) geliski olamaz.

21) aaabbb seklindeki bir alt1 basamakli say1 tam kare olabilir mi?
Coziim:

x* = aaabbb =111000-a+111-b = lll(lOOOa + b)

X? =3.37(1000a +b)

a+b=111k olamaz?

22) xvey tam sayilar olmak iizere X% + y? toplami 3'e boliiniiyorsa ve
100 < x,y <200 ise (X, y) ikilisi ka¢ degisik deger alabilir?

Coziim:

x> +y? =0(mod3)= x* = y* =0(mod3)= 3 x, 3|y

100<x,y<200=x,y € {102,105,108, ...,198}
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xve y 33 deger alabilir bu yiizden (X, y) ¢oziimlerinin sayis1 33-33=1089

dur.

23) Tam say1 katsayili ikinci dereceden bir polinomun diskriminant1 23, 24, 25,
28, 33 sayilarindan hangisine esit olamaz?
Coziim:

A =b’—4ac =b*(mod 4)

23=3(mod4) oldugundan A # 23

24) [17p+625 sayismin bir tam say1 olmasini saglayan en biiyiik p asal say1s1
nedir?
Coziim:

X’ =17p+625=17p =x*-625=17p = (x—25)(x+25)

17p = (x-25) - (x+25)

1 17p = p=3
p 17 = x<0 olamaz
17 p = X=42 p=67

25) 2p* —7p* +1 sayisinim bir tam say1 olmasini saglayan en biiyiik p asal
say1s1 nedir?
Coziim:
. p=3ise2p*-7p*+1=100=10°
. p#3ise p* =1(mod3)
2p*-7p°+1=2-1-7-1+1=2(mod3)
2p*—7p’+l

tam kare olamaz p=3 i¢in.

26) p>5 bir asal say1ise p?=1(mod30) veya p? =19(mod30) oldugunu

gosteriniz?
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2 _
s —l(mOdG)} 17,1319 p? =19(mod30)

= =
4,9,14,19

27) x> —13y® =1453 esitligini saglayan (x,y) tam say1 siral ikililerinin sayist

kactir?

Coziim:

x° —13y® =1453 a®<{0,1,6(mod7)|
X + y° = 4 (mod7)

0 0

1 1

6 6

Buradaki kombinasyonlarin hicbiri 4'ii vermez. Bu nedenle ¢oziim yoktur.

28) 39p+1 sayisini tam kare yapan kag p asal sayisi vardir?
Coziim:

x*=39p+1=39p=x"-1=39p=(x—1)(x+1)

(x-1) - (x+1) = 313.p
3 13p olamaz
13 3p p=5
3p 13 olamaz
1 3:13-p olamaz
39 p p=41
p 39 p=37

p=>5, p=37ve p=41 saglar.
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29) Iki basamakli bir sayinm bunun ters yazilimu ile toplam1 bir tam sayimin
karesine esittir. Bu 6zellige sahip olan tiim iki basamakli sayilar1 bulunuz?
Coziim:

ab+ba=11(a+b)

_I_
I
[EEY
[N

W b 01 O N 00 © < T

© 00 N O O M W N <— QD

N

Bu sekilde 8 tane iki basamakli say1 vardir.

30) m'nin asagidaki degerlerinden hangisi icin 3x* +4y” +5z° =m esitligini
saglayan (X,Y,2) ti¢liisii yoktur?

a) 2007 b) 20008 c) 2009 d) 2010 e) 2011
Coziim:

m = 3x* + 5z° = 013(mod4)=m#2(mod4)
l l

1 1

2 kalanin1 vermemesi gerekir. Bu sebeple 2010 olamaz.

31) Birdizi 3, =1 ve Vn>1i¢in a,, =a°+a,” +a,° +...+a, +n ile
tanimlaniyor bu dizinin kag terimi tam karedir?
Coziim:
a,=a’+a,+a,  +..+a,°+n
2 2 2 2

n—-n-1,a =a°+a,” +a,"+...+a,,"+n

2 a2 2 2 2 2 . . g .
a’<a,, =a°+a, +a, +..+a, +n<(a,+1) esitsizliginin dogrulugunu

inceleyelim
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=a’+a°+a,’+a,’° +..+a _, +n
=a’+a, +1
<a?+2a,+1=(a,+1)°

vn>1 i¢in

a’<a, <(a+1)°

a,’ <a, <(a,+1)°

a,,a,,... tam kare olamazlar ise a, =1 sadece 1 tam kare var.

32) 7-2" +1sayisinin tam kare olmasini saglayan kag¢ n pozitif tam sayisi
vardir?
Coziim:

7-2"+1=m*’=7-2" =(m-1)-(m+1)

m—1=2" I K K I
l. =2=7-2-2"=2+2"=7-2
m+1=7-2

o I22,k>I:>250(m0d4) olamaz.
e |=0=2+2=7 olamaz.
o |=1=2+2"=14 olamaz.

m-1=7.2" I K K I
1. =2=2-7-2"=7-2+2=2
m+1=2'

e k>2=1>k=2=0(mod4) olamaz.

e k=0=7+2=2" olamaz.

e k=1=16=2"=1=4 buradan k=1,1=4,m=15,n=5

33) 5” +4p* sayisini tam kare yapan tiim p asal sayilarin1 bulunuz?
Coziim:

e p=5=5"+4.5"=5"(5+4)=5"-3" tam karedir

o p£5=>5°+4.p'=a’ =5 =a’~4.p' = 5" =(a-2p’)(a+2p’)
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Z;igiii:_k}:>4p2:5p_k‘5k ,

> k=0 isemod5'te 0=5-1(mod p)=0=4(mod p)= p=2
celiski.

> k=0 ise 4p° =5" -1 mod p’de
0=5-1(mod p)=0=4(mod p)= p=2 dir.

5% +4.2' =25+64=89

34) p asal sayisi igin n(n+ p) hangi n degerleri igin tam karedir?
Coziim:
d|n _
din+ p}:d| pised=1veyad=p
ed=npise n=pk
pk(pk+ p)=m?= pk-p(k+1)=m?= p*-k(k+1)=m? olamaz ¢iinkii
ardisik iki say1 tam kare degildir.
ed=lisen=m’n+p=s’=p=s’-m*= p=(s—m)(s+m)

s+m=p

}: 2s=p+1lise p tek olmalidir.
s-m=1

S= pTH' vem= T_l bir tane deger alabilir.

35) (2 p)n +1 sayisini tam kiip yapan pozitif tam n ve asal p>5 sayilarin

bulunuz.

Coziim:
(2p)"+1=a® olsun. (2p)" =a’ —1=(a—1)(a2 +a+1) ,a’ +a+1 tek sayidir.

(2"

a—1 ifadesinin anlami a2_—nl tam sayidir ama zn—_ﬂl tam say1 degildir.)
a-1=2"p*=a=2"p“+1 (k=>0)

(2p)"=(a-1)| (a-1) +3(a-1)+3]

36



2"p"=2"p*[2°"p*™ +3.2"p* +3] (k <n) olmalidur.
1.durum: k>0 ise p|3olmahd1r ise celiski elde edilir.
2.durum: k =0 oldugunda

p'=4"+3-2"+3

n=1icin p=13

n=2 icin p* =16+12+3=31olamaz

n=3icin p°® =64+24+3=91olamaz

n>3icin p"=4"+3.2"+3<5"= p<5 olur.

n=1icin p =13 olur buda tek ¢oziimdiir.

36) (a,) pozitif tam sayilar dizisinde a,., =a,’+1999 dur. Bu dizinin

terimleri arasinda en fazla kag tane tam kare olabilir?
Coziim:

mod7 de tam kiipler {-1,0,1} dir.

1999 =4(mod?7)
a,,=a,°+1999={-1,0,1}+4={34,5}
a,,=m"e{0124}

a,=0(mod7)

a,,, =4(mod7)

a,.,=(a,1)’ +4=5(mod7)

a,,=(a,,) +4=5+4=(-2)’ +4=3(mod7)
8, =(a,,) +4=3"+4=3(mod7)

su ana kadar sadece iki ¢oziim olabilir.

a =x",a,, =y’ olsun.

y? =(x?)' +1999 = x° +1999

(y—x3)(y+x3):1999
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y—x*=1999

X }:>y=lOOO,x3:999
y+x' =1
y =1000 = iki tane tam kare olamaz. ilk terimi tam kare secersek bir tane

olur.

37) 6"+ 2" +2 sayisini tam kare yapan n,m pozitif tam sayilarini bulunuz?
Coziim:
e N,M>2 ise 6"+2" +2=2(mod4) oldugundan tam kare degil.
en=1vem=1ise 6+2+2=10 tam kare olamaz.

em ve N den bir tanesi 1 digeri >2 olsun.

1.durum:

n=1olsun 2" +8=t>
> m=2 ise 2° +8=t* olamaz.
» m>3 ise 2°(2"°+1)=t" esitliginde 2"°+1 cift olmahdir. m=3
saglar.n =1, m=3 ¢bdzliim olur.

2.durum:

m=21olsun 6" +4=t" ise (-1)" +4=t*(mod7) = 3veya5=t>(mod7)

mod 7 de tam kareler 0,1,2 ve 4 oldugundan ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

sadece n=1, m=3 ¢bziim olur.

38) n(n +l73) sayist tam kare olacak sekilde ka¢ n tane pozitif tam sayisi

vardir?
Coziim:
n(n+173)=a’
(n,n+173)=(n,173)=1v173
n=x2

e (n173)=1=
n+173=y?

}:» y? —x2 =173

(y—x)(y+x)=173=y=87,x=86
¢ (n,173) =173 = n =173k = 173k.(173k +173)
173k (173k +173) =173%k (k +1) = &2
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k=0=n=0 ¢6ziim yoktur.

39) n bir tam say1 olmak iizere, p° =n’+1 esitligini saglayan kac tane p asal

sayist vardir?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) Higbiri
Coziim:
n’+1= (n+1) - (n°-n+1) =p’
J \2
1 p’ = n=0 p asal degil.
p p = n+l=n-n+l=n=2=p=3
p° 1 = n-n=0,n=0,n=1

40) p+q :(p—q)3 esitligini saglayan tiim p,q asal sayilarini bulunuz?
Coziiml:

p+q=p’-3p°q+3pq° -0’

mod3'de p+g=p—Q

P+q=p—Q

P+q=p-g=29=0=>q=0(mod3)=q=3

p+q=(p-q)’ = p+3=p*-9p*+27p-27

= p°-9p°+26p=0= p(p’+ p+1)=0(mod5)

buradan p=5 olur.

Coziim2:

p—gq=p+p+q-g=2p(modp+ p):>05(2p)358p3(mod p+p)
p+q8p*; (p°, p+a)=1

p+ql8=p+q=8=p=5,q=3 olur.

41) 100'den kiigiik kag asal say1 ardigik pozitif tam sayilarin karelerini toplami
olarak yazilabilir?
Coziim:

1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81
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o Ardisik iki tam kare toplami seklinde olan asal sayilar
1+4=5, 4+9=13, 16+25=41, 25+36=61
e Ardisik ii¢c tam kare toplami seklinde olan asal sayilar 4+9+16=29
o Ardisik dort tam kare olamaz ¢iinkii ikisi ¢ift ikisi tek oldugundan top-

lam ¢ift olur.

42) 4xy —x—Yy =1z’ denkleminin pozitif tam say1 koklerinin bulunmadigini
gosteriniz?
Bilgi: acZvea=3(mod4) ise p tek asal say1 p=4k+3v p=4k +1
a’'nin, p=4k+3 seklinde bir asal boleni vardir.

a=p"..p," =3(mod4)
Hepsi p =4k +1 olsayd: ifade saglanmazdi en az bir tanesi p =4k +3 tiir.
Coziim: 16xy —4x—4y=47" = (4x-1)(4y-1)=47"+1
4x-1’in p =4k +3 seklinde bir asal boleni vardir.
47° +1=0(mod p)= 4z* =-1(mod p) = (22)2 =-1(mod p)...(1)

(22)° =1(mod p)
(22)"" =1(mod p)
= (4,4k +2)=2=(2z)" =1(mod p)...(2)

}: (22)(4"’_1) El(mod p) = p-1=4k+2

(1) ve (2) den ¢eliski elde edilir. Bu sebeple ¢6ziim yoktur.

43) m,n pozitif tam sayilar olmak iizere, 2001m* + m=2002n° +n esitligi
saglandigina gore, m—n sayisinin bir tam kare oldugunu gosteriniz?
Coziim:

2001m* +m = 2002n* +n

2001m* —2001n* +m—n=n?

2001(m-n)(m+n)+(m-n)=n’

(m—-n)(2001m+2001n+1) = n’

olur. Son esitlige gére, eger p|m—n oluyorsa p|2001m+2001n+1 olmalidur.

Ayrica, (2001m+2001n+1)—2001(m—n) = 4002n +1 sayisin1 da bdlmelidir.
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Fakat, p|n oldugundan, p}4002n+1 olacaktir. O halde,
(2001m +2001n +1) ve (m - n) sayilar1 aralarinda asal olmali ve her biri bir

tam kare olmalidir. Yani, (m - n) bir tam kare olur.

44) 11 tane 1 ile baslayan 20 basamakli bir sayinin tam kare olmayacagini
ispatlayiniz. (Ozdemir, 2012, 295)

Coziim:

111...11-10° <n<111...11-10° +10° oldugundan

(10" -1)-10° <9n < (10" ~1)-10° +9-10° olur. Esitsizligin sol tarafina gore,

(10° ~1)° <10® ~10° <9n <10? +8-10° < (10° +1}’
oldugundan, 9n ,(1010 —1)2 ile (1010 +1)2 arasindaki tek tam kare olan 10%

olabilir. Fakat,10%° sayis1 9'a béliinemeyeceginden, 11 tane 1 ile baslayan 20

basamakli bir tam kare olamaz.

45) X,y pozitif tam sayilar olmak tizere, 2x* + X =3y’ +V ise, x—y,
2X+2y+1, 3x+3y+1 ifadeleri tam karedir ispatlayiniz.

Coziim:

2% +x=3y? +y denklemini x* =(x—y)(3x+3y+1) ve

y? =(x—y)(2x+2y+1) biciminde yazabiliriz.

OBEB(3(x+Y)+12(x+y)+1)=1 oldugundan, OBEB(x’,y*)=x-y

olmalidir. OBEB(x?, y?)=(OBEB(x,y))" oldugundan, 2x+2y+1 ve

3x+3y+1 ifadeleri de tam kare olmalidir.

46) a,b,c € Z" olmak iizere, 1+% = l ve OBEB(a,C) =1 esitligi
a C

saglandigina gore, a+b, a—C ve b—c' nin ti¢iiniin de tam kare oldugunu

gosteriniz.
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Coziim:

1 _a-¢ yazalim. Oklid algoritmasina gore,
b a-c
5 1 a-c
OBEB(a, C) =OBEB(a,a—c)=0OBEB(c, a—c) =1 oldugundanB =—
a-c

esitligindeki kesirler en sade haldedirler. O halde, a—c=1 ve ac=b

olmalidir. Buna gdre,a+b=a+ac=a(c+1)=a’ ve

b-c=ac-c=c(a—1)=c? oldugu goriiliir.

47) OBEB(a,b,c)=1 ve a’h’ +b’c® +c’a’ sayisi tam kare olacak bigimde
sonsuz sayida (a,b,c) pozitif tam say1 iigliisii bulundugunu ispatlayimiz.
Coziim:

X bir tek say1 ve (X,y)=1 olmak iizere, a=Xx*,b=2y* vec=xy diyelim. X
tek ve X ile y aralarinda asal oldugundan, OBEB(a,b,c)=1"dir.

a’h’ +b’c” +c’a® = x'y* +4x7y° + x°y?

a’h’ +b’c” +c’a’ = X’y* (4x’y’ +4y* +x*)

a’h’ +b’c® +c%a’ =’y (x* + 2y2)2

oldugundan, OBEB(a,b,c) =1 ve a’h*+b*c? +c?a® sayisi tam kare olacak
bicimde a,b ve c iicliileri X ve y'ye bagl olarak sonsuz sayida secilebilir.

Yani, sonsuz sayida (a, b, C) cliisii vardir.

48) Herhangi 9 tanesinin toplami tam kare olan 10 farkli tam say1 var midir?
(Rusya 1999)

Coziim:

a,,d,,8,,..., 8, istenen sekildeki 10 farkli tam say1 olsun. Bu sayilarin
tamaminin toplamu S ise, 1=1,2,3,...,10 icin S—a, = ki2 olacak sekilde bir k;
olmasini istiyoruz. i =1,2,3,...,10 igin tiim esitlikleri toplarsak,

10S —(a, +a, + 8, +...+ a3y ) =k’ +k,” +k,* +...+ k,’ veya

9S =k’ +k,” +k;” +...+k, elde edilir. Bu esitlige gore,
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k”+k,” +k;? +...+ Kk, toplam1 9'a boliinebilmelidir. Ornegin; k; =3i

aliabilir. Boylece,
10-11-21

k?+k,7 + K+ + k= 9(12 +2° 43 +...+102) 9 =9-385

k4K + K+ 4Ky
9

a =385-k’ esitliginden, 376, 349, 304, 241, 160, 61, -56, -191, -344, -515

— k. esitligini kullanarak ,

olur. 3 =S—(S-a)=

sayilarinin istenen sekilde oldugu goriiliir.

49) n pozitif tam sayis1 icin, n°®+7n—133 ifadesi pozitif bir tam saymin kiipii
oluyorsa, n sayisina "iyi say1" diyelim. Tiim iyi sayilarin toplamini bulunuz?
(USC. Math. Contest)
Coziim:
n’+7n-133=m? diyelim
e Nn=m olmasi durumunda, 7n =133 denkleminden n=19
bulunur.

e M>n+1 olsun. Bu durumda,

n®+7n-133=m’>(n+1)’ =n+3n + 3n +1 esitsizliginden,

3n® —4n+134 <0 elde edilir ki, bu esitsizligin n pozitif tam sayilari
i¢in ¢ozUiimii yoktur.
e Mm<n-1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

n®+7n-133=m’ <(n-1)’ =n*-3n+3n -1 esitsizliginden,

3n® +4n-132 <0 olur. Bu esitsizlige gére, N <6 olmasi gerekir.
Boylece kontrol edilirse, 6°+7-6-133=5’ve 5° +7-5-133=3"
oldugundan 5 ve 6 sayilarinin "iyi" say1 oldugu goriiliir. N <4 igin,
n® +7n—133 ifadesi negatiftir ve pozitif bir saymin kiipii olamaz. O

halde, iyi sayilarin toplam1 5+6+19 =30 olarak bulunur.

50) n*—-19n+99 sayisi tam kare olacak sekilde tiim n pozitif tam sayilarinin
toplamini bulunuz. (AIME 1999)

Coziim:

meZ" igin, N> =19n+99 = m? olsun. Buna gore, n* —19n+99—-m* =0
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19i\/361—4(99—m2)

denkleminden n,, = 5

olur. Bu ifadenin bir tam say1

olmas1 keZ" i¢in 361— 4(99 — mz) =4m? —35 = k? durumunda miimkiindiir.

Buradan, (2m-— k) -(2m+k)=350ldugundan

2m-k =1 2m-k =5
veya
2m+k =35 2m+k =7

denklem sistemleri elde edilir. Birinci denklemden k =17, ikinci denklemden

k =1 bulunur. Béylece n e {1,18,10,9} olabilir.

51) n®+2009n sayis1 tam kare olacak sekilde en biiyiik n pozitif tam sayis
kactir? (Ozdemir, 2012, 297)
Coziim:

2

n?+2009n = (n+k)’ =n?+2nk +k? esitliginden n = __K elde edilir.
2009 - 2k

Bu esitlige gore,
k <1005 olmalidir. k 'y1 en bityiik secelim ki, n en biiyiik olsun. Buna gore,

. 1004* ) -
k =1004 secilirse N = ——————— =1004" elde edilir.
2009 —2-1004

52) n* +n®+1 ifadesi tam kare olacak sekilde tiim n pozitif tam sayilarini
bulunuz?

Coziim:

(n?)" =n* <n*+n+1 oldugundan, bir k e Z* igin

n*+n’+1=(n’ +k)2 = k2 +n* +2kn?

yazilabilir. Buradan, (n—-2k)n®=k’-1  (*) elde edilir. k* =1>0'dir. O
halde, n® >0 ve (n—2k)n® >0 oldugundan, n> 2k olur. Ayrica, (*)

esitligine gore, n® sayis1 k? —1 sayisin1 bolmelidir. Bundan dolay1, n> <k*—1
veya k =1 olabilir. Simdi, K 'nin sadece 1 olabilecegini gosterelim. Bunun igin,
olmayana ergi yontemini kullanacagiz. Kabul edelim ki, k >1 olsun. Buna

gore, k? >k?*—1>n? esitsizliginden k >n elde edilir. Fakat, bu n> 2k olmasi
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ile celisir. O halde, k =1 ve dolayisiyla da n=2 olmalidir. 2% +2° +1=25

say1 istenen sekildeki tam karedir.

53) n® +n ve n®+2n? ifadelerinin ikisi de tam say1 olacak sekilde kag tane
rasyonel olmayan n reel sayisi1 vardir?

Coziim:

n®+n=a ve n®+2n® =b ifadeleri tam say1 olsun. Bu durumda, n sayist,

n>+n—a=0 ve n*+2n?> —b =0 denklemlerinin kokiidiir. Polinomlarda

boélme islemi ile,n* +2n° —b = (n2 +n —a)(n +1)+(a-1)n+(a—b) yazilabilir.

Bu esitlige gore, n sayist (a—1)n+(a—b)=0 denkleminin de bir kokiidiir.

: b-a . : o
Eger, a=1lise n= ( ) olur ki, n bir rasyonel say1 olur. Bunu istemiyoruz.

(a-1)
O halde, a=1 ve dolayisiyla da b=1 olmalidir. n* +n=1 esitligine gore,

-1+
2

n

olur. O halde, istenen sekilde iki tane n degeri vardir.

54) m ve n sayilart her ikisi de pozitif ya da negatif olan birbirinden farkli
sayilar olmak iizere, m* +4n ve n®+4m sayilarmin her ikisi de tam kare
olacak sekilde kag tane (m, n) tam sayi ikilisi vardir? (Asya Pasifik M.O.)
Coziim:
i. 'm,n>0 olsun. Bu durumda, k € Z*igin, m? +4n = (m+2k)’
olmalidir. Buradan, n=km+k? >m olur. Benzer sekilde, m>n olur.

Bu bir geliskidir. Dolayisiyla, m ve n ikisi birden pozitif olamaz.

ii. m,n<O0 olsun,. Budurumda, m=—M ve n=-N yazalim. Bu

durumda, M, N >0 olur M >N kabul edebiliriz. M? —4N tam

karedir ve k € Z igin,

M?—4N =(M —2k)* yazilabilir. Buradan sirastyla,
M2 —4N =(M —2k)’

M2 —4N = M2 —4MK + 4k?

—4N =—-4MkK +4k>
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N = Mk —k?
olur. O halde, M > N kabul edebiliriz. Buna gore,
M >N =Mk -k?=k(M —k)>0 esitsizliginden, 0<M —k ve
k? 1 e
M < =k +1+——<k+2 elde edilir. Boylece 0<M —k <2
k-1 k-1
esitsizliginden, M —k =1, M =k+1 ve N =k elde edilir. Sonug olarak,

M?—4N =(k+1)" —4k =(k-1)° ve N> ~4M =k? -4k —4=(k-2)" -8 =2
olacaktir.

Ikinci ifadenin saglanabilmesi igin, (k -2- Z)(k -2+ Z) =2° esitligine gore,
k=5 ve z=1 bulunur. Bdylece M =6 ve N =5 olur. O halde, (-6,-5) ve

simetriden (—5,—6) bir ¢6ziim olur. O halde sadece 2 ¢dziim vardir,

55)10x° +20y° +8xyz =19997° denkleminin tam sayilarda kag tane ¢oziimii
vardir? (Municipal 1999)

Coziim:

(x,¥,2)=(0,0,0) denklemin bir ¢dziimiidiir. Simdi denklemin baska ¢dziimii
olup olmadigini arayalim. Denklem homojen oldugundan, OBEB (x, Y, Z) =1
kabul edebiliriz. Ciinkii, OBEB(X,y,z)=d >1 olursa, x, =x|d , y, = y|d ve
z, =2|d yazilarak, OBEB(X,,Y,,Z,) =1 bulunacaktir. Denklemin sol tarafi
2'ye boliindugiinden, sag tarafi da boliinmelidir. O halde, z=2z,, z, €Z
olacagindan 10x® +20y® +16xyz, =1999-8-z° yani

5x° +10y° +8xyz, =1999-4-7° elde edilir. Benzer diisiinceyle, X =2x,
olmalidir. Buna gore,

5-4-x°+5y° +8xyz, =1999-4-2° olur. Bu diisiinceyle, y =2y, olmaldur.
Buna gore sirasiyla,

5-4-%°+5-8-y,° +16xY,z, =1999.2.2°

5-2-%°+5-4-y° +8xy,z, =1999- 7,°

10-x°>+20-y,°> +8xy,z, =1999-2°

elde edilir. Buna gore, OBEB (X, Y, Z) = 2 celiskisi elde edilir. O halde
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denklemin tek tam say1 ¢oziimii (0,0,0) bulunur.

56) a<b <c olmak iizere, (a+b+ C)2 =a’+b’®+c® denklemini saglayan tiim
(a,b,c) pozitif tam say1 tigliilerini bulunuz?

Coziim:

O<a<b<c oldugundan, b<c-1, a<c-2 yazlabilir. Bu durumda

a+b+c<3c—3 olur. O halde, a®+b*+c*=(a+b+c)’ <(3c—-3)" =9(c-1)°
olacaktir. Buradan da, a°+b® <9(c —1)2 —c®  (*) elde edilir. a®+b® pozitif
oldugundan, 9(c —l)2 —¢* >0 olmalidir. Bunun i¢in ¢ <6 olmalidir. Béylece,

3<c<6 elde edilir. ¢ sayisimn bu degerleri igin, sirastyla 9(c —1)2 ~c?

ifadesi 9, 17, 19, 9 degerlerini alabilir. (*) esitsizligine gore, 3° = 27
oldugundan, b sayisinin 3'ten kiigiik olmas1 gerekir. Buna gore, a<b<c
olduguda goz 6niine alinarak, a=1 ve b =2 olmasi gerektigi goriiliir.
Béylece, (3+¢)” =1°+2° +¢* esitliginden, 6¢+c? = c® olur. Buradan, c=3

elde edilir.

57) 5n’ =36a’ +18b” +6¢” denklemini saglayan kag tane (a,b,c,n) tam sayt
dortliisti vardir? (Asya Pasifik M.O. 1989)
Coziim:

Esitligin sag tarafi 3'e boliinmektedir. O halde N sayisida 3'e
boliinmelidir. Yani n=3k , k € Z olmalidir. Buna gore,
5.9k? =36a” +18b® +6¢? esitliginden, 15k* =12a’ +6b” + 2¢* olur. Benzer
mantikla, ¢ =3e,eeZ olmaldir. Buradan 5k? —4a® = 2b* +6e? elde edilir.
Bu denklemin bir ¢6ziimii (m,a,b,e) olsun. Oyle ki en kiiciik m sayisini
alalim. Yani, denklemi saglayan dortliiler icinde m sayisinin en kii¢iik olanini
alarak ¢6ziimii yapalim.

Simdi bu denklemin ¢6ziimii i¢in mod16'da kalanlar1 inceleyelim. Bir
saymin karesi mod16'da cift ise 0 veya 4, tek ise 1 veya 9 kalanini verir. Buna

gore, her bir terimi inceleyelim.
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i. K 'mn bir ¢ift tam say1 olmasi gerektigi a¢iktir. Cilinkii esitligin sag tara

findaki her terim 2'ye béliiniir. O halde, 5k* =0,4(mod16) olur.
ii. 4a’=0veya4(mod16)'dir.
iii. 2b®=0,2veya8(mod16)'dir.
iv. 6e’=0,6veya8(mod16)'dur.
Buna gére, 2b° +6e” =0,2,6,8,10 veya 14(mod16),
2k? —4a’ =0,4 veya12(mod16) oldugundan, 2b® +6e* =5k* —4a’

denkliginin saglanmasi sadece her iki taraf sifira denk iken miimkiindiir.

2b® +6e” =0(mod16) ise b ve e gift sayilar olmasi gerekir. Diger taraftan,

a sayist tek say1 olmalidir. Aksi durumda, m,a,b,e sayilarinin hepsi ¢ift sayi-

lar olur ve (E It Ej dortliisii de denklemin bir ¢6ztiimiidiir. Denklemi

saglayan en kiiciik m sayisin1 almamiza ragmen, % <m olacak sekilde bir
¢Oziim bulmus olduk. Yani a sayis1 ¢ift olmamalidir. Buna gore,
b=2b ,e=2e vek =2k, diyelim. 87 +24e? = 20k* —4a*
denkliginden, 2b’ +6e° =5k —a’ elde edilir. a tek say1 oldugundan,
5k,” —a® =4,12(mod16) olabilir. Fakat
2b’” +6e” =0,2,6,8,10 veya 14(mod16)
olabileceginden denklemin (0,0,0,0)'dan baska ¢oziimii yoktur.
4mn

58) (m—n)’ = deklemini saglayan 0 <m+n <100 olacak sekilde
m+n-1

kag tane (m,n) tam sayi ¢ifti vardir? (Estonya M.O. 1999)
Coziim:

(m- n)2 -(m+n—-1)=4mn esitligi diizenlenirse, sirastyla
2mn—m? +m* —n® +n° —mn®* —m’n = 4mn

m® +n® —mn* —m’n = 2mn+n” + m’

m(mz—nz)—n(mz—nz)z(m+n)2
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(m2 —nz)(m—n) :(m+n)2

(m—n)z(m+n):(m+n)2

elde edilir. Buna gére, m+n=0 veya (m-n)° =m+n bulunur. m+n=0 ise
N=-m vetim meZ igin (m,—m) ikilileri bir ¢6ztimdiir. Fakat m+n=0
olacagindan istenen kosulumuz saglanmaz. (m — n)2 =m+n esitliginden,

m-n=a ve m+n=a’ olur. Bu esitlikler toplanirsa, 2m=a(a+1) ve

@ ve n= # bulunur. Béylece,

. (a(a+l) a(a-1)). .. ... )
aeZ igin, — ikilileri bir ¢ozlimdiir. Buradan, m+n=a

buradan da, m=

2
esitligine gore, 0<a” <100 olmalidir. Bu durumda
a=+1+2+3+4,+5+6,+7,+£8 veya +9 olur. Diger taraftan verilen

denklemde paydanin sifir olmayacagi goz oniine alinirsa, m+n =1
olmayacagindan, a =%1 olmalidir. Bdylece istenen sekilde 2-8 =16 tam say1

cifti vardir.

59) n bir pozitif tam say1 olmak iizere, 2+ ZM =m denklemini
saglayan m tam sayilarindan kag tanesi tam kare degildir?

a4l b) 1 c)0 d) sonsuz sayida e)3
Coziim:
2+24/28n%* +1=m ifadesinde, karekoklii ifade yalniz birakilip kare almirsa,
4.(28n° +1)=m’ —4m+4 olur. Bu esitlige gore, ift olmalidir. m=2k , k € Z
diyelim. (28n” +1) = k* — 2k +1 denkleminden, 28n* =k.(k —2) olur. Bu
denklemde, sol taraf ¢ift oldugundan, sag tarafin ¢ift olmasi k 'nin gift
olmasiyla miimkiindiir. O halde, k =2u, u € Z diyelim. Yerine yazip
sadelestirirsek, 7n” =u.(u—1) olur. u ve u-1 aralarinda asal oldugundan, iki

durum miimkiindiir.
i. u=7x*, u—1=y’ olursa, 7x* —y* =1 elde edilir. Bu denklemi mod?7

de diigiiniirsek, y* =-1(mod7) olmalidir. Fakat, bu miimkiin degildir.
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i. u=x> , u-1=7y* olursa, xX*—~7y*=1 elde edilir. Bu durumda
denklemin ¢oziimii vardir. Bu durumda, Kk = 2x oldugundan,
m=4x* = (2X)2 elde edilir. O halde, denklemi saglayan m tam

sayilarindan tamami tam karedir.

60) S(n), ilk n pozitif tam saymin toplamini gostersin. Buna gore, eger n ve
S(n) sayilarinin her ikisi de bir tam kare ise n sayisina fantastik say1 diyelim.
Ornegin, 49 sayis1 fantastik bir sayidir ¢iinkii, 49 =77 ve

S(49) =1+2+3+...4+49=1225=35" sayilari tam karedir. 49 sayisindan
biiyiik bagka bir fantastik say1 bulunuz?

Coziim:

n(n+1) _ k?.(k* +1)

n=k? olsun S(n) = 5

sayisinin tam kare olmasini

2

istiyoruz. k® bir tam kare oldugundan, sayisinin tam kare olmasi

2
yeterlidir. O halde, K+l

=m?, meZ olsun. Bu durumda,

k?—2m? = (k + m«/E)-(k — mx/i) =-1 olmalidir. Bu esitligi (k,m)=(7,5)
saglar. Yani, soruda verilen 6rnek saglanir. Bu esitligi,

(3+2+2)-(3-24/2) =1 ile garpalim. Bu garpima P dersek
P=(7+5v2)(7-5v2)-(3+2v2)-(3-242)

P =(7+5J§)-(3+2J§)-(7—5J§)~(3—2J§)

P =(41+ 29&)-(41—29@)

P=41>—2.29 =1

oldugundan, (k,m)=(41,29) sayi cifti de, k> —2m* =1 esitligini saglar.

Boylece n=41° =1681 sayisi da bir fantastik sayidir.
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