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ABSTRACT

THE PIGEONHOLE PRINCIPLE AND APPLICATIONS

KOCAKAYA, Salih
MSc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
May 2015, 40 pages

In this thesis we show how to apply the pigeonhole principle for solving
various mathematical olympiad problems. Furthermore we give the solution of
the problems on pigeonhole principle submitted in the first round of the
TUBITAK mathematical olympiads. We hope that this thesis will be helpfull for

high school students that take part in the mathematical olympiads.



OZET
GUVERCIN YUVASI ILKESI VE UYGULAMALARI
KOCAKAYA, Salih
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimi
Tez Danismani: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
Mayis- 2015, 40 sayfa

Bu ¢alismada; giivercin yuvasi ilkesinin degisik matematik olimpiyat sorularinin
¢oziimiinde nasil uygulanabilecegini gosterdik. Ayrica TUBITAK matematik
olimpiyatlar1 birinci asamasinda giivercin yuvasi ilkesi ile ilgili ¢ikmis sorularin

¢Oziimiinii verdik.

Tezin matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grenciler ve bunlari caligtiracak

ogretmenler i¢in faydali olacag diistiniilmektedir.
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GIRIiS:
Bu ¢alismanin; 1. boliimiinde giivercin yuvasi ilkesi ve tanimlari, bu ilke ile ilgili

hikayeler anlatildi.

2. boliimiinde giivercin yuvasi ilkesi ile ¢oziilebilen ¢cok genis kapsamli ¢oziimlii
ornekler verilmistir. Bu Ornekler verilirken basitten zora dogru ilkogretimden
ortaokula, liseden iiniversiteye, matematik olimpiyatlarina hazirlananlardan ytiksek

lisans 6grencilerine herkesin karsilasabilecegi 6rneklere yer verilmistir.

3. boliimde ise son 10 yilda ulusal matematik olimpiyatlarinda ¢ikmis sorular ve

¢Oziimlerine yer verilmistir.

GUVERCIN YUVASI ILKESI

Giivercin yuvast ilkesi, Dirichlet prensibi veya ¢ekmece prensibi olarak da bilinir.
Cok basit bir ilke olmasina kargin ¢ok genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu ilkeyi
kullanarak ispatlanabilecek iliskiler ¢ok ilging olabilmektedir. Beklenmedik ve kolay
kolay goriilemeyen uygulamalar1 bulundugu i¢in 6zellikle matematik olimpiyatlarinda
kullanilmaktadir.

Giivercin yuvasi cinsinden tamim:

n glivercin m yuvaya dagitildiginda n > m ise, en az bir yuvada birden fazla sayida
giivercin bulunur. Bagka bir degisle m yuvaya bir yuvaya bir giivercin diisecek sekilde
en fazla m giivercin yerlestirilebilir, bir tane daha yerlestirilmesi bir yuvanin tekrar
kullanilmasi ile olur. Bu durumda bir yuvada birden fazla giivercin bulunur.

Genellestirilmis giivercin yuvasi ilkesi:

k pozitif bir tam say1 olmak {izere n giivercin yuvasi k . n + 1 giivercin tarafindan
isgal edilirse en az bir giivercin yuvasi k+1 giivercin yada daha fazla giivercin
tarafindan isgal edilir.



Cekmece cinsinden tamim:

Elimizde bulunan nesnelerin sayisi, bunlar1 yerlestirmeyi diistindiigiimiiz
¢ekmecelerin sayisindan fazla ise, gekmecelerden en az birine iki veya daha
fazla nesne yerlestirmek zorunda kaliriz.

Fonksiyonlar cinsinden tanim:

X ve Y sonlu kiimeler ve X|> |Y isel bu kiimeler arasinda tanimli herhangi bir f : X
Y fonksiyonu 1-1olamaz. Yani, f (x1) T f ( X2 ) olacak sekilde en az iki farkli X1 , X2
X bulunur,

BIiR HIKAYE GUVERCIN YUVASI iLKESI

Unlii Alman Matematik¢i Gauss bir giin babasiyla ormanda gezerken sdyle bir soru
sorar:" Bu ormanda yaprak sayist ayni olan iki agacin olmasi igin bir kosul
sOyleyebilir misin?" Baba bu ilging soru karsisinda diisiinmeye baslarken kiigiik
Gauss sorunun yanitini kendi verir: "Eger ormandaki yaprakli agag¢ sayis1 bu ormanin
en ¢ok yapragi olan agacin yaprak sayisindan daha fazlaysa en az iki agacin yaprak
sayilar1 aynidir. Kiiclik Gauss'un karmasik goriinen yanitinin basit bir agiklamast;

Gilivercin beslediginizi diisiiniin. Bunlar da yuvalarma girmis olsunlar. Eger
giivercin sayisi, yuva sayisindan fazlaysa mesela dort yuva ve bes giivercin varsa en
az bir yuvada birden fazla giivercin olacaktir. Bu sebeple bu ilkeye giivercin yuvasi
ilkesi adi verilmistir. Yada gilivercin kutsal bir hayvan oldugunda giivercin yuvasi
ilkesi de denilmis olabilir.

DINLERE GORE GUVERCIN

Islam Inancinda giivercin giinahsizlik, sevgi ve baris simgesidir. Hz. Muhammed
Mekke’den Medine’ye Hicret ederken kendisini 6ldiirmek igin izleyen miisriklerden
kurtulmak icin Sevr Dagindaki bir magaraya sigindiginda magaranin girigindeki
agacin lizerine bir ¢ift giivercin yuva yapar, yuvadaki gilivercin yumurtalarini goren
miisrikler magaraya kimsenin girmis olamayacagimi  diisiinerek  giderler.
Giivercinlerin saygilarindan otiirii KABE’ ye konmadiklarin1 hatta {stiinden
ucmadiklarina inanilir. Bu nedenle Islam iilkelerinde Cami, kule ve sur yapilarinin
icine giivercinlerin barinmasi i¢in yuvalar yapilir
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Tevrat’ ta yaradilis boliimiinde anlatildigina gére Nuh Peygamber yeryiiziiniin
kuruyup kurumadigini 6grenerek kendisine haber getirmesi i¢in gemiden disart 3 kez
giivercin salar. Giivercin ilk ugusunda konacak hi¢ bir yer bulamayarak geri doner. 7
glin sonra ikinci ugusunda gagasinda bir zeytin dali ile doner. Daha sonra son kez
ucar ve geri donmez. Bdylece Nuh Peygamber yeryliziiniin kurudugunu anlar ve
canlilarla birlikte karaya ¢ikar.

Hiristiyanlar giivercini Ruhul Kudiis’iin simgesi olarak gordiiklerinden cogu
Zaman teslisin ti¢iincii iiyesi olarak yer alir. Giivercinler Ruhul Kudiis’ii betimler, On
iki giivercin on iki havariyi simgeler.

GUVERCIN (DESTANI) HIKAYESI

Bir giin bir giivercin kendisini kovalayan dogandan kurtulmasi i¢in Hz. Muhammed’e
siginir. Dogan yavrularini beslemek i¢in Hz. Muhammed ’ten giivercini ister. Hz.
Muhammed giivercini saklar. Hz. Peygamber giivercin yerine dogana koyun vermeyi
Onerir. Buna razi olmayan giivercine bu kez kendi etinden kesip verecegini sdyler. Tam
etini keserken, dogan Cebrail’ e giivercin de Mikail’e doniistir. Kendilerinin ALLAH
tarafindan gonderildigini soylerler.

BiR GUVERCIN OYKUSU

Tanr1 bir giin Peygamberin birine bir sandik hediye eder ve der ki; Bu sandig1

sana emanet ediyorum ama sakin ola ki i¢ini a¢ip bakmayasin...

Tamam der Peygamber... Aradan zaman geger ve Peygamberi bir merak sarar acaba
sandikta ne vardir? Gilinden giine meraki artar. Sonunda dayanamaz ve sandig1
azicik aralayip i¢ine goz atar ama sandig1 aralar aralamaz i¢inden bir sar1 giivercin
ve bir mavi giivercin uguverir. Peygamber son hamleyle sandig1 kapatir ve iginde tek
bir beyaz giivercin kalir...

Ve Tanr1 yanina gelir, Peygamber isledigi giinahin farkindadir, mahcuptur.

Tanr1 sOyle seslenir.

Kacirdigin o sar1 giivercin insanoglu i¢in sonsuza dek yasamdi

yani ‘OLUMSUZLUK” tii.

Kagirdigin o mavi giivercin sonsuza dek mutluluk yani *‘BARIS’ t1.

Peki der Peygamber icinde kalan beyaz olani nedir? Tanr1 cevap verir...
O da sonsuza dek *UMUT tur.

UMUTLARINIZIN UCUP GITMEMESI DILEGIYLE

3



GUVERCIN YUVASI ILKESI iLE COZULEBILEN SORULAR

S.1) Bir ailede dogum giinii haftanin ayni giinii olan iki kisinin bulundugu
bilindigine gore bu aile en az kag kisidir?

COZUM: cevap 8

Bir hafta yedi giindiir. 7 kisi olsalar her biri haftanin bir giinii dogmus olabilir.

S.2) Bir sinifta ayn1 ayda dogan ii¢ kisinin oldugundan emin olabilmek i¢in bu
siiftaki minimum &grenci sayisinin ne olmasi gerekir?

COZUM: cevap 25

Bir y1l 12 aydir. Her bir ayda iki kisi dogmus olsa 24 kisi olurdu. Giivercin yuvasi
ilkesine gore bir ayda ii¢ kisinin dogmasindan emin olmak i¢in en az 25 kisi olmasi
gerekir.

S.3) Bir kutuda 10 siyah 10 mavi gorap oldugunu ve ayni renkten bir ¢ift coraba
ihtiyag duyuldugunu varsayalim. Her seferinde yalnizca bir tane ve bakmadan
coraplar aliniyorsa, ka¢ ¢orap kutudan alinmalidir?

COZUM: cevap 3

Iki ¢orap alirsak farkli renklerde olabilirler. 3 ¢orap alirsak bir renkten mutlaka iki
tane almis oluruz

S.4) Bir kutuda her renkten yeterli sayida siyah, mavi ve beyaz ¢orap vardir. Bu
kutudan rengine bakilmaksizin ayni renkten iki ¢ift gorap almak i¢in en az kag gorap
alimmalidir?

COZUM: cevap 6

5 corap alirsak; Siyah 3, mavi 1, beyaz 1 olabilir. 6. ¢orab1 aldigimizda rengi ne
olursa olsun bir renkten iki ¢ift gorap almis oluruz.

S.5) Bir okulda en az iki 6gretmenin ayni1 ayda dogmus olabilmeleri i¢in o okulda en
az ka¢ 6gretmen bulunmalidir

COZUM: cevap 13 . )
Bir yil 12 aydir. Her bir ayda bir kisi dogmus olsa 12 kisi olurdu. 13 T 21.1 G1
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S.6) 1 den 5 e kadar notlarin verildigi bir okulda yapilan bir sinav sonucunda 8 kisi
ayni notu aldiysa(8 kisinin ayni notu almasi garanti ediliyor.) bu simifta en az kag
Ogrenci vardir?

COZUM: Cevap 36

7kisi 1, 7kisi 2, Tkisi 3, 7kisi 4, 7kisi 5, almis olsun. 35 kisi eder. 8 kisinin ayni notu
almasi i¢in en az bir kisi daha olmas1 gerekir. Cevap 36

S.7) 34 ceviz 3 ¢ocuk arasinda dagitildi. En fazla ceviz alan ¢ocuk en az kag ceviz
almis olabilir?

COZUM: 12

34=3.11+1 Cevap: 12

S.8) Bir okulda 12 smif ve 298 6grenci vardir. En fazla 6grencisi olan siifin sinif
mevcudu en az kag olabilir?

CcOZUM: 25

298 =24.12 + 10 cevap: 25

S.9) 30 kisinin bulundugu bir sinifta en az kag kisinin dogum giinii haftanin ayni
giiniine rastlar?

COzZUM:
Bir hafta 7 giindiir. 30=7.4+2 Cevap: 5

S.10) Bir kutuda 10 sar1, 12 kirmizi ve 7 mavi bilye bulunmaktadir. Kutudan rengine
bakmadan bilyeler aliyoruz. En az kag bilye alinmali ki:

a) Her renkte en az bir bilye bulunsun?

b) Ayni renkte en az 3 bilye bulunsun?

¢) En az 5 tane kirmizi bilye bulunsun?
CcOzUM:

a) Kotii durum 22 bilye ¢ekersek 12 kirmizi 10 sar1 olabilir. Bir bilye
daha ¢ekersek mavi olmak zorundadir

12 +10 + 1 = 23 bilye almaliy1z.
5



b) Kotli durum 6 bilye ¢ekersek 2 sar1, 2kirmizi, 2 mavi olabilir. 1 bilye daha
¢ekersek bir renkten 3 bilye ¢gekmis oluruz. Yani 2 +2 + 2 + 1 =7 bilye almaliy1z.

¢) Koti durum 17 bilye ¢ekersek 10 u sar1 7 si mavi olabilir. 5 kirmizi
bilyede ¢ekilirse, yani
10 +7 + 5 =22 bilye almaliy1z.

S.11) Bir okuldaki 15 smiftan toplam 100 kisi segildi. En az iki siniftan ayn1 sayida
ogrenci alinmis oldugunu gosteriniz? (her siiftan en az bir kisi se¢ilmis)

COzUM:

Her siniftan farkli sayida 6grenci segilirse en az 1 +2 + 3 +. . . + 15 =120 6grenci
secmeliyiz. Oysa 100 6grenci segtigimize gore farkli sayida 6grenci segmemiz
miimkiin degildir. Yani en az iki siniftan ayn1 sayida 6grenci segmisizdir.

S.12) 7 kisilik bir halk oyunlar1 grubu, 2 sene boyunca her giin halka seklinde halay
oyunu sergilemislerdir. Her giin bir baska bi¢imde dizilmis olmalart miimkiin miidiir?
Neden?

COZUM: miimkiindiir.
2 y1il =365 + 366 = 731 giin

(7-1)! = 6! = 720 miimkiindir. Ciinkii giin sayisi dizilis sayisindan fazladir.

S.13) Bir kutuda mavi ve kirmizi olmak iizere 30 tane bilye bulunuyor. Herhangi 12
bilyeden en az biri mavidir, Herhangi 20 bilyeden en az biri kirmizidir. Kutudaki
mavi ve kirmizi bilyelerin sayisini bulunuz. (Matematik Diinyas1)

CcOZUM:

12 bilyeden en az biri mavi ise en fazla 11 1 kirmizidir. 20 bilyeden en az biri
kirmizi ise en fazla 19 u mavidir. Yani 11kirmiz1 19 mavi bilye vardir.



S.14) 1 den 100 e kadar —~=1,2,3,..., 99,100 sayilarindan en az 2 tanesinin
ortak

boleninin 1 den biiyiik olmasi i¢in en az kag say1 se¢meliyiz?
COZUM:

1 ile 100 arasinda 25 tane asal say1 vardir. Bu asal sayilarin yaninda 26. say1 olarak
1 i sectigimizde yine herhangi iki saymin ortak boleni 1 olacaktir. Fakat 27. say1 i¢in
bu 27 say1 arasinda ortak boleni 1 den biiyiik olan en az iki say1 bulunur.

S.15) Bir takvim yilinda en fazla kag tane ay’in 13’ti Cuma giinii olur?

COZUM:
Bir hafta 7 giin oldugundan mod7 ye gore islem yapilacaktir. Subat ayinin 13 i
Cuma ve subat aymin 28 giin oldugu yillar diisiiniirsek 28 giin sonra 13 Mart Cuma
ve 273 giin sonra 13 Kasim Cuma giiniine denk gelir. 2015 y1l1 bu iddiay1 dogrular.
O halde Cevabimiz en ¢ok 3 olur
13 Mayis Cuma giinii olan yillar ise en az olur. Cevabimiz en az da 1 dir.

S.16) Bir torbada 35 kimizi, 21, yesil, 16 mavi, 12 sar1, 9 beyaz ve 9 siyah top
vardir. Cekilen toplarin en az 14 tanesinin ayni renkte olmasini garanti etmek igin
torbadan en az kag tane top ¢ekilmelidir

COZUM: cevap: 70
14 tanesinin ayn1 renkte olmasi igin;

Kot durum; 9 siyah, 9 beyaz, 12 sar1, 13 mavi, 13 yesil, 13 kirmiz1 bilye ¢ekildikten
sorma bir bilye daha ¢ekmeliyiz. Yani; 9 + 9 + 12 + 13 + 13 + 13 + 1 =70 bilye
cekmeliyiz.

S.17) 30 kisilik bir grup 15 evli ¢iftten olusuyor. Bu grup iginden en az kag kisi
se¢meliyiz ki segilenlerden en az ikisi evli bir ¢ift olsun?

COZUM: cevap 16

15 giftten birer kisi segildikten sonra bir kisi daha se¢ilmelidir. 15+ 1 =16

S.18) bir torbada 28 kirmizi, 20 yesil, 12 mavi, 20 sar1, 10 beyaz ve 10 siyah top
vardir. Cekilen toplarin en az 15 tanesinin ayni renkte olmasini garanti etmek igin
torbadan en az kag tane top ¢ekilmelidir? (UIMO-1997)






COZUM: cevap75
15 tanesinin ayni1 renkte olmasi igin;

Kotii durum; 10 siyah, 10 beyaz, 12 mavi, 14 sari, 14 yesil, 14 kirmiz1 bilye
cekildikten sorma bir bilye daha cekmeliyiz. Yani;
10+ 10+ 12 + 14+ 14 + 14 + 1 =75 bilye ¢ekmeliyiz.

S.19) iki basamakl1 11 say1 arasinda birler basamagi ayni olan iki say1 bulundugunu
gosteriniz.

COZUM:

Iki basamakl1 bir saymin birler basamagindaki rakamlar 0,1,,2,3,4,5,6,7,8,9 olabilir.
Bunlarin sayist 10 oldugundan 11 sayidan en az birinin ikisinin birler basamagi ayni
olacaktir.

S.20) Bir toplantiya katilan herkes, daha dnce gelmis olanlarin bir kismi ile el
sikistyor. Toplant1 sonunda herkes el sikismis oldugu kisilerin sayisini bir kagida
yaziyor. Kagitta yazili olan sayilardan en az ikisinin esit oldugunu gosteriniz.

CcOzUM:

Toplantiya n kisinin katildigin1 varsayalim. Kégida yazilmis olan sayilar 0 ile n- 1
arasindaki tamsayilardir. Kagitta yazili n sayidan her birisi n farkli degere sahip
olabileceginden giivercin yuvasi ilkesini dogrudan uygulayamayiz.

Dikkat edilirse herhangi bir kagitta n-1 sayis1 yazili ise, herkesle el sikismis en az
bir kisi vardir. Bu durumda kimseyle el sikismamis birisi olamayacagindan higbir
kagitta 0 yazili degildir. O halde hicbir kagitta n-1 yazili degilse sayilar O ile n-2
arasindaki n-1 degere, aksi halde 1 ile n-1 arasinda degere sahip olabilirler. Her iki
durumda da giivercin yuvasi ilkesine gore kagitta yazili sayilardan en az ikisi aynidir.

S.21) Herhangi alti tam sayr verildiginde, bu alti sayr arasinda farki 5 ile
bdliinebilen iki say1 vardir.

COZUM:

Bir saymnin 5 ile boliimiinden kalanlar 0,1,2,3,4 seklinde bes farkli deger alabilir. O
halde 6 say1 alindiginda bunlardan 5 e bdliimiinden ayni kalani veren en az iki say1
bulunur. Buda, 6 say1 arasinda farki 5 ile boliinebilen 2 say1 vardir demektir.
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S.22) 10 kisilik bir 6grenci grubu matematik sinavina giriyorlar. Smavda her bir
sorunun tam olarak 7 &grenci tarafindan dogru olarak ¢oziildiigii goriiliiyor. ik 9
Ogrencinin tam olarak 4 soruyu dogru ¢6zdiigii bilindigine gore, 10. 6grenci kag soru
dogru ¢ozmiistiir?

COZUM:

Sinavda n soru sorulmus olsun. Her bir soru tam olarak 7 6grenci tarafindan dogru
olarak ¢oziildiigiine gore, dogru cevaplanan soru sayist toplamda 7n dir. ilk 9
Ogrencinin tam olarak 4 soruyu dogru ¢6zdiigi bilindigine gore, ilk 9 6grencinin
dogru cevapladig1 soru sayist 36 dir. Buna gore 10. 6grenci 7 n H36 soruyu dogru
cevaplamistir. Bu ise 7nH36 0 demektir. O halde n 6 dir. Ayrca 10.
ogrencinin dogru cevapladigi soru sayisi n den biiyiik olamaz. Yani 7nH36 n
olup n 6 dir. O halde sinavda 6 soru sorulmus ve 10. 6grenci 6 soruyu da
cevaplamstir.

S.23) A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinden olusturulacak bir alt kiimenin toplam1 10
olacak sekilde iki eleman icermesi i¢in bu alt kiimenin eleman sayisi minimum ne
olmalidir?

COzUM:

Secilecek eleman sayisi en az 6 olmalidir. Ciinkii bu sorunun cevabinda her zaman
toplami 10 olan en az bir ikili alinmasi gerektigini gostermemiz gerekmektedir.
Oncelikle A  kiimesinde toplamlar1 10 olan ikili gruplari siralayalim:
(1, 9); (2, 8); (3, 7); (4, 6) ve geriye yalnizca “5” sayis1 kalmaktadir.
Sonug olarak 10 toplamasini saglayan 4 ikili ve ayr1 kalan “5” ile 5 grup olusur.

) YU\(A: sayilarin secilebilecegi grup sayisi burada 5’tir.
GUVERCIN: secilecek eleman sayis1 burada 6’dir.

S.24) Bilyeler iizerindeki say1 adedince numaralanarak 1 numarali bilyeden 1 tane,
iki numaral1 bilyeden 2 tane , ... , 40 numarali bilyeden 40 tane bir torbaya konuyor.
Torbadan rastgele ¢ekilen bilye yerine konmamak sartiyla en az kag bilye ¢ekilmelidir
ki ayn1 numarali bilyeden 10 tane ¢ekilmesi garanti edilsin?

COzZUM:
En kotii durum, 1.bilyeden 1, 2. bilyeden 2 tane, 3. bilyeden 3 tane, ... , 9. bilyeden 9
tane ve geriye kalan diger bilyelerden 9 tane ¢ekilirse yani

1+2+3+44+5+6+7+8+9+9+9+...+9 = 324
9



tane bilye ¢ekilse yetmez. Glivercin yuvasi ilkesine gore 1 bilye daha ¢ekilmelidir.
Cevap 325dir.

S.25) 24 kisilik bir sinifta yapilan bir test sinavinda Salih 11 soruyu yanlis
cevaplamistir. Diger 6grencilerin yanlis sayisi daha azdir. Ayni sayida soruyu yanlis
cevaplayan en fazla 6grenci sayis1 n olsun n en az kagtir?

COZUM:

Salih hari¢ 23 6grenci var. Bunlarin yanlig sayist 11 den az oldugu igin 11 farkli
durum var. Bu 6grencilerin her birinin yaptig1 yanlis sayis1 0.1.2.3.4.5.6.7.8.9.10
sayilarindan biridir.

23=11.2+1 Givecin yuvasi ilkesine gore yuvalardan birinde en az 3 6grenci
(glivercin) var

Yanlis sayist: yuva
Ogrenciler: giivercin

S.26) 1’le 50 arasindan herhangi on say1 segildiginde bu on sayi arasindan,
toplamlar1 birbirine esit olan iki tane bes sayilik kiime bulundugunu kanitlayiniz.

COZUM:
Diyelim ki {2, 5, 24, 26, 27, 30, 33, 34, 42, 50} sayilarini sectiniz. Asagidaki bes

ogeli altkiimelere bakalim: {2, 24, 27, 33, 42} ve {5, 26, 30, 33, 34}. Bu iki kiimenin
sayilarinin toplamlari birbirine esittir.

Simdi boyle iki kiimenin daima bulunacagini kanitlayalim. A, on sayilik kiimemiz
olsun. A’nin kag tane bes elemanl altkiimesi vardir?

10
=252 tane vardir. Bu sayiy1 aklimizda tutalim, birazdan gerekecek. Her bes

5

elemanl1 altkiimenin sayilarinin toplami
enazl+2+3+4+5=15olabilir,

en ¢cok da 46 + 47 + 48 + 49 + 50 = 240
toplamlarin 15°le 240 arasinda degistigini bulduk.
15’1e 240 arasinda 240 — 15 + 1 = 226 say1 vardir.

Bu sayr da onemli olacak, aklimizda tutalim. Demek ki, 252 tane bes 06gelik
altkimenin sayilarinin toplami (15°le 240 arasindaki) 226 sayidan biri olmali. 252,
226’dan daha biiylik oldugundan, giivercin yuvasi ilkesine gore, bu 252 altkiimeden
en az ikisi aym toplami vermeli. Iddiamiz kanitlanmigtir

10



S.27) 25takimin katildigi bir turnuvada her an ayni sayida ma¢ yapmis iki takim
bulunacagini kanitlayiniz.

CcOZUM:
Yuva: mag sayisi
Giivercin: takim
Takimlarin yaptig1 mag sayis1 0, 1, 2, 3, . . ., 24 bir takim en fazla 24 mag yapabilir.
A takimi diyor hi¢ ma¢ yapmadim.
B takimi diyor 24 mag¢ yaptim.

Bu iki takimin sdyledikleri ayn1 anda dogru olamaz. Yani bir takim yalan sdyliiyor. O
halde giivercin yuvasi ilkesine gore en az iki takimin yaptig1 mag sayis1 aynidir.

S.28) Bir toplulukta en az 3 kisinin yilin ayni ay1, haftanin ayn1 giinii dogdugu kesin
bilindigine gore bu topluluk en az kag kisiden olugsmaktadir?

CcOZUM:

Bir yilda 12 ay ve bir haftada 7 giin oldugundan 7.12=84 (ay, giin) ikilisi vardir. En
az 3 kisi yilin ayni ay1 ve haftanin ayn1 giinii dogdugu bilindigine gore, en kotii durum
2.84=168 kisi kesinlikle bulunmaktadir. Bu durumda ayn1 ay ve ayni giin dogan 2 ser
kisi olmus olur. En az 3 kisinin yilin ayn1 ay1 ve haftanin ayni giinii dogdugunu
garanti etmek i¢in 1 kisi daha eklemek yeter.

Yani cevap: 168+1= 169

S.29) -1, 2, 3,..., 49, 50 sayilarindan en az kag say1 se¢ilmelidir ki, en az

ikisinin ortak bdleni olmasin?
COZUM: Verilen sayilardan —-1, 2 —_3, 4 —~D5, 6 yer 49, 50

Seklinde 25 tane ikili kiime yazalim. Bunlarin her birinden cift sayilar1 alirsak en
kotii durumu elde etmis oluruz.

Yani, 25 tane say1 var ve ortak boleni olmayan iki say1 yok. Buna gore en az iki tane
ortak boleni olmayan sayry1 garantilemek icin, 1 say1 daha se¢gmeliyiz. Yani 26 say1
secersek, en az iki tane ortak bdleni olmayan say1 garantidir.

11



S.30) 4x4 metre boyutunda bir halinin tizerinde 15 delik olusmustur. Bu halidan
1x1 metre boyutunda delik icermeyen bir parga kesilebilecegini gosteriniz.

CcOZUM:

15 delik 16 kare var.

Giivercin: delik

Yuva: 1x1 metre boyutundaki kareler

Giivercin yuvasi ilkesine gore bir yuva bos kalir. Bu da iddiamiz1 dogrular.

S.31) Diizlemde 50 nokta verilmistir ve herhangi ti¢ii ayni dogru {izerinde
bulunmamaktadir. Diizlemdeki her nokta,4 renkten biriyle boyanmistir. En az 130
cesitkenar tiggenin koselerinin ayni renk oldugunu ispatlaymiz. JBMO-2007

COZUM:

Lemma erhangk iicii ]@grusal olmayacak sekilde n noktay1 diizleme yerlestirirsek,

nH1TFnH8
cesitkenar tiggen elde ederiz.

6

Ispat: n noktayr yerlestirilmis olalim ve ikizkenar iicgen sayisina X diyelim. Bu
ticgenlerin taban sayist da Yy olsun. (eskenar iicgenlerin taban sayisini ii¢, eskenar
olmayan ikizkenar ti¢genlerinkini bir sayariz). Agik olarak y X . Bu noktalardan
olusan her dogru pargasi en fazla iki tiggenin tabani olabilir, eger olmazsa ii¢ nokta

dik kenarortaylarin iizerinde bulunur. Bdylece en fazla 2" tane iiggen vardir.

n n n Fn H 1f'|fn I:I8f'

Sonug olarak en az ; H2 = tane gesitkenar tiggen vardir.

3 2 6
Giivercin yuvasi prensibine gore, en az 13 noktanin ayni renk ile boyandigini buluruz.

13.12.5

Enaz; =130 ¢esitkenar {iggenin koselerinin ayn1 renk oldugu gosterilmis

oluruz.

12



S.32) ABC iiggenin i¢inde herhangi {igii dogrusal olmayan 7 nokta veriliyor. Bu 7

1
nokta arasinda Oyle ti¢ nokta vardir ki, olusturdugu tiggenin alam1 4 A( ABC) den

kiiciik veya esit oldugunu gosteriniz.

COZUM:
A
D E
B 2 C
ABC tliggenini sekildeki gibi alanlar1 es iki liggen ve ‘t,)ir paralelkenara ayiralim.
Giivercin yuvasi ilkesinden ayni sekil iginde en az ;E +1=3 nokta vardir. Bu li¢

1
noktanin olusturacagi tiggenin alam ~—4 A( ABC) den kiigiik veya esittir.

S.33) Diizlemde herhangi ii¢ii dogrusal olmayan 13 nokta veriliyor. Bu 13 nokta
sar1, kirmizi, mavi veya yesil renkten birine boyaniyor. Boyanan bu noktalar1 kose
kabul eden ve tiim koseleri ayni renkte tane olan tiggen sayisi en az kagtir?

COZUM:

Renkler yaklagik esit dagitilirsa, yani 6rnegin 3 sar1, 3 kimizi, 3 mavi, 4 yesil renkte
olursa kdseleri ayni renkte olan liggen sayisi

3 3 34
G G G T7olur.
3 3 3 3
Renkler baska sekilde dagitilirsa en az 5 nokta ayni renkte olur. Dolayisiyla koseleri
ayni1 renkte olan liggen sayis1 en az
5 3 3.
G G 112 olur.
3 3 3
O halde cevap 7 dir.

S.34) Kenar uzunlugu 3 birim olan bir karenin i¢ bolgesinde 6 farkli nokta aliniyor.
Bu alt1 nokta arasindaki uzakligin ikiden kiiciik oldugu iki noktanin bulundugunu
gosteriniz.

13



CcOzUM:

Sekilde goriildiigii gibi kareyi 5 dikdortgene ayiralim. Alt kisimdaki

Ug es dikddrtgenin boyutlart 1 x \/Eolsun. Buna gore, bu dikdortgenlerin

Kosegen uzunluklari 2 olur. Ustte bulunan iki dikddrtgenin boyutlar1 ise

xF3

I\le

\/3 f 4 tiir. O halde bu iki dikdortgenin kdsegen uzunluklari
<
3 2 _ 2
- .F3
o )P f < 4tir
2

O halde bu iki dikdortgenin kdsegen uzunluklart 2 den kiigiiktiir. Giivercin yuvasi
ilkesine gore, verilen 6 noktadan Oyle iki nokta vardir ki, bu ikisi elde edilen bes
dikdortgenin i¢inde veya tizerindedir. Buna gore bu iki nokta arasindaki uzaklik en
fazla 2 olur. Buda bu iki noktanin altta bulunan ii¢ dikdoértgenden birinin karsilikli iki
kosesi iizerinde olmasi halinde gegerlidir. Buda noktalardan birinin karenin {izerinde
olmasi demektir. Bu durum, alt1 noktanin karenin i¢ bolgesinde olmasi durumu ile
celisir. O halde aranan sart1 saglayan iki nokta vardir.

S.35) Bir diizlemin biitiin noktalart iki renkle boyanirsa, dort késesi de ayni renkte
olan bir dikdortgen vardir.

Cozim:

Sekildeki gibi 21 nokta alalim. Her siitunda en az iki nokta ayn1 renkte olacak. Bu iki
3

noktay1 T 3 yolla rengi 2 yolla segebiliriz. Boylece 6 degisik durum olabilir.

2

7 > 6 oldugunda iki fark: siitunda ayni renk ve ayni satirda iki ¢ift nokta bulunur.
Bu dort nokta bir dikdortgenin kdseleridir.
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Not: 3 x 6 seklinde 18 nokta secmemiz ispat i¢in yeterli degildir.
SBBBSS
BBSSSB
BSBSBS
Goriildiigii gibi koseleri bu 18 noktadan olusan bir dikdortgen yoktur. O halde bir
stitun daha eklemeliyiz. Cevap 21

S.36) Kenar uzunlugu 2 olan bir eskenar ti¢genin i¢inde alinan bes noktadan en az
iKisi arasindaki uzakligin 1'den kiiciik veya esit oldugunu gosteriniz.

Cozim:

Uggenin {i¢ kenarinin orta noktalarmi birlestirelim. Boylece iiggeni kenar
uzunluklar1 1 olan dort eskenar tiggene ayirmis oluruz. Bu {iggenin icinde bes nokta
alirsak en az ikisini aynm kiigiik ticgenden almak zorunda kaliriz. Ve kanitimiz
tamamlanmis olur.

S.37) Herhangi ii¢ tamsayidan a 3 - ab® sayis1 10’ a boliinebilecek sekilde iki tane
a ve b sayisi secilebilecegini gosteriniz.

CcOZUM:

a®b - ab® =ab(a-b) (atb) sayist daima gift say1 oldugu agiktir.
A veya b sayilarindan biri, 5k formunda ise sorun yok yani say1 10’a boliiniir.

Eger 5k formunda degilse ti¢ say1 Sk+1 ya da 5k+2 formunda olacaktir. Giivercin
yuvasi ilkesine gore, sayilardan ikisi bu iki formdan birine ait olmalidir. Dolayisiyla,
toplamlar1 ya da farklar1 5 * in kat1 olmalidur.

S.38) f(x), katsayilar1 tamsay1 olan bir polinom olsun. Eger f(x) = 2 esitligini
saglayan li¢ tamsayr varsa, f(x) = 3 esitligini saglayan bir tamsayr olmadiZini
kanitlayim.

Coziim:

Once p ve q sayilar1 ne olursa olsun, p — q sayisinin f(p) — f(q)’yu boldiigiinii
gosterelim. Simdi f(a) = f(b) = f(c) = 2 ve f(d) = 3 olsun. Bu durumda,

(d—a)|(f(d)—f(a))=3—-2=1
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(d—b)|(f(d)—f(b))=3-2=1
d—c)|(f(d)—f(c))=3—-2=1

Oldugundan, d —a, d — b ve d — ¢ sayilar1 ya 1’e ya da —1’e esit olmalidir. Giivercin
yuvasi ilkesine gore bu {i¢ sayidan en az ikisi birbirine esit olmali. Bundan da a, b ve
¢ sayllarindan en az ikisinin esit olmasi gerektigi ¢ikar. Bdoylece kanitimiz
tamamlanmustir.

S.39) 17 tane pozitif tamsayidan olusan bir kiimenin bazi 5 elemanli alt
kiimelerinin elemanlarinin toplaminin 5 in kati oldugunu gdsteriniz.

CcOZUM:

Bir tamsayinin 5 ile béiimiinden elde edilebilecek kalanlar 0,1,2,3,4 olmak iizere
bes tanedir. 17 sayi1 icinde elde edilebilecek kalan sayis1 5 tanedir. Eger segilen bes
elemanlt alt kiimedeki sayilarin bes ile bolimiinden elde edilen kalanlar farkli ise
0+1+24+3+4 = 10, dolayisiyla 5’in katidir.

En kotii durumu diistinelim. 17 sayidan elde edilen kalanlar sadece 4 tane ise ve
herbirinden 4 tane sayr varsa kalan son say1r bu dort kalandan biri ile ayni
olacagindan bu bes saymin toplam1 gene 5’in  kati olur

S.40) 1 den 30’a kadar numaralandirilmis 30 adet topun bulundugu A torbasindan
rasgele toplar secilip bos bir B torbasina atilacaktir. B torbasinda, birinin numarasi
digerinin ii¢ kati olacak sekilde iki topun bulunmasini garantilemek igin A
torbasindan en az kag top segilmesi gerekir?

COZUM:

30 wun ticte  birinden  biiyiik biitin numaralar bu sart1 saglar.
~ ® —
30,29,28,...12,11  Bunlarin %smda kalan 3, 2@) numaralarda saglar. Yani 22

elemanl E’:O, 29, 28,..12,11, 3,2 kiimesindeki  numarali toplar1 gekersek bu kot

durumdur. Giivercin yuvasi ilkesine gore 1 top daha ¢ekersek, birinin tizerindeki
numara digerinin 3 kat1 olur.

S.41) 99 tane kartin bir yiiziine 1, 2, 3,..., 99 sayilar1 yazilmistir. Kartlar karistirilir
ve Oteki yiizlerine yeniden 1, 2, 3,..., 99 sayilar1 yazilir. Her kartin iki yiizindeki
sayilarin toplami alinir. Bu 99 toplamin ¢arpiminin ¢ift say1 oldugunu gosteriniz.

CcOzUM:
1, 2, 3,..., 99 sayilan1 arasinda tek sayilar ¢ift sayilardan bir fazla oldugundan
giivercin yuvasi ilkesine gore en az iki kartin her iki yiiziinde tek say1 yazilmis
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olacak. Bu kartin iki yliziindeki sayilarin toplami ¢ift olacak. Dolayisiyla kartlarin
lizerinde yazil1 olan sayilarin toplamlarinin ¢arpimi da ¢ift say1 olacaktir.

S.42) Bir toplantiya katilan 100 kisiden her biri geriye kalan 99 kisiden en az 66 ‘s1 ile
tanisiyor. Herhangi 4 kisi alindiginda bunlardan bir biriyle tanismayan ikisi bulunur.
Boyle bir durum olabilir mi?

COZUM:

Olabilir. 100 kisi her biri A , B kiimelerine ve 34 kisilik C kiimesine ayiralim. Her
kiimedeki tiim kisiler diger iki kiimedeki tiim kisilerle tanigsin, fakat kendi
aralarinda tanismasin. O halde herhangi 4 kisi aldigimizda giivercin yuvasi
ilkesine gore bu kisilerden en az ikisi ayn1 kiimeden segilecektir. Dolayisiyla
birbiriyle tanigsmayacaktir.

S.43)1,2,3,...,99, 100 sayilar1 arasindan 11 tane say1 se¢iliyor. Buna gore, bu
11 saymin altkiimelerinden en az iki tanesinin elemanlari toplaminin ayni
olacagini kanitlayiniz.

COzUM:
11 elemanli bir kiimenin eleman sayis1 11°den az olan ve bos kiimeden farkli 2

H 2 T 2046 tane altkiimesi vardir. bu alt kiimelerden herhangi birinin elemanlar
toplami en fazla

91+92+93+...+99+ 100 =955

olacaktir. Buna gore, giivercin yuvasi ilkesi uyarinca, elemanlar1 toplami birbirine

esit olan iki tane alt kiime bulunacaktir. Eger bu kiimelerin ortak elemanlar1 varsa,
bu elemani iki kiimeden de ¢ikararak kesisimleri bos kiime olan ve elemanlari
toplamlar1 ayni olan iki alt kiime elde edebiliriz.

S.44) 1, 2, 3,..., 99,100 sayilart arasindan 51 tane sayi segiliyor. Buna gore, bu
51 say1 arasinda ki sayilardan birinin, bir diger say1y1 bdlebilecegini gosteriniz.

COZUM:

50 tek sayiyi, 1, 3, 5,..., 99 sayilarini alalim. Her biri i¢in bir kutu diisiinelim. Bu
kutular hem saymin kendisini hem de say1 ile 2’nin kuvvetinin ¢arpimini igersin. Buna
gore ilk kutu 1, 2, 4,8,16,..., ikinci kutu 3, 6,12, 24, 48,... olarak gidecektir. Eger 51
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say1 secersek gilivercin yuvasi ilkesine gore bu iki sayr mecburen aym kutudan
secilecektir. Yani sayilardan biri 2" k iken digeri 2" k olacak ve ayni K garpanina sahip
olacaktir. Dolayisiyla sayilardan biri digerini bolecektir.

S.45) 1, 2, 3,...,12 sayilarini, iki komsu say1 arasindaki fark 3, 4 veya 5 olacak sekilde,

cember iizerinde yazmak miimkiin miidiir?
COzZUM:

Sayilarin  kosullara uygun sekilde yerlestirildigini  varsayalim.
O halde 1, 2, 3, 10, 11, 12 sayilar1 yan yana gelmedigi i¢in geriye kalan 6 sayidan
birer tane bu sayilarin aralarma yerlestirilmistir. Diger taraftan 4 sayisi bu
sayilardan sadece 1 ile komsu olabilir. Bu bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski bdyle bir
yerlesmenin miimkiin olmadigini kanitlar.

S.46) 2007 " H1 sayisinin son 2007 rakamu sifir olacak sekilde bir pozitif tam sayinin
var oldugunu gosteriniz.

CcOZUM:

Giivercin yuvasi ilkesine gore 2007 sayisinin son 2007 rakami ile ayni olacak
sekilde m Kk igin bir 2007" sayis1  vardir. Ciinkii , 2007% sayisi ve 2007"
sayisimnin 10207 ye boliimiinden en fazla 10297 farkl1 yani sonlu sayida kalan elde

edilebilir. Budurumda , 2007% sayisi ile 2007" sayisinin son 20007 rakami
birbirini ayni olacak sekilde, k ve m pozitif tamsayilari bulmak her zaman
miimkiindiir. Buna gore,

2007 ™ H 2007 = 2007 kK F2007 ™ # f{1f= m 102007

Yazilabilir. 2007 sayis1 2 ve 5’e bolinmediginden , 2007 ™ Hk (1= a.102097 olacak
sekilde bir say1 olmalidir
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S.47) Asal garpanlari sadece 5, 7, ve 11 asal sayilardan olusan 9 tane sayi1 iginde
carpimlar1 tam kare olan iki say1 bulundugunu ispatlayiniz.

COZUM:

9 say1, 5 * 7 Y11* seklindedir. Bir saymin tam kare olabilmesi i¢in, tiim asal ¢arpan-
larin kuvvetleri ¢ift olmalidir. ( X, Y, z ) Ugliisiinde X, y , z tek ve ¢ift olma durumuna

gore,

(T,T,7), T.T,0), T.C,T), (C,T.T), (C.C,T), (C.T, ), (T.C, O),ve (C,T, C) olabilir.
Yani 8 durum vardir. O halde giivercin yuvasi ilkesine gore, 9 say1 i¢cindeki sayilardan
en az ikisinin tsleri tek, ¢ift olma durumuna sahiptir. Bu iki say1 birbiriyle ¢arpilirsa
isler (C,C, C) olur. Buna gore, 9 say1 i¢inde ¢arpimlari tam kare olan iki say1 vardir.

S.48) ilk dort ve son dort 2009 olan ve 2007 ye béliinen bir sayinin bulundugunu
gosteriniz.

COzUM:

A T 2009007...2009 sayisin1 gdz oniine alalim.

B

A T 2009007...2009 T 2009007.10 ¥ G B.10 * G 2009

B

T 2007000.10% G 2007.10% G 2007 G B.104 G 2

Oldugundan, A sayisinin 2007’ye boliinmesi i¢in, B.10* G 2 sayisin1 2007’ye
boliinecek sekilde segmemiz gerekir.

B.10* G 2 sayis1 2007’ye boliinecek sekilde  bir B sayisimn oldugunu
ispatlayalim.
Olmayana ergi yontemini kullanalim. Bu sekilde bir B sayisinin olmadigini
kabul edelim. Yani,

nT0,1,23,.., 2006 i¢in, B.104G2 sayist  2007°ye  bolinmesin.
Bu durumda giivercin yuvasi ilkesine gore, B.10 462, sayis1 en az iki B1, B2 sayisi

icin, 2007’ye bolimiinden aymi kalani verir ve bu iki saymin farki 2007 ye
boliiniir ki bu bir ¢eliskidir. O halde

B.10 % G 2 sayis1 2007 ye béliinecek sekilde bir B sayis1 daima vardr.
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S.49) a1,4a2,..., dn tam sayilari veriliyor.

are1Garer G...Gas Toplamina béliinebilecek sekilde, Ors$n
kosulunu saglayan r ve s sayilarinin oldugunu ispatlayiniz.

COZUM:

SoTOvek=1,2,3,...,nicin, Sk T a1 G a2 G ... G ak olsun. Bu sekilde n+1
tane toplam elde edilir. Giivercin yuvasi ilkesine gore, bu n+1 toplamdan en az iki
tanesi n’ye boliindiigiinden ayni kalan1 vermelidir. Ayni kalan1 veren toplamlar Sy ve
Ss olsun.

BudurumdaSs HSr Tara1 Gara2 G ... G as, farki nye boliiniir.

S.50) B —=1, 2, 3,...,100 olmak iizere; B nin herhangi iki elemaninin

toplam1 125 degilse B kiimesi en fazla kag¢ elemanlidir?
COZUM:
Toplamlart 125 olan say1 ikilileri
(25,100),(26,99),(27,98),...,(62,63)

Olmak tizere 38 tanedir. B kiimesine bu ikililerden sadece 1 tanesi dahil edebiliriz.
~1,2,3,.., 24 Kiimesinin herhangi bir kombinasyonu da istenen sart1 saglar.

Dolayisiyla bu sayilarin her biri kiimeye ilave edilirse B kiimesinin elemanlarinin en
biiyiik degeri, 38+24=62 elde edilir.

S.51) 63 ten kiigiik 6 farkli pozitif tam say1 i¢inden , b @ 2B olacak sekilde a ve b
sayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.

—
ispat: 1,2, 3,..,126 sayilannmi D<@ 2D esitsizligini saglayacak sekilde 5
kiimeye ayiralim. Bu kiimeler,

—1,28® 34568 .-.78.148  __1516.. 308 , 31,

32,... 62@

Seklinde olacaktir. Giivercin yuvasi ilkesine gore 6 sayi icerisinde en az ikisi bu 5
kiime gurubundan birinde olmalidir. O halde b a 2b olacak sekilde a ve b sayilari
vardir.
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S.52) 1,2, 3,...,105Kﬁmesinin elemanlarindan 56 tanesi se¢ildiginde
farki 10 olan iki elemanin varligini gosteriniz.

COZUM:
- - - — - ® —

Bu kiimenin elemanlarini 1,11 2,12 3,13...10, 20 11,21 12,22 ...
—_— &— & @&

30,40 31,41... 90,100 50 tane iki elemanli ve elemanlarinin farki 10 olan

— - - B - ®-. @&

kiime ile 101 102 103 104 105 5 tanede bir elemanli olmak tizere 55
kiimeye ayirdik. Bu 55 kiimenin her birinden bir eleman secersek farki 10 olan
herhangi iki eleman se¢mis olamayiz. Bir eleman daha segersek iki elemanli
kiimelerden birini se¢mis oluruz. Gilivercin yuvasi prensibince farki 10 olan iki
say1 bulunacaktir.

S.53) —1, 4, 7,10...,100 kiimesinin elemanlarindan segilen herhangi yirmi
sayidan olusan kiime A olsun. A kiimesinde toplamlar1 104 olan iki sayimin oldugunu
gosteriniz. (Putman 1978)

COZUM:
1 4.7 .. . 100 dizisinde 190H1

, 51T
_ 8. ®_ B ® s _3 @
1 52 4100 7,97 10,94 ... 49,55

34 tane terim vardir. Bu diziyi

Seklinde 18 tane gruba ayirdigimizda 1, 53, 4, 7, 10, ... 49 u secelim. Bunlarin
toplam1 104 etmez. Fakat 20 tane say1 sectigimizde Giiverci yuvasi ilkesine gore
yukaridaki ikililerin 104 {i tamamlayanlarindan ikisi kesin se¢ilmis olacaktir.

S.54) 1,2,3, ... ,99,100 sayilar1 arasindan 51 say1 segiliyor. Buna gore bu 51
sayidan iki tanesinin aralarinda asal oldugunu kanitlayiniz.

COZUM:

Varsayilan bu 100 say1 arasindan (1,2),(3,4),(5,6),...,(99,100)
seklinde ikililer olugturalim. 51 say1 sececegimiz i¢in giivercin yuvasi ilkesi geregince
bu sayilar arasinda ( k, k+1 ) ikilisi bulunacaktir. Buna gore k+1 ve k sayilarini bolen
p asal sayisi varsa, bu asal say1 ( k + 1 - k ) =1 sayisin1 da bolecektir ki bu durum
celiski olur. Demek ki ( k, k+1 ) sayilarinin asal olan ortak béleni yoktur.
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S.55) 3x3 liikk bir tablonun her bir karesine 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sayilarindan
birini, ortak kenara sahip iki karedeki sayilarin toplami asal say1 olacak sekilde
yazmak miimkiin miidiir?

COZUM:

3x3 lik bir tablonun merkezindeki kareye yazilan say1r x olsun x cift say1
oldugunda, x in komsusu olan karelerdeki dort sayi, toplaminin asal say1 olmasi i¢in
tek sayr olmalidir. Bu durumda giivercin yuvasi ilkesine gore bes adet tek sayi
oldugundan iki tek sayr ortak kenara sahip iki karede olacak ve toplamlari ikiden
biiyiik ¢ift say1 olacagindan asal say1 olamayacaktir.

X tek sayr oldugunda, X’in komsusu olan Karelerdeki  dort sayr mod3 te
X+2, x+4, x+6, x+8 olacaktir. Bu sayilardan birisi 3ten  biiyiikk ve ii¢iin kat1
olacagindan asal say1 olamaz.
Cevap: miimkiin degil

S.56) 6x6 boyutlu bir tablo karelerin higbir ortak kenar1 veya kosesi
bulunmayacak sekilde en fazla kag karesi boyanabilir?

COZUM:

2x2 lik karelerin i¢inde bir tane boyanmis kare olabilir. Buna gore boyanan
66"

2 X2

karelerin higbir ortak kenari veya kosesi bulunmayacak sekilde en fazla 9

kare boyanabilir. 9 igin 6rnek yukaridaki sekildeki gibidir.
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S.57) Bir yarismada tiim sorular1 ¢ozen yarismact yoktur. Her bir soru tam olarak
tic 6grenci tarafindan ¢oziiliiyor ve her bir soru ikilisini ¢6zen de bir 6grenci vardir.
Buna gore yarismada sorulan soru sayisi en fazla kag olur?

COZUM:

Yarigsmada 1,2,3,...,n soru sorulsun. 1. soruyu A, B, C adli yarigmacilar ¢6zmiis
olsunlar. Sorulardan her biri tam olarak bir 6grenci tarafindan ¢6ziilmiis oldugundan,
diger her bir soru, A, B veya C tarafindan ¢6ziilmiis olacaktir. Buna gére soru sayisi
en az 8 olsun. Giivercin yuvasi ilkesine gore diger 7 sorunun en az {i¢ii A, B veya C
den biri tarafindan ¢6ziilmiis olacaktir. Diger 7 sorunun en az iigiinii ¢6zen A olsun.
Bu ii¢ soruda 2, 3, 4 numarali sorular olsun.1, 2, 3, 4 sorularindan en az ikisini ¢6zen
tek kisi A dir. Tiim sorular1 ¢ozen 6grenci olmadigindan A nin ¢ézemedigi soru 5
numarali soru olsun. Hem 5. soruyu hem de ilk soruyu ¢ézen bir kisi vardir ve bu kisi
A degildir. 2, 3, 4 sorular1 i¢in bu gecerli oldugundan 5. soruyu 4 kisi olmalidir.
Celiski. Demek ki en fazla 7 soru olabilir.

Ogrenciler (Cozdigii problemler
A 1,2,3
B 1,4,5
C 1,6,7
D 2,4,6
E 2,57
F 3,4,7
G 3,5,6

S.58) Bir okulda 300 erkek ve 300 kiz 6grenci bulunmaktadir. Bu 6grenciler esit
sayida bes sinifa konuyor. Her bir sinifta en az 33 erkek ve 33 kiz 6grenci bulundugu
biliniyor. Ayn1 siniftan bir erkek ile bir kiz 6grenci bir grup olusturarak yarismaya
katilabiliyor. Grubu olan bir 6grenci baska gruba katilamiyor. Buna gore kesin
olusturulabilecek gruplarin sayist en ¢ok kag olur?

COZUM:

Okulda 600 6grenci bes sinifa esit olarak dagitilirsa, her sinifa 120 6grenci diiser.
Her sinifta en az 33 erkek, 33 kiz 6grenci oldugu biliniyorsa, her sinifta en fazla 54
kisilik bos yer var demektir. Siniflart A, B, C, D, E seklinde adlandiralim. Kiz
ogrencilerden simiflara yerlestirmedigimiz 300-5x33= 135 Ogrenci var demektir.
Giivercin yuvasi ilkesine gore 135-54x2=27 6grenci (kiz ve erkek) ayni sinifta olmak
zorundadirlar. Kesin olusturulabilecek gruplarin sayisi, 33x5 + 27 =192 dir.
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S.59) Kiigiik bir kasabada 20 ¢ocuk bulunmaktadir. Bu ¢ocuklardan herhangi ikisi
ortak biiyiik babaya (dedeye ) sahiptir. Her cocugun farkl: iki dedesi vardir. En az 14
¢ocugun orta dedesinin ayni kisi oldugunu gosteriniz.

COZUM :

Tiim ¢ocuklarin ortak dedesi yoksa dedeleri A ile B ve A ile C olan iki ¢ocuk
alalim. A tiim ¢ocuklarin ortak dedesi olmadigindan bir ¢ocugun dedesi degildir. O
halde bir ¢ocugun dedeleri B ve C olmak zorundadir. Bu durumda herhangi bir
¢ocugun da dedeleri ya A ile B, ya A ile C , ya da B ile C olmak zorundadir.
Dolayistyla bu 20 c¢ocugun dedeleri sadece A, B ve C den olusmaktadir. Yirmi
¢ocugun 40 dedesi olacagindan, 40 ¢ocugun 3 dedeye dagiliminda, giivercin yuvasi
ilkesine gore kutulardan birinde 13 ten fazla yani 14 top bulunacaktir. (40=3.13+1) O
halde bu 20 ¢ocuktan en az 14 ii ortak dedeye (biiylikbabaya) sahiptir.

S.60) n tane ti¢ basamakli say1 nasil se¢ilirse se¢ilsin bunlarin arasinda 7 modunda
birbirine denk olan en az bes tanesi ve 9 modunda birbirine denk olan en az dort
tanesi bulunursa n en az kagtir?

COZUM: cevap 29
Bir say1 mod 7 de 7 farkli deger alabilir. n tane ii¢ basamakli say1 nasil segilirse

secilsin bunlarin arasinda 7 modunda birbirine denk olan en az bes tanesinin olmasi
icin Giivercin yuvasi ilkesinden, 4x7 + 1= 29 bulunur.

29 say1 igerisinden de 3x9 + 1= 28 oldugundan 9 modunda birbirine denk olan
Giivercin yuvasi ilkesine gore, en az dort tanesinin bulunmasi kesindir.

S.61) Kenar uzunlugu 2 birim olan bir diizgiin altigenin i¢ bolgesinde 25 nokta
alinmistir. Bu noktalar arasindaki uzaklik en fazla 1 birim olan ikisinin
secilebilecegini gosteriniz.

COZUM:

Sekilde goriildiigli gibi, kenar uzunlugu 1 birim olan 24 tane eskenar tiggen vardir.
Giivercin yuvasi ilkesine gore bu 25 noktadan en az iki tanesi bir eskenar iliggenin
icinde olup bu iki nokta arasindaki uzaklikta en fazla 1 birimdir.
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S.62) 3 x 4 boyutlu dikdortgenin ig¢inde 6 nokta alimiyor. Bu noktalardan
aralarindaki uzaklik /5 ten bliylik olmayan ikisinin bulundugunu kanitlayimniz.

CcOZUM:

Dikdortgeni sekildeki gibi 5 parcaya ayiralim. 6 noktadan en az ikisi bu
pargalardan birinin i¢inde bulunacaktir. Bu par¢alardan her birinde iki nokta

arasindaki uzaklik en fazla /6 birim oldugu kolaylikla hesaplanir. Giivercin
yuvast ilkesine gore 6 se¢mis olursak en az iki nokta bir parcanin icerisinde

kalacaktir. Bu iki parc¢a arasindaki uzaklik da +/5 birimden az olacaktir. Bu da
iddiamiz1 kanitlar.

S.63) 30 kisilik bir satrang turnuvasinda, sampiyon “3 kez yenilen elenir” kuraliyla
belirlenecektir. Buna gore en az kag mag yapilmalidir.( UAMO-2005)

COZUM:

En az mag yapilmasi i¢in, sampiyon olacak kisi hi¢ yenilmemelidir. Sampiyon
olacak kisi A, ikinci B ve iiglincii de C olsun. A herkesi; B, A disinda herkesive  C
de, A ile B disinda herkesi yensin. Bu durum da 29+28+27=84 mag¢ yapilmis olur
ve boylece A, B, C disindaki tiim yarigmacilar elenir. C iki kez ve B de bir kez
yenildiginden, her ikisinin de elenmesi i¢in 3 mag yeterlidir. Dolayisiyla 84+3=87
mag yapilmalidir.

S.64) Bir kasanin bes kilidine ait anahtarlar ¢ogaltilarak sekiz kisiye, bu sekiz
kisiden herhangi besinin birlikte kasayr agmalarini olanakli kilacak bigimde
dagitilacaktir. Anahtarlarin toplam sayisi en az ne olmalidir. (UMO-2002)

COZUM:

Anahtarlarin sayist 20 den az olursa, kilitlerden birine ait anahtarlarin sayis1 4’ten az
olacak. Anahtarlar dagitildiginda bu kilide ait anahtarlar en fazla 3 kisiye verilebilecek.
Geriye kalan 5 kisi birlikte bu kilidi agamayacaklar. Diger taraftan, 4 kisi alinip, bunlarin
her birine kilitlerin her birinin anahtar1 ( toplam 4.5 = 20 anahtar ) verilirse, herhangi 5
kisi alindiginda Giiverci yuvasi ilkesine gore anahtar verilmis 4 kisiden en az biri bu 5
kisinin arasinda olacak ve tiim kilitleri agabilecek. Cevap: 20
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S.65) Dogru yada yanlis segenekli 10 sorudan olusan bir test sinavinda 6grenci
sorulardan herhangi 5 tanesini dogru kalan 5 tanesini de yanlis isaretlediginde en
az 40 puan almasini istiyorsak, bu sinavin cevap anahtarlarim1 kag farkl sekilde
hazirlayabiliriz. (Her dogru cevap 10 puan)

COZUM:

Cevaplarin tamami dogru oldugunda 6grenci en az 50 almayr garanti eder. Bu
durum dogru cevaplarin tamaminin yanlis olarak ayarlanmasi durumunda da
gecerlidir. Dogru cevaplar 9 dogru 1 yanlis olarak ayarlandiginda da 6grenci en az
40 puan alir. Bu durum dogru cevaplarin 9 yanlis 1 dogru olarak ayarlanmasinda
da gecgerli olur. Dogru cevaplar 8 dogru 2 yanlista 6grencinin en az 40 puan
alamayacagini1 gosterelim.

DDDDDDDDY Y cevap anahtari
YYYYYDDDD D 6grencinin cevap anahtari
O halde, soruda verilen sartlarin saglanmasi igin;

10 sorunu dogru cevaplarinin tamami dogru veya yanlis olmali yada 9 u dogru 1
yanlig veya 9 u yanlis 1 1 dogru olmali. Bunlarin farkli siralanislar sayisi ise,

1G1G10 Glo T 22 bulunur.

1 1

S.66) 1,2, 3,...,2016 sayilarindan en fazla kag tane say1 dyle secilebilir ki,
sec¢ilmis sayilardan alinmais higbir ikisinin toplami bunlarin farkina béliinmesin?

COzUM:
Fof

Bu sayilardann 1 mod 3 kosulunu saglayan 672 tane sayiyi, Yani
1,4,7,10, ..., 2014 sayilarin1 alalim. Bunlardan n ve m gibi herhangi ikisini

nGm 1mod3 ~ nHm 1mod3f oldugunda n+m toplam

z z

aldigimizda F f ve F 1
n-m farkina béliinmez. Diger taraftan 672U den fazleb sayl ahndlglnda giivercin

yuvastilkesinden 1 2,3,4,5,6, 7,8, 9 2014 2015, 2016

kiimelerinden birinden en az iki eleman alinmis olacak. Bu iki elemanin farki ya 1
ya da 2 olacak. Her iki durumda bunlarin toplami farklaria boliinecek (¢iinki her
iki saymin farki ciftse, toplami da cifttir).
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S.67) Bir kongreye 7 degisik tilkeden 281 kisi katildi. Bu kisilerden herhangi
6’s1t secildiginde bunlardan en az iki kisinin aym1 yastan oldugu biliniyor.
Katilanlar arasindan ayni iilkeden, ayni cinsten ve ayni yastan olan 5 kiginin
secilebilecegini kanitlayiniz.

COZUM:

Glivercin yuvasi ilkesinden ( 281 = 7 x 40 + 1) iilkelerin birinden en az 41
kisinin katildig1 ve bunlardan en az 21’nin ayni cinsten oldugu elde edilir. Bu 21
kisi arasindan her yas grubundan en fazla dordiiniin bulundugunu varsayalim. O
halde bu kisilerin yas grubu sayisi en az 6 dir. Her yas grubundan birer kisi alarak
celiski elde ederiz. Dolayisiyla bu 21 kisi arasinda ayn1 yas grubundan olan en az
bes kisi bulunur.

S.68) n tane 1997 sayisinin yan yana yazilmasiyla elde edilen, 4n basamakli
199719971997...1997 sayis1 1999’a tam bdliinecek sekilde bir n sayisinin buluna-
bilecegini gdsteriniz.

CcOzUM:

1997,19971997,199719971997,...,199719971997...1997

2000 tan 1997
sayilarini géz oniline alalim. Bu sayilardan biri 1999’a bdliiniiyor ise, ispat biter.
Eger bolinmiiyor ise, giivercin yuvasi ilkesine gore bu 2000 tane say1 iginde
1999’a boliindiigiinde ayni kalan1 veren iki say1 mutlaka vardir. Bu durumda bu
sayilarin farki 1999’a boliiniir ve bu iki saymnin farkinin sonundaki sifirlar
atildiginda elde edilen say1 yine 199719971997...1997 formundadir. Yani 6yle bir
199719971997...1997 sayis1 vardir ki 1999’a boliiniir.

S.69) bir satonun mahzeninde her birinde 3 kilit bulunan 10 kapinin arkasindaki
hazineyi koruyan 7 ciice vardir. Kilitlerin anahtarlar1 birbirinde farklidir ve her
clicede bazi kilitlerin anahtarlar1 vardir. Ciicelerden herhangi dordi bir araya
geldiginde biitlin kilitler a¢ilip hazineye ulasilabiliyor. Buna gore, tim kapilari
acarak hazineye ulasilabilmeyi miimkiin kilan {i¢ clicenin varligini gosteriniz.

COZUM:

Simdi bu durumun aksini varsayalim. Yani tiim kapilar1 agarak hazineye

ulasilabilmeyi miimkiin kilan {i¢ ciice olmasin. Yedi ciice arasindan {i¢ tanesini
7.
segerek olusturulabilecek ticliilerin sayist 3 T 35 tir. 35 farkli tiglii ve 30 farkli

anahtar var. Yani en az iki igliiniin eksik anahtar1 aymidir. Bu iki {G¢liiniin
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birlesimi en az dort kisiden olusur. Bu durumda aymi anahtar1 eksik dort kisi
bulunabilir. Bu da ciicelerden herhangi dordii bir araya geldiginde biitiin kilitler
acilip hazineye ulasilabiliyor durumu ile ¢elisir. O halde tiim kapilar1 agarak
hazineye ulasilabilmeyi miimkiin kilan {i¢ ciice vardir.

S.70) 2015’den kiigiik ve 1’den biiyiik olup ikiser ikiser aralarinda asal olan her
15 pozitif tam sayidan en az birinin asal oldugunu kanitlayiniz.

COZUM:

Tersini varsayalim. Yani hig biri asal olmayan ve kendi aralarinda asal olan 2015

ten kii¢iik 15 sayinin bulundugunu varsayalim. Bunlar a1, a2, as,..., a1s olsun. Bu
sayilarin her  birinin en kiigik asal ¢arpanlari p, p, P, .. p.olsun,.
1 2 3 1 5

2015454  oldugundan Karesi 201%5) ten kugik asal sayilar kiimesi
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 dir. Bu

kiimenin 14 tane elemani vardir.  pi lerin her biri N 2015 ten biiyiiktiir. Ornegin
pt 2015 ap2 t2015 olur. Geliski.  Yani p lerden biri asal

olmak zorundadir.
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MATEMATIK OLIMPIYATLARI SINAVLARINDA CIKMIS VE GUVERCIN
YUVASI ILKESIYLE COZULEBILEN SORULAR:

1.)k 3 olmak tizere, k degisik tam sayidan herhangi {i¢iiniin toplam1 bir asal
sayl ise, k en ¢ok kag olabilir? (UIMO 2005)

a) 3 b) 4 0)5 d) 6 e) Hicbiri
COZUM: cevap A

Sayilardan biri ¢ift ise en fazla 3 sayr olabilir. Ikisi ¢ift, biri tek; aksi taktirde
toplami1 2’den biiyiik bir ¢ift say1 olan bir li¢lii bulunur. Sayilarin hepsi tek olsun.
k 5 ise mod3’e gore ya birbirine denk ya da mod3’e gore birbirinden farkli 3 sayi
bulunur. Her iki durumda bu 3 saymin toplami 3’e boliinecek ve sayilar
birbirinden farkli oldugundan 3’ten biiyiik olacaktir. O halde k 4 tiir. 1, 3, 7, 9
sayilar1 kosulu sagladigindan k *nin en biiyiik degeri 4 tiir.

2. ) Bir gember istiinde, aralarindaki uzunluklarinin aldig: farkli degerlerinin
sayist 100 den ¢ok olmayacak bigimde n nokta alintyor. n en ¢ok kag olabilir?
(UIMO 2005)

a) 100 b) 101 ¢) 102 d)200 e 201
COZUM: cevap A

Nokta sayist 201°den biiyiikse, noktalarin birinden (bu noktay: A ile gosterelim )
gegen ¢apla ¢emberi iki ayri ¢embere ayiralim. Bu yar1 g¢emberlerin birinin
izerinde en az 102 nokta (A ile birlikte) bulunacak. A’dan bu noktalara kadar olan
uzakliklar birbirinden farkli oldugundan en az 101 farkli uzaklik olacak. O halde n
201°dir. Ote yandan koseleri gember iizerinde bulunan diizgiin 201-genin koseleri
arasindaki farkli uzakliklarin sayist tam 100°diir.

3.) —1,23,.., 9 kiimesinin 5 elemanli hangi 6 altkiimesini alirsak
alalim

bunlardan en az bir ortak elemana sahip k tanesi bulunur “ 6nermesinin dogru
olmasini saglayan en biiyiik k tam sayis1 nedir? (UMO 2006 )

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e)5



29



COZUM: cevap D

Her biri 5 elemanli 6 kiimeyi olusturmak i¢in 6.5 = 30 eleman kullanilacak. 30

> 9.3 oldugundan, 1, 2, 3, ... , 9 sayilarinda X1 , X2 X bulunur n en az 4 kez
kullanilan biri vardir. Dolayisiyla k = 4 dnermeyi saglar. Ote yandan

AT 1,2,3458 BT-1,34568,cT-345678,
DY 456788 ET. 167898 FT-1278 98,

Kiimelerinden en fazla 4 tanesi ayn1 say1y1 igeriyor.

4. ) Ahmet tahtaya, herhangi ikisinin farki iki esit rakamdan olusan bir say1
olmayacak sekilde, en fazla kag iki basamakli say1 yazabilir? 2008(UIMO)

a) 11 b) 12 c) 13 d) 14 e) Higbiri
COZUM: cevap A

Sayilarin farkinin iki esit rakamdan olusmasi bu farkin 11°e bdliinmesi
demektir. O halde sayilarin 11’e¢ bolimiinden elde edilen kalanlar birbirinden
farkl1 olmali, dolayistyla 11°den fazla say1 alinamaz. Ote yandan 11, 12, 13, ...21
sayilar1 kosulu saglar. Cevap:11

5.) 50 kisilik bir sinifta yapilan 4 soruluk bir sinavda, herhangi 40 kisiden en az
1 kisi tam olarak 3 soruyu, en az 2 kisi tam olarak 2 soruyu, en az 3 kisi tam
olarak 1 soruyu dogru, en az 4 kisi ise biitiin sorular1 yanlhs ¢ozmiistiir. Tek sayida
soru ¢ozen 6grencilerin sayisi en az kactir? (UMO 2008)

a) 18 b) 24 c) 26 d) 28 ¢) Hicbiri

COZUM: cevap B

Tam {i¢ soru g¢Ozenlerin sayisi 11°den az olursa, geriye kalanlardan 40 kisi
secebiliriz. Bu grupta tam 3 soru ¢dzen kimse bulunmaz. Dolayisiyla tam 3 soruyu
cOzenlerin sayisi en az 11°dir. Benzer sekilde tam iki soru ¢ézenlerin sayisi en az
12, tam bir soru ¢ozenlerin sayisi en az 13 ve tiim sorular1 yanlis ¢dzenlerin sayist
da en az 14°tir. 11+12+13+14 = 50 oldugundan yukaridaki “en az” larin yerine
“tam” sOylememiz gerekir. O halde tek sayida soru ¢6zen 6grenci sayis1 11+13 =
24°tiir. Cevap:24
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6. Ust iiste dizilmis 2008 madeni paranin bulundugu bir beyaz masa ve iki bos
siyah masadan baslayarak, her hamlede herhangi bir masadaki en iist
pozisyondaki paray1 alip herhangi bir bos masaya veya herhangi bir masadaki en
iist pozisyona yerlestirerek, en az ka¢ hamlede tiim paralar beyaz masaya ters
sirada yerlestirilebilir? (UMO-2008)

a) 6016 b) 6017 C) 6022 d) 6023 e) 6024

COZUM: cevap C

Masalar B, S1 ve Sz olsun. ilk paray1 S1 ’e digerlerini S2 ’ye, sonra ilk paray1
B’ye, S2 ’deki paralar1 sonuncu disinda Si1 ’e, daha sonra S2 ’deki tek paray1 B’ye

ve S1’deki paralar1 B’ye yerlestirirsek tiim paralar beyaz masada ters sirada
yerlesmis olacak. Toplam hamle sayi1st
1 + 2007 +1 + 2006 + 1 + 2006= 6022 ‘dir. Daha az, yani en fazla
6021 = 3.2008-3 hamlede yapilabilecegini varsayalim. En alttaki para yerinde
kalmayacagi i¢in her para iizerinde en az bir islem yapilmistir. Paralar en son
beyaz masaya doneceginden her para iizerinde en az 2islem yapilmistir. O halde
tizerinde sadece 2 islem yapilmis olan en az 3 para vardir. Bunlar S1 ve S2
masasina gidip geri donmiisler. Bunlardan en az ikisi ayn1 masaya gidip dondigi
icin siralart degismemistir. Celigki! Cevap: 6022

7. Biri 5, digeri 7 ile boliinebilen iki bilesik pozitif tam sayinin toplami seklide
yazilamayan en biiyiik tam say1 kactir? (UMO 2009)

a) 82 b) 47 c) 45 d) 42 e) Higbiri
COZUM: cevap B
nTFnA14fG14TFnA21fG21TFnr2sfG28TFnA3sfG35TFnr42fGa
seklinde gosterilebilir. (n-14), (n-21), (n-28), (n-35) ve (n-42) sayilar1 5 modunda
farkli degerler aldigindan bunlardan biri 5’e¢ boliinecek. n t 47 ise bu sayi, Kk t1
olmak iizere 5k seklinde gosterilebildigi igin bilesiktir. Dolayisiyla bu durumda n

say1s1, birincisi 5’e ikincisi 7’ye boliinen iki bilesik pozitif tam saymin toplami
seklinde gosterilebilir. Ote yanda n T 47 igin

47 =7+ 40 =14 + 33 = 21 + 26 = 28+19 = 35+12 = 42+5 gosterimlerinin
higbiri kosullar1 saglamiyor. Cevap:47
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8. Bir saatte en fazla 3 km yiizebilen bir balik 15 km’ lik bir mesafeyi t saate
17 9 23 19

yuizdiiyse,4, I ,E ,—5 ’Z , 5 degerlerinden kagi t tarafindan alinabilir?
(UIMO 2010)

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
COZUM:

Balik 1 saatte en fazla 3 km yilizd{igii i¢in, 4 saatte de en fazla 12 km ylizer. Yani

t = 4 olamaz. Ote yandan O £ s 60 olmak iizere her s i¢in balik her saat basinda
baslayarak s dakika boyunca sabit hizla 3 km yiiziip bir sonraki saat basina kadar
durursa ( s=60 durumunda hi¢ durmayacak), her bir saatlik dilim boyunca tam 3
km ve 4 saat s dakikada da 15 km yiizmiis olacak. O halde

1_74' : 22 ,_235 , 194 ve 5 degerlerinin her biri t tarafindan alinabilir.

9. 1001 kisilik bir okulda herhangi ii¢ 6grenciden en az ikisi arkadastir. Bu
okulda en ¢ok arkadasa sahip olan 6grencilerden birinin arkadas sayisi, 334, 412,
450, 499 degerlerden kagini alabilir? (UMO-2010)

a) 4 b) 3 c) 2 d) 1 e) Hicbiri
COZUM: cevap E

Bir K kisinin arkadas sayisin1 ~ |fK f ile gosterelim. En ¢ok arkadasa sahip olan

Ogrencinin arkadas sayist m olsun. Herkes birbiriyle arkadassa m=100 olur.
Birbiriyle arkadas olmayan iki A ve B 6grencileri bulunsun. Bunlarin diginda

herhangi C 6grencisi alindiginda —-A, B, Cﬁglﬁsﬁnden ikisi arkadastir. A ile
B arkadas olmadigindan C ile A veya C ile B arkadas olmak zorundadir. O halde
~FAfG ~FBfo99dir. Bu durumda ~ FAf 500 veya =~ FBf 500,
dolayistyla m 500 , yani m bu dort sayidan higbirine esit olamaz.

10. 7 giinliik bir yaz kampina katilan 100 6grencinin her birine dolasin diye her
giin bir bisiklet veriliyor. Her bisiklet kamp boyunca en ¢ok 6 gin
kullanilabiliyorsa, bu kampta en az kag bisiklet bulunmasi gerekir? (UIMO-2010)

a) 117 b) 115 ¢) 112 d) 109 e) Hicbiri
COZUM: cevap A

Ik giin kullanilan 100 bisikletin her biri sonraki 6 giiniin icinde 100 > 16.6
oldugundan sonraki 6 giiniin birinde ilk giinkii 100 bisikletten en az 17’si
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kullanilmayacak, yerine bu 100 bisikletten farkli bisikletler kullanilacak. O halde
kampta bulunan bisiklet sayist 117 den az degildir. 117 bisikletin nasil
kullanilabilecegini gostermek icin bisikletlere 1,2,3,4,...,117 seklinde numara
verelim.ilk giin 1,2,3,4,...,100 bisikletleri kullanilsin.ikinci giin 1,2,3,...17 yerine
101,102,103,...,117  numarali  bisikletleri  kullanalm.  Ugiincii  giin
1,2,3,...,17,101,102,103,...117,35,36,...,99,100 numaral1 bisikletleri v.s. yedinci
giin 1,2,3,...,85, 101,102,...115 numaral bisikletleri kullanalim. Cevap: 117

11. Pozitif tam sayilardan olusan n elemanli her kiimenin toplamlar1 6 ile
boliinen alt1 elemani bulunabiliyorsa, n en az kag olabilir? (UMO 2011)

a) 13 b) 12 c) 11 d) 10 e)9
COZUM: cevap C

n= 10 igin 6,6,6,6,6,1,1,1,1,1sayilarinda toplamlar1 6’ya boliinen altilt
secilemez. daha kiiciik n’ler i¢in de bu sayilardan bir kismi1 alinabilir. Dolayisiyla
kosulu saglayan n sayis1 11°den kiigiik degildir. n=11’in kosulu sagladiginm

gosterelim. verilen 11 sayidan az Th1Gecr toplamu ¢ift say1 olacak sekilde
b1, c1 sayilarini, geriye kalan 9 sayidan a2 T b2 G C2  toplamu gift olacak
sekilde b2, C2 sayilarint v.s. son 3 sayidan a5 T s G cs toplam1 ¢ift olacak

sekilde D5, C5  sayilarimi segelim ( giivercin yuvasi ilkesinden dolay1 bunu
yapabiliriz). a1, a2, a3, as, as sayilarindan mod 3’te 0, 1, 2’ye denk {igii varsa

bunlarin toplami 3’e boliiniir. Bu 5 say1 mod 3’te 0, 1, 2 sayilarindan sadece
ikisine (veya birine) denkse bunlardan birinden en az 3 tane var ( glivecin yuvasi

ilkesi ). Ornegin a1 a2 a3 2(mod 3) ise, yine bu ii¢ saymnn toplami 3’e
boliintir:

0 32 (a1GaxGaz) (b1Gei1GhrGerGhsGcs)(mod3)

Ote yandan a1 GarGas cift say1 oldugundan

6|(b1GcrGbaGeaGhsGes)ar.

12. Bir okuldaki 100 6grenciden her biri ayni1 okuldaki istedigi 50 6grenciye
mesaj yollamistir. Karsilikli olarak mesajlasmis 6grenci ciftlerinin sayis1 en az
kag olabilir2(UMO 2011)

a) 100 b) 75 c) 50 d) 25 e) Hicbiri
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COZUM: cevap C

100
2

mesaj denk geldiginden en az 50 ikiliye 2 mesaj denk geliyor, yani en az 50 ikili
karsilikli mesajlasmistir. Ote yandan 1°den 100’e kadar tamsayilarla siralarsak ve
her k =1, 2, ..., 100 igin k. Ogrenci 100 modunda ( k+1), ( k+2), ..., ( k+50) .
Ogrenciye mesaj yollarsa, ( k+50). Ogrenci k. ya mesaj yollamis olacak ve sadece

k. ve ( k+50). Ogrenciler karsilikli mesajlasmis olacak. Bu ikililerin sayis1 ise 50
dir.

Mesaj sayist 100 . 50 = 5000, ikili sayisi T 4950 ve her ikiliye en fazla iki

13. 100 6grencinin girdigi bir sinavda 5 soru sorulmus ve her soruyu tam olarak
50 6grenci ¢ozmiistiir. Cozdiigi soru sayisi ikiyi asmayan 6grencilerin sayisi en
az kag olabilir? (UMO 2011)

a) 21 b) 18 c) 17 d) 16 e) Higbiri
COZUM: cevap C

Cozdiigii soru sayisi ikiyi asan 6grenci sayist a olsun. Toplam ¢6ziilmiis soru sayist
50 .5 =250 oldugundan 3a 250 , buradan da a 83 elde edilir. a = 83

icin Ornek sirasiyla 16, 17, 16, 17, 17 Ogrenciden olusan

kiimelerini alalim. Her k=0 1, 2, 3, 4, 5 igin k. soruyu

(indisler mod 5’te hesaplanacak) kiimelerindeki Ogrenciler ¢ozmiis olsun.
Kiimelerde bulunan 83 6grenci 3’er soru ¢ozerek toplam 249 soru ¢ozmiis olacak.
5. soru diginda her soruyu 50°ser kisi ¢6zmiis olacak. Geriye kalan 1 tane (besinci)
soruyu da kiimeler disinda biri ¢ozsiin. Cevap 100-83 = 17

14. 100 6grenci, 6gleden dnce 50 tane ikili grup halinde ve 6gleden sonra da,
yine 50 tane ikili grup halinde ders calistyorlar. Ogleden 6nceki ve sonraki
gruplar olusturulursa olusturulsun, herhangi ikisi giin boyunca hi¢ birlikte
calismamis N 68renci bulunabiliyorsa, n sayist en ¢ok kag olabilir? (UMO-2013)

a) 42 b) 38 c) 34 d) 25 e) Higbiri
COZUM: cevap E
Soruda verilen sartlar dogrultusunda n £ 51 oldugunu gosterelim.

Tersini varsayalim, 51 6grenci bulunabiliyor olsun. Bu 51 6grencinin 6gleden
once birlikte calistiklar1 6grencilere bakalim. Bu 51 6grencinin herhangi ikisi

birbirleriyle hi¢ calismadigindan ve gruplar iki kisi oldugundan dolayi, bu 51
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ogrenciden olusan ilk grubun diginda 51 6grenci daha olmasi gerekir. Ancak, bu
da toplamda 100 6grenci olmasiyla ¢elisir. Demek ki n £ 51 dir.

Iddia: Soruda verilen sartlar dogrultusunda her zaman 50 8grenciyi secebiliriz.

Sorunun ¢dziimiinii bir ¢izge (graf) ye doniistiirelim. Ogleden 6nce birlikte ¢alisan
her dgrenci ikilisinin arasina bir siyah kenar cizelim. Ogleden sonra birlikte
calisan her Ogrenci ikilisi i¢in de bu ikilinin arasina beyaz kenar c¢izelim.
Cizgemizde cifte kenarlar (iki kose arasi birden fazla kenar) olabilir. Bu ¢izge her
kosenin derecesi ikidir. Dolayisiyla ¢izgemiz ayrik dongiilerden olusuyor olmali.
Eger bu dongiilerden birindeki kenar sayisi tek ise, o dongii lizerinde birbirleriyle
ayni renkte olan ardisik iki kenar vardir, bu da bir koseden aymi renkte iki kenar
¢ikmasi demek olur. Halbuki doniideki her koseden ayn1 renkte sadece bir kenar
cikmaliydi. Demek ki aym1 zamanda dongiilerdeki kenar sayisi cifttir. Her gift
dongiiden, o dongiinlin kenar sayisinin yarist kadar 68renci secebiliriz dyle ki,
secilmis 6grenciler arasi kenar olmasin.

(Sekildeki ornekte de gosterildigi gibi birer kose atlayarak sectigimizde sart
saglanmis olur.) Dongiiler ayrik oldugu igin bir Ogrenciyi iki kere seg¢me
ihtimalimiz veya iki ayr1 dongiiden segilmis dgrenciler arasi kenar olma ihtimali
de yoktur. Dongiilerin uzunluklar1 toplam: 100 oldugundan dolayi, bu sekilde
sectigimiz kisilerin sayisi 50 olur ve sartlar1 saglar.

Sonug: n en ¢ok 50 olabilir.

Not: Her kosenin derecesi ¢iftse ¢izge ayrik dongiilerden olustugunu ispatlamak

icin kose sayist a iizerinden tiimevarim yapalim. aT 2 icin barizdir.
aTl1,2, 3,..,k icindogruolsun, n T kicin; Bir kose secelim, bu kdseden onun
komsu koselerinden birine gecelim. Sonra her adimda oldugumuz kdsenin daha
once bulunmadigimiz komsusuna gegelim. Bu sekilde devam ettigimiz de bir
yerden sonra daha oOnce bulundugumuz koselerden birine donmek
zorundayiz.(Ciinkii sonlu sayida kose var.)Bu dondiigiimiiz kése de ilk kdse
olmali, clinkii diger koselerdeki kenarlarin ikisini de daha 6nce kullanmistik.
Dolayisiyla bir dongii elde ettik. Bu dongiiyii ¢cikardigimizda geriye daha az kenar
sayilt ver tiim derecelerin iki oldugu bir ¢izge ¢ikar. Tiimevarim varsayimindan
dolay1 kanit biter.
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15. Her saymin yazili oldugu birim kareyle ortak bir kenar paylasan en az iki
birim kareye de ayni say1 yazilmak kosuluyla bazi birim karelerine birer say:
yazilan 18x18 bir satrang tahtasina en fazla kag say1 yazilabilir? (UIMO-2013)
COZUM: cevap D

Satrang tahtasinin birim karelerinden birinde X sayis1 yazilmigsa

X

Bu saymin yazili oldugu birim kareyle ortak bir kenar paylasan en az iki birim
kareye de ayni say1 yazilmak gerektiginden en az 3 tane X sayist vardir. Aslinda
sekilden de goriilecegi gibi tahtada 3 tane x degil en az 4 tane X sayis1 vardir.
18x18 lik bir satrang tahtasinda 18x18 = 324 tane birim kare vardir. giivercin
yuvasi prensibinden, her birinde 4 tane olmak {izere 324 birim kareye en ¢ok

324 .
— 4 T 81 farkli say1 yazilabilir. Bu duruma 6rnek tablo

1 73073

73473
9o 81081
9o 81] 81
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16. Agirliklar 1, 2,..., 77 gram olan 77 tas agirliklar1 birbirinden farkli olan k gruba,
her grup kendinden daha hafif gruptan daha az tas igerecek bicimde dagitilabiliyorsa,

k sayisi .——9,10,11,12 degerlerinden kagini alabilir?(UMO-2013)

a) 4 b) 3 c)2 d)1 e) Higbiri

COZUM: cevap E

Taglarin toplam agirhgi; 162636..677T77.78 7 3003 olup
2

162636..612T12.13 7 78 t 77 oldugundan k T12 olamaz.
2

i) k T11 olursa, en agir grubun agirligs en az %3 T 273 olacak ve bu grup en

az 4 tag icerecek. 4 G5G6 G ... G14T99t77  dir. Yani, k T11 olamaz.

‘ 3003 T 300,

ii) k T10 olursa, en agir grubun agirligi en az ? 3 olacak ve bu grup
en az 4 tas icerecek. 4G5G6G..G13T85t77 dir. Yani, kT10
olamaz.

N 5 . 3003 ;

iii) KT9 olursa, en agir grubun agirhigi en az 5 T 333, 66 olacak ve bu grup
enaz5 tas icerecek. 5G6 G ... G13T 81t 77 dir. Yani, k
T9 olamaz.

17. Bir masanin iistiinde 300 tane findiktan olusan bir 6bek vardir. her adimda,
Ali sectigi bir 6bekten bir tane findik yiyip, sonra bu 6bekte kalan findiklar1 en az
birer findik igeren iki 6bege ayiriyor. Birka¢ hamle sonunda tiim 6beklerde k tane
findik varsa, k sayis1 3, 4, 5, 6, 7 degerlerinden kagini alabilir? (UIMO-2014)

a)5 b) 4 )3 d) 2 e)1

COZUM: cevap E

t hamle sonra tum Obeklerde k adet findik olsun. t hamle sonra t adet findik
yenmis ve t G1 6bek olusmustur. Buna gore,

£ f F f ¢ fF f

tG1kGtT300 ve tG1kGt&1T301 buradan da tG1. kG 1T 301
bulunur. Buna gore  k G1|301den kG177 veya kG 1T 43 olabilir. Soruda
3,4, 5, 6,7 den kagimi alabilir dendigine goére, sadece k T 7 olabilir
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18. 1, 2, 3,..., 33kiimesinin K elemanl: her alt kiimesinde biri digerinin iki kati
olan iki eleman bulunuyorsa, Kk en az kag olabilir? (UIMO-2014)

a) 21 b) 22 c) 23 d) 24 e) 25

COZUM: cevap C

~1,3,5,..., 29, 31, 33 17 elemanli tek sayilar kiimesi ile bu elemanlarin iki kati ve

birbirinin iki kat1 olmayan ~—4,12,16, 20, 28 kiimesindeki ¢ift sayilardan
secersek,

sectigimiz elemanlardan biri digerinin iki kat1 olmayacaktir. Giivecin yuvasi
ilkesine gore, bir eleman daha segersek biri digerinin iki kat1 olacaktir. Yani en az
k T 23 olmalidur.
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