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Ii
YEMIN METNI
Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Optimal Kontrol Problemlerine Varyasyon
Yaklagimi” adli ¢alismanin, tarafimdan bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir
yardima bagvurmaksizin yazildiginin ve yararlandigim eserlerin “Kaynakca” boliimiinde

gosterilenlerden olustugunu, bunlara atif yapilarak yararlanilmis oldugunu belirtir ve bunu

onurumla dogrularim.

Tekin OZBEK
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OZET

GECIKMELI DEGISKEN SISTEMLERIN OPTiMAL KONTROL
PROBLEMLERININ INCELENMESI

OZBEK, Tekin
Matematik Bolimu Yuksek Lisans Tezi

Danigman: Yrd. Do¢. DR. Shahlar MEHERREM

Tezin 1. bolimiinde gecikmeli degisken dinamik sistemlerin optimal kontroliinii
cozmek i¢in sayisal bir metod kullandik. Bizim yaklasimimiz, gecit anlarin1 yeni
degiskenlerle paremetirize edib, optimal deyerler1 bulmaktir. Daha sonra zamanla
geciktirilmis diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii yoluyla elde edilmis maliyet fonksiyonlarinin
gerekli gradyantim1 elde ederiz. Daha sonra, elde etdiyimiz optimal kontrol problemi
matematiksel programlama problemi olarak ¢oziilebilir.

Ikinci béliimde kontrol sistemlerindeki zaman gecikmesi ile farkli zamanl degismeli
lineer sistemlerin kontrol olunabilirligini aragtirmaktadir. Basit bir degigsmeli dizinin oldugu
ispat edilmistir. Ve bu sistemin kontrol edilebilir kiimesi, bu sisteme esittir. Bu gercege
dayanarak, bu tiir sistemlerin kontrol olunabilirligi i¢in etkili ve gerekli bir geometrik kriter

sunulmaktadir.

Anahtar Sozciikler : Degisim Sistemi, Kontrol Edilebilirlik, Optimal Kontrol



ABSTRACT

In this thesis it is investigated switching optimal control with time-delay. In first section
it is considered swithcing system with time-delay, evaluate gradient for the minimization
functional, and by using numerical approach it is obtained switching points and graph of state
and control respect time. In second section it is considered discrete time switching time-delay
optimal control problem. By using previous obtained results , it is investigated properties of

the switching systems and switching sets.
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1. GIRIS

Hibrit sistem hem siirekli hem de ayrik olayli dinamikleri igeren bir dinamik sistemdir.
Degisken sistemler hibrit sistemlerin belirli bir sinifina baglidir. Ayrik olayli dinamikler

genellikle bir tiir diferansiyel denklemler ile tanimlanir.

Hibrit sistem bir¢ok alt sistemlerden ve degisme kuralindan olusur. Degisme kurali,
degisme dizileri ve bir kiime degisme zamanlar1 ile belirlenir. Her zaman degiskeninde sadece

bir alt sistem aktiftir. Bu form diferansiyel ifade ile agiklanabilir.

x(®) {f(tx@®,u); v 2 .., M}}, (1.1)

Burada, x(t)/R", u(®)R™ her bir v{1, 2, ..., M} igin fio : RTMHIRN

arglimenlerine gore, siirekli tiirevlenebilir.

(1.1) sistemi i¢in ---- degisim kurali asagidaki gibi tanimlanir.

= ((o,1i0), (1,i1), (2,02), ..., (N1, iN-1)), (1.2)

0=0,N=T,i,i={1, 2, ..., N—1}degisim anlaridir. Boyle bir sistemin optimal kontrolii
optimal kontrol u(t) ve optimal degisim kurali ---- nun bulunmasi, verilen fonksiyonlarin

minimumlastirilmasi i¢in gereklidir.

Bu problemle ilgili calismalar ge¢mis birka¢ on yilda kapsamli arastirildi. Ornegin,
dinamik bazli bir algoritma [1] de agiklanmugstir. [2] de sayisal optimal degisken zamanlarini
hesaplamak i¢in bir metod gelistirilmistir. [3] te degisme dizinin verildigi farz edilen degisken
sistemlerin optimal kontrolii i¢in bir metod Onerilmistir. Bu metod [6] daki kontrol

parametrize etmeyi gelistirme teknigi baz alinarak yapilmistir.

Bu c¢alismada gecikmeli degisken sistemlerin optimal kontroliinii goz Oniinde

bulunduruyoruz.

Gecikmenin olmasi, problemi ¢ok daha karmasik hale getirdigi i¢in bu problem, ¢ok az
caligtlmistir. Dinamik sistemdeki gecikmeden dolayr [6] da kullanilan gelistirme

transformasyonu bu problemi ¢6zmek i¢in direkt kullanilmaz.

Sonug olarak, optimal kontrol yazilimi MISER [8] bu siniftaki problemi ¢6zmek i¢in
direkt kullanilmaz. Ancak [7] de rapor edilen yaklasim, degisme zamanlarina gore, objektif
fonksiyonun gradyant formiiliinii elde etmek icin kullanilir. Boylece problem bir

matematiksel programlama problemi gibi ¢oziilebilir.



|. Boliimiin kalan kismi asagidaki gibi diizenlenmistir. Once problemi formiiliize
ediyoruz. Daha sonra, degismeli zaman sistemini parametrize etmek i¢in bir parametrizasyon
metodu sunuyoruz. Daha sonra, maliyet fonksiyonunun istenilen gradyanini gecikmeli fark
denklemleri ile ¢ozebiliriz. Bu nedenle, hesaplamali bir metod elde edilir. B6liimiin sonunda

metodun etkinligini 6rneklemek i¢in sayisal bir 6rnek veriyoruz.



i. BOLUM
1. GECIKMELI OPTIMAL KONTROL PROBLEMI ICIN
GRADYANTININ HESAPLANMASI
1.1 PROBLEM FORMULASYONU
Tek zaman ertelemeli, [0,T] araliginda tanimli, N — 1 sayda degisme noktalari olan
x®) =fi(t,x @), xt-h)t (i-1,i/,i=12 .., N, (1.33)

degismeli dinamik sisteme bakalim. Farz edelim ki, bu sistem asagidaki baslangi¢ deger

sartlarini sagliyor

x(0)=x, x(©)= & (), t [h 0], (1.3b)
Buradax R", h- zaman erteleme uzunlugu,

fi:RE™MRY =7 N ve #:RIR" verilen fonksiyonlardirlar. Degismeli
dizisinin 6nceden belirlendigini kabul edersek, 6rnegin:

0= o1.NaN=T (1.4)
“i” degismeli zamanlar oldugunda i = /, 2,..., N — 1 karar verici degiskenlerdir.

Amacimiz durumuna uygun (1.3a)-(1.3b) denklemlerini saglayan 6yle bir degismeli vektorler

= (1,2, ... N-1) bulmaktir ki, (1.4) fonksiyonu minimum degerini alsin.
Minimallesen fonksiyoneli asagidak: gibi yazarsak,
JO=2Kx(T])) (1.5)
Burada x (T| ) (1.3a)-(1.3b) sisteminint=T  aminda =(1, 2, ... N

Vektoriine uygun ¢éztimiidiir. Kisalik saglanmasi i¢in bu problemi problem (P) olarak

alalim.
Not 1.1.

Performans kriter fonksiyonu asagidaki gibi verilirse

JO=dx M)+ SL0t,x(t] ), x(tFh| ) dt, (1.6)
0

dinamikle ek bir durum saglayarak (1.5) formunda bir objektif fonksiyona g¢evirebiliriz.

O =L@ xl)xt-hl))
0)=0



(1.6) iin objektif fonksiyonu olarak yazilir.

J()=@(*(T| ))oldugunda
ST =T T)]T ve

o5 (T )= DX (T ) +xne1 (T])

Daha ileri gitmek i¢in asagidaki durumlarin yerine getirildigini kabul ediyoruz.
1) Tim degisme siireleri erteleme zamanindan daha biiyiiktiir.
i—i-1h, d =12, ..., N; a.7)

2) fi (t, X (1), x (t— h)), i=1,2 ..N,ve @ (X (T))fonksiyonlarz tiim degiskenlerine gore

stirekli diferensiyelendirirler.

1.2. Maliyet Fonksiyonunun basit forma getirilmesi

Problem (P) nin terminal cost fonksiyonu degisim vektoriine baglidir. Problem P yi
¢ozmek i¢in degisim vektorll yi géz oniine alarak terminal deyerin degisim formiiliine
ithtiyacimiz var. Bu [7] de gelistirilen parametrizasyon metodu ile yapilir.

Herbiri=1, ..., Nigin

Ni=i— i1y, i=1.,N (1.8)

i-n vei degisim zamanlari arasindaki siire olarak kabul edilir.

i= #j, i=12.,N (1.9
i
A=(A, A . M) RNsire faktori acikea
goriilebilir.
N (1.10)

NTT,i

Bu isaret sistemi ile, degisim vektoriinlin saptanmasi ile siire vektoriiniin esit oldugunu

gordiik.
Sonug olarak:

{i;it,i=1, ..., N}, degisim oranlarina bagli olan X (t) zaman vektoriinde bagimsiz

olarak goriilebilir.



X({t)=x(t; M1, M2, ..., Mi1),



t (i1, i/,i=1 .,N
Bu taransformasyon ile x durumunun sadece t nin degil # inde fonksiyonu oldugunu

goriirliz. Bu durumda (1.3a), (1.3b) asagidaki gibi yazilir.
X ra I\ V4 V4
>k fr 1t f
4 PR I PR T 0 T PR i
t iH1 iH2 1 iH1 iH2 1 iH1 iH2 1 (1113.)
t (g, il,i=1 2, ..., N,

orta seviyedeki durumlarda

(1.11b)
)T((t; A Ao . M) =X(t Mo Mo .., M) I
i1 i (111C)
X (t— h: *ifl, 4i72’ . *1) =X ( i1t+t—h; 4i72, Ao 41)
igin:
t(i-1, -1+ h], i=2, ..., N (daha 6nceki durumlar) x (t) (1.11d)
|t=0 = Xo,
(1.11e)
ty= 4 (t),t[-h, 0).J
X (1) (t), t[-h, 0) (1.12)

(#)=2(x(T| #)),

Bu parametreye dayanarak (1.11a)-(1.11e) ¢6ziimiiniin X (T | #) oldugunda problem (P)

asagidaki gibi yeniden formiile edilebilir.

(1.11a)-(1.11e) dinamik sistemi verildiginde, (1.9) ve (1.11) gergeklestiren bir vektor 44 RN
bulunur.

Bu problemi (RP) ile adlandiralim.
(RP) problemini ¢6zmek igin gradyantin kismi tiirevini karmasik fonksyon gibi alalim,

z

JFaf o R affaFFT) #ff

, i=12 ..,N, (1.13)
‘i X —‘i
Bu yiizden.
X((T M) x((T|4) x((T &) (1.14)

LI L LI



Kismu tiirevlerini hesaplamak gerekecektir. Bir sonraki adimda bu kismi

tiirevleri bulmaya calisacagiz.



1.3. Gradyantin hesaplanmasi

Gecikmeli optimal kontrol sisteminde gradiyentin hesaplanmasi igin asagidaki teoremi

1spat edelim.

Teorem 1.1.

Farz edelim ki, y(i) t),=i=12, .., N-1 fonksiyonlar1 asagidaki zaman ertelemeli
diferansiyel denklemleri

(i) ,
dy @ ~0) A
— fig1 F Ly (t),y f); (t)

dt wo
o) w) ~(i) £

6= fictFy 0y of @ t Fi icte

y
dy“(t)
dt y ) fig ZFIV (t fy ®

: E 0 ~0 ~0 F ;

GI~—(i) fiozl:t’y o O i61 g2 (1.15)

y

ceey

(i) >
B Ry, "0 fW)m

dt Y@ N
G f Ft,y M ©.y 0 fy(l) ®, t F ) 81
y O N NH1 N
ve baslangi¢ kosullari
y' (t)tT Tt Fty (t)f (1.16a)

yO-hy|=0, t (i i+h], (1.16b)

saghyorlar, neredeki y (@) 7y O (¢ Ah).



x((T] &)

O : T T T
zaman _A)_y o), x((T|4))y o (T, . X((TM))Ty(N”” (™)
XFFTQA ﬁé-i—f Er x Fr LE LIV @17
N ; V4 L,
N ANH]_,‘NHZ ”‘1F’XFTHh"NH1"NH2 ,,‘1ff

neredeki , x (t; Mn-1, Mn2, ..., M1) vektor M in siiresine dayanarak (1.11a)-(1.11€) sisteminin

¢Ozliimii olur.

Ispati: Varsayalim ki, fi (t, x (t), x (t—h)),i=1, 2, ..., N fonksiyonlar1 tiim degiskenlerine
gore siirekli diferensiellenendirler..
Buna gore , #i ye dayanarak (1.11a) min her iki tarafinin kismm diferensialini ele alirsak,

asagidaki bagintiy1 elde ederiz.

2x Ft; )
A i Miri, o N of
At
|
. bt ~Ft X Fy p
Ty fix Ft & g, an fxd ians s 1 & i A2 s, f

~

= fl(t,X( t, ‘ iH1! " ‘ 1),><(t;: iH1Y A 1))%“’ * iHl" iH2 * = * 1 )

G

X
1

X (t) = x (t - h) verildiginde x (t) sadece #i ye bagli oldugu i¢in, drnegin;
i
*i t, asagidaki gibi devam eder.
jT1
X J
—(t; Aj, Ajf1,.., AL)TO, iftak,itk
i k1
. R X R .
y(')(t; L YO VT 41)TT(t; A, A, .., #1),kT1,2,...,NH1 teoremin sonucu

aciktir.
Teorem (1.8) e dayanarak, problem (RP) yi ¢c6zmek i¢in asagidaki gibi bir

algaritma gosteririz.



1.4. Algoritmanin Verilmesi ve Grafigin Cizilmesi.

Basamak 0 (1.9) ve (1.10) yerine getirmek igin # = (41, M2, ..., #N) olarak secelim.

Basamak 1 x (t; #i-1, ..., #1)vet (i2,i/,i=1, 2, ..., Nelde etmek i¢in (1.11a)-(1.11e)

zaman ertelemeli, degismeli dinamik sistem ¢oziiliir.

Basamak 2 X(T|#)) x(T|4)), ..., X(T|4) elde etmek icin, (1.15) ve (1.16a)-
Al a2 4N/—?l

(1.16b) ertelemeli diferansiyel denklemleri ¢oziiliir.

Ayni zamanda, (1.17) ve basamak 1 ile ML*'LD hesaplariz.

N

Basamak 3 (1.13) nin etkisi ile terminal costtan degisimi ile #i =1, 2, ..., s
i

2, ..., N hesaplanir.

Basamak 4 Problem (RP) yi matematiksel programli bir problem olarak ¢oziiliir.

Ornek Bu bsliimde gelistirdigimiz metodun ekisini gdstermek igin sayisal bir drnek

verecegiz.

Iki anahtarly, iki boyutlu ertelenmis dinamik bir sistem diisiinelim.



x (t)T2x (t)x (t)Gx (tHO0.1),

1

2

x2 (1) T3x1(t)G4x2(tHO.1),

X (t) T H2x

1

2

x2 (t) Txa(t)x2 (t)Gxy(tHO0.1),x2(tHO,1),

X
2

Baslangic degeri

xt(t)=t-1,

(DT
(t)
T Hx

t

H2x (t)x 2(t|—’|0.1),
1

x2 (1) =12 + 1,

Terminal maliyet fonksiyonu

J(1, 2) = (xa (1) = 1/2)% + (x2 (1) — 1/4)?

(t)Gx(tHO0.1)x (tHO0.1),
1 2

if 0tt 1,
(tHO0.1)),
if 1tt2, (1.18)
if 1tt 1,
01t 0 (1.19)
(1.20)

Elde edilen sonuglar 1 = 0.1500 ve 2 = 0.5211 optimal terminal degeri 0,0128 durum

Fig.1 de tanimlanmustir.

1.5

0.5

I

x1(t)

0 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8 0.9 1



2. BOLUM

ZAMAN GECIKMELI DEGISIMLIi SISTEMLERIN
OPTIMAL KONTROLU

2.1. Ayrik Optimal Kontrol Sistemlerinin Matematiksel Formiilasyonu ve Onsel

Degerlendirmeler

Degismeli sistemleri, iiretim, iletisim aglari, otomatik pist tasarimi, otomotiv motor
kontrolii, bilgisayar senkronizasyonu, trafik kontrol sistemleri, kimyasal islemler gibi cesitli
alanlarda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu degisim sistemi, alt sistemler ve alt sistemler arasindaki
baglantiy1 kuran degisme kuralini igeren 6zel bir hibrit dinamik sistem ¢esididir. Bu degismeli
sistemi, genel bir hibrit sisteminden ayiran bir 6zellik, siirekli durumun, degisme aninda
goriilmemesidir. Son yillarda, hem teori ve hem de uygulama 6neminden dolay1 degismeli
sistemlerin kontroliine ilgi artmistir. Liberzon ve Morze degismeli sistemleri ¢alismasinda bu
problemi tartistilar. [9] Degismeli sistemlerin analiz ve dizayninda birgok referansda [11]
kontrol edilebilirlik ve erisebilirlik iki énemli konu olarak belirtilmistir. Ik periyodik tip
degismeli sistemleri i¢in tek zamanli kontrol edilebilirligi ve gozlemlenebilirligi iizerine
caligmalar yapmistir. Ve bazi 6nemli ve yeterli durumlar ispatlanmistir. [10] Daha sonra ¢ok
zamanli kontrol edilebilirlik ve gdézlemlenebilirlik kavramlart sunulmus ve bazi gerekli ve
yeterli kriterler elde edilmistir. Ayn1 zamanda, kontrol edilebilirligin en az “n” zamanda
(“n”in durum boyutu oldugunda) gergeklestigini belirtmislerdir. [15] de genel degismeli lineer
sistemler icin gerek ve yeter sart saglanmaktadir. Ve gerek sart sadece 3 boyutlu iki alt sistem
icin yeterlidir. Bu calismaya dayanarak, [21] keyfi sayida ii¢ boyutlu alt sistemlerin
sonuglarin1 agiklamistir. [14] Genel degismeli sistemlerin  kontrol edilebilirligi  ve
gozlenebilirligi i¢in gerekli ve yeterli geometrik tip kriter olusturmustur. Daha sonra [12] ve
[13] sonuglar1 ayrik — zamanli durumlara genisletilmistir. Ayn1 zamanda [8] ve [9] kontrol
edilebilirligin tek degismeli dizisi tarafindan tanimlanabilecegi kanitlanmistir. [14] tarafindan
verilen direk sonu¢ kriteridir. Farkli zamanli sistemler i¢in denk bir sonu¢ [18] da

kanitlanmustir.



Daha sonra, [19] sonuglarini, kontroldeki ¢ok zamanl gecikmelerle, periyodik olarak ya
da rastgele degismeli sistemlere genisletmistir. [8] Dogrusal hibrit sistemlerin, hibrit kontrol

edilebilirligini aragtirmistir.

Birgok pratik sistem, zaman gecikmesi olaymi kapsadigi i¢in [24,25] zaman gecikmesi
sisteminin kontrol edilebilirligine ¢alisti. Bu ¢alismada (kontrol edilebilirlik i¢in) lineer ayrik

zaman sistemleri, kontrolde zaman gecikmeli, degismeli sistemleri arastirildi ve formiile
edildi.
Once basit bir ve gecikmesiz optimal control problemi igin kontrol edilebilirlik

hakkinda bilgi verelim.
x (1) = a (x(t), u(t), t) sistemi, t to i¢in X(to) = Xo baslangi¢ konumu ile verilsin.

Xo konum degiskenini, t1 zamaninda orjine transfer eden sonlu bir zaman t1 to ve kontrol
u(t), t [to, t1] bulunursa, xo’a to zamaninda kontrol edilebilir ise sistem tamamen kontrol

edilebilir ya da basit anlamiyla kontrol edilebilirdir.

G0z 6niinde bulunduracagimiz problemlerde, amag sistemi keyfi baglangi¢c konumundan
orjine performans Ol¢limii ile minimize ederek transfer etmek oldugu icin, kontrol edilebilirlik
¢ok Onemlidir. Bu yiizden, sistemin kontrol edilebilirligi ¢6ziimiin varhigi ig¢in gereklilik

kosuludur.

Kalman, lineer ve zaman-invaryant sistemin kontrol edilebilir oldugunu ancak ve ancak
asagidaki esitlikteki N mn matrisinin rankinin n oldugunda saglandigini1 gostermistir.
“"3 2 nH1 8
ETB|AB|AB|..|]A B
Eger tek bir kontrol girisi (m=1) varsa, kontrol edilebilirlik i¢in gereklilik ve yeterlilik

kosulu n n matris boyutlarindaki E nin tekil olmamasidir.

Gecikme girdisi ile verilen, degisimli lineer ayrik-zaman kontrollii sistemi, asagidaki

sekilde géz Onilinde tutalim:
X(k+1) = Ar) X(K) + Br u(k) + Drgoy u(k —h) (2.1)
x(k) R"nindurumuu (k) RP girdi,

sabit skaler fonksiyonunun r(k) = {0, 1, ...} {1, 2, ..., N} oldugu durumda degisim yolu

olarak olusturulabilir.



Ayrica, r(k) =i (Ai, Bi, Di) alt sisteminin aktif oldugunu gosterir. Pozitif tam say1 “h”

kontrolde gecikme adimidir.
Bu caligmada biz sistem (1) terslenir oldugunu var sayiyoruz.
ag=12 .. N, A ,tekil olmayan bir alt sistemdir.
Aciklamak gerekirse, herhangi bir tamsayi i¢in
M ¢t0kime: M=7{0, 1, 2, ..., M—1}
Tamm 2.1 ( Kontrol Edilebilirlik)

Sistem (2.1) o zaman tamamen kontrol edilebilir ki, eger herhangi bir baslangic

durumu xo ve baglangi¢ girdisi u(-#), ..., u(—1) ve herhangi bir xf son durumu i¢in 6yle bir

pozitif tamsay1 M #0 ve bir degisim kurali r(m) : M {1, ..., N} ve u(m) ; M RP olsun verilen

sistem x(0) = xo ve x(m) = x¢ sart1 saglanabilsin

2.2 MATEMATIKSEL ONSEL DEGERLENDIRMELER

Simdi ¢calismanin geri kalanini tartigmak i¢in bazi matematiksel 6nsel

degerlendirmeleri, basit bir ara¢ olarak sunuyoruz.

Tamm 2.2 ( [14 — 15]) Matris B verilirse

B=1[by .. b] R"P

R(B) su sekilde tanimlanir.

tanim
R(B) T Span{bs, bz, ..., bp} (2.2)

Tanim 2.3 (Degismeyen alt uzaym minimizasyonu [14, 15])
AR~ m matris ve lineer alt uzayW R"  olarak verildiginde minimal sabit alt uzay
(A | W) seklinde tanimlanir.
tanm n
Aw T A Mw (2.3)
iT1

sembolleri basitlestirirsek, o zaman



(A|B)=(A|[R(B)) olur.

A R""yeB=R" P

Lemma 2.1: Verilen A R" "ve B=R" P matrisler ve tersinir matris P RP*P

I¢in asagidaki esitlik saglanir.

(A|BP)=(A|B) (2.4)

Ispat: P RP P olmak iizere, A herhangi bir tersinir matris igin
RBP)={BPy|y RP}={Bz|z=Py,y RF}
R(BP) R(B) ifadelerini yazabiliriz.

Diger yandan,

R(B) = RABP)P %] R(BP) oldugunu yazabiliriz.
Bu ifade, R(BP) = R(B) esitligini gosterir. Boylelikle;

/A | BP} = R(BP) + AR(BP) + ... + A R(BP)

— R(B) + AR(B) + ... + AN L R(B)

= {A | B} esitligine ulagilir.

Lemma 2.2: Verilen A;,A2 R" " B;,B. R"P
Matrisleri i¢in

nHL
R(A1MB1 GA2"B2) G(A2|B2) T(A1|B1) G(A2|B2) (2.5)
m 70

Formiilleri dogrudur.

Lemma 2.3: Herhangi bir matris A’ R" "icin 6yle bir T > 0 var ki, istenilen  bir
lineer alt uzay W R" i¢in asagidaki denklemi saglar.

A1 W) = €D | w) = exp(-AT) | W) (2.6)
Ispati aciktir. (bkz. [8])



Lemma 2.4: Tekil olmayan matrisA  R"

R" i¢in ve yeterince biiyiik her pozitif k tamsayisi i¢in asagidaki esitlik saglanir.

A W) = A w)

n verildiginde herhangi bir alt uzay i¢cin W

(2.7)

Ispat: A matrisinin tersi olmadigindan x R" olmak iizere exp(x) = A olmalidir. Bunun

asagidaki ifadeyi sagladigini gostermek kolaydir.

{AlW} {x] W}

Lemma 3te X icin yeteri kadar biiyiik pozitif k tamsayist i¢in asagidaki esitlikler

(2.8)

yazilabilir.

{exp(x) | W} = {x | W} (2.9)
(AW} = {x | W} (210)
Boylece:

{Ak | W}={A|W} olmak iizere (2.11)
diger bir taraftan agikca goriiliir ki

{Ak | W} {A|W} oldugundan (2.12)
{AXIW}={A|W} esitligi saglanr. (2.13)

2.3. Kontrol Edilebilirlik

Bu alt boliimdeki amacimiz, verilen degisim dizisi i¢in kontrol edilebilir kiime
kavramini tanitmak ve karakteristigini ortaya ¢ikartmaktir. Sistem 1 i¢in bir degisim dizisi her

bir zaman aninda, hangi sistemin ne zaman ¢evrilecegini belirtmek i¢indir.

Tanim 2.4 (Degisim dizisi) « degisim dizisi, asagidaki gibi ifade edilen sonlu skaler
kiimedir

tanim

v T {io, i, iz, ..., im1}

Burada m  nin boyunun(uzunlugu), im {1, 2, 3, ..., N} ise m’ci swrada
(Aim , Bim, Dim ) , MM (2.14)

sisteminin aktif oldugunu bildiriyor.



Verilen degisim dizisi v T {io, ..., imi} olmak tizere, r(m) : m = {1, ..., N} ile baglantili

degisim yolu asagidaki sekilde belirlenebilir.

r(m)=im,m M (2.15)
v T {io,
Tammm 2.5 (Kontrol edilebilir Kiime) Verilen .. imat} degisim dizisinde
baslangi¢ durumu xo ve baslangig girdileri uo(k), k = —4, ..., —1 olmak {izere, Xo ve Uo dan

baslayan biitiin durumlar, degisim dizisi  nin kontrol edilebilir kiimesi i¢in tanimlanabilir.

Verilen xo baslangi¢ durumu ve uo(k), k=—#, ..., -1

v T{
[ el
Baslangi¢ kontrol fonksiyonu verildiginde 0 uA1 = degisim dizisi
genisletilerek asagidaki gibi gosterilir.
.0 0 MH2 mGL i
X(M)T Ax G AASB u(m)GD u(mHh)8
jime mto jimer "
GBi u(MHL)GDi u(MHhHL) M > h (2.16)
N 0 i 0 H1 mGhGl i 0
x(M)T Ax G AD u (m)
jimiar mifh jimAr
_MHAhH2 mGl | mGhGl
G AB G AD u(m)
] j j mGh
mf0 jTMH1 jT™ H1
_ MHh , o
G AB GD u(MHhH1)
JTM |_'|1 j m Hh H1 MHL
MHA2  mGl i
G A B u(m)
miMAnjiMAL
GBi u(MH1) (2.17)

C (o, Uo, ) =1In (Xo, Uo, )

1 h G1
A B G A D
1j o 1j 1h
i Th AT






M Hh H1 G
A By A D

jIMEL 0 MERRZ  mMEL w2,
M Fih ]
G
A B D :
fIMAL 0 MERRL MA2
M FihGL (2.18)
A B , A B B ¥
fiMEL 1 M ML MR2 WAL
0
In(x0,u0, ) TAij X0
jTMHL
0 AL mGhGl (2.19)
In(x Ug,v )T A Xy G A Dj ug(m)
jiMAL mtHhjTM AL §  moh

xo = 0, uo = 0 olmak {izere,

‘ 1o i hGL i
C(0,0, v)TR A B G AD ,
i o i h
j TMH1L jTMH1
M FhHL
A B :
ij M iMAL MR
M AL
M Fih )
G
AB A D ,
ftMAL M FihHiL MHL  MFH1L
(2.20)
M AhG1
A B , A B B
i MHn MAL MH2  MAL
jTM A1

Aciktir ki R" deki lineer alt uzay, C( /) olarak gsterilir.

Onerme 2.1

v {lo, ...,1} degisim dizisi verildiginde kontrol edilebilir kiime C( ) (13) de

belirtildigi gibi lineer uzaydir.



Bir sonraki tartismada gereksiz olumsuzluklardan kaginmak igin h n kabul edecegiz. Bu

kabul model zaman yeterince kii¢iik oldugunda uygundur.

Onerme 2.2

_ (nGh) zaman
T e
{ i i ) degisim dizisini diislinelim

C(v) ={Ai| [Bi, Di (2.21)

Ispati: (2.20) ‘den yazabiliriz.
Gh G n hBi

) W ., AB,B]}
C(V/)TR(A BA D,.. A |

_ _,A_ B_, [
) e T mB]G(AnB)
GAB])G( B)T(AI[DG i i C
T(A|H?A | b

O o

Lemma 2 de goriiliir. Ai YT (A|[B,D])
) ] ID)G(A|B i
C(V)T(A|D )GAJAMB ) T( i i
i i [

Daha sonra degisim kiimesi lizerinde iki islem tanimlayip kontrol edilebilir kiimelerle

baglantisini tartisacagiz.

Tanim 2.6 (Degisim Dizilerinin Carpimi) iki degisim dizisi verildiginde carpim

asagidaki gibi tanimlanir.
V1 ve V2 carpimlart:

v1 ={io, iy, ..., im1} ve v2 = {jo, J1, ..., jL-1}

tanim
V1
V2 7 {io, i1, ..., iM-1, o, J1, ..., jL-1} (2.22)

V1 V2 nin asagidaki esitligi sagladigini1 gostermek kolay oldugundan
(vi v2) V3= v1 (v2 V3)esitligini vi v2 3 olarak gosterebiliriz.

Tamm 2.7 (Degismeli Dizilerin Kuvveti) Verilen degisim dizisi v nin kuvveti asagidaki
gibi tanimlanir:

tanim

Jit VS S S S/, kn+h (2.23)



k kere

o ile viT{i,.. 1}, neredeki k n + hformasinda olan degisim sisstemleri

kiimesini

isaret edek. Baz1 degisim dizileri iizerindeki ¢arpim ve kuvvet islemlerinin sonlu kereler

uygulanmasiyla tiretilen, tiim degisim dizilerinin kiimesi, b olarak adlandirilir.

v =Aio, ..., im-1} olmak iizere;

0
Av T Aim seklinde ifade edilir.
m7iM Hl
Teorem 2.1
Verilen degisim dizileri v1, v2b olmak iizere,
V2)TA . _
C(V1 4 ,C(V1)GC( v2) esitligi vardir.

Ispat: 1, v20  durumunu diisiinelim. Benzer sekilde 1, b
ki,
ki kere

v1T{i1, .., i1}

k2 kere
T{ olsun,
sl g}
(:( V1 V)
1 h Gl
| A DB ) R
TR ij it G AijDi1, ...,
j k1 G2 HL j k1 Gk M1
k1 Gl hdi Gl
A B AD
ij k G ijoi(kdn)y e
) P 1 ) L . 1
j k1 G HL j Tkl Gk AL
k .
1Gk2 FhHL
A B GA U
ij ik & mheR) i(k &y ik &k )
A P 1 2 12 12
jTk1 G ML
k Gk ,Hh
G
A B D ,
) . L] i . Gk,HhH1) .Gk H1)
jTk G H1 r2 12
1 2

ki G2 Hh G1

(2.24)

(2.25)

olsun varsayalim



A B .
ij i(kd Hn) s e
12

j k1 G2 HL



A B a Bl sy ])

1 ,2 1 2 1 2
. ko oz
ek gr
A & Dia & D4
i2 11 1 22
X ! 2.2
+ , (2.26)
A C(v )GC(V.,)
/s 1 2
Teorem 2.2
Verilen bir « degisim dizisi asagidaki esitligi saglar. (2.27)

C(vN=@Aar1c(v)

n

ispat: C(v™) =AC(V o) +C(V) = .. =(Av)  "e(v)T(A/|C( V)
iT1
Sonug 2.1) Herhangi bir v degisim dizisi i¢in asagidaki esitlik saglanir. (2.28)

AnC(vn)TC(vn)
v

Ispat: Teorem 2 yi ve invaryant alt uzaym &zelliklerini kullanarak asagidaki esitliklere
ulagilir.
AnC(vMTAC)M (A C( V) (A C( V) (2.29)
v/ v/ v

A tersinir oldugundaki

dim((A )n (A |C( v ) Tdim((A |C(V))) (2.30)
J J J

AnC(vn )T(A|C(V)TC(vM ) (2.31)

J J

2.4. Kontrol Edilebilir Kiimenin Ozellikleri
Sistem (1) i¢in alt uzay dizisini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

N



W1 7 (Ai|[Bi.Dil),
in



N
WT (A W),
i
N
Whn T (A |Wnat) (2.32)
iT1

Teorem 2.3

Sistem (1) i¢in, temel degisim dizisi b b olmak lizere, C( vb) T Wn  olacak sekilde
bir vb vardir.

Ispat: Lemma 3 te her bir Ai igin k >n + h olacak sekilde herhangi W lineer uzayi

k
(Ai| W) = (A W) esitligiyle verildiginden (2.26) i asagidaki gibi tekrar tanimlayabiliriz.

« FA
w13 o g
i
N k.
W2t Fa Wi f (2.33)
it
N .
w T FAvki |W " f
T '
dim(Wn) =d oldugunu varsayalim. (38) den V1, Ve, ..., Vd alt uzaylarmin varligimi
biliyoruz.
d
Boylelikle, Wy, 7 Vm esitligi her bir Vm igin asagida verilen formdaki gibidir.
m71
M F 3 &f
An™ A 1B (2.34)
,Dj mT1
i, ..,im ] {1, ...,NLO M

(2.28) deki gibi bir alt uzay i¢in (2.29) deki bir degisim dizisi seg¢ebiliriz.

R kj kj ij

! [N 1 A RS [V I [V I (2.35)
ak Fa 13 ,D_éf c( V)

mT1 Imm J b

Z <

Bu yiizden ni, ..., nd olacak sekilde degisim dizileri secebiliriz. Ornegin;



Vm C( v m), mT1,..,d olmak iizere,

d
VmT C(V m) (2.36)

mi1l

Simdi degisim dizisi olan b yi asagidaki gibi kuralim.

n n
Ik olarak, eger C(./)=Wn olursa, b= v1 olarak alabiliriz. Eger olmazsak {2,
., d} seklinde olmalidir. Geneli bozmadan k =2 olarak:

C(v2) c(v1") yazabiliriz.

c(v2 1"y TAAnC(v2)dC(vi™)

oldugundan ve sonug 1 i kullanarak asagidaki esitlik saglanir.

(Vv POTA, (C(v )6C(vD )
1

Bu esitlikten;
dim(C(v , v { ) Tdim(C(v ,)GC(v{ )

1Gdim(C( v{ )
=2
oldugu sonucuna ulastlir.
Boylelikle; degisim dizisini asagidaki gibi kurariz.

AT Vi

Vot v v,

T n ve
7a v g (Vigm) b TV
. - -

dim(C( vv)) d oldugunu kolaylikla ispat edebiliriz.

Bu yiizden, C( vb) = Wh



Sonug . Sistem (2.1) ancak ve ancak asagidaki esitlik saglanirsa kontrol edilebilir.

n=R" (2.37)

KAYNAKCA

1. X.P. Xu, P.J. Antsaklis, A dynamic programming approacli for optimal control of
switched systems, Proc. IEEE Cunf. Decision Control (2000) 1822-1827.

2. M. Egertedt, Y. Wardi, F. Delmotte, Optimal control of switching times in switched
dynamical systems, Proc. IEEE Cunf Decision Control (2003) 2138-2143.

3. X.P Xu, P.J. Anstsaklis, Optimal control of switched system based on parameterization of
the switching instants, IEEE Trans. Automat Control 49 (2004) 2-15.

4. S.C. Bengea, A.D. Raymond, Optimal control of switching systems, Automatica 41
(2005) 11-27,

5. C.G. Cassandras, D.L. Pepyne, Y. Wardi, Optimal control of a class of hybrid systems,
IEEE Trans. Automat. (Control 46 (2001) 398-415.

6. K.L. Teo, L.S. Jennings, HW.J. Lee, V. Rehbock, The control parametrization
enhancing transform for contstrained optimal control problema, J. Aust. Math. Soc. B 40
(1999) 314-335

7. C.Y. Kaya, J.L. Noakes, Computational method for time-optimal switching control. J.
Optim. Theory Appl. 117 (2003) 69-92

8. L.S. Jennings, M.E. Fisher, K.L. Teo, C.J. Goh, MISER 3.3-optimal control software:
theory and user manual, Department of Mathematics, The University of Western Australia,
Australia, 2004.

9. D. Liberzon and A.S. Morse, “Basic problems in stability and desing of switched
systems,” IEEE Control Systems, 19(5), 59-70, 1999

10. Z.Yang, “An algebraic approach towards the control-lability of controlled switching
linear hybrid systems,” Automatica, v.38(7), July, 1221-1228, 2002.



11. Ezzine and A. H. Haddad, “Controllability and observability of hybrid systems,” Int. J.
Control, vol. 49, pp.2045-2055, June, 1989.

12. S.S. Ge, Z. Sun, and T. H. Lee, “Reachability and controllability of swtched linear
discrate-time systems.” IEEE Transactions on Automatic Control, 46(9), 1437-1441, 2001.

13. S.S. Ge, Z. Sun, and T. H. Lee, “Reachability and Controllability of Swtched Linear
Systems,” Proceed-ings of the American Control Conference. Arlington, VA June, 1898-
1903, 2001.

14. Sun, Z.., Ge, S.S., and Lee, T.H., Controllability and reachability criteria for switched
linear systems, Automatica. VVol. 38, no. 5, pp.775-786, 2002.

15. Z. Sun and D. Zheng, “On Reachability and stabilization of switched linear control
systems,” IEEE Transactions on Automatic Control, 46(2), 291-295, 2001

16. G. Xie and L. Wang, “Necessary and suffcient conditions for controllability of switched
linear systems,” Proceedings of the American Control Conference. Arlington, VA June, 1897-
1902, 2002.

17. G. Xie and L. Wang, “Controllability and stabilizability of switched linear-systems.”
Systems and Control Lester, 48(2), 135-155, 2003.

18. G. Xie and L. Wang, “Reachability realization and stabilizability of switched linear
discrete-time systems.” J. Math, Anal. Appl., In Press, 2002.

19. G. Xie and L. Wang, and Y. Wang, “Controllability of Periodically Switched Linear
Systems with Delay in Control,” Proceedings of the Fifteenth International Symposium on the
Mathematical Theory of Networks and Systems. University of Notre Dame, In, August, 1-15,
2002.

20. G. Xie and D. Zheng, “Research on Controllability and Reachability of Hybrid Systems,”
Proceedings of the 19th Chinese Control Conference, Dec., HK, 114-117, 2000.

21. G. Xie, D. Zheng, and L. Wang, “Controllability of Switched linear systems,” IEEE
Trans. Automat. Contr., vol. 47, no. 8, pp.1401-1405, 2002.

22. T. Kaileth, Linear Systems. Englewood Cliffs, N. J.: Prentice-Hail. 1980.

23. W. M. Wonham, Linear Multivariable Control: A Geometric Approach. New York:
Springer-Verlag, 3rd ed., 1985.



24. D. H. Chyung, “On the controllability of linear systems with delay in control”, IEEE
Trans. Automat. Contr., vol.15(2), pp.255-257, Apr. 1970.

25. Hewer, G. A., “Note on controllability of linear systems with time delay”, IEEE Trans. on
Automat. Contr., vol.17(5), pp.733-734, Oct. 1972.

26. Salamon and Dietmar, “On controllability and observability of time delay systems”,
IEEE Trans. Automat. Contr., vol.29(5), pp.432-439, May, 1984.



