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ABSTRACT

ON THE APPROXIMATION PROPERTY OF DYNAMIC EQUATIONS
ON TIME SCALES

HASLAMAN, Tuba

MSc in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ahmet YANTIR

July 2015, 45 pages

In this thesis, we investigate the convergence of time scales and we apply this
result for an approximation property of dynamic equations. Our results allow us to
approximate the set of solutions for some differential problems by a sequence of
dynamic ones.

We indicate a kind of convergence on time scales which can be applied and
most useful for continuous dependence of solutions for dynamic equations on time
scales. This forms an approximation for the differential equations by dynamic ones
and is an essential extension of difference numerical algorithms. As a consequence,
we study some Cauchy problem with infinitely many solutions, which is
approximated by some dynamic problems.

Keywords: Time scale, Dynamic equation, Approximation of solutions



OZET

ZAMAN SKALASINDA DINAMIK DENKLEMLERLE
DIFERANSIYEL PROBLEMLERE YAKLASIMLAR

Tuba HASLAMAN
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR
Temmuz 2015, 45 sayfa

Bu tezde, zaman skalalarinin yakinsakligini inceledik ve bu sonucu dinamik
denklemlerin yaklasimlar 6zelligi igin kullandik. Bizim elde ettigimiz sonuglar bir
diferansiyel problemin ¢ozlimlerinin kiimesine bir dinamik denklemler dizisinin

¢oziimlerinin kiimesi ile yaklasmamizi saglar.

Zaman skalasi iizerinde dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin siirekli bagimliligi
icin ¢ok kullaniglt bir tiir yakinsaklik tanimladik. Bu yakinsaklik diferansiyel
denklemlere dinamik denklemler ile yaklasimi saglar ve fark denklemleri ile kurulan
sayisal algoritmalar i¢in 6nemli bir genisletmedir. Son olarak sonsuz sayida ¢oziime

sahip Cauchy problemini ele aldik ve dinamik denklemler ile ¢oziimlere yaklastik.

Anahtar sozciikler: Zaman Skalasi, Dinamik denklem, Coziimlere yaklagim



TESEKKUR

Bu calismanin belirlenmesi ve yiirlitiilmesi esnasinda ilgi ve alakasim
esirgemeyen, ortaya c¢ikan her tirlii bilimsel problemin ¢oziimiinde devamli
yardimlarint gérdiiglim degerli hocam Yrd. Dog¢. Dr. Ahmet YANTIR ayrica bana
daima destek olan aileme tesekkiirii bir borg bilirim.
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GIRIS

1988 yilinda Stefan Hilger doktora tezinde zaman skalasi (6l¢lim zinciri)
kavramini tanittiginda [45], danisman1 Bernd Aulbach (1947-2005) bu yeni kavramin

3 ana amacini su sekilde ortaya koymustur.

1) Siirekli ve ayrik analizin tek ¢ati altinda toplanmasi ki bu birlestirme
ozelligi diferansiyel ve fark denklemlerinin dinamik denklemler adi altinda

toplanmasini saglamistir.

2) Kq ve Cantor Kiimesi gibi sabit sigramali olmayan zaman skalalar iizerinde

diferansiyel teorinin genislemesi.
3) Siirekli problemlerin ayriklastirilmasi.

1990’11 yillarda ve 2000’1i yillarin baslarinda ilk iki amaca yonelik ¢cok sayida
bilimsel ¢alisma yapilmistir. Ozellikle 1. amaca yonelik yapilan galismalar literatiirde
genis yer tutmaktadir. Bu amagla oncelikle siirekli ve ayr1 analiz birlestirilerek zaman
skalas1 analizi olusturulmustur [44, 45, 46]. Sonrasinda yapilan ¢alismalarla teori
hizla biiyiimiis ve genislemistir. Diferansiyel denklemler teorisini hemen her alaninda
yapilmis olan ¢aligmalar zaman skalasi tizerine tasimistir [2, 6, 8, 16, 22, 28, 31, 34,
42, 47, 50, 52, 55]. Bunun yansira ¢ok degiskenli analiz de zaman skalasi tizerinde

olusturulmus ve bu alanda ¢alismalar yapmustir [7, 39, 40, 68 ].

Zaman skalasinda dinamik denklemlerin finanstan, kimyaya, fizikten

miithendislige kadar bircok uygulamasi mevcuttur [8, 14, 17, 63].

2. amaca yonelik calismalar igerisinde baslicalar1 q- fark denklemler iizerine

yapilmustir.

Ik iki amaca yonelik caligmalar literatiirde sik¢a goriiliirken zaman skalasiin
“diskretizasyon” ozelligi garip bir sekilde literatlirde ¢ok az yer bulmustur. Biz bu
tezde bunun tizerinde duracagiz.



Diferansiyel problemlere iliskin bir¢ok sonu¢ kolaylikla fark denklemlerine
iliskin sonuglara dontstiiriilebilir. Ancak tersi “siireklilik” kavramindan Otiirii ayni
kolaylikta degildir.

Dinamik denklemler teorisi bu zorluklarin asilmasinda veya hem siirekli hem
ayrik durumlar igin iki ayr1 incelemeden kaginilmasinda ¢ok 6nemli rol oynar. Fakat
bazi durumlarda “siirekli” diferansiyel problemler diskritize edilmis hali yani fark

veya dinamik denklem sekli orijinal problemin yaklasimi olarak ele alinmalidir.

Bu gercek zaman skalasi kavraminin ortaya atilmasindan beri biliniyor
olmasina ragmen bu konudaki calismalar sasirtict bir sekilde ¢ok yogun degildir.
Genellikle diferansiyel probleme yaklagim olarak fark denklemleri kullanilmistir.
Fakat dinamik denklemler daha genel olmasina ragmen diskritizasyon amaci olarak

yaygin olarak kullanilmamistir.

Burada izlenecek yontem su sekildedir:

Eger bir T zaman skalas1 reel sayilar kiimesi IR’ye (veya baska bir zaman
skalas1 S’ye) “ belli manada” yakin ise, bu durumda T {izerindeki dinamik denklemin
¢ozlimiinlin de IR’deki diferansiyel denklemin ¢dziimiine yakin olmasi beklenir.
Burada ¢oziimlerin var oldugu kabul edilmistir. Yani gercekte zaman skalalar
dizisinin IR” ye yakinsak olmasi durumunda ¢6ziimlerin de gergek ¢oziime yakinsak

olmasini bekleriz.

Burada hedef zaman skalasi i¢in ortak noktalar yerine zaman skalalarinin
yakinsakliginin ele alindigini belirtelim. Yani yaklasilan zaman skalasi ile kurulan

zaman skalas1 dizisinin bostan farkli kesisimi oldugunu kabul etmek zorunda degiliz.

Bu tezde asil amacimiz dinamik denklemler i¢in en uygun yakinsaklig
tanimlamaktir. Zaman skalasi tizerinde bu yonde sonuglar olmadigindan dnerdigimiz
algoritmay1 var olan fark denklemleri algoritmalariyla karsilastirarak, daha Once
tanitilmig olan yakinsaklik tiirlerini birlestirecegiz. Boylece ¢oziimii tek olmayan
problemler i¢in yani fark denklemleri ile ele alinamayan problemler i¢in bile zaman

skalas1 ile Onerilen yani yakinsaklik metodunu kullanacagiz.



Daha oncede belirtildigi gibi 3 numarali amaca yonelik literatiirde ¢ok fazla
calisma yoktur. Adamec [1], Duke, Hall ve Oberste-Vorth [30], Esty ve Hilger [35],
Garay, Hilger ve Kloeden [38], Kloeden [56, 57], Oberste-Vorth [66, 67]
caligmalarinda zaman skalalarinin yakinsaklig1 iizerine bazi sonuglar elde etmisler.
Ancak hemen hemen tiim sonuglar kompakt zaman skalalari i¢in verilmis ve
Hausdorff yakinsaklikligi ele alimmustir. Bu kuvvetli bir gerekliliktir ve keyfi zaman
skalasina  genisletemez. Duke, Hall ve Oberste-Vorth [30] Hausdorff
yakinsakligindan farkl: tiirde yakinsaklik ele alinmistir. Bu calismada kendileri de bu
tiirde verilen yakinsakligi en iyi secenek olmadigi belirtmislerdir. Bu yakinsaklik

tanimi ile yapilacak olan yaklasimlarin saglikli olmadig: ispatlanacaktir.

Ayrica Fell topoloji Esty, Hilger [35], R.Oberste-Vorth [66, 67] tarafindan ele
alinmigtir. Fakat sasirtict olan sudur ki bu sonuglar ¢ok degerli analizde var olan
yakinsaklik sonuglariyla aynidir.

Bu tezde IR’nin kapali alt kiimelerinin aileleri tizerindeki topolojilerde
yakinsakliklar karsilastirilmistir. Sonu¢ olarak da Kuratowski yakinsakligin zaman
skalalarinin yakinsakligi i¢in en uygun se¢im oldugu goriilmistiir. Bu topolojileri
karsilastiran bircok aciklayici &rnek sunulmustur. Ozellikle Euler fark denklemleri
Zns1 = Zn + hy,f (2,) icin ¢ok faydali olan zaman skalalar {izerinde durulmustur.
Son olarak verdigimiz sonuglart agiklayan bir ornek sunulmustur. Tek ¢oziimii

olmayan bu tarzda problemlerin uygulamasi olarak Cauchy problemi ¢oziilmiistiir.



ZAMAN SKALASI KAVRAMI
2.1 Temel Kavramlar
Tamm 2.1. Reel sayilarin bostan farkli kapali herhangi bir alt kiimesine ‘“zaman

skalas1” denir ve T ile gosterilir. Dolayisiyla reel sayilar kiimesi IR, tamsayilar

kiimesi Z, dogal sayilar kiimesi

IN, Ty={} U0}, [a,b], T, = [01] U {23 U[67]

nel

kiimeleri ve Cantor kiimesi 6rnek olarak verilebilir.

Tamim 2.2. T bir zaman skalasi ve t € T olsun. T {izerinde ileri sigrama operatort,
o(t)=inf{s€T:s >t, t + maxT, teT}

ve geri sigrama operatori;
p(t) = sup{seT:s < t, t = minT, teT}

ile tanimlanir.

Tanim 2.3.t € T noktasi i¢in a(t) >t ise t’'ye “sag yayilmis nokta”, o(t) =t

ise t’ye “sag yogun nokta” denir.

Tamm 2.4. t € T noktas1t hem sag hem sol yogun ise t’ye “yogun nokta”, hem sag

hem sol yayilmais ise t’ye “ayrik nokta” denir.

Ornek 2.5.T = IR igin Vt € IR igin o(t) =t = p(t) oldugundan her nokta hem

sag hem de sol yogun nokta olacaktir. Boyle noktalara “yogun nokta™ denir.
Ornek 2.6. T = Z igin Vt € Z igin

o(t) =inf{s:s>t, s,;teT}=inf{t+1,t+2,..}=t+1



ve
p(t) =sup{s:s<t, s,teT}=sup{t—1,t—2,..}=t—1

oldugundan p(t) <t < o(t)’dir. t noktast hem sol hem de sag yayilmistir. Boyle

noktalara ayrik nokta ad1 verilir.

Ornek 2.7. {%} LV {0} kiimesinde;

nel

t =0 i¢gin 0(0) =inf{s:s>0, seT}=0 ve o(1)=1 oldugu acgiktir. t = 1

n
olsun. Bu durumdan = %olur. O halde;

1 1—t
n—-1l=--1=——
t t
ve
1t
n—1 1-—t
elde edilir. Yani;
t 9 -
0'(t)=1—_t dir.
1 2 1 2 1
Omegiio () =ir=1.  o() ==}
2 5

Ornek 2.8. t = % olsun. Bu durumda n = %olur. O halde:

1 1+t
n+l==-+4+1=—
t t
ve
1t
n+l 1+t



elde edilir. Yani;
> p(t) = — “dir.

. - 1
Omegin; p(1) = E =3

Tanmm 2.9. Pozitif tanimhi u: T — [0, ) tanecik fonksiyonu u(t) = a(t) —t ile

tanimlanir.
Ornek 2.10. T = [Rigin u(t) =o(t) —t=t—t=0

T=Zicin u(t) =c(t) —t=t+1—-t=1

t t2

T={%}U{0}igin u®) =o()—t=—-t=" (t*1)

2.2 Zaman Skalasinda Tiirev

Tamm 2.11. f:T — IR fonksiyonu ve t € TX noktas1 verilsin. Eger sonlu bir §
say1st i¢in Ve > 0 sayisi verildiginde ¢ noktasinin;

If(c@®) — f(s) = 8(a(®) —s)| < €la(t) —s|, VsEN,

olacak sekilde N; komsulugu bulunabiliyorsa, “f  fonksiyonu t noktasinda
A —tiirevlenebilirdir” denir. § € IR sayisina, f  fonsiyonunun t noktasindaki
A —tiirevi denir ve § = f2(t) ile gosterilir. Diger bir ifade ile;

0 i [CO) = FO)

sot  o(t)—s

seklinde gosterilir.

Ornek 212.T = IR ise f2() = lim{ 2T — iy JOTEO _ p1(4y olur,
sot o(t)-s sot

T=2 ise fA¢) = lim F(6@)=f () _ 13 LEHDSE) _ fEHD-F O
s»>t  o(t)-s sot  t+l-s 1




=fE+1)—-f(®)
=Af(0)

Ornek 2.13. f(t) = t?> fonksiyonunun A —tiirevini hesaplayalim.

fle®) = f() _ . (o) =2

o(t)—s s>t o(t)—s

fA(8) = lim

IR CIOEDICIOID)
sot o(t)-s

= lsii‘rga(t) +s
=o(t) +t
Ornegin; T = IR igin f2(t) = o(t) +t =t +t = 2t = (t?)" olur.
T=7Zic¢in fAt)=0c(@®)+t=t+1+t=2t+1=(t+1)>—1t?
= A(t?)
T =1Kq ={q™:n € Z}uU{0};q > 1olsun.
telKq ise3ny € Zvardirki t = q".Budurumda
a(t) =qm* =qM.q=1tq
elde edilir. O halde;
fA)=c®)+t=tqg+t=t(qg+1)
T = hZ = {hn:n € Z} olsun. o(t) =inf{s:s>t, s,t €T}

t EhZisedny, t=hny, Budurumda o(t) =h(nyg+1)=hn,+h=t+nh



elde edilir. O halde f2(t) = o(t) + t =t + h + t = 2t + h olarak bulunur.
T = {%:n € IN+} U {0} olsun. a(t) = inf{s:s > t, s,t € T} oldugundan

o(t) = i’dir. O halde;

t t+t—t* 2t —t?
fr)=o+t=7—+ 1—¢ 1—¢t

olur.

Ornek 2.14. f(t) =/t fonsiyonunun A —tiirevini hesaplayalim.

o) = i CD)=F@) o — V5

s>t oa(t)—s s>t o(t)—s

= lim Jo(B)—Vs
s-t (Ja(®O—Vs)({a®)+Vs)

. 1
- lsl—r»rtl1/0(t)+\/§

1
= oot
Omegin; T = IR icin f2(t) = 5= = (VO)'

1

T =Z icin f4(t) = =

1 1
- \/O'(t)+\/?_ le_t"'\/?
T=IKqt€IKq 3nyt=q™o(t) =qhtl=qgM.q=1tq

T= {%:n € IN+} U {0} icin f2(t)

i =

1 1
Jta+vt ViGfa+1)

olur.



Ozellikler:
1)o:T - T fonksiyonu Vt €T igin tiirevlenemez.
2) f:T - IR fonksiyonunun t € T¥ noktalarinda tiirevi varsa tektir.
3) f:T = IR fonksiyonu sol yayilmis olan maxT < oo noktasinda tiirevlenemez.
Zaman skalasinda analiz ile ilgili detayli bilgilere Bohner ve Peterson
tarafindan yazilmig olan kitaplarda [25, 26] ulasilabilir. Bu tezde zaman skalasi

kavramlarindan si¢crama ve tlirev operatorleri kullanildigindan giris kismi kisa

tutulmustur.



3

ZAMAN SKALASI DIiZILERININ YAKINSAKLIGI

Yaklasimizin ana fikri su sekildedir; T zaman skalasi lizerinde verilen bir problem
icin T’nin bir yaklasimi olan T; zaman skalasii “se¢gmek”, problemi T; tizerinde
cozerek bu c¢Ozlime orijinal problemin ¢6ziimiiniin yaklagik ¢6ziimii olarak
davranmaktir. Bunun i¢in dogal gereklilik sadece T iizerinde ¢dziimlerin varhigidir.
(Teklik gerek sart degildir.) Diger taraftan bu zaman skalalarinin bir dizisini adim
adim olusturmaktir. Bu sebeple zaman skalalarinin yakinsamasi i¢in istenen topoloji
metriklenebilir olmali veya sadece kiimeler dizisini kontrol edebilmemiz
gerekmektedir. Bu alanda yapilan daha Onceki ¢alismalarda az sayida topoloji ele
alimmustir. Kapali kiimeler iizerinde bir ¢ok topoloji mevcuttur. Bu topolojiler
hakkinda detayl bilgi igin Beer [21] ve Kuratowski [59] tarafindan yazilan kitaplarda
bulunabilir.

Biz bu ¢alismada zaman skalalar1 dizisinin dizisel yakinsakligi itizerinde

duracagiz.

Oncelikle bu teoride literatiirde hangi calismalar yapildigindan ve teorinin

tarihsel gegmisinden bahsedelim.
3.1 Hausdorff Yaklasimi
Tartismanin baglangic noktast Hausdorff metrigi olmalidir. Literatiirde bu
metrikle ilgili detayli ¢aligmalar bulunabilir (detayli bilgi i¢in bkz[21]). (X, d) metrik

uzayinin kapali alt kiimelerinin ailesini CI(X) ile gosterelim.

Tammm 3.1. (X, d) bir metrik uzay a € X ve Bc X olsun. a noktasi ile B kiimesi

arasindaki uzaklik;
dist (a, B)=infyeg d(a, b)
ile tanimlanir.

Ornek 3.2. a = 1 noktas1 B = {% :n € N} kiimesi arasindaki uzakligi hesaplayalim.

10



dist(a,B) = infyeg d(a,b)

1

= inf{d(1,1), d (1, %) .d (1,-), )

3

)

= inf{0,

N |-
wIiN

)
=0

Tammm 3.3. (X,d) bir metrik uzay ve A,B € CI(X) olsun. A ve B kiimelerinin

excess’i (simetrik olmayan uzakligi) asagidaki formiil ile tanimlanir.
e(A, B) = supgeadist (a, B) = supgeainfreg d(a,b) = inf{r > 0: XcB(B, )}
Ozel olarak; VB € Cl(X) i¢in e(®,B) = 0 ile tanimlanur.
Ornek 3.4.T = {% :n € Ny} velR, zaman skalalarinin excess’ini hesaplayalim.
e(T,IR}) = supyer dist(x,IR,) = supyerinfyer, d (x,¥)

= SUPnen, Nfyeir, d(g ,Y)

e(IR,,T) = SUPqerr, INfper d(a, b)

Tanmmm 3.5. (X,d) bir metrik uzay olsun. 4,B € Cl(X) i¢in A ve B kiimeleri
arasindaki Hausdorff uzaklik;

h(A,B) = max{e(4,B) ,e(B,A)}

seklinde tanimlanir.

11



Ornek 36. T = {2 :n € Ny} ve IR, zaman skalalar1 arasindaki Hausdorff uzakligi

hesaplayalim.
h(T,IR,) = max{e(T,IR,),e(IR,,T)}

= max{0, o}

Hausdorff yakinsakligi kompakt zaman skalalar1 i¢in ana araglardan bir
tanesidir ve literatiirde Ademec [1], Garay, Hilger, Kloeden [38], Kloeden [56, 57]
tarafindan kullanilmistir.

Maalesef , X’in sinirli olmayan kapali alt kiimeleri i¢in Hausdorff uzaklig:
sonlu olmayabilir. Ornegin herhangi bir n > 1 icin h([—n,n],IR) = 4o ‘dur.
Gergekten,;

h([-n,n],IR) = max{ e([—n,n],IR), e(IR,[—n,n])}
e([-n,n],IR) = supye[_nn) dist(x,IR)
= SUPxe[-n,n] infyeIR d(x,y)

=0

e(IR, [—TL, Tl]) = supaEIRinbe[—n,n] d(a' b)

bulunur. O halde h([—n,n],IR) = max{ e([—n,n],IR), e(IR,[—n,n])} = «’dur.

Yukaridaki Ornekten de anlasilacagi gibi Hausdorff yakinsaklik ¢ok
kisitlayicidir.  Esty, Hilger [35] sinirli olmayan zaman skalalar1 i¢in Hausdorff
yakinsakligin uygun olmadigini gostermistir. (bkz [35. Bolim 3])

12



Uyan 3.7. Yine de Hausdorff yakinsaklik ile elde edilen sonuglar konusunda dikkatli
olunmalidir. Ciinkii denk metrikler bile kapali kiimelerin farkli hiper-uzaylari
verebilir. Dolayisiyla Hausdorff yakinsaklik ile elde edilen sonuglar kesinlikle ele
alinan metrige baglidir. Bu Oberste-Vorth [66] tarafindan 6rneklendirilmistir.

Ornek 3.8. d(x,y) = min{ 1, |x — y|} metrigini ele alalim. n > 0 olmak iizere;

e([0,n],IR,) = SUPxe[o,n] infyeIR+ d(x,y)

= SUPxe[o,n] infyeIR+ min{l, |x —y|}

e(IR,[0,n]) = supqer, infyejon d(a, b)

= SUPqelr, Nfpefony Min{l, la —bl}

Dolayisiyla;
h([0,n],IR,) = max{e([0,n],IR,),e(IR,,[0,n])} =1
bulunur. Dolayistyla {[0, n]},,e;n Hausdorff topolojisine gore IR, ’ye yakinsamaz.
3.2 Duke, Hall, Oberste-Vorth Yaklasimi

Diger bir yakimsaklik c¢esidi Duke, Hall ve Oberste-Vorth tarafindan
onerilmistir. ([30, Tanim 22])

Tamim 3.9. ([30]) T bir zaman skalas1 olsun. Eger;

1. T,cT,; vn € IN

2. T]. C T2 C .-

Une1 T =T
kosullar1 saglaniyorsa {T,} dizisi T ‘ye yakinsar denirveT,, 7 T ile gosterilir.
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Bu tarzda bir yakinsakligin en dogru se¢im olmadig1 yazarlar tarafindan bile
kabul edilmistir. Yukaridaki tanim Kuratowski limitine benzer sekilde verilmistir.
Fakat dogru formda degildir. T,,_[—n,n] i¢in (Us-; T,, # IR oldugundan 3.sart
saglanmaz.) veya T,, = [%, 1- %] zaman skalas1 dizisi i¢in U3 _; E, 1- %] = (0,1)

oldugundan limit kapali kiime degildir, dolayisiyla zaman skalast degildir.
Dolayistyla bu yaklasim Kuratowski limitin yanlis bir formudur. O halde ele alinan
yakinsakliklardan ¢ikarilabilir.
3.3 Vietoris Topoloji Yaklasimi
Bir diger yaklasim Vietoris topolojidir.
Tamm 3.10. X bir topolojik uzay olsun. Uy, ..., U, € X igin;
0 <Uy,.., U, ={F:F€CIX),F CUfU,FnU, #0,..,F NnU, # 0}
ile tanimlansin. Burada iki 6zel durum su sekilde tanimlanir.
UcXicin0 <U>={F:F € Cl(X),F € U}
ve
0<UX>={F:FeCl(X),FnU # @¢}.
O halde;

0<U,., U>=0<UfU;>nk, 0<U,X>

esitligi elde edilir. CI(X) kiimesi iizerinde O < U > ve O < U,X > formundaki tim
kiimelerin acik oldugu en kiigiik topolojiye Vietoris topoloji denir.

Vietoris topolojisine gore yakinsaklik Esty, Hilger [35] , Oberste-Vorth [66, 67]

tarafindan incelenmis. Fakat asagida verilmis olan uyar1 sebebiyle ¢alismalar Fell
topolojisine kaydirilmistir.
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Uyan 3.11. ([21]) Vietoris topoloji X kiimesinin kapali alt kiimeleri ailesi tizerinde
Vx € X i¢in A — dist(x, A) fonksiyonunun siirekli oldugu en zayif topolojidir.

Uyan 3.12. Kompakt uzaylar tizerinde (sinirlt zaman skalalar1 i¢in) Vietoris topoloji
ve Fell topoloji denktir.

Daha sonra da belirtilecegi lizere Vietoris topoloji kompakt uzaylar i¢in
Kuratowski topolojiye de denk olur.

Yukaridaki uyarilar neticesinde Vietoris topoloji yerine Fell topoloji ele

alabilir.
3.4 Fell Topoloji Yaklasim

Son olarak; Esty ve Hilger [35] tarafindan Fell topoloji incelenmistir. Verilen
bir X topolojik uzay: i¢in CI(X) iizerinde Fell topolojiyi ele alalim. Bu topoloji
asagidaki iki kiimeler ailesi tarafindan dogrulur ve hit&miss topoloji olarak da
adlandirilir.

A" ={Be€e2*:BnA+ 0} (Hittopoloji)

ve

At ={B € 2*: BcA} (Miss topoloji)

Tamm 3.13. W X agik alt kiime olmak {lizere, W™ agik alt baz tarafindan iiretilen
topolojiye 2* iizerindeki alt Fell topoloji denir.

Tamm 3.14. CcX’in kompakt timleyeni olmak lizere, C* agik alt bazi tarafindan

tiretilen topolojiye 2% iizerindeki iist Fell topoloji denir.

Tammm 3.15. X bir topolojik uzay ve A bir sirali kiime olsun. A’dan tanimli her
fonksiyona net denir. Kaba haliyle net bir dizinin genel halidir.
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Netler iki farkli limite yakinsayabildiginden Fell topolojisi, yerel kompakt
uzaylar disinda yararli degildir. Tiim zaman skalalar1 yerel kompakt oldugundan

zaman skalasi1 lizerinde Fell topoloji dogru se¢im olabilir.

Ancak, yukarida verilen tanim, kiimelerin yakinsakligi i¢in kullanigh degildir.
Fakat Beer [21, Sonu¢ 5.1.7] ve Esty, Hilger [35, Teorem 5.3] asagidaki

karakterizasyon ile Fell topolojiyi daha kullanisli hale getirmislerdir.

Asagidaki 6nerme Fell topolojideki yakinsakligi kiimelerin excess’i cinsinden

hesaplamamizi saglar.

Onerme 3.16. IR’nin kapali alt kiimelerinin dizisi A, Fell topolojiye gore A

kiimesine yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart VK IR i¢in;

lim e(KNAA,) =0 velime(KNA,,A) =0
n—-oo n—oo

olmasidir.
A = IR durumunda 2.sart her zaman saglanir.

[1, 30, 35, 58, 66, 67] tarafindan ele alinan problemler i¢in Fell topolojinin en
uygun se¢im oldugu Onerilmistir. Fakat biz Kuratowski yakinsakligin daha dogru

secim oldugunu, bu prosediirii basitlestirerek ispatlayacagiz.

Yakinsak zaman skalalarinin bazi 6zellikleri ve bunlarla ilgili ornekler

literatiirde bir¢ok yazar tarafindan ele alinmistir [1, 35, 66, 67].
3.5 Kuratowski Topoloji Yaklagim

Kuratowski-Painleve yaklagiminda yakinsakligi bir yonde ele almak gerekli
goriiliir. Bu tarz yakinsaklik ¢cok degerli analizdeki, ¢ok degerli fonksiyonlarmn alt ve
ist yari-stireklilik ozelliklerine baghdir. Coziim kiimeleri ¢ok degerli fonksiyon
olusturdugundan bu dogal bir yaklasim olarak goriilebilir. Ornegin; Fang, Li ve Teo
[36] varyasyonel esitsizlikleri bu metotla islemislerdir. Zaman skalas1 kavraminda
atraktorlerin zaman skalasindaki Hausdorff uzakliga gore yakinsadigina benzer fikir
Kloeden [56, 57] tarafindan ele alinmigtir.
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Kuratowski yakinsakligi kisaca 6zetleyelim;
Tamim 3.17. X bir kiime, (4,,) ise X’in alt kiimelerinin bir dizisi olsun.
Ls A, =limsup A, = Nyp=1Un—m An
LiA, =liminf A, =Up_1Np—m An
kiimelerine sirastyla (4,,) dizisinin st limiti ve alt limiti denir.

Ornek 3.18. A, ={1,2,3,...,n} kiimesinin Kuratowski anlaminda yakinsakligini

inceleyelim.

limsup A, =Ny 1Upem Ay,
=Npm=1Yn=-m {1,2,3, ..., n}
=Ny_, {{1,2,...m}u{1,2,...m+1}u{1,2,...m+2}U ..}
=N%_, IN
=IN

liminf A, = Up—1Np—m An
=Up_1Np=m {1,2, ...,n}
=Up-: [{1,2,....m}n {1,2,...m+1}n{1,2,...,m+2}n..]
=U;-1 {1,2,..,m}
=IN

limsup A, = liminf A, =IN
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Ornek 3.19. 4, = {n,n+1,...} kiimesinin Kuratowski anlaminda yakisakligin1

inceleyelim.
limsup A, = N5 1Upem An
=N Unem inn+1, ...}
=Ny _; [Imm+1,.}um+1,m+2,.}u{m+2,m+3,..}U ..}
=Ny, {mm+1,..}

={1,23,..3n{2,34,..}n ..
=0

liminf A, = Up—1Np=m An
=Up— [fmm+1,..3n{m+1m+2,..}n{m+2,m+3,..}n..
=Up=1 @
=0
limsup A, = liminf A, =0

Tamim 3.20. Eger LiA, = LsA, = A olacak sekilde bir A kiimesi varsa A,, dizisi

A kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsaktir denir ve Lim 4,, = A seklinde yazilir.

Yukarida X uzay:r keyfi bir topolojik uzay olarak ele alinmistir. Eger X bir
normlu uzay ise; LgA, ve L;A, i¢in asagidaki tanimlari verebiliriz.

Tamim 3.21. X bir normlu uzay ve M,, X uzaymda bir dizi olsun. (M,,) dizisinin st
limiti ve alt limiti sirasiyla

LsM,, = lim sup M, = inf,>1SUbpsmMy, = infy, sSup{My, My 41, - }

ve
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LiM,, = lim sup M,, = sup>1infpsmM, = supy, inf{M,, My 41, - }
ile tanimlanir.

Ornek 3.22. M, = (=1)" olsun. LsM,,ve LiM,’ni yukaridaki formiiller yardimiyla

hesaplayalim.
LsMy, = lim sup(—1)" = infyo1Suppsm (D"

infpsup{(—1™, (-1)™*1, .}

inf,sup{—1,1}

=inf1

LiM,, = lim inf (=1)" = Suppsqinfysm(—1)"
= supminf{(=1)™, (~1)™*, ..}
= suppinf{—1,1}
= sup(=1)
=1

Ornek 3.23. M, = % olsun. LsM,ve LiM,’ni yukaridaki formiiller yardimiyla

hesaplayalim.

n n
LsM, = lim sup— = in su —
n pn+1 fmzl pnzm n+1

m m+l

= infmsup{m,m, }

= inf,1
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=1

n n
LsM, = lim inf — = su in —
n fn+1 pmzl fann_H

. m  m+1
= supmlnf{m,m, .}
m
=supmm
123
:Sup{z,g,z,...}
=1

Ornek 3.24. M, =n olsun. LsM,ve LiM,’ni yukaridaki formiiller yardimiyla

hesaplayalim.

LsM,, = lim supn = infy;>1SuUPp>mn

infpsupfmm+1,m+2,...}

= inf o

LiM, = lim inf n = sup,>1infpsmn
= suppinfimm+1,m+2,..}

= supp(m)

Yukaridaki ilk tanim keyfi topolojik uzaylar i¢indir. Literatiirde ¢ogu
makalede metrik uzaylar i¢in yukaridaki ikinci tanim Kuratowski yakinsaklik olarak

ele alinmistir.
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Genel olarak Kuratowski yakinsaklik topolojik bir yakinsaklik degildir.
(Mrowka Teoremi )

Teorem 3.25. Eger X bir T, uzay ise Kuratowski yakinsaklik topolojik yakinsakliktir
[62].

Tamm 3.26. Bir X topolojik uzay1 eger sayilabilirligin 2.aksiyomunu sagliyorsa yani
X’in X’e ait herhangi bir acik alt kiimesi, U = {U;};2; acik kiimeler ailesinin

birlesimi olarak yazilabiliyorsa, ikinci sayilabilirdir.

Tanmm 3.27. X bir topolojik uzayr olsun. Eger X’ in her noktasinin kompakt

komsulugu varsa X’e yerel kompakt denir.

Tanmm 3.28. X {izerindeki topoloji 7 bir metrik tarafindan {iretiliyorsa X’e

metriklenebilir topolojik uzay denir.

X = IR Hausdorff ve yerel kompakt uzay oldugundan bu tiirde yakinsaklik ile
donatilmis bir topoloji vardir (cf [20] ve [61, sonug 2.5].

Teorem 3.29. [21] X uzayinin kapali alt kiimeleri ailesi lizerindeki Fell topolojisinin
metriklenebilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart X uzaymin yerel kompakt ve ikinci

sayilabilir olmas1 gerekir.

Dolayisiyla zaman skalalar1 netleri yerine zaman skalalar1 dizileri ele almak

yararli olacaktir. Bu yaklagim, bilinen bir yaklagimdir [30, 35, 66].

Teorem 3.30. CI(IR) uzayinda T, dizisinin Fell topolojisine gére S’ye yakinsamasi
icin gerek ve yeter sart her K < IR kompakt kiimesi i¢in;

1) lime(KNS,T,) =0
n—oo

2) lime(KNT,S)=0
n—oo

sartlarinin saglanmasidir.

Ayni1 zamanda yukaridaki teorem Esty ve Hilger’in [35] neden netler yerine

dizileri kullandigini1 agiklar.
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Teorem 3.30°un diziler yerine netleri kullanan versiyonu igin Beer [21]

tarafindan verilmistir.

Teorem 3.31. (X,d) bir metrik uzay ve A c CI(X) olsun ve (4;) CL(X) de bir
net olsun. Bu durumda A = limA; olmasi i¢in gerek ve sart her X’in her kompakt K
TF

alt kiimesi i¢in;

li/{ned(A NK, A)) =0ve li/j{ned(A,l N K,A) = 0 olmasidur.

Kuratowski yakinsaklik i¢in dizilerin bazi 6zelliklerini verelim. Bu 6zellikler
netler icinde tanimlanabilir ancak bizim problemimizde netler i¢in olan sonuglar

gerekli degildir.

Zaman skalalar1 dizilerinde yaklasim 6zellikleri i¢in hem Fell topoloji hem de
Kuratowski topoloji uygundur. Fakat Kuratowski topoloji daha kolay ve kullanish
oldugundan bu tezde Kuratowski topolojiyi kullandik.

77 ile X tlizerindeki Fell topoloji ve 7x ile de X tzerindeki Kuratowski

topolojiyi gosterelim.
Lemma 3.32. ([65]) Herhangi bir X topolojik uzay1 i¢in 7z < 7 “dir.

Bizim problemimiz i¢in Fell ve Kuratowski topolojilerinin denkligi Beer [21]
ve Lucchetti [61] tarafindan verilmistir.

Onerme 3.33. Herhangi bir X yerel kompakt topolojik uzay icin kapali alt kiimelerin
dizisinin Fell topolojiye gore yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Kuratowski

topolojiye gore yakinsak olmasidir. Bu durumda limitler ¢akisiktir.

Asagida Beer [21, Prop. 5.2.5] tarafindan verilmis olan 6nermenin 6zel hali
verilmistir. Bu 6nerme Esty ve Hilger [35] sonuglari ile bizim elde ettigimiz sonuglari
karsilagtirmak i¢in onem arz etmektedir. Bu Onerme ayrica Hilger’in bahsedilen

sonuglarindaki kompakt kiimelerin 6nemini ortaya koyar.
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Onerme 3.34. (4,), X yerel kompakt metrik uzayinin kapali kiimeler dizisi olsun.
Asagidaki ifadeler denktir.

[Ki]: A c LiA, ve X’in (her kompakt K alt kiimesi) i¢in Ls(K N A,,) c A’dir.
[K,]: A, Fell topolojiye gore A kiimesine yakinsar.

Uyan 3.35. Kompakt kiimeler i¢in Fell topoloji ile Hausdorff topoloji denktir. [21,
Sonug 5.1.11]

Yukaridaki uyar1 diger sonlu zaman skalalari i¢in neden Hausdorff topolojinin
kullanildigini agiklar.

Adamec [1] , Garay, Hilger ve Kloeden [38] ve Kloeden [56] tarafindan verilen

sonuglar Hausdorff topolojiye gore kapali zaman skalalari igin ispatlanmistir.

Yukaridaki uyar1 geregi bahsedilen sonuglar bizim problemimizin ozel

durumlari olarak diisiiniilebilir.

Kuratowski yakinsakliga dizisel denk topolojilerle ilgili sonuclar Beer ve
Lopez [18, 19] tarafindan verilmistir. Kapali kiimeler aileleri tizerindeki topolojiler
ile ilgili genel bilgiler ise Beer [21] ve Lucetti Torre [61] tarafindan sunulmustur.

Bu noktada varlik problemi yani sabit bir zaman skalasina Kuratowski
anlaminda yakinsak bir zaman skalas1 dizisi olup olmadigi sorusu akla gelebilir.

Bunun i¢in Beer’1in agagidaki sonucu kullanabiliriz.

Onerme 3.36. [21, Teorem 5.2.12] X ikinci sayilabilir Hausdorff uzay1 ve 4, ’de
Cl(X) igerisinde bir dizi olsun. Bu durumda A,’in Kuratowski anlaminda yakinsak

bir alt dizisi vardir.

Reel sayilar kiimesi IR yukaridaki 6nermenin kosullarini saglar. Yani ikinci
sayilabilir Hausdorf uzayidir. Dolayisiyla zaman skalalar1 da kapali oldugundan
T, € CI(IR) dizisinin Kuratowski anlaminda yakimsak bir alt dizisi vardir. Ozel

durumlar icin ele alinan problemi T, ilizerinde kolaylikla ¢ozebilecegimiz T,, zaman
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skalalar1 dizisi olusturmaliy1iz. Bu tarzda sonuglar orijinal problemin yakinsaklik

¢Oziimleri olacaktir.
Ozel Durum:

Bu boliimde zaman skalalariin farkli tiirden yakinsakliklarini karsilagtiralim.
Karsilastirmalarimiz1 T,, = h,,.Z, (Euler zaman skalas1 lizerinde yapalim.) h, — 1
durumunda T,, —» Z, (Fell topolojide) sonucu Hilger [35] tarafindan ispatlanmustir.
Biz bu tezde ¢ok daha ilging¢ olan gercekten h,, - 0 durumundan eger T,, = h,,Z —
IR yakinsamasi gerceklesirse diferansiyel problemleri fark denklemleri yerine

dinamik denklemler yardimiyla diskretize edebiliriz.

Sezgisel olarak h,, = 0 durumunda bu dizinin IR, ’ya gitmesi beklenir [30].
Burada farkli topolojiler i¢cin bu sonucu gosterelim ve ele alinan topolojiler icin
yakinsakliklar1 karsilastiralim. Yapacagimiz bu karsilastirma bu tezde neden
Kuratowski topolojinin ele alindigini agiklayacaktir. Kolaylik i¢in h,, = 10% secelim,
boylelikle T,, = win .Z, olacaktirve T = IR, = [0, +0) olsun.

[H] Hausdorf Topoloji

h(T,, T) = +oo oldugundan T,, dizisi Hausdorff topolojiye gore T’ye
yakinsamaz.
[DHOV] Duke, Hall, Oberste-Vorth Topolojisi

Duke, Hall, Oberste-Vorth tarafindan verilen tanim (Tanim 3.9) ile ele alindiginda
yakinsaklik s6z konusu degildir. T, dizisi artan bir dizidir. (Fakat h, = n—ln se¢imi

durumunda T,, artan olmayacaktir.) Ancak tanimin 3. kosulu saglanmamaktadir.
Yani;

1
U';.;):l Tn :U‘;.;):l w_nZ+ i IR+)dII'.

Bu tanim teorik olarak da bir hata icermektedir. Kapali kiimelerin sonsuz
birlesimi kapali olmak zorunda degildir. Dolayisiyla (3) kosulunun saglanmasinin
garantisi yoktur.
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[F] Fell topoloji
Burada direk tanimi kullanmak yerine Onerme 3.16’y1 kullanmak ispati daha
basitlestirecektir. Bu ayn1 zamanda bu tezin ana amaclarindan biri olan Kuratowski
ve Fell topolojilerinin denklik sartlarim1 ortaya koymamizi saglayacaktir. K< IR,
olacak sekilde keyfi kompakt K kiimesini ele alalim. Bu durumda

KNT=KnNnIR, =K

olacaktir. Excess tanimindan;

e(KNT,T,) = min

bulunur.

Bu durumda ilk kosul saglanmis olur. Simdi 2. Kosulun saglandigin

gosterelim. Keyfi A, B kiimeleri i¢in;

“e(A,B) =0 < AcB‘dir. ” gergeginden hareketle K N T,cT oldugundan
herhangi bir n tam sayisi i¢in e(K N T, T) = 0’dir. O halde Onerme 3.16 geregi

Tp=—.Z, > IR,

elde edilir.

Bu noktada Esty ve Hilger’in [35] ve bizim ana sonucumuzun avantaji ortaya
koymak adma verilen dizinin Fell topolojiye gore yakinsakligimi direk tanim
yardimiyla gosterelim. Bu tarzda sonuclar, yani tanim yardimiyla verilen sonuglar

Esty ve Hilger [35] tarafindan sunulmustur.

V = IR, € V* alalim. O halde herhangi bir n € IN igin T,cIR*cV dir. Bu
ise tiim T,, zaman skalalarinin V*’ya ait olduguna, yani T,, = 10% .Z, zaman skalalar1

dizisinin iist Fell topolojiye gore IR, ’ya yakinsadigini gosterir.

Simdi ise alt Fell topolojiye gore yakinsakligi inceleyelim. k sonlu olmak
tizere Uy, Uy, ..., U, acik kiimeleri i¢cin IR, € Uy NU; N...NU;. Heri=12,...,k
icin u; € U; olacak sekilde keyfi u; noktalar1 segelim. U;’ler acik oldugundan bu
noktalart u; merkezli, §; yarigapli agik yuvarlar U;’lerin alt kiimesi olacak sekilde
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8; > 0 sayilan segerek ayirabiliriz. § = min;=;,__,6; segelim. 10% sifira yakinsak
oldugundan Vn € N igin NLN < & olacak sekilde N € IN sayist vardir. O halde
vn>N ve keyfi i =1,2,..,k igin y; _|_an <u; + 4§ € U;’dir. Son olarak bu
tarzdaki tim n indisleri i¢in;

T,=—Z,€UiNU; N..0U; Ve (T,) dizisinin IR,’ya alt Fell
topolojiye gore IR, ’ya yakinsaktir. O halde ispat biter.
[K4] Simdi ise Kuratowski topolojiye gore yakinsakligi gosterelim. Keyfi x € IR,
secelim. int(x) ile x sayisin1 tamsayr kismimi gosterelim. O halde int(x) < x <

int(x) + 1 ve boylece herhangi bir n tamsayisi igin;
int(10™x) int(10™x) + 1
— < x <
10m 10m

esitsizligi saglanir.

int(10"x), int(10"x) +1 €IN oldugundan;

int(10™x) int(10™x)+1
10n ’ 10n

€T,

olacaktir. Agcik¢a goriilebilir ki bu iki dizide x’e yakinsar. (x’in ondalik
yaklagimlaridir.) O halde x € Lim T,, ve sonug olarak T = IR, = Lim T, dir.

[K,] Kuratowski yakinsakligi Lemma 3.16 yerine tanim yardimiyla gostermekte zor
degildir.

T, = %.Z *  icin T, Ty IR, dir. Ispati basitlestirmek icin artan
dizilerin;

LimT, = U T,
n=1

Ozelligini kullanalim. Burada limit Kuratowski anlaminda limittir. Burada kapanis
metrik topolojisine gore alindigindan ayni zamanda dizisel kapanistir. Bu durumda
gostermemiz gereken son kiimenin IR, ’ya esit olmasidir. Gergekten keyfi x € IR,
aldigimizda, yukarida olusturulan dizi x’e yakimnsar. O halde Uj~; T, nin dizisel

kapanis1 IR, esittir.
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3.6 Baz1 Yakinsak Zaman Skalalar: Dizileri
Bu boliimde Kuratowski yakimsaklik igin bircok 6rnek sunulacaktir. ilk olarak
bu tezin ana sonucunun motivasyonunu agiklayan ve ana ornegimizde kullanilan
Lemmayi ifade edelim. Daha sonra daha genel bir sonug ispatlayacagiz.
Lemma 3.37. Sifira yakinsayan herhangi bir pozitif (h,) dizisii¢in T,, = h,,.Z,

formundaki zaman skalalar1 dizisi Fell (Kurotowski) topolojiye gore IR, yakinsar.

Ispat: n > o icgin h,, - 0 olacak sekildeki keyfi diziler ve yeterince biiyiik n sayis1

icin — <h olacak sekilde N € IN sayisi vardir. Bu durumda yukarida

10N = " = qoN-1

uyguladigimiz ispati tekrarlandiginda ispat biter.

Bu noktada Kuratowski yakinsakligm diger tiim topolojilerdeki
yakinsamalardan ¢ok daha uygulanabilir oldugunu gosterelim. Bu amagla zaman
skalalar1 dizileri ele alalim. Bazilar1 Esty-Hilger [35] ispatlanmistir. Bu ispatlar ile
asagida verecegimiz Kuratowski yakinsakliklarinin ispatlari karsilastirildiginda su
ana kadar en optimal secenek olan Fell topolojisindeki yakinsakligi bile Kuratowski
yakinsakliktan daha karmasik oldugu gorebilir.

F
Lemma 3.38. [35, Lemma 4.1] T,, = [—n,n] S IR.

Ispat: ilk olarak iist Fell topolojiye gore yakinsaklig1 inceleyelim. IR € V* olsun.
Bu durumda IRcV’dir. O halde V = IR’dir ve boylece her n € IN igin T,cV ve
T, € V* elde edilir.

Simdi ise alt Fell topolojiye gore yakinsakliga bakalim. IR € Uy NU,; N ..N
U, olsun.Heri = 1,2, ...,k i¢in x; € U; secelim. N > max{|x;|} olsun. Bu durumda

n >IN ise x; € [-n,n] ve boylece T, = U; elde edilir. O halde alt Fell topolojiye

gore de yakinsaklik mevcuttur.
&)
Lemma 3.39. T, = [-n,n] — IR dur.
Ispat: Gergekten bu artan bir kiimeler dizisidir ve Lim T, = Uy, Tx = IR dir.
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Lemma 3.40. [35, Lemma 4.3] t € [0,1] olmak tizere f(t) =tZ ={tz:z € Z}
olsun. Budurumdat = 1 igin f(t) —» Z’dur.

Ispat: [35](Fell anlaminda yakinsaklik)

Ozel durum: t = (1 - %) alinirsa T, (1 — %) Z = Z. Aym yakinsaklik
Kuratowski yakinsaklik ile ¢ok daha kolay elde edebiliriz .

1\ ,, K)
Lemma3.41. T, = (1 - ;)Z —Z.
Ispat: Acikca goriilebilir ki T,, artan bir dizi degildir. Ancak
LsT, =N%_ U, Ty =N, ((1 -2)zu(1-—=)zu )

=N%_, ((m"_ll)z U (m"il)z U )

=(QU%ZUEZU%ZU...)nGZu%Zu%Zu...)n

=7

ve

. [ee] [ee] [oe] 1 1
LlTn =Un=1Nn=m Tn =Up=1 ((1 — E)Z N <1 — m—-l-l)Z N )

=U2_, ((mT_l)Z N (%)Z N )

(%Zn%Zn%Zn ...)UGZnEZn )u
Z

oldugundan Lim T,, = Z’dir.

Lemma 3.41. h,, keyfi artan bir dizi f(h) =T, = Uzez,[2,z + hy,] olsun.
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1. h, -0 ise T, —» Z’dir.
2. h, » 1 iseT, — IR dir.

Esty ve Hilger [35] yukaridaki Lemmayi ispatsiz olarak vermislerdir. Bu Lemmadaki

yakinsakliklar Kuratowski anlaminda asagidaki sekilde ispatlanabilir.

Ispat: 1. Asikardir.

2.(hy), I’e yakinsayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

T4 U [z,z + h,]

Z€Z+
ele alalim. Bu durumda T,, artan bir kiimeler dizisidir ve boylece;
LimT, = Ug- Ty = IR,
olacaktir.

Kuratowski yakinsakligin zaman skalalarindaki yakinsaklik i¢in en uygun
yakinsaklik oldugunu gercekleyen bir diger 6rnek de Cantor kiimesidir. Cantor
kiimesi K’nin olusturulmasini hatirlayalim. K’nin C,, zaman skalalarinin Kuratowski
limiti oldugunu gosterelim. K kiimesi kapali, kompakt, (miikemmel) ve sayilamazdir.
Cantor kiimesi K;

K :=MZ; C = Co\Upz1 Ry

ile tanimlanir.

Burada R, ve C, yinelemeli olarak asagidaki gibi tanimlanir. Burada R; =
(% , 2) acik aralig1 olsun.

6= ek, = [0 u [21]
1°— 0\ 1 — ) 3 3 )
ile tanimlanir. Benzer sekilde bu islemleri devam ettirerek;
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acik kiimesini C;’den ¢ikararak;
o= = [og]uf5 ] gl v
2= G\R: = (051 V5.3 V|35V o
kiimesi elde edilir.

Bu siire¢ devam ettirilerek Cs,C,, ... kiimeleri bulunur. C, kiimesinin 2K

par¢adan olustugu aciktir.

(C,) dizisi azalan bir dizi oldugundan Kuratowski limit 6zellikleri geregi
Lim Cy =Ny, C, =:K elde edilir.

Sonug olarak asagidaki sonuca ulasiriz.

Lemma 3.42. Cantor kiimesi yukaridaki sekilde tanimlanan C, zaman skalalarinin
Kuratowski limitidir.
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4  ANA SONUCLAR

3. boliimde ele aldigimiz karsilagtirmalarin sonucu olarak asagidaki teoremi

verebiliriz. Bu teorem zaman skalalarinin yakinsakligi i¢in temel bir sonugtur.

T = IR durumu i¢in fikir Esty ve Hilger tarafindan ortaya atilmistir. Daha 6nce
de sunmus oldugumuz iizere Kuratowski yakinsaklik Esty-Hilger [35] tarafindan
Onerilmis olan Fell yakinsakliktan ¢ok daha kullanmighdir. Yukarida ornekler ile
sunulan sonuc¢lar bu boliimde teori olarak verilecektir. Zaman skalalarinin
yakinsakligini arastirabilmek i¢in denk kosullar asagidaki sekilde formiilize edilebilir.
Teorem 4.1. T,, T zaman skalalarinin bir dizisi olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
[F] (Fell): T, Fell topolojiye gore T’ye yakinsar.

[E] (Excess): IR nin herhangi bir kompakt kiimesi K i¢in;
lim,,,e(KNT,) =0 ve lim,_,e(KNT,T,) = 0dm.
[K] (Kuratowski): T,, Kuratowski topolojiye gore T’ye yakinsar.
[D] (Uzaklik): Herhangi bir K kompakt kiimesi i¢in;
{x : liminf_,dist(x, KNT,) =0}c T
ve
Tc{x : limsup,_.dist (x,T,) = 0} 'dur.

Ispat: (F)<>(E) ispat1 Esty ve Hilger tarafindan verilmistir [35, Teorem 4.6]

(F)<=(K) denkligi 3. Bolimde verilmistir. Burada T zaman skalasinin yerel

kompakt oldugu unutulmamalidir.

(K)> (D) denkligi ise Kuratowski yakinsaklik tanimi ve 3. Boliimde

verdigimiz su denkliklerden
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(A4,), X yerel kompakt metrik uzayinin kapali kiimeler dizisi olsun.

[Ki]: A c LiA, ve X’in (her kompakt K alt kiimesi) i¢in Ls(K N A,,) c A’dir.
[K,]: A, Fell topolojiye gore A kiimesine yakinsar.

elde edilir.

T = IR olmasi durumunda yukaridaki teoremin kosullar1 basitlestirilebilir. [9,
Boliim 5.2] Kompakt zaman skalalarinda yakinsakliklari ifade etmek i¢in Hausdorff
uzaklik kullanilir [1, 38, 56].

Teorem 4.1°de kompakt kiimelerin roliiniin 6nemini su sekilde 6zetleyebiliriz.
T, = {0,n} olsun. Bu durumda tiim limit ve yigilma noktalarimm kiimesi {0} dir. O
halde T,, zaman skalalar1 kiimesi T = {0} kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsar.
Fakat e(T,, T) = dist(n,{0}) = n dir. Dolayisiyla 0’a yakinsamaz. Ancak
herhangi bir K kompakt kiimesi i¢in K< [—N,N] olacagindan her n > N igin
KN T, = {0} olur. O halde e((K N Tn),T) = dist(0,{0}) = 0 yani excess kosulu

saglanir.

Tanecik fonksiyonu ve ileri sigrama fonksiyonlarinin yakinsakligi i¢in bazi
parametreler kullanabiliriz. Ancak bir sonraki 6rnekte ifade edilecegi gibi bu noktada
cok dikkatli olunmalidir. Zaman skalalarinin ve zaman skalasindaki noktalarin
ozellikleri ile ilgili baz1 sartlara dikkat ¢ekelim. Esty ve Hilger [35] asagidaki
parametreyi tanimlamislardir.

Tamm 4.2. [35] a,b € IR olsun. Eger infT <a<b <supT ise
Hap(T) = max{u(): [t,6(V] N [a,b] # 0}
ile tanimlanir.
Eger [to()]N[ab]l=0 ise p,,(T) = oo ile verilir.

Bu noktada hemen hemen diizgiin yakinsaklik kavramini zaman skalasina

adapte edelim. Kc IR kompakt kiimesi i¢in Ty = T N K kapalidir ve dolayisiyla
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zaman skalasidir. Bu zaman skalasi iizerindeki tanecik fonksiyonunu pX ile

gosterelim.

Tamm 4.3. T, ve T zaman skalalar dizisi ve p,, p sirasiyla T, ve T iizerindeki
tanecik fonksiyonlar1 olsunlar. Eger her kompakt Kc IR icin pX  p¥’ya diizgiin
yakinsar ise yani supteTnnKuI’f yakinsak ise (U,) uX’ya hemen hemen diizgiin

yakinsar denir.

Yukaridaki verdigimiz tanim bazi problemli noktalar saf dis1 birakilarak ele

alinmasini engeller.

Ornek 4.4. T, = {-n,0,2} olsun. a=—% ve b=1 alahm. Bu durumda

infT, <a<b <supT, oldugu asikardir. Bu durumda;
Spi={t€T,:[to®]NI[ab]#0@}={-n0}
bulunur. Bu ise supees, u(t) = n demektir.

T, dizisinin Kuratowski(Fell) anlaminda T = {0,2}  zaman skalasina
yakinsadigi aciktir.  Fakat  supierp(t) = 2°dir. limy e Supes, u(t)  limitinin

supieti(t) ile tahmin edilmesi uygun degildir. Burada problem (-n) dizisinin iraksak

olmasindan kaynaklidir.

Simdi ise hemen hemen diizgiin yakinsakligi kontrol edelim. Herhangi bir K
kompakt kiimesi i¢in T, N K = {0,2} olacak sekilde n € IN vardir. Boylece uX(0) =
2=p(0) ve pX(2)=0=p(2) elde edilir. Bu ise herhangi bir kompakt kiime
i¢in (uX) nin w’ye diizgiin yakinsamas1 demektir.

Ornek 4.5. T, = (—oo, —%] U {n} zaman skalas: dizisinin Fell topolojiye gore

yakinsak oldugu Hilger [38] tarafindan verilmistir. Bu dogrudur fakat bu 6rnek T,
lizerindeki p, tanecik fonksiyonu ile kompakt K kiimesi i¢in pX tanecik

fonksiyonunun farkini belirtmek adina da giizel bir 6rnektir.

1 n—>oo
SUpPter, Mn(t) =n + o
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iraksak oldugunu agiktir. Ancak bu dizi p tanecik fonksiyonuna hemen hemen
diizgiin yakinsar. Gergekten herhangi bir kompakt K kiimesi i¢in T, N K tizerinde;

(3=
o|l——=)=—-
n n
oldugundan pX(t) =0 Vvte€ T, bulunur.

Yukarida sunulan tanimlar yardimiyla yakinsaklik i¢in yeter
kosullar asagidaki teoremle dzetlenebilir:

Teorem 4.6.t € T, N T igin;
(M) limpy_e Hp(t) = p(t) ve yakinsak T iizerinde hemen hemen diizgiin

yakinsak,
(My) a<t<bigin limy,e flgp (Ty) = Uap(T),

(M3) limpe Un(t) = Ll(t) )

(S) Vvt =#sup(T), limyeo,(t) =0o(t) kosullarii ele alalim. Bu
durumda;

(M) = (M) = (S) ve (M) = (M) = (M,) dir.

Eger Vn ve her kompakt KcIR icinT,cT Ve  supegnr, Hn(t) = 0 ise
(M) = (E).

Ispat: Herhangi Kc IR kompakt kiimesi icin Kc[a, b] olacak sekilde [a,b] aralig
bulunur. Bu durumda;

0< SUPteknT, ug(t) < SUPte[a,b]Hn (t) < K,b(Tn) .
(M) kosulu uygulandiginda;

lim 0 < lim suptexor, WS (8) < 1im supiefapjitn(t) < lim Iy (Ty) = Hap(T)

n—oo
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lim supefa pin () < max{p(t): [t,c(t)] N [a,b] # @} oldugundan;
n—-oo

lim p, (t) = p(t) olur. Yani (M) elde edilir.
n—»>oo

Tek noktadan olusan kiimeler kompakt oldugundan hemen hemen diizgiin
yakinsaklik tanimi geregi lim p,(t) = p(t) diizgin yakinsaktir. Yani (M3) elde
n—»>oo

edilir. (M) = (S)

Uy (t) = 0, (t) — t oldugundan (M) kosulu geregi

H.D.Y H.D.Y H.D.Y
() — () = o,() —t— 0o(t) =t = o,(t) — o(t) = (S).
M) = (E)

Her n i¢in ve Kc I kompakt kiimesi i¢gin T, T Ve supegnr, uX(t) - 0 oldugunu

kabul edelim.
KNT,CT,CT =e(KNT,T,) =0
Simdi ise rlli_rLlOe(K N T,, T) = 0 oldugunu gosterelim. x € K keyfi olsun.
L={teT,:t<x}
R={teT, :x<t}

kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda L kiimesinin en biiyiik elemani veya R

kiimesinin en kiigiik eleman1 mevcuttur.
L# @ ve L’nin maksimum elemani T oldugunu kabul edelim. = o,(t) € T,, olur ve
op(t)=2x= 1< x <o,(0).

. b 5
a=o0,(t)—x ve b=x-—Tolsun. min(a,b) < % oldugundan

min(a,b) <

(c(D)-x)+(x-1) _ on()-T _ pnp(0)
2 -2 T2
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elde edilir.
Eger T = sup(T, N K) = 7 = x ve u,(t) = 0 bulunur. Diger durumda;

tn (T) < supient, Ma (T): iy tanimlayalim. Bu durumda 7 ve o, (1) noktalarindan en

- - GK . . .
az biri B (X, ?“) acik yuvarinin i¢indedir.

K
n

O halde T, n B (X, G?) # @ .x, K'nin keyfi bir elemani oldugundan

O.K
e(KNT,T,) < 7“

M) = oK =502 e(KNT,T,) =0 = (E).

Ornek 4.7. T = hZ, = {0, h, 2h, ...} zaman skalas {izerinde

x2 =2 /x(c(t)); x(0) =0

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Tamamen ayrik bir zaman skalas1 oldugundan
¢Oziimii iterasyon ile yapabiliriz.
t = Oigin M =2x(h) = x(h) = 0veyax(h) = 4h? bulunur.

x(h) = 0 secimi asikar ¢dziimii iiretir. Dolayisiyla x(h) = 4h? alabiliriz.

x(2h)-x(h) _ x(2h)-4h?

t = h igin -

= 2./x(2h) elde edilir. Buradan da

x(2h) = 2h /x(2h) + (2h)? elde edilir.k = \/x(2h) veya k? = x(2h) doniisiimii
ile k? — 2hk — 4h? = 0 kuadritik deklemi bulunur. Denklemin kokleri

—b+VbZ —4ac 2h+2hV/5
12 = =
’ 2a 2

= h(1+V5)

Buradan k degeri pozitif olacagindan

x(2h) = [h(1 +V5)]"
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olarak bulunur. Bunu genellersek

x(o(0)) = h +Rh% + x(t)

elde edilir. t = kh oldugundan

Xierr = h+ /2 +x,
fark denklemi elde edilmis olur.
Ornek 4.8. T = hZ + =1{0, h, 2h, ...} zaman skalas1 lizerinde
x4 =33X2(t); x(0) =0

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Tamamen ayrik bir zaman skalasi oldugundan

¢Oziimii iterasyon ile yapabiliriz.

t=0 igin O = 3L ; x(h) = 303 x(W?

(x(h))? — 273 (x(R)" = 0 = x(h) = 0 veya x(h) = 27h% bulunur. x(h) = 0

alinir, tekrar yerine yazilirsa asikar ¢dziim iiretilir. Bu nedenle x(h) = 27h3 alalim.

x(2h)-x(h) _ x(2h)-27h3 _ 33 [

- x(2h)]? elde edilir. Buradan da

t = higin

x(2h) — (3h)® = 3n{/[x(2h)]? elde edilir. k= 3/[x(2h)], k3 = x(2h) veya
k? = 3/[x(2h)]?  donisimi ile k3 — 3hk — (3h)® = 0 deklemi bulunur.

Denklemin kokleri;

3/3Vo3h3 +29K3 4 3/2h3

*(2h) =——5 Tsvosniroon T
3\/\/32(34+12)h6+(27+2)h3 3/2n3 b
= = + +
V2 3\/\/32(34+12)h6+(27+2)h3

37



3
_ VV35R6+43212h6+27h3+2h3 A2h?

+ +h
3 3
V2 VV36h6+3212h6+27h3+2h3
3
B \/J(27h3)2+27h34h3+27h3+2h3 N 3213 +h
B ¥z

3
J\/(27h3)2 +27h34h3+27h3+2h3

3
JX()2+X(h)4h3+X(h)+2h3 3/5h3
= y = += V2 +h
2 Jw/(x(h))z+X(h)4h3+X(h)+2h3

Bu sekilde devam edilirse x(t) = x; olmak tizere;

i/w/xﬁ + 4x, h3 + x; + 2h3 32h3
Xk+1 = w + R
\/w/xﬁ + 4x,.h3 + x), + 2R3

+h

fark denklemi elde edilir.
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