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OZET

INCLINE CEBIRLERINDE TUREVLER

TAS, Halit
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimu
Tez Danismani: Yard. Dog. Dr. Sule AYAR OZBAL
Haziran 2015, 23 sayfa

Bu tez esas olarak bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu
tanitilmis ve ikinci bolimde tezi anlamada kolaylik saglayacak olan bazi temel
tanim ve Ozellikler verilmistir. Ayrica incline cebirlerinde tiirev ¢esitlerinin
tanimlar1 verilerek giiniimiize kadar bu konularda yapilmis olan calismalarin kisa
bir dzeti verilmistir. Uglincti boliimde incline cebirlerinde bugiine kadar yapilmus
olan tirev, f-tirev, simetrik ikili tiirev, genellestirilmis tiirev konulariyla ilgili
calismalarin 6zeti verilmistir. Dordiincii boliimde simetrik ikili tiirev tanimindan
esinlenerek incline cebirlerinde simetrik ikili f-tirev tanimi verilmis ve ilgili
ozellikleri incline ve integral incline cebirlerinde incelenmistir. Besinci boliimde
incline cebirlerinde genellestirilmis f-tirev tanmimi verilmis ve ilgili dzellikleri

incline ve integral incline cebirlerinde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: (alt)incline, integral incline, ideal, turev, f-tirev, simetrik

ikili f-tiirev, genellestirilmis f-tlrev.



ABSTRACT

ON DERIVATIONS OF INCLINE ALGEBRAS

TAS, Halit
MSc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Asist.Prof.Dr. Sule AYAR OZBAL
June 2015, 23 pages

This thesis consist of exactly five parts. In the first part subject of the
thesis is introduced and i-the second part some basic definitions and properties are
mentioned to make it easy to understand the thesis. Besides, a brief summary of
the studies for those subject is given with some definitions of derivations on
incline algebras. In the third part, the studies up to day for derivations, f-
derivations, symmetric bi derivations and generalized derivations are mentioned.
In the fourth part the definitions of symmetric f-bi-derivation on incline algebra is
given on considering the definition of symmetric f-bi-derivation and related
properties are studied on an incline and integral incline algebra. In the fifth part
the notion of generalized f-derivation on an incline algebra is given and related

properties are researched on an incline and integral incline algebras.

Keywords: (sub)incline, integral incline, ideal, derivation, f derivation, symmetric

bi-derivations, generalized f derivation.
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1.GIRIS

Incline cebirleri Boole ve fuzzy cebirlerinin bir genellemesi, yari
halkalarin ise 6zel bir ¢esididir. Incline cebiri tanimu ilk olarak Z. Q. Cao, K. H.
Kim ve F. W. Rush (Cao, Z. Q., 1984) yaptiklar1 ¢alismalarinda vermistir. Incline
cebiri ve uygulamalar1 Ahn, S. S., Jun, Y. B., Kim, H.S., Han, S. C. gibi pek ¢ok
matematik¢i tarafindan calisilmistir. Incline cebirlerinde tiirev tanimi ilk olarak
N.O. Alsehri tarafindan (N.O. Alshehri, 2010) verilmistir. N.O. Alsehri bu
calismasinda incline ve integral incline cebirlerinde tiirev lizerine calismis ve
integral incline cebirinin sifirdan farkli bir tiirevi varsa o zaman bu tlrevin
integral incline cebirinin sifirdan farkli herhangi bir idealinde de sifirdan farkli

oldugunu ispatlamistir.
Bu tezde, dnce gegmiste tanimlanan incline cebirleri, incline cebirlerinde
tirev, f-tirev, simetrik ikili tirev, genellestirilmis tlrevler Uzerine bilgiler

verilmistir. Sonra incline cebirlerindeki simetrik ikili tiirev ve genellestirilmis

turev icin yapilan ¢alismalardaki agiklarin kapatilmas1 amaglanmastir.
2.ON BILGILER

Bu bolimde, tezin okunabilirligini kolaylastirmak igin bazi temel tanimlar
ile yapilacak kanitlarda ¢ok sik kullanilacak olan incline cebirlerinin bazi
Ozellikleri bagvuru kolayligi saglamak amaciyla alindiklar1 kaynaklarla birlikte
verilmistir.
2.1 Incline Cebirlerinde Temel Tanimlar
Tamim 2.1 R, izerinde + ve * ikili islem tanimlanan bostan farkli bir kiime olsun.
Her X, y, Z € R igin asagidaki kosullar saglandiginda (R, +, *) Uclusiine bir incline
cebiri denir.
RI)x+y=y+Xx,
R2)x+(y+z)= X+y)+(x+2)

(R3)xx(y*z)=(x*y)=*z,

(R x*(y+2)=(x*y)+(x*2z),



(R5) (y +z) xx=(y*x)+(z*x),

(R6) X + x = x,

(R7)x + (x*y)=x

(R8)y + (x*y) =y.(CAO, Z. Q., KIM, K. H. ve ROUSH, F. W.,1984)

Tamm 2.2 Bir R incline cebirinde her x, y €R i¢in x *y =y = x oluyorsa R ye
degismeli incline cebiri denir. (CAO, Z. Q. , KIM, K. H. ve ROUSH, F.
W.,1984)

Kolaylik saglamak adina + toplama ve * garpma olarak adlandirilir. Her
dagilmali kafes bir incline cebiridir. Bir incline cebirinin dagilmali kafes olmasi
icin gerek ve yeter kosul her X, y € R i¢in X * X = x olmasidir.(VUKMAN, J.,1989)

Tanmim 2.3 R incline cebirinin bostan farkli bir M alt kiimesi toplama ve ¢arpma
islemine gore kapali oldugunda M ye R incline cebirinin bir alt incline cebiri
denir. (CAO, Z. Q., KIM, K. H. ve ROUSH, F. W.,1984)

Tamim 2.4 R incline cebirinin bir alt incline cebiri M, xeM ve y <x ise y € M
kosulunu sagladiginda M ye R incline cebirinin bir ideali denir. (CAO, Z. Q. ,
KIM, K. H. ve ROUSH, F. W.,1984)

Tamim 2.5 R incline cebirinde herhangi bir xeR igin X+ 0=x=0+ x ve X *
0=04#x= 0 oldugunda 0 a R incline cebirinin bir sifir elemani denir. (CAO, Z.
Q., KIM, K. H. ve ROUSH, F. W.,1984)

Tamim 2.6 R incline cebirinde herhangi bir x € R igin x * 1 = x = 1 * X oldugunda
1 (# sifir eleman) e R incline cebirinin bir ¢carpimsal birim elemam denir. (CAQ,
Z.Q.,KIM, K. H. ve ROUSH, F. W.,1984)

Tamim 2.7 R incline cebirinde sifirdan farkli bir a elemani i¢in a * b= 0 (b*a=0)
olacak sekilde sifirdan farkli bir bER elamani varsa a ya bir sol sifir bolen (sag
sifir bolen) denir. R incline cebirinin hem sol sifir bélen hem de sag sifir bélen
elemanina bir sifir bolen denir. (CAO, Z. Q. , KIM, K. H. ve ROUSH, F.
W.,1984)



Tamim 2.8 Carpimsal birim eleman 1 ve sifir eleman 0 a sahip bir R incline
cebirine sifir bélensiz oldugunda integral (tam) incline denir. (CAO, Z. Q. ,
KIM, K. H. ve ROUSH, F. W.,1984)

Onerme 2.1 R bir incline cebiri olsun. Her X, y € R igin X<y olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul X+Yy =Yy olmasidir. <, R iizerinde bir kismi siralama bagintisidir ve her
X,YER icin x+y , {X, y} nin en kiigiik Gist siniridir. <, + islemi ile dretilmistir. Bu
durumda

(1) Herx,y eRiginx xy <yvey = x <xdir,
(2) Herx,y,z€Riciny <ziseX *xy <x*zvey xXx<zx*Xxdir,

B)x<y,a<bisex+a<y+b, x*a<y=bdir. (CAO, Z. Q., KIM, K. H. ve
ROUSH, F. W.,1984)

3. INCLINE CEBIRLERINDE TUREYV, f-TUREV, SIMETRIK IKiLI
TUREV VE GENELLESTIRILMIS TUREV

Bu bolimde incline cebirlerinde tiirevle ilgili bugiine kadar yapilmis olan
calismalarin kisa bir Ozeti verilmis ve ilgili 6zellikleri integral incline cebiri ve
incline cebirlerinde incelenmistir. Ayrica incline cebirlerinde tlrevin bazi
ozellikleri incline cebirinin idealine genisletilmistir.

3.1 Incline Cebirlerinde Turevler

Tamm 3.1.1 R bir incline cebiri ve d : R = R bir fonksiyon olsun. Her x, y €R
icin

d(x *y) = (d(x) *y) + (x * d(y))

kosulu saglandiginda d ye bir tirev denir. (N.O. Alshehri, 2010)



Onerme 3.1.1 R bir incline cebiri ve d, R nin bir tiirevi olsun. O zaman her x, y €

R i¢in asagidakiler saglanir:

(i) d(x x y) <d(x) + d(y)

(ii) x <y ise d(x * y) <y dir,

(iii) R dagilmali bir kafes ise d(x) <x dir. (N.O. Alshehri, 2010)

Onerme 3.1.2 R, sifir elemanli bir incline cebiri ve d, R nin bir tirevi olsun. O
zaman d(0) = 0 dir. (N.O. Alshehri, 2010)

Onerme 3.1.3 R, ¢arpimsal birimli bir incline cebiri ve d , R nin bir turevi olsun.
O zaman her her x € R igin asagidakiler saglanir:

(i) x * d(1) <d(x),
(ii) d(1) =1 ise x <d(x) dir,

(iii) R dagilmali bir kafes ise d(1) = 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul d nin birim
tiirev olmasidir. (N.O. Alshehri, 2010)

Onerme 3.1.4 d, integral incline cebiri R nin bir tiirevi ve a € R olsun. O zaman

asagidakiler saglanir:
(i) Her x e Riigin a * d(x) = 0 ise a = 0 veya d sifirdur.

(if) Her x e Rigin d(x) * a = 0 ise a = 0 veya d sifirdir. (N.O. Alshehri, 2010)

Tamim 3.1.2 d, R incline cebrinin bir tirevi olsun. Her x, y € R i¢in x <y ise d(x)
<d(y) oldugunda d ye sira koruyan tiirev denir. (N.O. Alshehri, 2010)



Onerme 3.1.5 R bir incline cebri ve d, R nin bir tirevi olsun. Her x,y€R igin
d(x+y)=d(x)+d( y) ise asagidakiler her X,yER i¢in saglanir:

(i) d(x *y) <d(x),
(i) d(x *y) <d(y),
(iii) d bir sira koruyan tiirevdir. (N.O. Alshehri, 2010)

Onerme 3.1.6 R bir incline cebri ve d, R nin bir tiirevi olsun. d *(0), {X€R |
d(x)=0} seklinde gosterilsin. Her X,y€ R i¢in d(x+y) = d(x)+d(y) ise d*(0) , R
nin bir idealidir. (N.O. Alshehri, 2010)

Teorem 3.1.1 d, R incline cebrinin bir tlrevi olsun. Her X€R igin
d?(x) =d(d(x)) olarak tanimlansin. d? =0 ise d sifirdir. (N.O. Alshehri, 2010)

Teorem 3.1.2 R bir incline cebri ve d,,d, R nin turevleri olsun. Her X€R igin
(d,d,)(x) =d,(d,(x)) olarak tanimlansin. d,d, =0ise d,d,, R nin bir turevidir.
(N.O. Alshehri, 2010)

Teorem 3.1.3 M, R incline cebrinin sifirdan farkli bir ideali olsun. d , R nin
sifirdan farkli bir tiirevi ise d, M tizerinde sifirdan farklidir. (N.O. Alshehri,2010)

3.2 Incline Cebirlerinde Tiirevlere Ait Bazi1 Ozellikler

Teorem 3.2.1 d sifirdan farkli bir tiirev ve M # 0 olmak (lizere R integral incline
cebrinin bir ideali olsun. O zaman d?(M) # 0 dir. (Ozbal, S. A.,2011).

Teorem 3.2.2 d, R integral incline cebrinin sifirdan farkli bir tiirevi olsun. M , R
nin sifirdan farkl bir ideali oldugunda a * d(M) = 0 olacak sekilde a € R varsa o
zaman a = 0 dir. (Ozbal, S. A.,2011).

3.3.Incline Cebirlerinde f-Turevler

Tamim 3.3.1 R bir incline cebri olsun. Her x, y € R igin

d(x *xy) = (d(x) =f (y)) + (f (xX) =d(y)) olacak sekilde bir f : R — R fonksiyonu
varsa d : R—R fonksiyonuna R tizerinde bir f-tlirev denir.(Ozbal ve Firat 2011-a).



Ornek 3.3.1 R ={0,ab,c,d,1} bir incline cebri olsun ve +, = islemleri R
Uzerinde asagidaki tablodaki gibi tanimlansin. O zaman (R, +, *) 0c¢lust bir
incline cebiridir ama dagilmali bir kafes degildir. (A.R, Meebakshi, 2010).

+]10 a b ¢ d 1 10 a b c d 1
ala a 1 1 1 1 aloo o o0 o0 0
b|b 1 b 1 b 1 bloo d d d d
2 ; 1 11) c 2 11 cloo d ddd
111 1 1 i 11 4100 d ddd
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Sekil 1 Incline cebiri
0, x=0,a
Her xe R icin d(x) = olacak sekilde d : R — R fonksiyonu

d, aksi halde
tanimlansin. O zaman d , R Uzerinde bir tlrevdir. Her xe R igin f (x) = 0 olacak
sekilde bir f : R — R fonksiyonu tanimlansin. O zaman d(b * 1) = d(b) =d #
(d(b) (1)) + (f (b) x d(1))=0

oldugundan d, R uzerinde bir f-tirev degildir. f :R—R fonksiyonu birim
fonksiyon olacak sekilde tanimlanirsa o zaman d, tanim 3.2.1 deki 6zdesligi
saglar, yani d , R Uzerinde f —tlrevdir.

Uyann1 3.3.1 R iizerinde tanimlanan bir tiirev, R ilizerinde tanimlanan birim
fonksiyon ile bir f -tirev olur. (Ozbal ve Firat 2011-a).

Ornek 3.3.2 R incline cebri Ornek 3.2.1 deki gibi verilsin. Her xe R icin

d, x=0,b,d
d(x) = olacak sekilde d : R — R fonksiyonu tanimlansin. O
b, x=arcl

Zaman d(0 *0) = d(0) =d # (d(0) *0)+ ( 0 *d( 0))=0 oldugundan d , R
Uzerinde bir turev degildir.



d, x=0,a,cd,1
Her xe R icin f(x) = olacak sekilde bir f : R —R
b, aksi halde

fonksiyonu tanimlansin. O zaman d nin R (zerinde bir f -tirev oldugu elde edilir.
(Ozbal ve Firat 2011-a).

Onerme 3.3.1 R bir incline cebri ve d, R nin bir f-tiirevi olsun. O zaman her x,yeR

icin asagidakiler saglanir:

(i) d(x xy) <d(x) +d(y),

(i) x <y, f sira koruyan bir fonksiyon ise d(x * y) < f (x) dir,

(iii) R dagilmali bir kafes ise d(x) < f (x) dir. (Ozbal ve Firat 2011-a).

Onerme 3.3.2 R, sifir elemanli bir incline cebri ve d, R nin bir f-tiirevi olsun. f
(0)=0 ise d(0)=0 dir. (Ozbal ve Firat 2011-a).

Onerme 3.3.3 R, ¢arpimsal birimli bir incline cebri, d, R nin bir f -tiirevi olsun ve

f :R —> R fonksiyonu f (1) =1 i saglasin. O zaman her xe R i¢in asagidakiler
saglanir:

() f (x) * d(1) <d(x)
(i) d(1) =1 = f (x) <d(x),

(i) R, dagilmali bir kafes ise d(1) =1 olmasi igin gerek ve yeter kosul d=f
olmasidir. (Ozbal ve Firat 2011-a).

Onerme 3.3.4 R, bir integral incline cebri, d, R nin bir f-tirevi, ac R olsun ve
f.R—R fonksiyonu f (1) =1 i saglasin. O zaman her xe R i¢in asagidakiler
saglanir:

(i)a*d(x)=0isea=0veyad=0 dir.

(i) d(x) * a=0ise a= 0 veya d = 0 dir. (Ozbal ve Firat 2011).



Teorem 3.3.1 M, R integral incline cebrinin sifirdan farkli bir ideali olsun. d, R
Uzerinde sifirdan farkli bir f -tlrev ve f, M tizerinde sifirdan farkli bir fonksiyon
ise d, f-tirevi M iizerinde sifirdan farklidir. (Ozbal ve Firat 2011-a).

Teorem 3.3.2 d, R integral incline iizerinde sifirdan farkli bir f-tirev ve f, M

tizerinde sifirdan farkli bir fonksiyon olsun. M, R nin sifirdan farkli bir ideali ve
aeM icin a xd(M)=0 ise a=0 dir. (Ozbal ve Firat 2011-a).

Onerme 3.3.5 d, R incline cebrinin bir f-tirevi olsun. Her x,yeR igin
d(x+y)=d(x)+d(y) ise her x,yeR asagidakiler saglanir:

(i) d(x x y) <d(x) ,

(i) d(x y) <d(y),

(iii) d sira koruyan bir tiirevdir. (Ozbal ve Firat 2011-a).
3.4. Incline Cebirlerinde Simetrik Ikili Tiirevler

Tamm 3.4.1 R bir incline cebri olsun. Her x,yeR icin D(x,y)= D(y,x) oluyorsa
D(.,.):RxR—R doénusimine simetriktir denir.

Tamm 3.4.2 R bir incline cebri olsun. D(.,.):RxR—R simetrik dénisimi ic¢in
d(x)=D(x,x) seklinde tanimlanan d:R—R dénistimine D(.,.) nin izi denir.

Tamm 3.4.3 R bir incline cebiri ve D(.,.):RxR—R bir simetrik dénusim olsun.
Her x,y,z € Rigin D(x *y, z) = (D(X, 2) *y) + (X * D(y, z)) kosulu saglaniyorsa D
ye R lzerinde bir simetrik ikili tirev denir. (Ozbal ve Firat 2011-b).

R Uzerinde  simetrik  ikili  tdrevin her  xy,zeR icin
D(x,y*z)=(D(x,y)*z)+(y*D(X,z)) bagintisin1 da sagladig1 agiktir.

Ornek 3.4.1 R, degismeli bir incline cebri olsun. Her x,yeR igin D(X,y)= x*y
seklinde tanimlanan D donusimii R tizerinde simetrik ikili turevdir. (Ozbal ve
Firat 2011-Db).



Ornek 3.4.2 R, degismeli bir incline cebri ve acR olsun. Her x,yeR igin
D(x,y)=(x*y)*a seklinde tanimlanan D donlsimi R Uzerinde simetrik iKkili
turevdir. (Ozbal ve Firat 2011-b).

Onerme 3.4.1 R, degismeli bir incline cebri ve D, R lizerinde simetrik ikili tiirev
olsun. O zaman her x,y,zeR icin asagidakiler saglanir:

1) D(x *y,2) <D(x,2) + D(y, 2) ,
2) x<yise D(x vy, z) <ydir,
3) R, dagilmal1 bir kafes ise D(X, y) < x ve D(x, y) <y dir. (Ozbal ve Firat 2011-b).

Onerme 3.4.2 R, sifir elemanli degismeli bir incline cebri ve d, R nin D simetrik
ikili tiirevinin izi olsun. O zaman d(0) = 0 dir. (Ozbal ve Firat 2011-b).

Onerme 3.4.3 R, carpimsal birim elemanli degismeli bir incline cebri ve d, R nin
D simetrik ikili tdrevinin izi olsun. O zaman her x, y € R igin asagidakiler
saglanir:

1) x*D(1,y) <D(x,Y),

2) d(1) = 1= x < D(x, 1) . (Ozbal ve Firat 2011-b).

Onerme 3.4.4 R, degismeli bir integral incline cebri, D, R tizerinde simetrik ikili
tlrev ve aeR olsun. O zaman her x,yeR i¢in asagidakiler saglanir:

1)ax*D(x,y)=0isea=0veyaD =0 dir,

2) D(x,y) *a=0ise a= 0 veya D = 0 dir. (Ozbal ve Firat 2011-b).

Tammm 3.4.4 R, degismeli bir incline cebri ve D(.,.) : R x R —> R bir simetrik
dontstm olsun. Her x, y, z e R igin D(x +VY, z) =D(x, z) +D( v, z) kosulu
saglaniyorsa D ye bir birlestirme (joinitive) dontistmu denir.

Onerme 3.4.5 R, degismeli bir integral incline cebri ve d, R nin D birlestirme

(joinitive) simetrik ikili tirevinin izi olsun. O zaman her x,yeR icin asagidakiler
saglanir:



1) d(x +y) = d(x) + d(y) + D(x, y) ve d(x) + d(y) <d(x +Y),

2) D(x *y, x) <d(x),

3) D, R nin sira koruyan bir simetrik ikili doniisimidir. (Ozbal ve Firat 2011-b).
Onerme 3.4.6 di, dz, R degismeli bir integral incline cebrinin siras1 ile D1,D>
birlestirme (joinitive) simetrik ikili turevlerinin izleri olsun. Her xe R igin
D;(d,(x),x) = 0 ise d1 = 0 veya dz = 0 dir. (Ozbal ve Firat 2011-b).

Sonug 3.4.1 R, degismeli bir integral incline cebri ve d, R nin D birlestirme
(joinitive) simetrik ikili tdrevinin izi olsun. Her xeR i¢in D(d(x),x)=0 ise d=0 dur.
(Ozbal ve Firat 2011-b).

3.5. Incline Cebirlerinde Genellestirilmis TUrevler

Tamm 3.5.1 R bir incline cebri olsun. Her x,yeR igin

D(x *y) = (D(x) * y) + (x = d(y))

olacak sekilde bir d:R — R tirevi varsa D:R — R fonksiyonuna R (zerinde bir
genellestirilmis tirev denir. (Ozbal ve Firat 2014).

Ornek 3.5.1 R incline cebri Ornek 3.2.1 deki gibi verilsin. Her xeR icin

0, x=0,c1
b= S8

olacak sekilde tanimlanan D:R — R fonksiyonu R zerinde bir tiirev degildir. Her
0, x=0,a

xeRigin d(x) = olacak sekilde d:R — R tiirevi tanimlansin.
d, aksi halde

O zaman D:R — R fonksiyonu Tanim 3.4.1 de verilen esitligi saglar, yani D:R—R
fonksiyonu R lzerinde bir genellestirilmis tiirevdir.(Ozbal ve Firat 2014).

Onerme 3.5.1 R bir incline cebri, d, R (izerinde bir tiirev ve D, R (izerinde bir
genellestirilmis tirev olsun. O zaman her x,yeR igin asagidakiler saglanir:
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1) D(x * y) < D(x) + d(y) ,

2) Xx<y=D(x *y) <y,

3) R incline cebiri sifir elemanli ise D(0) = 0 dir.(Ozbal ve Firat 2014).

Onerme 3.5.2 R, carpimsal birimli bir incline cebri ve d ve D, R nin sirasi ile
tirevi ve genellestirilmis tdrevi olsun. O zaman her xeR icin asagidakiler
saglanir:

i) x *d(1) <D(x),

i) d(1) = 1 ise x < D(x) dir. (Ozbal ve Firat 2014).

Onerme 3.5.3 R bir integral incline cebri, d ve D, R nin siras1 ile tiirevi ve
genellestirilmis tlirevi ve aeR olsun. O zaman her xe R i¢in asagidakiler saglanir:

(i)axD(x)=0isea=0veyad=0 dir.
(ii)) D(x) *a=0ve d(x) * a=0ise a= 0 veya D = 0 dir. (Ozbal ve Firat 2014).
Teorem 351 d ve D, R integral incline cebrinin sirasi ile tlirevi ve
genellestirilmis turevi ve M, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. D ve d, R
lizerinde sifirdan farkli ise D, M iizerinde sifirdan farklidir. (Ozbal ve Firat 2014).
4. INCLINE CEBIRLERINDE SIMETRIK IKiLi f-TUREVLER

Bu bolimde, incline cebirlerinde simetrik ikili f-tiirev tanim1 verilmis ve
ilgili baz1 6zellikleri incline ve integral incline cebirlerinde incelenmistir. Ayrica
bu boluimde elde edilenler Symmetric bi-f-Derivations of Incline Algebras adli

makalede Kim, K. H. And Park, S. Y.(2015) tarafindan yaymlanmuistir.

Tamim 4.1 R bir incline cebri olsun. Her x,yeR i¢in D(x, y) = D(y, x) oluyorsa
D(.,.):R x R = R doniistimiine simetriktir denir.

Tamim 4.2 R bir incline cebri olsun. D(.,.) : R x R — R simetrik donusimu igin
d(x) = D(x, x) seklinde tanimlanan d : R — R ddnlsumune D(.,.) nin izi denir.
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Tamim 4.3 R bir incline cebri ve D(.,.) : R x R — R bir simetrik doniisiim olsun.
Her X, y, z e R icin D(x *y,z) = (D(x,z) *f(y)) + (f(x) * D(y, Z)) olacak
sekilde bir f : R — R fonksiyonu varsa D : R — R fonksiyonuna R (zerinde bir
simetrik ikili f-tirev denir. R zerinde simetrik ikili f-tlrevin her x,y,zeR i¢in
D(x,y xz) = (D ,y)*f (z)) + (f (y) * D(x, Z)) bagintistm1  da  sagladigi
agiktir.

Ornek 4.1 R, degismeli bir incline cebri olsun. Her x,y eR igin f(x x y) = f(x) =
f(y) olmak Ulzere D(x,y) = f(x) * f(y) seklinde tanimlanan D donlsimi R
uzerinde simetrik ikili f-tirevdir.

Ornek 42 R ={0,a,b,c,d,1} bir incline cebri olsun ve +, = islemleri R tizerinde

asagidaki tablodaki gibi tanimlansin.

+(0 a b ¢c d 1 «|0 a b ¢c d 1
ala a 1 1 1 1 aloo o0 o0 0
b|b 1 b1 b 1 bloo d d d d
clc 11 c¢c 11 cloo d d d d
d 1 b d 1
d ¢ dl00 dddd
hr11111 100 dddd
Sekil 2 incline cebiri
(R, +,*) incline cebiridir fakat dagilmal kafes degildir.
d, x=0,a
Her xe R icin f(x) = olacak sekilde tanimlanan f :R — R

0, aksi halde
fonksiyonu ve her x, ye Ricin D(x,y) = d olacak sekilde tanimlanan D: R X R —
R fonksiyonunun R Uzerinde bir simetrik ikili f-tirev oldugu kolaylikla
goralebilir.

Onerme 4.1 R, degismeli bir incline cebri ve f, R iizerinde sira koruyan bir
doniisiim olmak tizere D, R Uizerinde simetrik ikili f-tirev olsun. O zaman her x,y,z

€R i¢in asagidakiler saglanir:

1) D(x*y,2)<D(x,2)+ D(y, 2),
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2)x <yiseD(x*y,z) < f(y)dir,
3) R, dagilmali bir kafes ise D(x,y) < f(x) ve D(x,y) < f(y) dir.

Kamt: 1) x,y,zeR olsun. Onerme 2.1.1 (1) den D(x,2)f(y)< D(x,z) ve f(y)*xD(y,z)
<D(y,2) dir. Onerme 2.1.1 3) kullanilarak
(D(x,2) *f(y)+(f(x)*D(y,2))< D(x,2)+D(y, z) elde edilir, yani D(x =y, z) <D(X, 2)
+ D(y, z) dir.

2) x <y ve f fonksiyonu R iizerinde sira koruyan doniisiim oldugu i¢in f(x) <
f () dir. Onerme 2.1.1 (3) ve (1) den x xD(y, z) < f(y) * D(y, z) < f(y) dir.
Onerme 2.1.1 (1) kullanilarak D(x, z) * f(y) < f(y) elde edilir. Buradan

D(x *vy, z) = (D(x, 2) * f(y)) + (f(x) * D(y, 2)) < f(y) + f(y) elde edilir, yani D(x
x Yy, 2) < f(y) dir.

3) R, dagilmali bir kafes olsun. O zaman D(X, y) = D(X * X, ¥) = (D(X, y) * f (X))
+( ()= D(xy)) ve D(x,y)+f(x) = (DCxy) * f(x) + (f(x) * D(x,¥))) +
fO)=D0y)«f)+ DY) *f(x)) + f(x) = D y) * f(x)) + f(x)

dir. Tanim 2.1.1 (R8) kullanilarak D(x,y) + f(x) = f(x) elde edilir, yani
D(x,y) < f(x) dir. Benzer sekilde D(x,y) < f(y) elde edilir.

Onerme 4.2 R, sifir elemanlh degismeli bir incline cebri, f, R Uzerinde bir
fonksiyon ve d, R nin D simetrik ikili f-tiirevinin izi olsun. Eger f(0) =0 ise d(0)

=0 dir.

Kanit: xe R ve f(0) = 0 olsun. Buradan

d(0) = D(0,0) = D(x = 0,0) = (D(x,0) * £(0)) + (f(x) * D(0,0))
= f(0) + (f(x) * D(0,0)) = f(x) * D(0,0)

yazilir. Esitlikte x=0 alinirsa d(0) = 0 elde edilir.
Onerme 4.3 R, carpimsal birim elemanli degismeli bir incline cebri, f, R Gzerinde

bir fonksiyon ve d, R nin D simetrik ikili f-tirevinin izi ve f (1)=1 olsun. O zaman
her x, y € R i¢in asagidakiler saglanir:
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1) f(x) = D(L,y) <D(xy),
2)d(1)=1= f(x) < D(x,1).
Kanit: 1) xe R ve f (1)=1olsun. Buradan

D(x,y) =D(x*1L,y) = (D(x,y) * f(1)) + (f() * D(L,y)) = D(x,y) +
(f(x) * D(1,y)) oldugundan f(x) = D(1,y) < D(x,y) elde edilir.

2) 1) deki gibi gosterilir.

Onerme 4.4 R, degismeli bir integral incline cebri, f, R tizerinde bir fonksiyon D,
R Uzerinde simetrik ikili f -tirev ve ae R ve f (1) =1 olsun. O zaman her x,y € R
icin asagidakiler saglanir:

Dax*D(x,y)=0isea =0veyaD =0 dur.

2) D(x,y)*a =0 isea = 0veyaD =0 dur.

Kanit: 1) Her X, y e R icin a * D(x,y) = 0 olsun. x yerine z € R i¢in X *z

yazilirsa

0=axD(x*zy)=ax*((D(xy)*f(2)+(f()*D(zy)
=ax(D(x,y) *f(2) +ax(f(x) *D(z,y))
=ax(f(x) *D(z,))

elde edilir. Bu esitlikte x = 1 yazilirsa a * D(z,y) = 0 elde edilir. R degismeli bir
integral incline cebri oldugundan sifir boleni yoktur. Boylece a = 0 veya her z, y
€ Ri¢in D(z, y) = 0 elde edilir, yani a = 0 veya D = 0 dir.

2) D(x,y) xa = 0ise a = 0 veya D =0 oldugu 1) deki gibi elde edilir.

Tammim 4.4 R, degismeli bir incline cebri ve D(.,.) : R xR — R bir simetrik

dontstm olsun. Her x, y, z e R i¢in D(x +VY, z) =D(x, z) + D(y, z) kosulu
saglaniyorsa D ye birlestirme (joinitive) dontsumu denir.

14



Onerme 4.5 R, degismeli bir integral incline cebri f, R izerinde bir fonksiyon ve d
, R nin D birlestirme (joinitive) simetrik ikili f-tlrevinin izi olsun. O zaman her X,
y € R i¢in asagidakiler saglanir:
1) d(x +y) = d(x) + d(y) + D(x, y) ve d(x) + d(y) < d(x +Y),
2) D(x *y, x) <d(x),
3) D, R nin sira koruyan bir simetrik ikili f dontstimaddr.
Kanit: 1) X, y € R olsun. O zaman
dlx+y)=D(x+y,x+y)=D(,x+y)+D(y,x+7y)
=D(x,x)+D(x,y) +D(y,x) + D(y,y)
= D(X,X) + D(y'y) + D(x,y)

elde edilir, yani d(x + y) = d(x) + d( y) + D(x, y) ve d(x) + d( y) < d(x +y) dir.

2) X, ¥ € Rolsun. Tanim 2.1.1 (R7) kullanilarak d(x, X) = D(X, X) = D(X + (X *y),
X) = D(X, X) + D(x =y, X) elde edilir, yani D(x * y, x) < d(x) dir.

)X, y,z,teRicin(x,y)<(z,t)olsun.Ozamanx+z=z,y+t=tve (X,y) + (7, t)
= (z, t) dir. Buradan D(z, t) = D((x, y) + (z, t)) = D(x, y) + D(z, t) elde edilir, yani
D(x, y) < D(z, t) dir.

Onerme 4.6 di, d», R degismeli bir integral incline cebrinin sirasi ile D1,D>
birlestirme (joinitive) simetrik ikili f-tirevlerinin izleri ve f, R Uzerinde bir
fonksiyon olsun. Her xe R i¢in D, (d,(x),x) = 0 ise d1 = 0 veya dz = 0 dir.
Kamt: d1, d2, R degismeli bir integral incline cebrinin sirasi ile D1,D2 birlestirme
(joinitive) simetrik ikili f-turevlerinin izleri ve D;(d,(x),x) = 0 olsun. Tanim
2.1.1 (R7) kullanilarak

Dy (dz(x) + (dz(x) * x),x) = D;(dz(x),x ) + Dy (da(x) * x,x)

= D1 (dz(x),x) * f(x) + dz(x) * Dy (x,x) = dy(x) * dy(x)
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elde edilir. R, degismeli bir integral incline cebiri oldugundan di=0 veya
do= 0 dur.

Sonu¢ 4.1 R, degismeli bir integral incline cebri, f, R (zerinde bir fonksiyon ve d,
R nin D birlestirme (joinitive) simetrik ikili f-tlrevinin izi olsun. Her xe R i¢in
D(d(x), x) =0 ise d = 0 dur.

5. INCLINE CEBIRLERINDE GENELLESTIRILMIS f-TUREVLER

Bu bolimde incline cebirlerinde genellestirilmis f -tiirev tanimi verilmis ve
ilgili baz1 oOzellikleri incline ve integral incline cebirlerinde incelenmistir. Bu
bélumde elde edilenler On Generalized f — Derivations of Incline Algebras adli
makalede International Mathematical Forum dergisinde yaymlanmustir.

Tamim 5.1 : R bir incline cebri olsun. Her x, y € R i¢in

D(x xy) = (D(x) * fF()) + (f () * d(y))

olacak sekilde bir d:R — R tirevi ve f: R — R fonksiyonu varsa D:R — R
fonksiyonuna R izerinde bir genellestirilmis f-tlrev denir.

Ornek 5.1 R = {0,a,b,c,d,1} bir incline cebri olsun ve +, = islemleri R tizerinde

asagidaki tablodaki gibi tanimlansin.

+|10 a b ¢ d 1 «l0 a b c d 1
010 a b cdl 0{000000
ala a 1 1 1 1 aloo o0 o0 0
blb 1 b 1Db1 bl00 dddd
Zéill)czll cloo dddd
1111511 4100d ddd

1100 d d d d
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0, x=0,a
Her xe R icin d(x) = olacak sekilde d : R — R fonksiyonu
d, aksihalde

tanimlansin. O zaman d, R Uzerinde tirevdir.

0, x=0

Her xe R, D(x) = olacak sekilde tanimlanan D:R — R

d, aksi halde

fonksiyonu R iizerinde bir genellestirilmis tiirev degildir.
D(a*b) # (D(a) *b) + (a xd(b))
D)+ (d=*b)+0

0+d+0

0, x=b,¢,d,1
Her xe R igin, f(x) = olacak sekilde f:R — R tiirevi
a, aksi halde

tanimlansin. O zaman D:R — R fonksiyonu Tanim 5.1 de verilen esitligi saglar,
yani D:R — R fonksiyonu R (zerinde bir genellestirilmis f-tlrevdir.

Onerme 5.1 R bir incline cebri, f, R tizerinde bir fonksiyon ve d, R (izerinde bir
tirev ve D, R Gzerinde bir genellestirilmis f-tlrev olsun. O zaman her x,yeR icin

asagidakiler saglanir:

1) D(x *y) <D(x) +d(y) ,

2) x < y vef, Riizerinde sira koruyan bir doniistim ise D (x * y) < f(y) dir.

Kamt: 1) Onerme 2.1.1 (1) den D(x) * f(¥) < D(x) ve f(x) *d(y) < d(y) dir.
Onerme 2.1.1 (3) kullanilarak (D(x) * () + (f(x) *d(y)) < D(x) + d(y)
yazilir. BOylece D(x * y) < D(x) + d(y) elde edilir.

2)x <y ve f, R iizerinde sira koruyan bir déniisiim oldugundan f(x) < f(y)
olur. Onerme 2.1.1 (3) ve (1) kullanilarak f(x) *d(y) < f(y) *d(y) < f(¥)
elde edilir. Benzer sekilde D(x) * f(y) < f(y) oldugu elde edilir. Buradan
(D) *f)+ (f(x) *d() < f() + f(y) yazilir. Boylece D(x*y) <
f () oldugu elde edilir.
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Onerme 5.2 R sifir elemanli bir incline cebri olmak tizere d, R tizerinde bir tirev,
f, R Uzerinde bir fonksiyon ve D, R (zerinde bir genellestirilmis f -tlrev olsun.
Eger f(0)=0 ise D(0)=0dur.

Kanit: R sifir elemanli degismeli bir incline cebri oldugundan her XeR i¢in

x * 0 = 0 x x = 0 yazariz. Buradan

D(0)=D(x*0) = (D(x) * f(O)) + (f(x) * d(O)) = f(x) + d(0) dir.

Tanim 2.1.1 (R8) kullanilarak d(0)=0 elde edilir. Buradan D(0)=0 yazilir.
Onerme 5.3 R carpimsal birim elemanli bir incline cebri ve f, R de bir fonksiyon,

d ve D, R nin sirasi ile tiirevi ve genellestirilmis f-tlrevi olsun. Eger f(1) = 1 ise
her xeR i¢in asagidakiler saglanir:

Nf(x)*d(1) < D(x)
i)d(1) = 1ise f(x) < D(x) dir.

Kanit: i) R carpimsal birim elemanl: bir incline cebri oldugundan her xeR igin

x * 1 = 1% x = x yazariz. Buradan
D(x) =D(x*1) = (D(x) * fF(1) + (f(x) * d(D))

yazariz. Bu esitlikte f(1) =1 almirsa D(x) = D(x) + (f (x) = d(l)) yazilir.
Buradan f(x) * d(1) < D(x) elde edilir.

ii) i’deki gibi gosterilir.

Onerme 5.4 R bir integral incline cebri, f, R tizerinde bir fonksiyon, d ve R nin bir
trevi, D R nin genellestirilmis f-tlrevi ve aeR olsun. O zaman her xeR igin
f(1) = 1 olmak lzere asagidakiler saglanir:

()axD(x)=0isea=0veyad=0 dir.

(i) D(x) *a=0ved(x) xa=01ise a=0veyaD =0 dir.
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Kanit: i) Her xeR icin a * D(x) = 0 olsun. x yerine her yeR i¢in X * y yazilirsa

0=a*xD(x)=axDxxy)=ax[(D&)*f®)+ (f(x)*d®))]
=ax (D)« f) +ax (f(x) *d()) = ax (F(x) *d())

elde edilir. Bu esitlikte x = 1 alinirsa a * d(y) = 0 olur. R bir integral incline
cebri oldugundan a = 0 veya d = 0 elde edilir.

ii) Her x € R icin D(x)*a =0 ve d(x)*a =0 olsun. Eger D(x)*a =0
esitliginde X yerine her y € R i¢in x * y yazilirsa

0=D)*a=Dx*y)*a=[DC)*f()+(f(x)*d¥))] *a
=(D@*f)*a+(f(x)*d)*a= (D) *f() *a

elde edilir. Bu esitlikte y = 1 alimirsa D(x) * a = 0 olur. R bir integral incline
cebri oldugundan a = 0 veya D = 0 elde edilir.

Teorem 5.1 d ve D, R integral incline cebrinin sirasi ile tiirevi ve genellestirilmis f
—tlrevi, f, R Uzerinde bir fonksiyon ve M, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. D,
d ve f, R tizerinde sifirdan farkli ise D, M {izerinde sifirdan farklidir.

Kamt: D, R iizerinde sifirdan farkli genellestirilmis f —tlrev, d, R {Uzerinde
sifirdan farkli tirev ve f, R lizerinde sifirdan farkli bir fonksiyon olmak tzere D ve
d nin M Uzerinde sifirdan farkli olmadigint varsayalim o zaman x € M igin
D(x) =0 dir.y € R icin 6nerme 2.1.1 (1) den x * y < x ve M, R nin bir ideali
oldugundan x*y €M dir. Buradan 0=D(x*y)=(D(x)*f(y))+
(f(x) = d(y)) = f(x) = d(y) elde edilir. R bir integral incline cebri oldugundan
her x € M igin f(x) =0veya her y € R icin d(y) =0 elde edilir; fakat f
fonksiyonu sifirdan farkli oldugundan y € R icin d(y) = 0 elde edilir. Bu da
hipotez ile gelisir. O halde D, M iizerinde sifirdan farklidir.

Teorem 5.2 D, R integral incline cebrinin genellestirilmis f —tlrevi, d ve f, M
Uzerinde sirasi ile sifirdan farkli tlrev ve sifirdan farkli fonksiyon olsun. Eger M,

R nin sifirdan farkli bir ideali ve a € R icina * d(M) = 0 ise a = 0 dur.

Kamt: Teorem 5.1 den m € M i¢in D(m) # 0 dir. M, R nin sifirdan farkli bir
ideali ve a € R igin a * d(M) = 0 olsun. Buradan m,n € M igin
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0=a*D(m*n)=a*(D(m)*f(n)+f(m)*d(n))
=axD(m)xf(n) +axf(m)=dn) =ax*f(m)=dn)

yazariz. R integral incline cebiri ve d ve f, M tlizerinde sirasi ile sifirdan farkli
tirev ve sifirdan farkli fonksiyon oldugundan a = 0 elde edilir.

Onerme 5.5 R ¢arpimsal birim elemanl bir integral incline cebri ve f, R lizerinde
bir fonksiyon, d ve D, R nin sirasi ile tiirevi ve genellestirilmis f-tirevi olsun. O
zaman her xeR igin (1) = 1ise D(x) = (D(1) * f(x)) + d(x) dir.

Kamt: R ¢arpimsal birim elemanli bir incline cebri oldugundan her xeR igin x *
1 = 1 * x = x yazariz. Buradan

D(x) =D(1*x) = (D) * f(x)) + (f(1) * d(x))

yazariz. Bu esitlikte f(1) = 1 alinirsa D(x) = (D(l) * f (x)) + d(x) yazilir.
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6. SONUC

Bu ¢alismanin amaci incline cebirlerinde f-tiirev ve genellestirilmis tirev
icin yapilan ¢alismalardaki bosluklarin kapatilmas: ve diger tirev tanimlari ile
incline cebirlerinin yapisinin incelenmesidir. Bu tezde ©Once tezi anlamada
kolaylik saglayacak bazi tanim ve Ozellikler sunulmustur. Uclincti bolimde
incline cebirlerinde bugiine kadar yapilmis olan tiirev, f-tlrev, simetrik ikili tlrev,
genellestirilmis tiirev konulariyla ilgili ¢alismalarin 6zeti verilmistir. Dordincu
bolimde simetrik ikili tiirev tanimindan esinlenerek incline cebirlerinde simetrik
ikili f-tirev tanmimui verilmis ve ilgili Ozellikleri incline ve integral incline
cebirlerinde incelenmistir. Besinci boliimde incline cebirlerinde genellestirilmis f-
trev tanim1 verilmis ve ilgili ézellikleri incline ve integral incline cebirlerinde
incelenmistir.

Bundan sonra farkli tiirev cesitleri ve bunlarn 6zellikleri incline

cebirlerinde ¢alisilabilir.

21



KAYNAKLAR DiziNi

Cao, Z. Q, Kim, K. H. And Roush, F. W., 1984, Incline Algebra and
Applications, John Wiley&Sons, New York.

VUKMAN J., 1989, Symmetric bi-derivations On Prime And Semi-Prime Rings,
Aequationes Mathematicae 38, 252-254.

Al-Shehri, N. O., 2010, On Derivations of Incline Algebras, Scientia
Mathematicae Japonicae, 71 (3):e-2010, 199-205 pp.

Meenakshi, A.R. and Anbalagan, S., 2010, On Regular Elements in an Incline,
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, 2010, Article
ID 903063, 12 pages, doi:10.1155/2010/903063.

Ozbal, A. S. And Firat, A., 2011-a, On f-Derivations of Incline Algebras,
International Electronic Journal of Pure and Applied Mathematics, 3 (1),83-90 pp.

Ozbal, A. S. And Firat, A., 2011-b, On Symmetric Bi-Derivations of Incline
Algebras, International Mathematical Forum, 4 (41), 2031-2036 pp.

Ozbal, A. S., 2011, Kafeslerde Tirev ve Genellemeleri Uzerine Doktora Tezi,
Ege Universitesi, Fen Bilimleri Enstitisi.

Ozbal, A. S. And Firat, A., 2014, On Generalized Derivations of Incline
Algebras, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, Volume 43 (4), 553-
559.

Kim, K. H. And Park, S. Y., 2015, On Symmetric Bi-Derivations of Incline
Algebras, International Mathematical Forum, Vol. 10,2015, no. 1, 35-45

Tas, H. And Ozbal, A. S., 2015, On Generalized f-Derivations of Incline
Algebras, International Mathematical Forum, Vol. 10, 2015, no. 6, 273-282

22



OZGECMIS

Halit TAS 1984 yilinda Mersin’in Tarsus ilgesinde dogdu. ilkokulu ve
ortaokulu Tarsus’ta bitirdi. Lise 6grenimini Osmaniye’nin Diizigi ilgesinde
bulunan Diizi¢i Anadolu Ogretmen Lisesi’nde tamamladi. 2002 yilinda kazanmis
oldugu Balikesir Universitesi Necatibey Egitim Fakiiltesi Ortadgretim Matematik
Ogretmenligi boliimiinden 2007 yilinda mezun oldu. 2008 yilinda Kara Kuvvetleri
Komutanligi’nin yapmis oldugu Matematik 6gretmeni temini sinavini birinci
olarak kazand1 ve ayn1 y1l Istanbul Tuzla Piyade Okul Komutanlig1i’ndan Tegmen
ritbesiyle mezun olarak Izmir Maltepe Askeri Lisesi’ne atand1. 2008 yilindan beri

Izmir Maltepe Askeri Lisesi’nde Matematik dgretmeni olarak goérev yapmaktadir.

23



	ÖZET
	ABSTRACT
	TEŞEKKÜR
	YEMİN METNİ
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	1.GİRİŞ
	2.ÖN BİLGİLER
	2.1 Incline Cebirlerinde Temel Tanımlar

	3. INCLINE CEBİRLERİNDE TÜREV, f-TÜREV, SİMETRİK İKİLİ TÜREV VE GENELLEŞTİRİLMİŞ TÜREV
	3.1 Incline Cebirlerinde Türevler
	3.2 Incline Cebirlerinde Türevlere Ait Bazı Özellikler
	3.3.Incline Cebirlerinde f-Türevler
	3.4. Incline Cebirlerinde Simetrik İkili Türevler
	3.5. Incline Cebirlerinde Genelleştirilmiş Türevler

	4. INCLINE CEBİRLERİNDE SİMETRİK İKİLİ f-TÜREVLER
	5. INCLINE CEBİRLERİNDE GENELLEŞTİRİLMİŞ f-TÜREVLER
	6. SONUÇ
	KAYNAKLAR DİZİNİ
	ÖZGEÇMİŞ

