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OZET

Bu tez esas olarak iki boliimden olusuyor.

Birinci boliimde; Boole halkalar1 ve Boole cebirleri {izerine genel bilgiler
verildikten sonra, aralarindaki karsilikli  gegisler inceleniyor. Konularin

anlasilmasini pekistirmek i¢in temel 6rnekler veriliyor.

Ikinci boliim; Boole cebirlerine verilebilecek en ilging drneklerden birini
igeriyor. Bir topolojik uzayin tiim regiiler agik kiimelerinin koleksiyonunun belirli

islemler altinda bir Boole cebiri olusturdugu kanitlaniyor.



ABSTRACT

This thesis consists mainly of two chapters.

In the first chapter, general informations on Boolean rings and Boolean
algebra are given, and then reciprocal transitions between them are investigated. In
order to reinforce the understanding of concepts, some basic examples are given.

Second chapter contains one of the most interesting examples that one can
give on Boolean algebras. One prove that the collection of the regular open sets of a

topological space is a Boolean algebra under certain operations to be defined.



GIRIS

Boole cebiri; onerme baglaclar1 altinda iki degerli mantigin cebiri ya da
birlesim ve tiimleyen islemleri altinda kiimelerin cebiridir. Matematiksel grup
kavrami gibi, Boole cebiri kavraminin koklerini ve uygulamalarini matematiksel
lojik, kiimeler kurami (kiime cisimleri), topoloji (tamamen baglantisiz kompakt
Hausdorff uzaylari), kiimeler kuraminin temelleri (Boole degerli modeller) ve
fonksiyonel analiz ve de halka kuramimin (Boole halkalar1) da bulabiliriz.
Matematiksel yapilarin ¢alismasinda en basta gelen cebir 6rnegini Boole cebirleri

saglar.

Bu tezde; Boole halkalar1 ve Boole cebirleri hakkinda temel kavramlar
verilmis, bol orneklere ve bazi sorulara yer verilmistir. Tezin ikinci boliimiinde
topoloji ile olan baglantis1 regiiler agik kiimelerin koleksiyonunun belirlenen
islemlere gore bir Boole cebiri olusturdugu ayrintili olarak kanitlanmistir. Son

olarak regiiler acik kiimeler {izerine baz1 sorular ¢éziilmiistiir.

Vi



BOLUM 1

BOOLE HALKALARI VE BOOLE CEBIiRLERIi

Bu boliimde Boole halkalar1 ve Boole cebirleri ele aliniyor. Tanim, 6zellik ve
ornekler konu ile ilgili kitaplarda, 6rnegin [1],[4],[9] da bulunabilir. Burada yer alan

bilgiler genellikle [3] den esinlenilmistir. Bazi sorular [3] den alinmis ve ¢Oziimleri

ayrintili olarak verilmistir.
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Bir Boole halkasi, klasik halka kavraminin 6zel bir tiiridiir ve gorecegimiz

Boole Halkalarn

lizere, esgiiclii, birimli bir halka olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.1 R bostan farkli bir kiime ve + , - ve (negatifleri olusturmak igin)
-, R lizerinde sirasiyla ikili, ikili ve birli islemler ve 0,1 R nin seckin elemanlar1 olmak

lizere asagidaki aksiyomlar1 saglayan < R,+,-, 0, 1> yapisina bir birimli halka denir.

Her a,b,ceR igin

R1.

R2.

R3.

R4.

R5.

R6.

R7

R8.

a+(b+c)=(a+b)+c
a+b=Db+a

a+0=a

a+(-a)=0
a-(b-c)=(a-b)-c
a-(b+c)=a-b+a-c

. (b+c)-a=b-a+c-a
a-l=a

(+ isleminin birlesmeliligi)

(+ isleminin degismeliligi)

(0, + isleminin sifir1)

(<R,+,0> degismeli bir gruptur.)

(- isleminin birlesmeliligi)

(- islemi + islemi lizerine

dagilmalidir )

(1, - isleminin birimi)



Agiklama 1.1.2 Bir halkada - ¢arpma islemi degismeli olmayabilir ve de birim
elemana, 1, sahip olmayabilir. Eger bu iki 6zelligi tasiyorsa, halkaya degismeli, birimli
denir.

Ornek 1.1.3 Sadece {0} dan olusan halkaya yozlasmis (dejenere) cebir denir
ve ilgingligi yoktur. En basit ama temel, birimli halka sifir ve bir elemanlarindan olusan
halkadir.

+10 1 * |0 1
010 1 010 0
1 (1 0 1 (0 1

cizelgelerinden bu halkanin iki 6nemli 6zelligi ortaya ¢ikar :

Q) Her eleman kendisinin toplamsal tersidir.
a+a=0
(i)  Her eleman kendisinin karesine esittir.

a-a=a

Bu gozlemlerden ilki degilleme isleminin (-) gereksizligini gosteriyor. Ote
yandan (ii) Ozelligini saglayan elemanlara esgiiclii adi verilir. Buradan bir Boole

halkasinin tanimin1 yapabiliriz.
Tanim 1.1.4 Bir Boole halkasi1 birimli esgiiclii bir halkadir.

Esgiicliiliik kosulu boyle halkalarin yapisi iizerinde c¢ok gii¢lii bir etkiye
sahiptir. (1) 6zelligini saglayan bir halkaya 2 karakteristikli denir.

Onerme 1.1.5

(1) Bir Boole halkasi 2 karakteristigine sahiptir.
(2) Bir Boole halkasi her zaman degismelidir.



Kamt : (1) Bundan sonra a-b yerine ab yazabilecegiz.
Boole halkasi tanimina gore, a°=a , b> =b ve (a+b)2 =a-+b dir.
Ote yandan

(a+b)2 =(a+b)(a+b)=a’+ab+ba+b’=a+ab+ba+b=a+b

ve sadelesmeden sonra ab+ba =0 bulunur. a ve b halkanin keyfi elemanlar1 oldugu

icin b =1 alabiliriz; 0 zaman a - 1 +1- a=0, yani a+a= 0 elde edilir.

(2) (1) e gore ab, ab nin toplamsal tersidir, ama (1) de ab+ba=0, ab nin

ba nin da toplamsal tersi oldugu goriiliir. O halde ab=ba sonucu ¢ikar.
Iki elemanli Boole halkasini bundan sonra 2 = {0,1} ile gdsterecegiz.
Ornek 1.1.6
2x2=2%={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)-(c,d)=(ac,bd)

Islemleri altinda bir Boole halkasidir; bu halkada (0,0) sifir ve (1,1) birim

elemandir.

n>2 i¢in bu ornek 2"ye genellestirilebilir. Elemanlari (al,....,an) n-terimli

diziler ise sifir ve birim (0,...,0) ve (1,...,1) dizileridir. Ancak bu halkay1 daha ileri

genellestirebiliriz.

Ornek 1.1.7 2" yi tanim kiimesi {0,1,...,n-1} ve deger kiimesi {0,1} olan tiim

fonksiyonlarin kiimesi olarak ele alabiliriz.

X bostan farkli bir kiime olmak tizere

2X: = {f|f: X — {0,1} }



tanimin1 yapalim. 2° in elemanlarma X iizerinde 2-degerli fonksiyonlar denir. Simdi
f.g €2% icin (frg)(x) = f(x) + g(x) ve (f-g)(X) = f(X) - g(X) tanimlarmi yapalim. 0 ve
1, her x € X igin 0(x) = 0 ve 1(x) = 1 sabit fonksiyonlaridir.

Bu durumda <R,+,- ,0, 1> in bir Boole halkasi olusturdugunu géstermek, notasyon

disinda 2* nin bir Boole halkasi oldugunu gerceklemekle aynidir. Ornegin;

isleminin birlesmeli oldugunu gosterelim.
(F-(g-h)X) =F(x) - (g h)Xx) (- isleminin tanimi)
=f(x) - (g(x) - h(x)) (:isleminin tanimi)
= (f(x) - g(x)) - h(x)
Ciink esitliklerin her birinin sag tarafi 2 nin bir elemanidir ve 2 de
- isleminde birlesmelidir;
= (f- g)(x) - h(x) (- isleminin tanimi)
=((f-g) - h)(X) (- isleminin tanimu)
dir.
Bu esitlik her x € X i¢in gegerli oldugundan
f-(@-h=(@{g-h
yani - isleminin birlesmeli oldugu gosterilmis olur.
Bu kesimin son 6rnegi olarak [3] deki (sayfa 6, soru 7) ilgili bir soruyu ¢6zecegiz.

Soru 1.1.8 Birimli degismeli bir R halkasindaki tiim esgilicli elemanlarin

kiimesi A olsun. A {izerinde @ toplama islemini her a,be A i¢in a®b=a+b—2ab

olarak tanimlayalim. (esitligin sagindaki terim R ye aittir ve ab, a-b yi gosterir.)
A nin sifir ve birim elemanlart R dekilerle aynidir ve ayrica A iizerindeki ¢arpma
isleminin R deki ¢arpma isleminin A ya kisitlanisidir. Buna goére A nin bir Boole

halkas1 oldugunu kanitlayin.



Kanit : A izerindeki ¢arpma islemini, @ ile uyumlu olsun diye © ile
gosterelim. O halde <A ®,0,0,1>in bir Boole halkasi oldugunu kanitlayacagiz.

Asagida yapilan kanitlarda R nin kullanilan aksiyomlarini agik agik belirtmek ¢ok yer
kaplayacagi i¢in bu kullanimlar kapali gegistirilecektir.

Once 0-0 =0 ve 1-1=1 oldugu icin esgiiclii elemanlardir ve A ya aittirler.

A kiimesinin @ ve © islemlerine kapali oldugunu gosterelim. Her a,b € Aigin
(a®b)(a®b)=(a+b—2ab)(a+b—2ab)
= aa+ab—2aab +ba-+bb —2abb —2aab + 2abb + 4abab
=a-+ab—2ab+ba+b—2ab—-2ab—2ab+4ab
=a+b—-2ab
=adb
dir ve
(a©b)(aGb)=(ab)(ab)=aabb=ab=aob dir.
Simdi Boole halkas1 aksiyomlarmin A da gecerli oldugunu gosterelim.

R1. a®(b®c)=a®(b+c—2bc)
=a+b+c—2bc—2a(b+c—2bc)

=a+b+c—2bc—2ab—2ac +4abc
=a+b+c—2ab—-2ac—2bc+4abc

dir. Benzer bir hesaplama

(a®b)®c=a+b+c—2ab—2ac—2bc+4abc

ayni sonucu verir. O halde @ islemi birlesmelidir.



R2. a®b=a+b—-2ab
=b+a—2ba
=b®a
dir, dolayisiyla @ islemi degismelidir.
R3. a®@0=0 aksiyomunu ger¢geklemek i¢in bir sonuca gereksinim vardir.

Lemma 1.1.9 Keyfi bir halkada her a elemani i¢in a-0=0-a=0 dir.

Kamt : a-0=a-(0+0)=a-0+a-0 ve a-0=a-0+0, a-0+a-0=a-0+0 1

gerektirir. O halde a-0=0 dur. &

Bu sonug kullanilarak agagidakiler yazilabilir:

a®0=a+0-2a-0=a+0+0=a

R4. a®(-a)=0

Bunun kanit1 i¢in de bir sonuca ihtiyag¢ vardir.

Lemma 1.1.10 Keyfi bir halkada her a,b elemanlar i¢ina-(—b)=(-a)-b=—(ab)
dir.

Kamt : Lemma 1.1.9 dan 0=a-0 dir. Simdi, 0=a-0=a-(b+(-b))=ab+a(-b)

a(—b) nin ab nin bir toplamsal tersi oldugunu gdsterir. Oysa bir halkada toplam ters

eleman biriciktir. Dolayistyla a(—b)=—(ab)dir. -

Bu lemma kullanilarak R4 ispatlanir:



R5. ao(boc) =ao(bc)
=a(bc)
=(ab)c
=(aGb)ocC

oldugu i¢in © islemi birlesmelidir.

R6. a0(h@®c)=(a®b)®(a®c) oldugunu gdrmek igin islemler yapildiktan

sonra her iki tarafin ayn1 sonucu verdigini gormek yeterlidir.

ao(b®c) =ao(b+c—2bc)
=a(b+c—2hc)
=ab+ac—2abc

(a0b)@(aoc) =(ab)(ac)
=ab+ac-2aabc
=ab+ac—2abc

O halde R6 gergeklenmis olur. R7, R6 gibi gergeklenir. R8, 1€ A oldugu igin
aciktir. R degismeli oldugu i¢in A degismelidir. Boylece A degismeli birimli bir
halkadir; geriye A nin 2 karakteristikli oldugunu gostermek kaliyor:

a@a:a+a—2aa:a+a—2a:2a—2a:0..

1.2 Boole Cebirleri

X bostan farkli bir kiime ve P(X), X in kuvvet kiimesi olsun. U, M, © islemleri
P(X) iizerinde sirastyla kiime birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri olmak {izere
<P(X),u,N,", T, X > kuvvet kiimesi cebirini g6z oniinde bulunduralim. Bu cebirin

aritmetigi Boole halkalarinin aritmetigi ile ¢arpict benzerlik tasir. Kiimeler

kavramindan asagidaki elemanter esitlikler iyi bilinmektedir.



A B,C e P(X) icin,

1) =X, X =g

2) AnD =0, AUX = X

3) AnX =A, AUD = A

4) AnA" =0, AUA® =X

(5) (A) =A

(6) AnA=A, AUA=A

(7) (AnB) =A°UB®, (AUB) = A°NB°

(8) AnB=BnNA, AUB=BUA

(9) An(BNC)=(AnB)NC, Au(BuUC)=(AuB)UC
(10)An(BuC)=(AnB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Uyarilar 1.2.1 Bu denklemlerin tamami1 Boole halkalar1 aksiyomlarina g¢ok
benzerlik gosterse de Onemli farkliliklar vardir. Boole halkalarinda toplama islemi
esgiiclii degilken, birlesme islemi esgiicliidiir. Toplama islemi Boole halkalarinda
carpma islemi tizerine dagilmali degilken, birlesim kesigim iizerine dagilmalidir. Boole
halkalar1 2 halkasinin bir soyutlamasidir. P(X) in karsilik gelen soyutlamasina bir
Boole cebiri denir. Formel bir tanim sudur:

Tanmm 1.2.2 B bostan farkl bir kiime; v, A, ', B lizerinde sirasiyla ikili, ikili
ve birli islemler ve 0,1, B nin segkin elemanlar1 olmak {izere asagidaki aksiyomlari
saglayan <2,2,1,0,0> tipli <B,v,A,"',0,1> yapisina bir Boole cebiri denir. Her

a,b,ceB igin

B1l. 0'=1, 1'=0
B2. an0=0, avl=1
B3. anl=a, av0=a
B4. ana'=0, ava'=1
B5. (a)'=a

B6. ana=a, ava=a



B7. (aab)'=a'vb', (avh)'=a'Ab’
B8. anb=baa, avb=Dbva

B9. a/\(b/\c):(a/\b)/\c, av(bvc)z(avb)\/c

B10. a/\(bvc):(a/\b)v(a/\c), av(b/\c):(avb)/\(avc)

Diialite Tlkesi 1.2.3 A,v, ',0,1 sembollerinden olusan bir formiil @ olsun.
¢ formiillerinde v, A gectikleri her yerde ve 0 ve 1 gectikleri her yerde aralarinda
degistirilsin ve sonuglanan formiil ¢° ile gosterilsin. O zaman ¢ dogru ise " de
dogrudur ve tersi de gegerlidir. ¢ ve ¢° formiillerine diial formiiller denir.

O halde B1-B10 aksiyomlarinin her biri diial ikili olarak veriliyor. Kanitlarda
bu ikililerden birini kullanmak yeterlidir.

Boole cebirini tanimlayan aksiyom sayisi biraz kabariktir; onlarin hepsi
birbirinden bagimsiz degildir. Huntington [6] ve [7] de Boole cebirini B3, B4, B8 ve
B10 aksiyomlari ile tantimlanmis ve bu aksiyomlarin aralarinda bagimsiz oldugunun bir
kanitin1 vermistir. Bununla ilgili olarak [11] e bakilabilir.

Ornek 1.2.4 En basit Boole cebiri iki elemanli {0,1} kiimesidir. A ve v
islemlerinin bilinen dogruluk cizelgeleri yaninda 0'=1 ve 1'=0 dir. Ornek 1.1.3 ile

karsilastirin.

Ornek 1.2.5 A B e P(X) icin P(X) iizerinde A simetrik fark islemi
AAB=(A\B)U(B\A)=(ANB")U(A°NB)

=(AUB)\(ANB)
olarak tanimlanir. O zaman < P(X), A, N, &, X > bir Boole cebiridir.
Céziim : Once < P(X), A, &> nin bir degismeli grup oldugunu gosterelim.

e Bunun i¢in A isleminin o&zellikle birlesmeli oldugunu kolayca
gostermek i¢in A nin tanimini mantiksal baglag &, =, ~ , (&)
aracilifiyla verecegiz. A ve B iki formiil olmak iizere A < B eger A

ve B aym dogruluk degerlerini aliyorsa dogrudur. A& B ise



A ve Bnin farkli dogrulur degerleri aldigmi ifade eder. Simdi
Xe AA B ancak ve ancak xe A ve Xxe B o6nermelerinden biri dogru

ise gerceklenir. Bundan dolayi1 xe AA B ancak ve ancak xe A &
xeB dir:

AAB={xeX : XxeA ¥ xeB }

Ote yandan 6nermeler mantigindan A & B < C)= (A<= B) o C
oldugunu biliyoruz. Buradan A ¢ (B ¢ C) = (A < B) < C elde edilir.
O halde A islemi birlesmelidir : AA (BAC)=(AAB) AC.
e Her Ae P(X) i¢in AAD = A oldugu iki tiirlii gosterilebilir :
AD =(A\D)U(D\A)= A
ya da
AT ={xeX: XEA HXEDY}=A

dir. Boylece &, A isleminin sifiridir.
e A A A= oldugu yine iki tlirlii gosterilebilir.

AAA=(A\A)U(A\A) =L =0
ya da
AAA={xeX: XEAPLXEA}=U

dir, ¢iinkii bir eleman ayn1 anda A ya ve A nimn degiline ait olamaz. Boylece her

eleman kendisinin simetrik fark tersidir.
e AAB=BAA oldugu da iki tiirlii gosterilebilir.
AAB={xeX: XeA &¥XxeB}

={x e X: XE B XEA}=BAA
ya da

AAB =(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B)=BAA

10



O halde A islemi degismelidir. Neticede < P(X), A, & > nin bir Abel grubu oldugunu

gosterdik.

e Kiime kesisim islemi n degismeli, birlesmelidir ve X kiimesini birim
eleman kabul eder.

e N nin A izerine dagilmali oldugunu gosterirken A (ve) baglacinin
degismeli, birlesmeli ve < baglaci Tlizerine dagilmali oldugu

ozelliklerinden yararlanacagiz.

AN(BAC) ={xeX: x€eAA(xeB e xeC)}

={xexX: (XEAAXEB)s (XxeEAAXEC)}
={xeX: XEAAXEB} e {xeX: xeAAXeC}

={x € X: XEANB}® {xEX: xe AnC}
= (AnB)A(ANC)

dir. Su ana kadar <P(X), A, "> nin degismeli birimli bir halka oldugunu gosterdik.
Her A€P(X) icin An A= A oldugundan halka bir Boole halkasidir. Aslinda A ve N
islemleri B1-B10 aksiyomlarinin tamamini saglar; yani < P(X), A, N, &, X > bir

Boole cebiridir.
|

1.3 Boole Cebirleri ve Boole Halkalar

Boole cebirleri ve Boole halkalarinin teorileri ¢ok yakindan baglantilidir;
aslinda bu kuramlar ayn1 konuya farkli yollardan yaklasirlar. Daha agik bi¢cimde ifade
etmek gerekirse, her Boole cebiri uygun toplama ve ¢arpma iglemleri tanimlanarak bir
Boole halkasina ve tersine, her Boole halkas1 uygun v, A," islemleri tanimlanarak bir
Boole cebirine doniistiiriilebilir. Bunu gergeklemenin en kesin yolu P(X) Boole cebiri

ile 2* Boole halkasini karsilastirmaktan gecer.
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Tamm 1.3.1 X bir kiime ve A, X in bir alt kiimesi olsun. A mnin karakteristik

fonksiyonu

1 Xxe A ise
a(x) = { .
0 Xe¢ A ise

olarak tanimlanir. Karakteristik fonksiyonu gostermek i¢in yaygin semboller X,,1,

dir; biz 1, y1 kullanacagiz.

1.3.1 Boole Cebirinden Boole Halkasina Gegis

P(X)de toplama ve c¢arpma islemleri, sifir ve birim eleman1 nasil

tanimlanmalidir ki P(X) Boole cebiri bir Boole halkasi olsun? Bu soruyu yanitlamak

icin 2° deki halka islemlerinin tanimlarim1 yakindan incelemek ve P(X) ile 2*

arasindaki bire-bir eslemeyi géz 6niinde bulundurmak yardimei olacaktir.

A BeP(X) ve 1,,1, karakteristik fonksiyonlar1 olsun. P(X)de toplama ve

carpmay1 tanimlamak istiyoruz. Her x € X i¢in

1 1,(X)=1;(x) ise
0 1,(¥) =15 (x) ise

(1 +15) () =1, (¥) +15 (%) :{

1 1L,x)=1L,(x) ise
0 1, (x) = 1; (X) ise

(1A 'lB)(X) :1A(X) 'lB(X) :{
dir. Buna gore P(X) de halka toplam ve ¢arpim
A+B=(AnB")U(A°nB) ve A-B=ANB

olarak yazilir. A+B nin A A B ile ayn1 olduguna dikkat edelim. Ayrica 1,(X)=0 ve

1, (X) =1 dir. Bu islemler altinda ve 0,1 elemanlariyla P(X) in bir Boole halkasina

doniistiigii aciktir.
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1.3.2 Boole Halkasindan Boole Cebirine Gegis

2* halkas1 da bir Boole cebirine benzer yaklasimla doniistiiriilebilir.

A, BeP(X) ve 1,(x),1;(X) A ve B nin karakteristik fonksiyonlar1 olsun.
Xxe AUB < xeA vyada xeB
<1,(x)=1 veya 1;(x)=1
<1,(X) #1;(x) yada 1,(x) =1;(X)
<1, X))+ X)+1,(X) -1, (x) =1
(1 +1+1,-1) () =1
ve
xXe A < xgA
<1, (x) =1
=1,00%L()
<1, X)+L(x) =1
< (1, +1)(x) =1

dir. Bu gozlemler 2° de v ve ' islemlerinin
avb=a+b+ab ve a'=a+1

olarak tanimlanmasini Onerir.
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Ote yandan
xe AnB < xeAve xeB
<1, (xX)=1ve L;(x)=1
<1, (X)L, (x) =1
< (1,-1)(x) =1

olmasi nedeniyle de a Ab=ab seklinde tanimlanir. Sifir ve birim elemanlarinin her iki

cebirde ¢alistig1 goriiliir. Boylece bu islemler altinda ve sifir, birim elemanlariyla 2* in

bir Boole cebiri oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Tamm 1.3.2.1 B, ve B, iki Boole cebiri ve f:B — B, bir déniisim olsun.
Eger f islemleri ve seckin elemanlar1 koruyorsa, f ye bir (Boole) izomorfizmasi

denir. Daha acik olarak

f(avb)=f(a)vf(b),  f(anb)=Tf(a)af(b),

ise f ye B, den B, ye bir (Boole) izomorfizmasi denir.
Bu boliimii [3] den alinan iki soruyu ¢ézerek sonlandiriyoruz.
Soru 1.3.2.2 ([3], Soru 1, sayfa 18 )

P(X) ve 2* Boole cebirlerinin X in her bir alt kiimesini karakteristik

fonksiyonuna gotiiren doniisiim araciliiyla izomorf olduklarini kanitlayin.

Kamt : ¢:P(X) > 2" déniisiimiiniin bir (Boole) izomorfizmas1 oldugunu

gosterecegiz. Bu doniisim herbir AeP(X) elemanmi A nin 1, Karakteristik

fonksiyonuna gotiirsiin; 2° in elemanlarmin X iizerinde 2 degerli; yani 0 ya da 1

degerini alan, fonksiyonlar oldugunu animsayalim.

14



F ={xeX: f(X)=1} kimesine f nin destek kiimesi diyelim ve f

fonksiyonunun F kiimesini ve de F kiimesinin f fonksiyonunu tam olarak

belirledigini

kaydedelim. Baska bir deyisle f, F kiimesinin karakteristik

fonksiyonudur.

@ doniisiimii bire-birdir. Gergekten A BeP(X) i¢in ¢(A)=¢(B),
yani 1, =1, varsayalim. O zaman A ve B, 2* de aym elemanin destek
kiimeleridir, dolayisiyla A ve B esit olmak zorundadir.

¢ doniisiimii ortendir. Bunun i¢in her f €2* i¢in ¢(A)=f olacak
sekilde en az bir Ae P(X) olmasi gerekir. Oysa 2* deki her eleman
destek kiimesinin goriintlisiidiir, o nedenle (p(A) = f tam buna karsilik
gelir.

¢(D)=1,=0 ve ¢(X)=1, =1 oldugundan ¢ , P(X) deki & sifirmi
2* deki O sabit fonksiyonuna ve X birimini 2* deki 1 sabit
fonksiyonuna gotiiriir; baska bir ifade ile ¢ segkin elemanlar1 korur.

@ islemleri korur. A, B e P(X) olsun.

- Once p(AUB)=9¢(A)v¢(B) yi gosterelim.

2% deki 1, v1, her xe X igin

(La V1) () =1,(x) v15(x)

olarak tanimlanir. Simdi

1L,(X)vi;(X)=1 <1,(x)=1yada 1;(x)=1

oldugu icin

< XeAyada xeB

= Xe AUB
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(L,vl)(X)=1<xeAuB

sonuglandirilir. Baska bir ifadeyle 1, ve 1, , AUB birlesiminin karakteristik

fonksiyonudur ve ¢ doéniisiimiiniin verilisinden

(1) ve(ly)=1, vl =p(AUB)
elde edilir.
- 2% de 1, A1, fonksiyonu her x e X igin
(1 A1) () =1,(0) A1 (%)
olarak tanimlanir. Simdi
L,X)AL(X)=1 <1,(X)=1ve 1,(x)=1
& xeAve xeB
& xeAnB
oldugundan
(I, Aly)(X) =1 xe ANB
sonucu ¢ikar ve buradan
o(A)rp(B)=1, Al =p(ANB)
gergeklenmis olur.

- Son olarak @(A)'=1,'=¢(A°) oldugundan

izomorfizmasi oldugunun kaniti tamamlanmis olur.

»

nin bir

Bu boliimii [3] deki bir diger ilging soruyu ¢ézerek sonlandiriyoruz.
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Soru 1.3.2.3 ([3], Soru 3, Sayfa 19)
m pozitif bir tamsay1 ve A, m nin tiim pozitif bolenlerinin
kiimesi olsun. A nin Boole yapisini
0=1
1=m
pAq=ebob{p,q}

pvq=ekok{p,q}
p'=m/p

denklemleri ile tanimlayalim. Kanitlayin : A bir Boole cebiri olusturur ancak ve ancak

m kare-bagimsiz ( yani, m asalin karesine boliinmez ) dir.

Kanit : Bu soruyu kanitlayabilmek i¢cin A da her bir Boole aksiyomunun

gerceklenmesini, P(X) Boole cebirindeki kiime kuramsal esitliklerin gergeklemesine
doniistiirmek akilc1 olacaktir; o nedenle bazi aksiyomlar kullanacagiz. N={1,2,3,...}
pozitif tamsayilarin kiimesini gostersin. P={p|m: p asal } cA ,yani P , mnin

asal bolenlerinden olugsun. Eger F, N nin sonlu bir alt kiimesi ise F nin
elemanlarinin ¢carpimimn1 f ile gosterelim : f = [1F . Bir uzlagsma olarak 1=[1& dur.
Simdi neN i¢in nfm<n= [1N olacak sekilde bir N = P kiimesi vardir; aslinda

boyle bir n igin karsilik gelen N kiimesi n nin tam olarak asal boélenlerini igerir. Bu

gozlem sonunda A nin elemanlann Q< P olmak iizere q=[1Q tamsayilarindan

ibarettir.

Simdi Q ve R , P nin alt kiimeleri ve q=[1Q ve r=[]1R ise 0 zaman A

tizerinde verilen v, A," islemleri kiimesel olarak asagidaki gibi yazilir:

qAr=ebob{g,r}=M(QNR)
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qvr=ekok{g,r}=M(QUR)

q'=m/q=T1Q’

burada Q'=P\Q kiime kuramsal tiimleyendir. Artik bundan sonra B1-B10

aksiyomlarii ger¢eklemek kolaydir. Bazilarini1 gosterelim :

B3. gal=ebob{q,1}="(QNP)=TQ=q
B7. (aar)'=nN((QnR))=T1((QwR))=q'vr’
B10. qv(ras)=M(Qu(RNS))

—1 ((QUR)N(QUS))=(avr)(avs)
Boylece m kare-bagimsiz ise A bir Boole cebiri olusturur.
Kosul Gerektir : Karsit ters kanit verelim : m kare-bagimsiz degilse A bir
Boole cebiri degildir. Bu durumda p € P icin p?*,m yi béler. Simdi p, hem p yi hem
de m/p yi boldugi igin p, ebob{p,m/ p} yi de boler. Bunun bir sonucu olarak
ebob{p,m/ p}#1 elde edilir. Oysa 1=MJ ve paqg=ebob{p,q} ve timleyen

tanimlarindan ebob{ p,m/ p} #1, pAp'#0 anlamia gelir ki bu bir ¢eliskidir; burada

0, A nin sifir elemanidir, bir tamsay1 degildir. i

1.4. Topolojik Kavramlar

Bu kesimde, Boliim 2 de verecegimiz topolojiksel Boole cebiri 6rnegi i¢in
gerekli tanim ve Ornekleri verecegiz. Boole cebirlerinin 6nemli 6rnekleri topolojik
uzaylar kullanilarak olusturulabilir. Bunlarin arasinda Regiiler Acik Kiimelerin

tanimladig1 Boole Cebiridir.

Tanmm 1.4.1 X bostan farkli bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir

koleksiyonu olsun. Eger asagidaki ii¢ kosul saglaniyorsa (X, 7 ) ya bir topolojik uzay

ve T ya X inya da uzayin topolojisi denir.
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T1. e T ve Xe7T

T2. AABeT ise AnBeT dir; yani 7 sonlukesisime kapalidir.

T3. {Aa}ael T nin elemanlarinin bir ailesi ise U A, €T dir;yani T keyfi

ael

birlesime kapalidir.

X in elemanlarina noktalar ve 7 nun elemanlarina agik kiimeler denir. Bir

X € X noktasini igeren bir acgik kiimeye X in komsulugu denir.
Ornekler 1.4.2 Keyfi X kiimeleri iizerinde baz1 topoloji tiirleri tanimlanabilir.

(@) 7 =P(X) ise (X, 7T) uzayna ayrik uzay denir, bu uzayda her alt kiime
agiktir.

(b) T = {&, X} ise (X, T) uzayma ayrik olmayan ya da kaba topolojik uzay
denir.

) (X, T)={AcX: A° SOHIu}u{@} ise (X, 7 ) uzayina tiimleyeni sonlu
(cofinite) topolojik uzay denir.

X sonlu bir kiimse ise (a) ve (c) uzaylarinin ¢akistigin1 ancak X sonsuz ise

tamamen farkli olduklarini belirtelim.

(d) (X, T ) birtopolojik uzay ve Y, X in bir alt kiimesi olsun.

Ty ={ONY:0e T} diyelim. O zaman (Y, 7y ) nin T1-T3 kosullarim
sagladig1 aciktir. Bunun iizerine (Y, 7y) uzayma (X, 7 ) nun bir topolojik
alt uzay1 denir.
Ornegin, X =R almirsa, 7 topolojisi acik araliklar1 agik kiime kabul eder.
Y = [O,l] c X goz 6niinde bulundurulursa 7y nin agik kiimeleri , 0<a<b<l1
olmak tizere, [0,a) ,(a,b) ,(a,1] ve [0,1] alt araliklaridir. [0,a) ve (a,1] tiirii

kiimelerin 7 ya ait olmadiklarin1 kaydedelim.
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Bir X kiimesi {izerinde bir topoloji kapali kiimeler araciligiyla da
tanimlanabilir. X de bir agik kiimenin tlimleyenine bir kapali kiime denir ve T1-T3

kosullarin diialleri alinarak X iizerinde bir topoloji tanimlanir.

Tamm 1.4.3 X bir topolojik uzay ve P, X in bir alt kiimesi olsun.

Q) P nin kapsadigi acik kiimelerin birlesimine P nin i¢i denir ve P° ya da
Int(P) ile gosterilir. Baska bir deyisle P°, P nin kapsadig1 en biiyiik
acik kiimedir.

(i) P yi kapsayan kapal1 kiimelerin kesisimine P nin kapanist denir ve P~
ya da CI(P) ile gosterilir. Bagka bir deyisle P~, P yi kapsayan en

kiigiik kiimedir.

Lemma 1.4.4 (X, 7)) bir topolojik uzay ve P, X in bir alt kiimesi olsun. O

zaman P~ = {X eX: QnNnP=z=Y, Q,x inkeyfi bir komsulugudur}; yani
XeP < VQ(X) komsulugu i¢in Q(X)m P+ dir.

Kanit : xe P~ olsun ve x in bir Q komsulugu i¢in PNQ = varsayalim. O
zaman Q° kapali bir kiimedir ve P yi kapsar, dolayisiyla kesisimi P~ olan kapal
kiimelerin koleksiyonuna aittir. X ¢ Q° nedeniyle x¢ P~ elde edilir, geliski. O halde
XeP"=QnNnP=J, Q X nin acik komsulugudur. Simdi X in her komsulugunun P

ile bostan farkli bir arakesite sahip oldugunu varsayallm ve XeP~ oldugunu

gosterelim. Eger, Q, P yi kapsayan bir kapali kiime ise 0 zaman Q° "P = dir ve
X ¢ Q° sonuglanir. O halde x, Q ya aittir. Bu ise X in P yi kapsayan her kapali

kiimeye, dolayistyla P~ ye ait olmasi1 gerektigini ifade eder.

Lemma 145 (X, 7) birtopolojik uzay ve P < X olsun. O zaman

P =P dir.
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Kanit : P® < P® acik kiime tanimindan dolay1 dogrudur. Tiimleyene gegersek,
P“ < P* sonuglanir; yani P < P® dir. Simdi P kapali bir kiime ve P~,P vyi
kapsayan en kii¢iik kapali kiime oldugundan P~ < P“C elde edilir. P c P~
kapsamini1 gostermek i¢in P yi kapsayan herhangi bir Q kapali kiimesini gbz oniinde
bulunduralim : P = Q. Buradan Q° < P° olur ve Q° bir agik kiimedir. P®, P® nin
kapsadig1 en biiyiik agik kiime oldugu ig¢in Q° <P* dir. Her iki tarafin timleyenini
alirsak P** < Q® =Q elde edilir. Bu P yi kapsayan her kapali kiimenin P“° yi de

kapsadigimi gosterir ; P ozellikle P~ yi kapsar : P~ < P*. Boylece P~ =P

oldugu kanitlanmis olur. m
Sonu¢ Teorem 1.4.6 P° =P°° dir.

Kamt : Lemma 1.4.5 deki esitlikte P yi P° ile degistirelim ve her iki tarafin

tiimleyenini alalim :

pc- — peeec
pc — po

() =)
pc-¢ — poce
pct — p° .

Asagidaki Lemma ilgili tanimlar kullanilarak kanitlabilir.

Lemma 1.4.7 (X, T ) bir topolojik uzay ve P,Q < X olsun. O zaman

(@) PcQise P°cQ’
(b) (PNQ)" =P°NQ°
(c) PcQise PP cQ
(d) (PuQ) =P LQ

(e) PNQ =(PNQ), P agik
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(f) PNQ =(PNQ) , P agik ve kapali

(@ (PNQ) =P nQ", P ve Q agik -

Tamm 1.4.8 (X, 7 ) bir topolojik uzay ve P,Q < X olsun.

()
(i)
(iii)

(iv)

(v)

(vi)

P~ =X ise P kiimesine yogun denir.
Qc P ise P bir Q agik kiimesinde yogundur denir.

Herhangi bostan farkli bir acik kiimede yogun olmayan bir kiimeye
hi¢bir yerde yogun degildir denir. P higbir yerde yogun degildir eger ve
yalniz eger P™° yogundur.

Hicbir yerde yogun olmayan kiimelerin sayilabilir bir birlesimi olan bir
kiimeye zayif kiime denir.

Xe X in her komsulugu P nin noktalarim ve P° nin noktalarini
iceriyorsa X noktasmna P kiimesinin bir sinir noktast denir. Bagka bir
ifadeyle hem P nin hem de P® nin kapanisina ait bir X noktasina P
nin bir sinir noktast denir. P nin tiim siir noktalarinin kiimesi
P~ P dirve 6P yada bd(P) veya Fr(P) ile gésterilir. 9P nin her
zaman kapal1 bir kiime oldugunu belirtelim.

Kapanisinin i¢i ile c¢akisan bir agik kiimeye regiiler denir; yani P
regiilerdir eger ve yalniz eger P =P™°, ya da sonug teoremi 1.4.6 geregi,
P=P°° dir. Sadelik agisindan P* =P~ yazildiginda, P regiilerdir

eger ve yalmiz eger P =P dir.

Ornekler 1.4.9

(@)

Rasyonel sayilarm kiimesi Q,R de yogundur. R?® de rasyonel

koordinatli noktalarin kiimesi R* de yogundur fakat pozitif rasyonel
koordinatl noktalarin kiimesi R* nin birinci dortliigiinde yogun iken

R? de yogun degildir.
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(b)

(©)

(d)

Tamsayilarin kiimesi R de hi¢bir yerde yogun degildir. Bir ayrik
uzayda sadece bos kiime hi¢bir yerde yogun degildir. Tiimleyeni sonlu
bir sonsuz topolojik uzayda bir kiime sonlu ise hicbir yerde yogun
degildir.

Bir ayrik uzayda sadece bos kiime zayiftir. Tiimleyeni sonlu sonsuz bir
topolojik uzayda bir kiime ancak sayilabilir ise zayiftir.

Bir ayrik uzayda noktalarin her kiimesi bir regiiler acik kiimedir.
Tiimleyeni sonlu sonsuz bir topolojik uzayda sadece bos kiime ve uzayin

tamamu regiiler agik kiimelerdir.

23



BOLUM 2

REGULER ACIK KUMELER VE BOOLE CEBIRLERI

Boole cebirlerine verilebilecek en ilging Orneklerden biri, elemanlar1 bir
kiimenin alt kiimeleri olan fakat P(X) Boole cebirinin islemlerinden farkli islemlere
sahip, bir topolojik uzayin regiiler agik kiimelerinin olusturdugu Boole cebiridir. Bu
boliimde bir (X, 7) bir topolojik uzayinin tiim regiiler agik kiimelerinin koleksiyonunun
bir Boole cebiri olusturdugu ayrintilariyla gosterildikten sonra birkag 6zel topolojik
uzaym regiiler acik alt kiimelerinin Boole cebirleri ilgili [3] de yer alan sorular

coziiliiyor.
2.1 Tam Boole Cebiri Ornegi

Tamm 2.1.1 Her alt kiimesi supremum ve infimuma sahip bir Boole cebirine

tam Boole cebiri denir.

Teorem 2.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X in tim regiiler agik

kiimelerinin koleksiyonu asagidaki Boole sec¢kini elemanlar1 ve islemlerine goére bir

Boole cebiridir : P,Q regiiler acik kiimeleri igin

1) 0=0

) 1=X

(3) PAQ=PNQ

4  PvQ=(PUQ)"
() P'=P*

Regiiler agik kiimelerin her hangi bir { i} ailesinin supremumu ve infimumu mevcuttur

11l 11l
ve sirastyla [U F’ij ve (ﬂ F’ij dir. Baska bir deyisle, Boole cebiri tamdir.

Kanit : Teoremin ifadesinde tanimlanan (1) - (5) esitliklerinin anlaml

olabilmesi i¢in her seyden once bu esitliklerin sag taraflarinin regiiler acik kiimeler
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oldugu gosterilmelidir. Tanim 1.4.8 (vi) dan P* =P~° ve P=P"" regiiler agik kiime

tanimini animsayalim.

(1) =" ve(2) X =X"" asikar oldugu icin & ve X regiiler acik kiimelerdir.

Bununla birlikte (4) ve (5) tanimlar siradisi gibi goriinmektedir. ; (3) tanimi

dogal gibi karsilansa da iki regiiler kiimenin kesisiminin bir regiiler kiime oldugunu

gostermek i¢in baz1 asamalardan gegmek gerekecektir.

(4) ve (5) in dogrulanmasi :

Lemma2.1.3 PcQ ise Q" P dir.

Kamit: PcQ=P cQ"

PcQ=Q°cP*

PcQ=Q cP"

(Lemma 1.4.7.(c))
(Kiimesel Sonug)

(L tanimi) .

Lemma2.1.4 P agkise Pc P dir.

Kanit : PcP
P cP*
Pt cP°
P < P™

Pt c P°

PCC c Plfc

Pc P

(Tanim 1.4.3. (ii) )
(Kiimesel sonug)
(L tanimi)
(Lemma 1.4.7. (c))
(P kapali)

(Kiimesel sonug)
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Lemma2.1.5 P acikise P" =P dir.
Kamt : P c P+ dir:

PcPt (Lemma 2.1.4.)

Pt Pt (P yerine P* alindi)
P~ < P dir:

PcP' (Lemma 2.1.4)

Pt Pt (Lemma 2.1.3)

O halde P+ =P**+ dir.
i

Simdi bu son lemmanin bir sonucu olarak sunu sdyleyebiliriz : P acik ve

P+ =(Pl )Ll oldugundan, P* regiilerdir. O halde (5) in sag tarafi dogrulanmis oldu.

Ayrica (P U Q)l daima agik oldugu igin Lemma 2.1.5. geregi (PuU Q)l =(Pu Q)LLL
yazarak (4) iin de anlamli oldugu elde edilir.

(3) iin dogrulanmasi

Lemma2.1.6 P ve Q acikise (PNQ) ~ =P**nQ** dir.

Kanit : PNQcP (Kiimesel Sonug)
PNQcQ (Kiimesel Sonug)
P c(PNQ) (Lemma 2.1.3)
Q' c(PNQ) (Lemma 2.1.3)
(PAQ) " c P (Lemma 2.1.3)
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(PAQ) " cQ** (Lemma 2.1.3)
(P mQ)LL c P nQ'*t  (Kiimesel Sonug)

PHnQ (P mQ)ll kapsamimi gostermek icin topolojik bir sonuca

gereksinim vardir.

Lemma2.1.7 P agikise PNQ < (PNQ) dir.
Kamit: xePnQ™ = xeP ve xeQ
= xeP ve(x inherN komsuluguicin N NQ =) (Lemma 1.4.4)
=xeP ve (NNQ=Q)
=xe(PAN)NQ=J
=xe(PNQ) (PN, x in komsulugu)
O halde PNQ < (PnQ) dir. e

Simdi < kapsamini gostermek icin bu lemmadan yararlanacagiz.

PNQ <(PnQ) (Lemma 2.1.7)
(PAQ)“c(PNQ ) (Kiimesel Sonuc)
(PAQ) c(PNQ) (L min tanimi)
(PNQ) cP°UQ™ (De Morgan)
(PNQ) cP°uUQ* (L nin tanimi)
(PNQ)" <(P°uUQ) (Lemma 1.4.7.(c) )
(PPUQt) c(PrQ)"" (Kiimesel sonug)
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(PCUQL)_C g(me)u (L nin tanimi)
(Pc— UQ- )° (P mQ)LL (Lemma 1.4.7. (d) )

P acik, P® kapali, dolayisiyla P®” = P° olduguna dikkat ¢ekersek,

P NQ (P mQ)LL (De Morgan)
PmQ“g(PmQ)li (L nin tanim)

Bu son kapsamada P yerine P** alalim ve ayni1 kapsamayr P ve Q nun

rollerini degistirerek, tekrar uygulayarak

L1l l

PitAQE Q(PLLGQ)LL g(PﬂQ)

sonuglanir. Artik Lemma 2.1.5 den P** nQ** (P mQ)LL elde edilir. &

Lemma 1.2.6 iki regiiler agik kiimenin arakesitinin regiiler oldugunu anlatir. Boylece

(1) - (5) esitliklerinin anlamli oldugunu gostermis olduk.

Simdi B1 - B10 aksiyomlarindan bazilarini gergekleyecegiz.

Bl 0' =" (Tanim)
=’ (2D kapali)
=X
=1

1'=X" (Tanim)
=X (X kapali)
=0
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B2. PAO=PNnZ=0=0

kullaniyoruz.

B3.

BS.

elde edilir.

B6.

Pv1=1 oldugunu gostermek icin, X kiimesinin regiiler oldugunu

Pvi=(PUX)" (Tanim)
=X+t (PcX)
=X (X regiiler)
=1

PAl=PnX =P

PvO=(PUQ) =Pt =P

P regiiler oldugu i¢in P'=P" tanimindan (P')':(PL)l =P =P

PAP=PAP=Pve PvP=(PUP) " =P“* =P oldugu aciktir.

B7. (PvQ)'=P'AQ" esitligini kanitlayalim.

(PvQ)'=(PUQ) (Tanim)
=(PuQ)” (L nin tanimi)
=(P uQ) (Lemma 1.4.7 (d))
=P°AQ° (Kiimesel Sonug)
_pLAQ!
=P'AQ"
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BL0. PA(QVR) =PA(QUR)™ =P n(QUR)"”
=(PN(QUR))"

=((PNQ)U(PAR))"
=(PAQ)Vv(PAR)

Nihayet (PAQ)'=P'UQ’, vyani (P(\Q)L =P*uUQ" oldugunu da
kanitlayalim.
(PNQ) =(PnQ)" (Tanim)
=P

Boylece regiiler acik kiimelerin ailesi teoremde tanimlanin segkin elemanlar ve
islemler altinda bir Boole cebiri olusturur.

Teoremin kanitini tamamlamak i¢in regililer acik kiimelerin herhangi bir
ailesinin supremuma ve infimuma sahip oldugunu kanitlayacagiz.

> oldugu aciktir.

11
{R} bir keyfi regiiler kiimeler ailesi olsun ve P =£U P,] diyelim. P nin
{P,} icin supremum oldugunu gosterecegiz. Her bir 1 i¢in P, gU P

11
Lemma 2.1.4 geregi P g(U P,] =P dir. Bu P nin {P} ailesi igin < bagntisina

gore bir st sinir oldugunu ifade eder. P nin en kiigiik Gist sinir oldugunu gostermemiz
gerekiyor. Q, heriicin P, yi kapsayan bir regiiler agik kiime olsun. Simdi

< Q (Hipotez)

PcQ (Kiimesel Sonug)

-C

o>Q" (Lemma 2.1.3)

cQ (Lemma 2.1.3)

R N N

Y
N
O
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oldugundan P gergekten {P} ailesinin en kiigiik iist siniridur.

1L
{P} ailesinin en biiyiik alt smirmm, infimumunun (ﬂ Plj oldugu Diialite

flkesi 1.2.3 den sonuglandirilir. &
2.2 Coziimlii Sorular

Bu kesimde regiiler acik kiimeler ve Boole cebirleri ile ilgili [3] den baz1 sorular

¢oziiliiyor.
Soru 2.2.1 ([3], Sayfa 65, Soru 38)

Keyfi bir topolojik uzayda her acik kiime regiiler agik kiimelerin birlesimi

olarak yazilabilir mi?

Coziim : Yanit olumsuzdur. Bir karsit 6rnek olarak tiimleyeni sonlu sonsuz bir

(X, 7) topolojik uzayint géz oniinde bulunduralim. Bu topolojinin tek regiiler agik

kiimeleri & ve X in kendisidir; oysa her Timleyeni sonlu kiime agiktir. ]
Soru 2.2.2 ([3], Sayfa 65, Soru 39)

Bir topolojik uzaym her alt kiimesi P i¢in P nin P ile ayrik en biiyiik agik
kiime oldugunu kanitlayin. P nin ancak ve ancak P ile ayrik en biiyiikk acik kiime

oldugunda bir regiiler acik kiime oldugunu sonug¢landirin.

Céziim : P~ kiimesi kapali ve P kiimesini igerir; o halde P~°=P" agik bir
kiimedir ve P° yi igerir. P < P~ nedeniyle P°=P" ile P nin arakesiti bostur, yani
P ile P ayriktir. Simdi Q,P ile ayrik herhangi bir agik kiime ise o zaman
PNQ=d, Pc<Q° yigerektirir. Buradan
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bulunur. Q agik idi, o haldle Q =Q° =Q°° dir. Bdylece Q — P* sonuglanir. Q keyfi

bir agik kiime oldugu icin P* nin P ile ayrik en biiyiik acik kiime oldugu kanitlanmis

olur.

Bu kanitin bir sonucu olarak P** nin P* ile ayrik en biiyiik a¢ik kiime oldugu

sonuglandirilir. Ozel olarak P, P ile ayrik en biiyiik agik kiime ile ayrik en biiyiik acik

kiimedir ancak ve ancak P =P*" dir, yani ancak ve ancak P regiilerdir. &
Soru 2.2.3 ([3], Sayfa 72, Soru 7)
Bir ayrik uzayin regiiler acik alt kiimelerinin Boole cebirini tanimlayiniz.

Coziim : (X, 7) bir ayrik topolojik uzay ve B regiiler agik kiimelerin cebiri

olsun.

Once X in her alt kiimesinin regiiler agik kiime oldugunu gosterelim. X ayrik

oldugu i¢in P ve P° kiimelerinin ikisi de kapal kiimelerdir. Buradan
Pr=P“*=P*=P,

yani P regiilerdir. O halde X in her alt kiimesi B nin bir elemanidir. P,Q € B igin
PvQ=(PuQ) =PuUQ

sirastyla Teorem 2.1.2.(4) ve PuUQ niin regiiler olmasindan sonuglanir. Sonra

P*=P°=P°, P nin kapali oldugundan sonuglanr.
Netice olarak B cebiri X in tiim alt kiimelerinin P ( X ) cismi ile ¢akisir.

( Hatirlatma : X bir kiime ve B P ( X ) , X 1n alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger B, U, m ve ° islemlerine kapali ise B ye bir kiimeler cismi denir. )
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