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OZET
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UYGULANMASI

Vildan TURKSEVEN
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Tez Danismanit: Yrd. Dog. Dr. Sahlar MEHERREM
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Asagida belirtilen

T T
X(t) + j f (x(s), y(s),s)ds + j y(s)dW(s)= X  geriye dogru  stokastik
t t

diferansiyel denklemin ¢ozimunin varligim ve tekligini arastirilmaktadir. Burada
f(.,..) fonksiyonu (x(t),y(t)) degiskenlerine gére Yyerel Lipschitz sartini
saglamakta, (2, F, P, W(¥*), F_)’nin her (x(t), y(t)) degeri i¢in Wiener stireci olup,
f (x(t), y(t),.) bir F_ uyumlu stire¢ ve X, F_ye gore olgulebilirdir. Problem,
yukaridaki esitligi ¢ozen, uyarlanmis (adapte) bir (x(t), y(t)) ¢iftini bulmak ve
stokastik maksimum prensibi elde etmektir.

Anahtar Kelimeler: Geriye dogru stokastik diferansiyel denklemler kontrol

yayilma siiregleri, stokastik maksimum prensibi, matris rastgele degerli Riccati

denklemleri
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ABSTRACT

ANALYSIS OF EXSITENCE AND UNIQUENESS CONDITIONS OF THE
BACKWARD STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS AND
APPLICATION TO OPTIMAL CONTROL

Vildan TURKSEVEN
Master Thesis in Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sahlar MEHERREM

May 2015, 39 pages

In this thesis it is investigated existence and uniqueness conditions for the

stochastic equation which has the form

T T
x(t)+jf(x(s),y(s),s)ds+jy(s)dW(s): X by using local Lipschitz condition,
t t

considering (2, F,P,W (x),F.)is Wiener process and F, as adapted process, it is

obtained existence and uniqueness theorems for the backward stochastic
differential equation. It is also obtained stochastic maximum principle for the

stochastic optimal control problem.

Key Words: Backward stochastic differential equations controlled diffusion
processes, Stochastic maximum principle, Matrix-valued random Riccati

equations
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BOLUM 1
1. GIRIS
Sistem analizinde matematiksel modeller asagidaki gibi siniflandirilir;

*Lineer ve lineer olmayan modeller

*Surekli-zaman (diferansiyel denklem,..) ve Kesikli-zaman (fark denklemi,..)

modeller
* Dinamik (parametreleri zaman i¢inde degisen) ve statik modeller

*Stokastik (rastgele degisken iceren) ve deterministik (rastgele degisken

icermeyen) matematiksel modeller

Belirsizlik ortamindaki calismalarda kullanilabilecek en temel matematiksel

yontem olasilik teorisidir.
Olasihik Uzayi : P; asagidaki kosullar1 sagliyorsa olasilik 6l¢iisiidiir;
1) P(Q)=1
2) P(A°)=1-P(A)
3) P(Uiz1 A)=Xi, P(A)
Bu kosullara Kolmogorov Aksiyomlar1 denir.

(Q, A, P) Uglisune; (Q 6rnek uzay; Q’nin alt kiimelerinden olusanherA €

A iken A; o_algebrave P olasilik 6lgiisti olmak tizere) Olasilik Uzay: denir.

Rastgele Degisken: Ornek uzaydan reel sayilara bir fonksiyondur. Bir
deney ya da gozlemin sansa bagli sonucu bir degiskenin aldigi deger olarak

diistintiliirse olasilik ve istatistikte bu degiskene rastgele (rassal) degisken denir.

* Genel anlamda bir rastgele degisken sayilabilir degerler aliyorsa; kesikli rastgele

degisken denir.

* Sayimla elde edilemeyen rastgele degiskene siirekli rastgele degisken denir.

Surekli rastgele degiskenin alacagi degerler i¢in bir tanim araligi ifade edilir.



Beklenen Deger: Bir sans degiskenin herhangi bir olasilik fonksiyonunda
almis oldugu tiim degerlerin ortalamasi o sans degiskeninin beklenen degeridir.

Beklenen deger, o sans degiskeninin ortalamasina esittir.
* Kesikli rassal degisken icin beklenen deger (ortalama); E(X)=Y. x;. P (x;) =H?
*Surekli  rastgele  degisken igin  beklenen  deger  (ortalama)
E(X)=/"_ xf (x)dx (sonsuz drnek uzay icin)

Rastgele Suregler:

Olasilik
- Alamasi

Cikur l Xis5)

Rastgele Oirnek Xir, 5)
! " . Famanin
Deney Uzay.§ = Fonksiy —

Olaylan
Tammila

Rastgele stire¢ konseph

“p0™ d{_-nc} Ornel
il styonlar

es) [1] rﬂ'ﬁwﬂgwf—\i

. ! Zaman
; strelli veva kesikd
xts) [] ’QVUGD%# e g Jeesikd
. H . *
. =1 .
X(r,.5)

rastgele d;, Zisken

Markov Sureci (Markov zinciri): Bir deneyin tekrarlanan denemelerinin
bir dizisinde herhangi bir adimdaki sonu¢ en fazla bir 6nceki adimda bulunan
sonuca bagl olup daha dnceki herhangi bir sonuca bagli degildir. Boyle bir diziye
Markov zinciri ya da Markov sireci denir.

Bir Markov stokastik sirec N (W, o) bigiminde gosterilen ortalamasi
p,standart sapmasioolan normal dagilima sahiptir. Markov 6zelligi tasiyan ve

(0,1) dagilmina sahip olan bir degisken, Wiener slreci izler.Wiener siireci;



Markov stokastik siirecin 6zel bir durumudur. Wiener siireci fizik’te ¢ok sayida
molekiiler soklara maruz kalan parcaciklarin hareketlerini agiklamada kullanilir.
(Ingiliz botanist Robert Brown 1827 yilinda su iistinde asili kalan polen
taneciklerinin tesadiifi olarak hareket ettiklerini gozlemlemis ve tesadufi
hareketleri Brownian Hareketi olarak agiklamistir.)Ayrik degerli Markov

sureci,Markov zinciri adini alir.

Stokastik Sure¢: Herhangi bir degiskenin deger degisimleri zaman
igerisinde belirsiz bir davranis sergiliyor ise bu degiskenin bir stokastik slire¢
izledigi soylenir. Stokastik siireg; siirekli degisken ya da kesikli degisken stokastik
siire¢ olarak siniflandirilir. Incelemeye konu olan degisken; siirekli degisken
stokastik strecte belirli bir aralikta herhangi bir deger alabilirken, kesikli degisken
stokastik slrecte ayrik degerler almaktadir. Bir degiskenin sadece bugiinkii
degerinin gelecegi tahmin etmede yeterli olmasi, stokastik siirecin Markov
Ozelligini ifade eder. Yani; stokastik slirecin Markov 6zelligi degiskenin buglnki
degerinin;degiskenin ge¢cmis davraniglarindan tamamen bagimsiz  oldugu

anlamina gelir.

Hisse senedi piyasalarinin genellikle Markov sureci takip ettikleri kabul
edilir. Bu nedenle hisse senedi fiyatinin bugilinkii degeri gelecekle ilgili

tahminlerde kullanilabilecek tek gegerli bilgidir.

Gelecegi kesin olarak tahmin etmek zordur ve tahminler olasilik
dagilimlanyla ifade edilmelidir. Stokastik stiregler ise;olasilik teorisinin dinamik

kism1 olarak diisiiniilebilir.

(Q,A, P ) Olasilik uzayinda tamimh { X(t), t €7 }rastgele ( rassal)
degiskenlerinin bir ailesine stokastik siire¢ denir. 7 =[0,T] araliginda her anlik
degeri i¢in tanimliysa siirekli stokastik siire¢ adin1 alir. 7 = (t,t;,...) seklinde ayrik
zamanlardan olusan7 klmesi i¢in 6rnek uzay Q’da taniml rastgele degiskenler
X(t,), X (t), X(t,),... seklindedir. Bu durumda tamimlanan ayrik (kesikli)
stokastik suregtir.

Stokastik Siirecin Integral Formu ve Stokastik Diferansiyel Denklem:

1(f)=1(f)(w) =if(s,a))dW(s,w) ve I(f)(t,w)zjf(s,w)dW(S,w), a<t<b

a



araliginda (Q,A, P )’de tanimli stokastik siirecin integral formudur. Bu integraller

Hilbert uzayinda Hy, — H,, yada H, - Hg, tanimlanir. f € Hg, icin birinci

integral Hy, ’de rastgele degisken iken ikinci integral Hg, "de bir stokastik stregtir.

f € Hg, "de f stokastik siireci agagida belirtilen ii¢ kosulu da saglar.
(C1): f(a) eHyg, iken |f (@), =E|f (@) <k (k pozitif sabit)

(C2):] f(t) - F, =Elf )~ F O <k fu-t,]

(C3): f,[a,b]’ daanticipating (tahmin edilemeyen)
m-1 b

fm(t,a))zz f™ ()1, (t), Se 'nin bir elemanidir ve J-fm(s)ds integrali
i=1 a

J(f,,)olarak asagidaki gibi tanimlanir.

m-1

J(f) :j‘ f(s)ds = Z fi(m) (. —1)

i=0

J(f,) € Hg, "de Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

2 m-1 m-1
”J ( fm)||2RV =E = Z (ti+l _ti)EZ | fi(m)|2 '(ti+l _ti)
i=1 i=1

j‘ f.,(s)ds

b feH, ve {f }.
= (b-a)E[|f, (s)[ds = (b-a)| f,,

dizisi Sy, *de tanimli olmak iizere;

b
m—oo igin |f—f[, >0 *dir [f(s)ds integrali J(f) olarak

asagidaki sekilde tanimlanir.
" (b .
J(F)=[f(s)ds=lim [ f,(s)ds =limX7s" 7, (¢, ~t)

Tamimlanan: eger | f - fm||SP —0 ise;



b b
[ f(s)ds =lim [ f,(s)ds dir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden:

E(i f (s)ds)? < TT E[f.(s)[ds (feHg)

Wiener surecinin integral fonksiyonu 6rnegi agagida verilmistir.

W,, [0,T] araliginda bir Wiener siireci olarak;
T
Je")= '[exp(—W (t)) seklinde olsun. Bu durumda;

E(J(eW)) = Ejexp(W(t))dt_Ejz W(t))

A
o lz(/'z!)d -Jea-2e

O"—v—]

Adimm fonksiyonlar1 Ito stokastik integrali i¢in asagida belirtildigi gibi

tanimlanir.

f, nonanticipanting, f_ €S, ; her i ve migin;

f™ eH,, olmak lzere;

m-1
f(t,w) =Y f™(w)l,(t) dir. Budurumda; AW =W, —W, igin;

i=0
b m-1
[ fa(s)dW (s) = > fmAw, “dir.
a i=0

Ayrica; I(f,)eHg, ve At =t. ,—t. (i=0,1,..,m-1)

fo € S [ (Fudlly =[] Tl i



2

[

m-1 ¢
| -efst o] S, an-Jelroraciol,

m-1

i=0

f , Hy "de tanimli ve (C1)-(C3) sartlar1 saglandiginda;

i f (t)dW (t) integrali;

a

t™=a+ i(u) ve f Hg, ’de yakinsak olmak izere;
m

b m-1
I(f )(t) =lim J f. (0)dW (t) =lim Z f (t(m))(\N (ti+1(m)) -W (")) seklinde
m-—oo 2 X—0 i—0
tanimlanir.

Stokastik diferansiyel denklemler ile ilgili bilgi verelim. [0,T] araliginda Ito

Stokastik diferansiyel denklem 0<t<T ve X(0,.)eH,, icin;

X(t,m) = X(0,w) +j f (s, X(s,w))ds +Jt‘g(s, X(s,®))dW (s, ®) ile
0 0
tanimlanir.
Diferansiyel formuise; 0<t<T ve X(0,.) e Hg, i¢in;
dX(t,w) = f(t,X(t,®))dt + g(t, X(t,®))dW (t, w) esitligi ile tanimlanir.
k>0 sabiti i¢in f ve g nonanticipating ve asagida belirtilen;
CO):|F (e, )~ F(s,y) <k(t-s[+[x—y[) O0<st<T,xyei
(CT): | f(t, X)|2 < k(l+|X|2) 0<t<T ve xej kosullarini saglar.
f ve g; (C6) ve (C7) kosullarini sagladiginda;

X(t,w) = X(0,w) +.t[ f (s, X(s,w))ds + Jt. g(s, X(s,))dW (s, ®) 'nin varlik ve

teklik ispati yapilmis olur. Ito stokastik diferansiyel denklem igin; ¢6zimin

smirliligi ve [0,T] araliginda ¢6ztimiin stirekliligi teoremi ifade edilsin:



Coziimiin sinirlilig::
t t
X(t, @) = X(0,0) + [ (s, X(s,0))ds + [ g (s, ))dW (s, ) 'nin ¢ozimii f ve
0 0
g (C6) ve (C7) kosullarini saglayan ve X € Hg, igin;
EIX®[ <3(E[XO) +kT2+kT)exp(3k(T+T?))  (0<t<T)
[0,T] de ¢Oziimiin siirekliligi:

t t
X(t, ) = X(0,0) + [ f(s,X(s,0))ds + [ g (s, X(s,®))dW (s, 0) 'min  ¢bziimii
0 0
f ve g, (C6) ve (C7) kosullarini saglayan ve X € Hg, i¢in; ¢c>0 olmak lizere;
E[x@®)-X(r)[ <clt-r| 0<rt<T

e>0,6>0, [t—r|<sicin; | X(t)—X(r)],, "dir.

Tezimizde stokastik optimal kontrol igin gerekli kosul incelenecektir.
Matematik programlama ya da optimizasyon; bir gercel fonksiyonu minimize ya
da maksimize etmek amaci ile gercek veya tamsay1 degerlerini tanimli bir aralikta

secip fonksiyona yerlestirerek sistematik olarak bir problemi incelemek yada

¢0zmek islemleridir.
Bu nedenle deterministik halde optimal kontrol igin gereklilik sart1 verilsin.
&t) = a(x(t),u(t),t), x(0) = x, sisteminde dyle bir u”araniyor ki buu’ igin
bulunan X" ile olusan (u, X") ifti,
t
J(u) =h(x(t,).t;)+ [ g(x(t),u(t),ydt "yi, minimize etsin.
t

Bu sistem i¢in asagida verilen Hamiltonion fonksiyonu tanimlansin.

H(x(1),u(t), p(t), 1) = g(x (1), u(t), 1) + p" (O[a(x(t), u(t), 1)]

Bu durumda; yukarida belirtilen optimal kontrol problemi i¢in gerek kosul

asagidaki gibidir.



£ (1) =Z—H(x*(t),u*(t),p*(t).t)
0

&)= —gH (.U (), o M), 1)
0

0= Z_H(x*(t),u*(t),p*(t)i)
V]

te[tmtf]
ve
[Z_h()(*(tf )te) _P*(tf )} OX;
X
{H(x*(tf),u*(tf),p*(tfxtf)+%“(x*(tf),tf)}é‘tf ~0
Tezde ;
x(t)+]‘ £ (X(s), y(s),s)ds+_T[y(s)dW (s) = X (1.1)

geriye dogru stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimiinin varligr ve tekligi ele

almmustir. C6zim W, uyumlu ve Karesi ile integrallenebilir siiregtir. Bu sekilde

bir denklemin lineer versiyonu, stokastik kontrol teorisinde bir eslenik denklem
olarak yer alir. (Bakiniz [3],[5],[7],[8] ve [11]) Yakin zamanda Pardoux ve Peng

[10] bu denklemin lineer olmayan ve f 'in global Lipschitz durumunu saglayan

versiyonu icin bir varlik ve teklik sonucu elde etmistir.

Bu tezde denklem daha sade bir sart i¢inde incelenmektedir; yalnizca yerel
Lipschitz sartinin saglanmast durumu. Ayrica matris degerli geriye dogru
stokastik diferansiyel denklem igin global varlik ve teklik incelenmektedir. Ozel
bir matris degerli stokastik diferansiyel denklemler sinifi igin Lipschitz
sartlarindan ve diizgiin biiytimeden kaginilabilecegi gosterilmistir. Sonug rastgele
katsayilt Riccati esitligini icerir [4]. Gorildigi tzere, bir skaler 1x1 matris
seklinde kabul edilebilir, yani bu sonu¢ skaler degerli geriye dogru stokastik

denklemlere kismen uygulanabilir.

Ayrica durum degiskenlerinin olagan ve geriye dogru stokastik diferansiyel

denklem sistemi tarafindan tanimlandigi, stokastik optimum kontrol sistemleri de



ele alinmaktadir. Maksimum prensibi igin bir yerel yap1 tiiretilmistir. Bu gdzden

gecirilmis versiyonda belirtilmelidir Ki;
T T
X(t)+ [ f(x(s), y(s))ds+ [ y(s)dW (s) = X
t t

tirindeki geriye dogru stokastik diferansiyel denklem, matematiksel finans
problemlerindeki 6zyinelemeli (rekiirsif) faydanin diferansiyel formulasyonuyla
yakindan ilgilidir. Bknz. [6] Kabaca [6]’daki rekirsif fayda y(t) ile f ’nin;
f(x,t, ) =—1,(x,c,(t,®)) seklinde oldugu (1.1)’i ¢dzen skaler degerli siireg x(t)

olarak kabul edilebilir.

Burada c(.), F, uyumlu bir “tuketim streci”dir. (F . Brownian hareketi w(.)

tarafindan olusturulmus bir filtrelemedir.) Bu durumda f , y(t) ’ye bagh

olmadigindan (1),[4]’teki esitlige 6zdestir.
T
X(t) = E{[ f (x(s),s)ds+ X | F}
t

Bu nedenle formulasyon daha geneldir. Bu belge su sekilde diizenlenmistir.
Boliim 2’de bir yerel Lipschitz sartin1 saglayan geriye dogru stokastik diferansiyel
denklemlerin yerel ve global varlik ve tekligi, B6lUim 3’te genellestirilmis bir
Riccati esitliginin global varligi arastirilmaktadir. Olagan ve geriye dogru
durumlu esitlikleri igeren optimum kontrol sistemleri icin stokastik maximum

prensibi boliim 4’te elde edilmistir.
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BOLUM 2

2. GENEL GERIYE DOGRU STOKASTIK DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

2.1. Onbilgi
X(t) +JT‘ f(x(s), y(s),s)ds + } y(s)dW (s) = X

stokastik denklemi icin f 'nin dizgln (uniform) bir Lipschitz sartin1 sagladig
durumda; geriye dogru stokastik diferansiyel denklemin varlik ve teklik sonucuna
gbzatilsin. (Q, F,P) olasilik uzayir olarak alinsin. {W,,t>0}; bu olasilhik uzay:

tizerinde tanimli d boyutlu bir standart Wiener siireci olarak tanimlansin. O halde;
F=c{W;0<s<t}

Herhangi bir Oklid uzay1 H igin; (.,.) bir Oklid uzaymin skaler ¢arpimu ile ifade

edilir. Ayrica L(j ";H) uzaymin da; tr A yani A matrisinin izi ile ifade edilen;

(y,z)=tr(y’z) 'nin Vy,zeL(j ",H) skaler ¢arpimi dahilindeki bir Oklid
uzayl olduguna dikkat edilmelidir. Bu uzayin normu || ile ifade edilir.

yelL(j " H)y,i=12,.,n ,(y, eH)

Verilen herhangi bir ifade 0<a <b <Tigin;

b
E“X(t)|2 dt <o, VxeM?(a,b;H) seklinde olan H degerli tiim F, uyumlu
(adapte) siireclerin uzayr M?(a,b,H) ile ifade edilir.

Goriildiigii iizere; M ?(a,b,H) bir Hilbert uzayidir. Ayrica M ?*(H) = M?(0, T; H)

ile ifade edilebilir.

Asagidaki fonksiyonlarin verildigini kabul edilsin.

fo,y,to): i "™XLG % X0, TIXQ > ™, X@):Q—i"
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Asagidaki ifadeler varsayilsin.
H1) Her(x,y)ei "xL(Gi ;i "), f(xy,)eM?*G ")
H2)[f (%, Yot o= T (%, ¥,,1,0)| S C (% =X | +[yy = )
VX% €0 VYL Y, e LG i ™)
H3) X(w), F,olgiilebilir ve E|x" < oo

Asagidaki geriye dogru stokastik diferansiyel denklemini ele alinsin.
T T

X(t)+ [ f(x(s), y(s).5)ds+ [ y(s)dW (s) = X (2.1)
t t

Buradaki problem (x(t), y(t)) yi ¢6zen uyumlu bir j "xL(j ;i ™) degerli

stire¢ ciftinin bulunmasidir.

Tamm:Eger (x(t),y(t)), MZ?(a,T;i ")x?*(a,T,L(j ;i ")) icinde ve
te[a, T]icin (2.1) sartin1 sagliyorsa; (x(t), y(t)) Giftinin (2.1)’i [a, T] Gzerinden

¢ozdiigiinii sdylenir.

Teorem2.1: (H1) ve (H3)’ii varsayilsin. Oyleyse (2.1)’i ¢ozen bir ve yalniz

bir ((x(t), y(t)) ¢6ziimii vardir. Ayrica E X, |2 < oo sart1 da saglanmaktadir.

SUPtef0,1]
2.2. Local Lipschitz Sarti
Geriye stokastik diferansiyel denklem
T T
X(t) + j f(x(s), y(s),s)ds + j y(s)dW(s)=X  ’mn  yerel  varlif
t t
aragtirtlmaktadir. B_(j ), i " ’niniginde verilen bir yuvar olsun.
B,(R)={xei ™ |x| < R}ve ayrica agagidaki fonksiyonlar verilmis olsun.
g(x, y,t,@):B (R) xL(j %;i ") X[0,TIxQ—> "

g,(t,®):[0,T]xQ—i "
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X(@):Q—i"
C ,C, ve k’nin pozitif sabit degerler oldugu asagidaki ifadeler varsayilsin.
(H4) g(x,¥,),9,() eM*(i "), X e (QF,,P)
Y(xy)eB,(R)XL( “ii ")
(H5) [g9(x, Yyt @) = (%, V5.t @) S C(% = X[+, = Vo)
VX, % € B(R)XL(i i ™) vy, el i ")

(H6) |g(x, v, )< Co(x|+]YD, V(X ¥)eB, (i )xLG %i ™)
2 P 2
(H7) EF{X] +j|go(s)| ds}<k?,
t
Asagidaki geriye dogru stokastik diferansiyel denklem ele alinsin;

X(t) + [ (9(X(5), ¥(5),5) + Go (5))ds + [ y(S)dW () = X (2.2)

Buradaki problem (2.2)’yi ¢dzen uyarlanmus bir ¢ift | " xXL(j %;i ™)

degerli stire¢ aramaktadir. Asagidaki yerel varlik sonucu temel bir role sahiptir.

Teorem 2.2. (H4) ve (H7) ’yi varsayilsin. O halde k<R igin (2.2)
denklemini saglayan bir ve yalmz bir (x(t), y(t)) ¢Oziimii vardir ki, asagidaki

sartlar1 da saglamaktadir.

|X(t)|2 S kzecl(T—t)
T
EF j |y(s)| ds < 2k?(1+C,Te ™) (2.3)
t
te[T,,T]
C,=1+2C,+2C,’ (2.4)

T-T,=2C 'l og%
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g(x,y.)+g(t) ., [x<R

Ispat: f(x,y,t)= X

g(RM! y!t)+go(t) ) |X|> R

varsayilsin.

f nin teorem 2.1’in tiim sartlarin1 sagladig1 goriilmektedir. Bu sebepten
(2.1)’i, [0,T]de cozen tek bir (x(t), y(t)) cifti vardir. Tto’nun formiilii |x(s)| ye

uygulayip kullanilirsa, O<r<t<T igin

E

x(t)|2 + EFTJ‘ y(s)|2 ds

=EF

X[ - 2EFTj'(x(s), f (x(s), y(s),s)ds

T
X[ +2.E"

t

<E™

X(s)|| f (x(5), y(s),s|ds elde edilir.

Ancak;

f “nin tanimindan dolayz;
[T (X, y,8)| < Co(|X|+]y]) +|go(s)| dur.

bu sebepten;

=

T
x(t)|2 +E™ y(s)|2 ds
t

T T
X[+ [|go(s)|" ds]+(L+2C, +2C,1)E™ |
t

t

<EF[

x(s)|2 ds

1 T
+§EHI

t

y(s)|2 ds

T
sk2+CleFT

t

y(s)| ds

1T
x(s)|" ds += j EFr
2t

ile  C,=1+2C,+2C,’veya

E™

T T
x| +2E" j y(s) ds<k®+C, j Ix(s)[ ds (2.5)
t t
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Gronwall’s esitsizligi ve (H 7) sartindan anlagildig1 gibi;

EF [x(t) <k%:™, vO<r<t<T dir.

Ozellikle:

X" <k%" T <R?, VT, <t<T
: . R
ile T-T,=2C, [l og(?)]

Bu yuzden f ’in tanimindan dolayr (x(t), y(t)), (2.2)’y1 [To,T] araliginda

cozer.

Yukaridaki degerlendirme ile (2.5), (2.3)’tin ikinci degerlendirmesi

anlamina gelir. [ ]

Lipschitz sart1 (H 2) 'nin ayn1 kalmadig1 durumlarda bir sonucun olabilecegi

diistinebilir.

Sadece asagidaki Lipschitz sartin1 varsayilsin. Her h>0,
(H8) [ f(x, Y.t @) = F (%, Vo L @) < ()% = X[ +]y, = Vs
VXX el YL Y, e LG G ™), [xux|<h,

icin bir u(h):R™ — R siirekli eglestirilmesi mevcuttur.

Ayrica (H7) yerine (H9) varsayilsin.
) T
(H9) EF{X]| j| £(0,0,5)°|ds} <k’
t

Sonug 2.3: (H1), (H8)ve (H9)u varsayilsin. O halde sabit bir T, [0, T]
ve [T,, T] araliginda (2.1) i ¢dzen tek bir (x(t), y(t)) cifti ve |x(t)| < 4k, t&[T,,T]

var olmalidir.
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Ispat: Asagidaki ifade atansin.
g(x,y,t)=f(x,y,t)-(0,0,1),9,(t) = f(0,0,t) (2.6)

Yukaridaki g, g, fonksiyonlarmin teorem (2.2)’nin tim sartlarmi R =4k ,

C =C, = u(4k) ile sagladig1 acikg¢a goriilmektedir.

Ayrlca|x(t)|£4k olan [T,, T] araliginda (2.1)’i ¢bzen tek bir (x(t), y(t)) ciftinin

var oldugu goriilmektedir. Burada;
T-T,=4C, 1og2ile C, =1+2u(4k) +2(u(4k))? dur. m

Asagidaki lineer biiylime sarti saglandigi taktirde, global varlik ve teklik

sonucunu, yukaridaki yerel sonucu takip eder.
[y, = F(0,0,)| <Co(X|+]y), Y(xy)ei ™ xLG “i ™) (2.7)

Teorem 2.4: (2.3)’teki varsayimlar ve (2.7) kabul edilsin. Oyleyse x(t) nin
sinirl oldugu [0,T] araliginda; (2.1) i ¢Ozen tek bir (x(t), y(t)) ¢ifti vardur.

Ispat: g, J,. (2.6)’daki gibi tanimlansin ve asagidaki ifadeler atansin.

T
R=e 2k, C, =1+2C, + 2C,2
O halde teorem (2.2)’deki tiim varsayimlar saglanir. Ayrica;

T,=T-2C,"log % =0

Buradan hareketle |x(t)

‘nin R ile sinirli oldugunu [0,T] araliginda olan; (2.1)’i

¢Ozen bir tek bir (x(t), y(t)) cifti vardir. |
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BOLUM 3

3. MATRIS DEGERLIi GERiYE DOGRU STOKASTIiK DiFERANSIiYEL
DENKLEM ICIN VARLIK VE TEKLiK TEOREMLERI

Teorem 2.4 de yerel bir lipschitz sart1 igin global varlik ve teklik sonucu

elde edilmistir. Ancak bu durumda f (x, y,t) bir lineer biiylime sartin1 saglamalidur.

Bu sebepten dolayr pratik olarak uygulamalar kisithidir. Optimum kontrol
teorisinde 6nemli 2.dereceden blyime durumu bulunmaktadir. Matris degerli
Riccati esitligi icin (bkn[14]) Bismut [4] de, Riccati esitligini rastgele katsayilarla
ele almis ve bir varlik sonucu elde etmistir. Bu boliimde yukarida bahsedilen
konuyu iceren matris degerli stokastik diferansiyel denklemin daha genel
versiyonu ele alimmaktadir. Ispat; teorem 2.2’deki yerel varlik sonucunu temel

alir.

Tim nxn simetrik matrislerinin uzayin1 S"ile ifade edilsin. Skaler ¢carpim

ile;
(X, X,) =tr(X,,X,) , VvX,X,eS"

S" bir Oklid uzayidir, bu nedenle herhangi bir Y (.) e M?(L(j *;S")) streci

icin Ito integrali olan

t
J.Y (S)dW (s) iyi bir sekilde tanimlanmustir.
0

Ayrica herhangi bir p >0 igin
S, ={X €S"; X > —pl} ifade edilir.

Oncelikle asagidaki matris degerli geriye dogru lineer stokastik diferansiyel

denklem ele alinsin.

{—d X(t) =[F°(x(t), y(t),t) + R(t)]dt - Y (t)dW (1), (3.1)

X(M)=Q

FO(X,Y,t,@)nin (X,Y)ye gore lineer oldugu yerlerde;
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FO(x,y,t) = A" (1) X(t) + X (t) A(t) +Zq:G [ (OXM)G,(t)

+3 (7 OXMC,H+Y,0C, +C VY, 1)

ve A(), (), i=1,..dve G(), j=1,..,qifadelerinin hepsi nxn matris degerli
F. uyumlu surectir. Burada; R(.) bir S"degerli F,uyumlu siregtir. Q, S" degerli F,

ile ol¢iilebilir rastgele degiskendir.

Her X,Y icin asagidaki ifade varsayilsin.

|F°(X,Y,t)|$CO(|X|+|Y|), (3.2)

EH{ﬂR(s)st +|Q|2'}£ K2 (3.3)

Yardimci Teorem 3.1: (3.2) ve (3.3) varsayimlari bir kenara konsun. Tim

X (@) <k2es"

[0,T] aralig1 igin;
B 2
ER j Y (s)[ ds < 2k?(L+C,Te ") ile; (3.4)
t

C,=1+2C,+2C,’ seklinde olan ve geriye dogru stokastik diferansiyel
denklem (3.1)’i ¢ozen M2(S") x M?(; ,S") icindeki tek bir (x(t), y(t))sifti var

olmalidir. Ustelik Q ve R(t) negatif degil, X (t) de negatif degildir.

Ispat: (2.1) Oklid uzay1S" igindeki bir geriye dogru stokastik diferansiyel
denklemi olarak ele alinabileceginden dolayi (3.1)’in varligi ve tekligi dogrudan
boliim 2°deki sekildedir.

X (t) *nin negatif olmayis1 hala ispatlanmalidir. W*(.), W (.) ’den bagimsiz
bir g boyutlu standart Wiener siureci olsun. Verilen herhangi bir
(x,y)ei "x [0,T] igin vy, asagida verilen ileriye dogru lineer stokastik

diferansiyel denklemin ¢6zima olsun.
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d, =A(s)y,ds+C(s)y,dW (s) +G(s)y,dW'(s)
Y, =X, t<s<T
Ito’nun formiilii (X (s)y,. Y.) "ye uygulanirsa;
d(X(s)Ys, ¥s) = =(R() Y, Ys)ds + (Y (s) Y, Y )AW (s)
+2(X(8)Y,,C(8) y,dW (5) + G (s) y,dW(s))
O halde;

F =c{W(s), W'(s); s<t} seklinde tammlandiginda su ifadeye ulagilir.

(X% %) = ET[[(R(S),, ¥, )ds + Qs ¥r]

R(s), Q(s) negatif olmadigindan X (t) de negatif olmayan degerdir. [
Simdi; F(X,Y,tw):S) x L(j %;8") x[0,TIx Q—S",

Q(w):Q—S" icin asagidaki lineer olmayan matris degerli geriye dogru
stokastik diferansiyel denklemi ele alalim;

(3.5)

{—dx (®) = F(X (1), (1), H)dt =Y (£)dW (¢),
X(T)=Q

Her (X)Y), F(X,Y,t,®)bir F uyumlu surectir. Q , F, 6l¢tlebilirdir. Problem
M?(S3)xM?(L(R?;S")) iginde olan, yukaridaki esitligi tim [0,T] iginde ¢ozen

bir (X(.),Y(.)) uyumlu ¢iftini bulmaktir.

() 'nin (H8) ile aym pozitif fonksiyon oldugu asagidaki varsayimlara

ihtiyag vardir;

AL (1) |Q(a))| , |F(0,0,t,a))| C ile sinirhidar.
D) [F (X0 Y00~ FOGY,,0] < 4RI, — X, £,

VX, X, €S0, X, [X [ <R, WYY, eL( ¢,S")
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Geri kalan varsayimlar aciklamadan asagidaki matris degerli yardimeci

fonksiyonlar belirtilmelidir.

A",A,C,C T, i=1.,d,G,,G, ", j=1..1

]

S, X L(R?;S™) x [0,T] x Qde L(j ") degerleri ile tanimli olan her (X,Y)

icin timundn Fuyumlu oldugu ve

(i) Sp xL(j %;S")x [0,T]'de
(A2)4(ii) [M*(X,Y,)|<C,  M"=A"C .G/
[i)[M (XY, )< (X)), M~ =A",C/ .G

seklinde olan;

d
F'=F-[A"X+XA" "FZ:CiP‘XCiJr +Y,C" +C"Y)
i—0

| |
+ 2 G," XG,"]

i

d
FT=F-[A"X+XA +) (CXC +YC +CY)

i=1

|
+>.G,7XG,] ifade edilir.

i1

Asagida belirtilenler varsayilirsa;

(A3){F+(X’Y’t)3ﬁ|’ S bir pozitif sbt.
F(X,Y,t)>0

Matris degerli geriye dogru stokastik diferansiyel denklemin (3.5) global
varlik ve tekligi iddia edebilir.

Teorem 3.2. (Al)-(A3)’U varsayiminin kabulii ile |X(t) ‘nin smirlt ve

negatif olmadigi (3.5)’1 ¢6zen ve M?(S™) x M?(L(j ®;S"))icinde olan ve (3.5)’

¢Ozen bir (X,Y)¢ifti vardur.
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Bu teoremi kanitlamak i¢in siradaki 6n tahminler kullanilir.

Yardimer Teorem 3.3: 0<A<1verilmis olsun. Asagidaki geriye dogru
esitligi
{—d X, () = AF (X, (1), Y, (1)dt =Y, ()dW (t)
Xg (T) =2Q

Gozen |X,(t)| ’nin smurli oldugu M?(S]) x M?(L(j *;S")) icinde bir

(X, (),Y, () siftinin var oldugu kabul edilsin.

O halde X , (t) negatif degildir ve

X, @) <C,?
T

ER [[F(X,(5).Y,(s).8] ds<C;’
t

burada C,ve C;; (t,w, A1) da bagimsiz sabitlerdir.

Ispat:(i) Negatif olmama: A",C”ve G notasyonlarini kullanarak (X,,Y,),

asagidaki ifade ile (3.1) i¢in bir ¢6ziim kabul edilebilir.
At)=AA (X, (t),Y,(t).1)

C.(t)=AC, (X, (t).Y,(t)t)  i=1,.d

VA6 (X, .Y, 0.0, =1..d

G (t)
(A= 23)C; (X, ()Y, ®).1), j=1+1.q,g=1+d

]

R()= AF (X, (.Y, (1).1)

X (t) sinirlt oldugundan dolayi, (A1) ve (A2) varsayimlarindan yol ¢ikarak A(t),
C(t), G(t) ve R(t) de sinirlidir ve R(t) negatif degildir.

(3.6)

3.7)
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Teorem (3.1) icin X, () negatif degildir.

(ii) Diizgiin smrhihk: A",C* ve G' notasyonlarin1 kullanarak asagidaki

ifadelerle;
A(t)= AAT(X,(1),Y,(1),t)

C,(t) = A(C," (X, (t).Y, (1), 1) i=1...d

- VAG (X, (1).Y, (1), 1)
e G, 0.0, j=1+1..0, g=1+d

R()=AF (X, (t),Y,(t),1)
(X,(),Y,(), (3.1) lineer esitliginin bir ¢oziimii olarak kabul edilebilir.

(A2) varsayimindan; |A” , C ile diizgiin sinirhidir. Bu nedenle;

C’

ve |Gj+

|A()],[Ci (t)| ve|G; (t)| de C ile simirhdir.

Asagidaki geriye dogru esitligi ele alinsin.

~dX (1) =[F*(X(®).Y,®),) + Al1dt Y (H)dw(t),
X(T)=Q

(3.8)

T
Yardimcr  teorem  (3.1)’deki |Q|2 +I|ﬂ| |2 dt<C?+bp°T den dolayr
t

2

‘)A((t) <(C*+npBT)e“" ve C?=1+2C, +2C,’ (3.9)

Diger taraftan; Yardimci teorem 3.1°in negatif olmayan kismindan ve (F*

icin) (A3) varsayimindan;

X, (t) < X (t) oldugu goriiliir.

X, (t) *nin negatif olmayis;



22

C,> =(C,+np’T)e“" ile

2

X, (O =tr(X, (t) <tr(X (1)) <C,” oldugunu gosterir.

|v,| tahmini icin, Ito’nun formdili |Xl(t)2 ’ye uygulanirsa;

X, @) + Eth|\g(t)|2

=E"[Q[ +2Eﬁf(x1(s), F(X,(5).Y,(s),5))ds
<C?+2E" j|xl(s)|(|:(o,o, $)|+u(C)(X . (5)|+[Y,(s)|)ds
<C?+2E" jcz (C+u(C,)C, + u(C,)|Y, (s)ds

T
<2'ER j Y, (s)[ ds+C?+(2CC, +2C%,,(C,) +2(C,, (C,))*)T
t

Bu sebepten;

C, =2[C?+2CC, +2C,%u(C,) + 2(C,1(C,))*)T]

T
ile ER _|'|Y,l (s)|" ds < C, “tir. ]
t

Yardimer Teorem 3.4: Eger (X,(.),(Y,(), (3.6)’y1 ¢oziiyorsa; ve X, (t)

siirl ise; her A €[0,1-6,] igin bir pozitif , sabiti vardir ki, her 0 <5 <4, igin,

asagidaki karmagik geriye dogru esitligi;

—dx(t) = (A +8)F (X (1), (1), t)dt =Y ()dW (t)

(3.10)
X(T)=(1+5)Q
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X (t) 'nin negatif olmadig: ve C, tarafindan sinirli oldugu bir (X (.),Y ()

¢oztimune sahiptir. (C, onceki yardimer teoremde olan C, ile aynidir).

Ispat: Yardimci teorem 3.3 den goriildiigii iizere; X,(t) C, tarafinda

sinirlidir ve negatif degildir. Negatif olmama; asagidaki durumu agiga cikarir;
X,0)+&2-pl, vEeS", |¢f <p? (3.11)

R= p olarak asagidaki geriye dogru esitligin ¢oziimiinii ele alinirsa;

{ds(t) =[g(&(t), n(t),t) + g, ()]dt +7(t)dW (t) (3.12)

§(T)=46Q
igin; asagidaki ifadelere ulagilir.
9(&mt) =—(A+)(F(X, 1)+, (O) +7,1) - F(X, (1).Y,().1))
9o(t) =—0F (X, (1).Y, (1).1))

Goraldugi tzere X =X, +¢,Y =Y, +n Alrsak; (3.10)’u ¢ézmek ayni
zamanda (3.12)’yi ¢ozmek anlamina gelir. Diger taraftan (3.11)’den

a(<,n,1), |é’ | <R ig¢inde iyi bir sekilde konumlandirilmistir.

Yardimei teorem (3.3) ve varsayim (A1(ii)) ile; (3.12)’nin teorem 2.2 deki

tiim varsayimlar1 karsiladigi kontrol edebilir.
C, = u(C,+R),k* =5%(C*+C?)

Gorildiugi tzere; (3.12), [T,,T] araliginda;

{(t)|<R olan; Teorem

(2.2)'de

R2

T-T. =2CYog— "¢
0= 09 CT )

=1+2C, +2C,?

olan tek bir ¢dzume sahiptir.

0, =(C+ Cs)f}/2 R % alirsak; VO<o0 <4, icin T, =0"dur.
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Yani tiim [0,T] aralig1 igin ¢oziim tanimlidir. Sonug olarak siireg ¢iftleri;
(X(1),Y (1) = (X, () + (1), Y, () +n(1)

(3.10)’u 0<6 <4, icin ¢ozer. Smurlilik ve negatif olmama dogrudan

yardimci teorem 3.3 ile iliskilidir. u

Yukaridaki iki yardimci teoremi esas alarak, teorem 3.1’in ispatina

gecilebilir.
Teorem 3.1’in ispati: {4 }asagidaki gibi olsun.

0=Jy <A <u<A =LA, ~A4<8,i=0,.,p-1

Yardimci  teorem 3.3’ kullanarak; alternatif olarak (3.6)’y1

A=l A=, A=2,=1 icin ¢oOzulebilir. Yardimci teorem 3.3’den; belirli
X,(.) icindeki tim X,(.) negatif degildir ve diizgiin sinirlidir. Bu sebepten

(X;(), Y;()), (38.5)%in istenen ¢dzUmudr. |
Teorem 3.2’ nin uygulamalari i¢in asagidaki 6rnekler verilebilir.

Ornek 1.F°(X,Y,t) nin yardimer teorem 3.1°deki ile (3.1)’in aymi lineer

fonksiyon oldugu asagidaki ifade ele alinsin.

{—dx(t) =[F (X (t),Y (t),t+ R(X(1),Y (t),t —L(X (t),Y (1), t]dt - Y (t)dW (t) (3.13)

X(T) =Q
R(X,Y,t,w) ve L(X,Y,t,w) de Sy xL(j ;S") x[0,T]1x Q Ustinde S"
icindeki degerler ile tanimlidir. Her (X,Y)i¢in uyumlu F, mevcuttur. Her (t, w)

(A1(ii))’deki yerel Lipschitz sartin1 saglar. Ayrica R(X,Y,t,w)ve L(X,Y,t,w)

negatif degildir ve («, 8, p) negatif olmayan sabitler oldugunda (p>2);

IR(X,Y, )| < C,|LX,Y, O] a| X[+ BIX[
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(3.13)’Un X () ’in negatif olmadigr ve smirli oldugu tek bir ¢oziimii

oldugunu soyleyebiliriz. Gergekten;

A"=A ,C"=C, ,Gj+ =G; ,F"=R-L alirsak;
A",C",G;"ve F7, (A2) ve (A3) varsayimlarim saglar. Diger taraftan

A (X, D)= AM) -aX -B|X|"* X, ¢ =C,, G, =G,

J
F~(X,Y,0)=R(X,Y,t) - L(X,Y,0) +2aX?+2[x" " X? alindiginda;

kolayca A~,C;",G;” ve F™nin (A2) ve (A3) varsayimlarmi sagladig1 kontrol

edebilir. Teorem (3.2)’den goriilecegi lizere; (3.13)’lin ¢6ziimii vardir ve tektir.

X (t) sinirhidir ve negatif degildir.

Yukaridaki 6rnegin 6zel bir durumu asagidaki gibidir.

Ornek 2: (3.13)’

K(X,t)= XB(t)+Z|:Gj*(t)XDj(t),

MCX =[N (t) + ZI: Dj*(t) X (D, ()] " sartlar icin;

j=
R(X,Y,t,o)= R(t,w)
L(X,Y,t,w)= K(X,t)M(X,t)K*(X,t) ifadeleriyle ele alinsin.

Burada B(.), Dj(.), j=1,....I, L(j ;i ") ’de degerlere sahip ve N(.), S

degerlere sahip bir F, uyumlu slregtir. Hepsi smirlidir ve N(t) > #1.

L =KMK"(X,t)"nin S’ de iyi tanimlidur. Ornek 1°deki tiim varsayimlarin

p=y12IC? ile saglandigi goriilir. Bu durumda (3.13) bir stokastik Riccati
esitligidir. C(t) =0 Oldugu durum Bismut [4] tarafindan incelenmis ve Peng [12],

genel durum igin bir varlik ve teklik sonucunu elde etmistir. Bu esitlik asagidaki

gibi bir optimum kontrol yorumlamasina sahiptir .(bknz [4] ve [12]).
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T

(X(t)%X) = inf, ) ET{[RE), %, %)+ (N®). 0 0)ldt +(@Qx, %)} ki bu
f

asagidaki ifadeyi ilgilendirir.

dx, = (A(t)x + Ao )dt+C(t)xdw(t) + (G(t)% + D(t)u,dW' ()
X, =X, t, <t<T
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BOLUM 4

4. OPTIMAL KONTROL SISTEMLERI iCIN STOKASTIK MAKSIMUM
PRENSIBI

Bu bolimde durum degiskenlerinin rastgele ve geriye dogru stokastik
diferansiyel denklemleri tarafindan ifade edilen bir stokastik optimal kontrol
problemi ele alinmaktadir. Amag, bir stokastik maksimum prensibinin yerel
formunu turetmektir.(Sadece ileriye dogru rastgele degiskenlerin goriildiigi
sistemlerde stokastik maksimum prensibi i¢in gerekli uygulamalar [3], [5], [7], [8]
ve [11]’de bulunabilir).

4.1. Problem

f,o,9,1,h ve y Asagidaki gibi olsun.
f(x,ot);i"xi“x[0,T]—>i"

a(xot) i "x i “x [0,TI>LG i ")

g, v,z,o) i "x " xLG i ™x i x [0,T]—> "
(X, y,z,0,) i "X i "X LGS ™x i “x[0,T]—> |
h(X):i " —i

y() i "=

Asagidakileri varsayalim.

(i) f,o,g,l,hve »,i "x ™ L( % ™xj*x [0,T] de siirekli olsun ve
(x, Y, Z, x,v) ’e gore surekli diferansiyellenebilsin.
(i) f, ove g'nin tirevleri smirlt olsun 4.1)

(iii) I’'nin torevleri C(1+|x|+|y|+|z|+|9)) ile smrh olsun , hve y tirevleri x’e

gore C(1+|X|) ile sinirl olsun.
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U,i * bos olmayan disbiikey bir alt kiimesi olsun.
U ={9() e M?(; )\ I(t) e U}

U 'nun herhangi bir elemani, kabul edilebilir kontrol olarak adlandirilir.
Verilen herhangi bir 9(.) kabul edilebilir kontrolu igin; x, ve y_ verildigi ve

deterministik oldugu asagidaki ileriye ve geriye dogru stokastik diferansiyel

denklemi ele alinsin.

dx(t) = f (x(t), 9(t), )dt + o (x(t), 9(t), )W (t),

X(0) = x, 4.2)
dy(t) = g(x(t), y(t), z(t), $(t), )dt + z(t)dW (t), '
y(T) =Yr

Teorem 2.1’den (4.2)’yi ¢6zen asagida ifade edilen bir tek ii¢lii mevcuttur.
(X(), y(),2()) e M2(i ") x M2 ") x MA(LG i ™)
(4.2) esitligi, durum esitligi olarak adlandirilir.

Coziime karsilik gelen (x(.),y(.),z(.)), durum degiskeni veya egri

(trajectory) olarak adlandirilir. Maliyet fonksiyonu ( Performans kriteri ) ;
J(8() = E[f' (x(t), y(), z(t), $(t), )ydt + h(x(T) + »(y (0))] (4.3)

olarak tanimlanir.

Optimum kontrol problemi maliyet fonksiyonu olan J(:9(.)) kabul edilebilir

kontroller tizerinden minimum hale getirmelidir.

Eger kabul edilebilir kontrol u(.) minimum degere ulasirsa bir optimal

kontrol olarak adlandirilir.

Uyarr:  J(9())=Ey(y(0)) durumunda yukaridaki optimum kontrol

probleminin 6nemli bir 6rnegidir.

Klasik optimum kontrol problemi bu problemin ¢ok 6zel bir durumu olarak

ele aliabilir.
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4.2. Varyasyonlu Esitlikler ve Varyasyonlu Esitsizlik

u(.) bir optimum kontrol ve (x(.), y(.), z(.)) karsilik gelen egri (trajectory)
olsun. 9(.), u(.)+9(.) eU seklinde olsun.

U konveks oldugundan; 0< p <1, i¢in; u, =u(.)+ p9(.) "de U'nun

icindedir.
dg(t) = (f(x(®),u(t), £ () + £, (x(0), u(®), $(t))dt (4.4)
+Hox(x(t),u®) &®) o, (xO,u@®IEO)dW (@),  £(0)=0;
dn(t) = (9, (x(t), y(©), 2(t), u(t)S (1) + g, (x(1), y(1), z(1), u (1)), 7 (1),
+0, (x(1), y(1), (1), u(0)), £ (1) + 9, (1), y (1), (1), u(t)) H(D)dt (4.5)
+£(t)da(t)
n(T)=0
belirtilen bu ifadenin bir ¢ézima £((.),7(),£() "dur.

Teorem 2.1°den (4.4) ve (4.5) i ¢dzen bir tek G¢ld bulunabilir.

(GO &N eM® G ") x M ™) x MA(LG %1 ™)

(4.4) ve (4.5) esitlikleri varyasyonlu esitlik olarak adlandirilir. u ’de

karsilik gelen egri (trajectory) (X (.),Y,(.),z,(.)) 'y1 asagidaki sekilde tammlanir,
2(t) = p (%, (1) —x(1) - &(0),
960)= o (y, () - y(®) - n(v),

20(t) = p~ (2, (1) - 2(t) - £ (1)

Asagidaki yakinsama sonucuna ulastlir.
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Yardimci Teorem 4.1. (4.1) varsayilmak iizere;

VA
lim sup E|x | =0
o0 oan |
2
lim sup E|96| =0
p=0 o<i<T (4.6)
2
le) E %) =0

Ispat: # () nmin yakmsamasmin kanmiti, [1] m yardimci teorem 4.1°de

bulunabilir. Sadece 9{9(.) ve Zhile ilgilenilmesi gereklidir.

d 9o=pTg(x+p(& +26),y + p(n+ $8), 2+ p(¢ + 2),u+ pu,1)
_g(X’ Y, Z,U,t)—gxf—gyﬂ—gzg— gUU]dt-F ?/@)dVV (t)1
$(T) =0,

veya;

d 9= (A, () 2(t) + B, (1) 94(1) + C, (1) #(1) + G, (D)dlt + ()W (1);

$0(T) =0,

sahip olundugundan; asagidakileri ifade edebiliriz.

A, = [19,(x+ 20(E +2), Y + 2p(+ 99), 2+ 4p(& + 96),u+ Apv,]d 4,

B, =|[9,(Xx+40(5 + %),y + 1p(n + 98), 2+ Ap(& + 86),u + Apv,t)]d 4,

O e

C, = 19, (x+ 2p(& + %), y + 20 (5 + 90), 2+ Ap(C + #), U+ 2pv, D] 2,
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G, =(A,M-9,(xy zu)s+(B,(t)-9,(xy,z,u))n+(C, (1) —9,(x, y,2,u))¢

+[19,(x+2p(& + %), y + Ap(1 + 90), 2+ Ap(& + 8),u+ Apv,1)

-9, (X’ Y, Z, U)]Ud/l

2
Ito formUlund

4(s)

’ye uygularsak;

2

1 = E](Ap(s) #%(s)| +[G, ()| )ds ile

2 T 2
+EJ.

t

E|90(t) #6(s)| ds (4.7)

= —2E[(94(5), A, (5) %(s)+ B, (5) 94(s) +C, (5) %6(5) + G, (5))ds

.
sKEj

t

. 2
Z,(s)| ds+J,

94(s)

2 T
ds + 2’1EJ.
t

ye ulagilir.

lim__,J,=0"dir. O halde (4.6)'nmin son iki yakinsamasini ispatlamak igin;

Gronwall’s esitsizligi (4.7)’ye uygulanabilir.
4.3. Varyasyonel Esitsizlik ve Maksimum Prensibi

u(.) bir optimum kontrol oldugundan;

P TIUC) +pu() = I(U()]=0 (4.8)
buradan ve yardimci teorem 4.1°den asagidaki yardimci teorem 4.2°ye ulagilir. =

Yardimc1 Teorem 4.2: (4.1)’i varsayarsak, asagidaki esitsizlige ulasilmig

olur.
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Ej[k(x(t), y(®), z(®),u(t), )& (t) + 1, (x(1), y(©), 2(t), u(®), )n ()

+, (x(©), y(©), 2(1), u(®), ) (®) +1, (x(t), y (1), z(0), u(t), Ho(H)]dt
+Eh (x(T)&(T) +E, (y(0))7(0)=0. (4.9)

Ispat: (4.8)’de p—0olsun. O halde (4.6)’'nmn ilk degerlendirmesinden;

asagidaki ifadeyi tiiretilir.

P E(h(x, (T)=h(x(T)) = E [ h, (x(T) +A(x,(T) - X(T))AA(Ko (T) + £(T))

— Eh (x(T))&(T).

Benzer sekilde;
P E(r(y,(0)-7(y(0)) — E, (y(0)1(0),

Ve

PE[DNX, ()., (0,2, (0.U, () + po) -1 (), y(O), 2(0), L) ]kt

- EJ.[|X(X(t), y(®), z(1), u(®), )s (®) + 1, (x(1), y(©), z(1), u(t), t)r (1)

+, (x(1), y(1), z(t), u(t), )¢ +1,(x(t), y(t), z(t), u(t), ho(t)]dt.
ifadeleri de taretilir. [}

Bu durumda (4.9) diizenlenmistir.
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Maksimum  prensibini  tiiretmek i¢in; asagidaki eslenik  denklemden

bahsedilebilinir;

—dp(t) =[f, (x(t),u(t)) p(t) + g, (x(t), u(t))q(t)
+0, (X(1), Y(£)K(t) + L (x(t), u(t))]dt —k (t)dW (t), (4.10)
p(T) = (h, (x(T)),

=dq(t) = g, (x(t), y(t), 2(t), u(t), )a) +1, (x (1), y(t), (), u(t), t)ldt
+g; (x(t), y(©), z(t), u(t), D)a(t) + 1, (x (), y(t), z(t), u(t), )1dW (1), (4.12)
q(0) =7, (y(0)).

Bu durumda; problem (4.10) ve (4.11)i ¢6zen bir (p(.),k(.),q(.)) uclisu

bulunmaktadir.

Yardimei teorem 4.3: (4.1) varsayimi elimizde bulunsun. Ohalde; (4.10) ve

(4.11) eslenik denklemlerini ¢6zen;

(P()KELA() MG ") x MA(LG %50 ") x MP(G ™)
bir tek G¢ll mevuttur.

Ispat: (4.11) esitligi siradan bir geriye dogru stokastik denklemdir. O halde
varlig1 ve tekligi agikca ortadir. (4.11)’den q(.)’yu ¢oziildiigiinde; (4.10)’un (2.1)

tipli bir geriye dogru stokastik diferansiyel denklem oldugu goriiliir.

Teorem 2.1°den anlagildig lizere; (4.10)’u ¢Ozen;

M2(i ") xM2(L(j %;i ") icinde bir (p(),k(),q()) sekilde tek bir ¢ift

vardir. [
Hamiltonion H:j "x i ™ LG %i ™) x i *x [0,T]>R ve;

H(x,y.z,0,p,k,q,t) = (p, T (x,0)) + (K, (x,0)) +(a, 9 (X, ¥, Z,0,1))
+(x,y, z,0t) dir.
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Bu notasyonu kullanarak; (4.10) ve (4.11) eslenik denklemleri asagidaki
sekilde yazilabilir.

—dp(t) = H, (x(t), u(t), z(t), u(t), p(t), k(t), a(t), )dt —k()dW (t);

p(T) = h, (x(T)),

—dq(t) = H, (x(t), y(t), z(t), u(t), p(t), k(t), a(t), t)dt (4.12)
+H, (x(t), y(©), 2(1), u(®), p(0), k(1), q(t), )dW (1),

q(0) =, (y(0)).

Simdi asagidaki teorem iddia edilmektedir.

Teorem 4.4: u(.) bir optimum kontrol ve (x(.), y(.),z(.)) karsilik gelen egri
(trajectory) olmak uzere (p(.),k(.),q(.)) nun (4.12) eslenik denkleminin ¢oziimii

oldugu asagidaki ifadeye ulasilir.
(H, (x(¥), y(t), z(t),u(t), p(t). k(1) q(t).t),v-u(t)) 20 VoveU (4.13)

Ispat: Ito formalini (£(t), p(t) + (7(t), q(t) 'ye uygularsak (4.4) , (4.5) ve
(4.12) den asagidaki ifade taretilir.

EL(S(T), p(T)) + (7(T),a(T)) - (£(0), p(0)) - (7(0),q(0))]
= —E 1, (x(t), (1), 2(£), u)E(E) +1, (x(1), y(1), 2(8), u () (t)

+, (x(0), y(©), (1), u@®))< (1) + H, (x(1), y(©), (1), u(t), p(t), k(1) a(t).1)
=1, (x(¥), y(t),u(t), nldt.

bu denklem ve (4.9), U’daki u(.) +o(.)nin v(.) i¢in asagidaki ifadeyi gosterir.

EI(HU(X(t), y(0), z(t),u(t), p(t), k(). q(t), 1), o(t))dt = 0
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4.4. ikinci Durum

Farkl1 bir durum da g6zoniine alinarak; durum esitligi asagidaki ileriye ve

geriye dogru stokastik diferansiyel esitliginden olussun.

dx(t) = f(x(t), y(t), z(t), o(t),t)dt + o (x(t), y(t), z(t), o(t), t)dW (t),
X(0) =Xy,

dy(t) = g(y(t), z(t), o(t), )dt + z(t)dW (),

y(T) = Yr-

(4.14)

Optimum kontrol problemi maliyet fonksiyonunu kabul edilebilir kontroller

uzerinden minimum hale getirmelidir.
T
J())=E [f I(x(t), y(t), z(t), v(t), t)dt + h(x(T)) + » (y(0))] (4.15)
0
Bu maksimum prensibinin ispati, aslinda bir 6nceki durumla aynidir. Bu nedenle
ispata gerek gérmeden; Hamiltonion’1 asagidaki sekilde tanimlanir.,
H(x,y,z,0,p,k,q,t)=(p, f(X,y,2,0,1))+(k,o(X, Y, Z,0,1)),

+(q,9(y,z,0,0))+1(x,y,z,0,1)) +1(X, Y, Z,0,1).

u(.) bir optimum kontrol ve (x(.), y(.),z(.)) karsilik gelen optimal egri (trajectory)

olsun. Asagidaki eslenik esitligi sunulur.

—dp(t) = H, (x(t), y(©), z(1), u(t), p(t), k(). q(t), t)dt -k (t)dW (1),

p(T) =h, (x(T)),

—dq(t) = H, (x(t), y(t), z(t), u(t), p(t). k(t), q(t), t)dt (4.16)
+H (x(0), y(©), 2(t), u(®), p(t), k (), q(t), AW (1),

q(0) = 7,(y(0)).

Yukarida belirtilen sartlar1 ve yardimci teoremleri goz Oniine alarak asagidaki

teoremi iddia edilebilir.
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Teorem 4.5:Varsayalim ki, u(.) (4.14) ve (4.15) problemi i¢in optimal

kontrol ve (x(.), y(.), z(.)) karsilik gelen optimal egri (trajectory) olsun. O halde;
(H, (x(t), y(t),u(t), p(t),k(),q(t),t),o—-u(t)) >0, VoeUdir. (4.17)

Burada (p(.),(k(.),q()); (4.16) eslenik esitliginin ¢oziimidiir.
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