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OZET

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER iLE IFADE
EDILEN OPTIMAL KONTROL PROBLEMI iCIN OPTIMALLIK
SARTLARI

Derya DINCER
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik BoLimii
Tez Danigmani: Yard. Dog¢. Dr. Sahlar MEHERREM
Temmuz 2015, 42 sayfa

Bu calismada ilk olarak stokastik siirecler hakkinda kisa bir bilgi verildi.
Ardindan stokastik ve Itd stokastik integraller tanimlandi. Stokastik
diferansiyeller ve [t6’nun formiilii sunuldu ve ¢esitli 6rnekler verildi. Ek olarak,
kisaca optimal kontrol tanimi verildi. Optimal kontrol problemleri, gecikmeli
stokastik diferansiyel denklemler ile tanimlanmis sistemler icin diisiiniildii. Bir
tanesi gecikme denklemlerinin stokastik kontrolii ve bir tanesi gecikmeli stokastik
sistemlerin tekil kontrolii i¢in iki tane maksimum prensibi ve kanitlar1 sunuldu.
Son olarak finansal uygulamalar yapild:.

Anahtar sézciikler: Stokastik Optimal Kontrol, Stokastik Integralleme ve
Stokastik Diferansiyel Denklemler, Gecikmeli Stokastik Optimal Kontrol
Sistemleri i¢in Bir Maksimum Prensibi.
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ABSTRACT

OPTIMALITY CONDITIONS FOR OPTIMAL CONTROL
PROBLEM WHICH IS STATED WITH STOCHASTIC
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Derya DINCER
MSc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Sahlar MEHERREM
July 2015, 42 pages

In this study a brief information about stochastic processes was given
initially. After that stochastic and [t6 stochastic integrals were defined. Stochastic
differentials and It6’s formula were presented and various examples were given.
In addition, optimal control definition was given briefly. Optimal control
problems were considered for systems described by stochastic differential
equations with delay. Two maximum principles and their proofs, one for
stochastic control of delay equations and one for singular control of stochastic
systems with delay, were presented. Finally, financial applications were made.

Keywords: Stochastic Optimal Control, Stochastic Integration and
Stochastic Differential Equations, A Maximum Principle For Stochastic Optimal
Control Systems With Delay.
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1 GIRIS

Ikinci bdliimde stokastik siiregler hakkinda bilgi verilmistir. Stokastik siireg
olan Brownian Hareketi bu ¢alisma icin 6nemlidir. Iskogyali botanist Robert
Brown 1827°de sudaki polen tanelerini, kiif sporlarin1 mikroskop altinda
incelerken sudaki parcaciklarin yonlerinin ve hizlarinin siirekli degisen bir hareket
icinde olduklarin1 gozlemledi. Daha sonra ayni hareketi toz zerreleriyle de
gozlemleyerek, bu hareketin polenlerin canli olmasiyla ilgili olmadigini kesfetti.
Bu hareketler maddenin kinetik teorisine gore her pargacigin sivi molekiillerinden
yedigi ¢arpmalarla ac¢iklanmaktadir. Brownian Hareketi mikroskobik pargaciklarin

sivi ya da gaz i¢inde, cevreleyen maddenin molekiillerinin etkisi sonucunda
rastgele hareketidir. Ardindan, a <t <bi¢in fve g, (, 4,P) olasilik uzayinda
‘ ‘
stokastik siireg olmak iizere I f(s,0)ds ve I g(s,w)dB(s,o) integralleri
anlatilmistir. Eger f ve g belirli kosullar1 sagliyor ve H, Hilbert Uzaymnda
stokastik siireglerse, integrallerde Hilbert Uzayinda stokastik siireclerdir.
Devaminda stokastik diferansiyel denklemler tanimlanmistir. It6’nun formiilii
stokastik diferansiyel denklemlere uygulanmis ve kesin ¢oziimler ile momentleri
elde edilmistir. ikinci boliimiin sonunda optimal kontrol tanimlanmustir. Optimal
kontrol teorisinin amaci fiziksel kisitlamalar1 karsilayan bir siire¢ olusturan ve
ayni zamanda bazi performans Olgiitlerini maksimum ya da minumum yapan
kontrol isaretlerini belirlemektir. Baska bir deyisle optimumlastirma bir sistemin
calismasini belli bir 6lclite oranla daha iist diizeye ¢ikarma veya belli bir masraf

fonksiyonunu minimumlastirma yontemidir.

Ugiincii  boliimde optimal kontrol problemleri, gecikmeli stokastik
diferansiyel denklemler ile tanimlanmis sistemler i¢in disiiniilmiistiir. Gecikme
denklemlerinin stokastik kontrolii ve gecikmeli stokastik sistemlerin tekil kontrolii

icin birer maksimum prensibi ve kanitlar1 sunulmustur

Dordiincii boliimde ise bir stokastik gecikme denklemi ile tanimlanmis bir
ekonomik nicelikten optimal tiiketim oranini bulmay1 igeren bir 6rnek ¢oziimii ile

bir piyasada Merton Tipi gecikmeli optimal portfoy problemi ¢éziimii verilmistir.



2 STOKASTIK INTEGRALLEME VE STOKASTIK
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

2.1 Stokastik Siirecler

Bir stokastik siire¢ (€, 4, P) olasilik uzaymda tamml {X(¢),7 €7} rasgele

degiskenlerinin bir ailesidir. 7 kiimesi kesikli ise stokastik siire¢ kesikli, stirekli
ise stokastik siire¢ stireklidir. # genellikle zamani1 gosterir. Stokastik diferansiyel

denklemlerin ¢oziimleri stokastik siireglerdir.

Herhangi bir degiskenin deger degisimleri zaman igerisinde belirsiz bir
davranis sergiliyor ise bu degiskenin bir stokastik siire¢ takip ettigi sOylenir.
Stokastik siire¢ siirekli degisken ya da kesikli degisken stokastik siire¢ olarak
siniflandirilabilir. Siirekli de§isken siirecte incelemeye konu olan degisken belirli
bir aralikta herhangi bir degeri alabilirken, bir kesikli degisken siirecte, degisken
ayrik degerler almaktadir.

Bir degiskenin sadece bugiinkii degerinin gelecegi tahmin etmede yeterli
olmas1 stokastik siirecin Markov o0zelligini ifade eder. Bir bagka anlatimla
stokastik silirecin Markov 0Ozelligi degiskenin bugiinkii degerinin degiskenin

gecmis davraniglarindan tamamen bagimsiz oldugu anlamini tasir.

Hisse senedi piyasalarinin genellikle bir Markov siireci takip ettikleri kabul
edilir. Bu nedenle bir hisse senedi fiyatinin bugiinkii degeri gelecekle ilgili
tahminlerde kullanilabilecek tek gegerli bilgidir. Gelecegi kesin olarak tahmin
etmek ise zordur ve tahminler olasilik dagilimlariyla ifade edilmelidir. Hisse
senetleri fiyat davranislarmin bir Markov 6zelligi tasidigi kabulii bugiinkii hisse
senetleri fiyatlarinin gegcmisteki tiim bilgileri yansittigini ifade eden zayif etkin

piyasa formu ile de tutarlilik gostermektedir.

Bir Markov stokastik siire¢, N(u,0) bigiminde gosterilen ortalamasit y ve

standart sapmas1 o olan normal dagilima sahiptir. Markov 6zelligi tasiyan bir
degiskenin bir yil siiresince gozlemlenen deger degisimleri dagilimi N(0,1) ise,
ayn1 degiskenin iki yil igindeki deger degisimleri dagilimi, ortalamasi 0 ve
varyanst | olan iki normal dagilimimn toplamina esit olur. N(0,1) 6zelligine sahip
iki normal dagilim toplandiginda sonu¢ ortalamasi ortalamalar toplami ve

varyansi, varyanslar toplami olan yeni bir normal dagilmdir. Oyleyse, goz



oniinde bulundurulan degisken icin iki yillik deger degisiminin ortalamasi 0 ve

varyansi 2 olur.

Markov ozelligi tasiyan ve N(0,1) dagilimina sahip olan bir degisken

Wiener stireci izler. Wiener siireci ortalamasi 0 ve varyansi 1 olan Markov
stokastik siirecinin 6zel bir durumudur. Bir z degiskeni asagidaki iki o6zellige

sahip ise bu degisken bir Wiener siireci izler.
Ozellik 1: Kiigiik bir Ar zaman dilimindeki degisim Az ise,
Az = e\/Ar dir.

Burada, ¢ standart normal dagilimdan, N(0,1), tesadiifi segimdir.

Ozellik 2: Herhangi iki farkli kisa Ar zaman araligindaki Az degerleri

birbirinden bagimsizdir.

Birinci 0zellik Az nin ortalamasi 0, standart sapmast JA? ve varyansi At
olan normal dagilima sahip oldugunu ifade eder. Ikinci 6zellik ise, z degiskeninin

bir Markov siireci izledigini anlatir.

Uzun bir 7 zaman dilimi igerisinde z degerindeki bir degisim z(7)—z(0)
olarak ifade edilebilir. Bu degisim A¢ uzunlugundaki N adet kiiciik zaman

araliginda z degerindeki degisimlerin toplamudir. Oyleyse,

N =— dir.
At

Wiener siirecinin birinci ve ikinci Ozelliklerinden, & standart normal
dagilimdan tesadiifi secimdir ve dolayisiyla da, Ax ortalamasi1 aAt¢, standart
sapmasi by/At ve varyans1 b*At 6zellikleri olan normal dagilima sahiptir.

Sonlu boyutlu dagilimlar1 normal dagilim olan bir Markov Siirecine Wiener

Siireci denir. Wiener siireci i¢in,

. {W(t),t € [0,00)} Stokastik Siireg



e >y icin W(Z)—W(s), N(O,t—s)daglhmhdlr.
o Cov(W (1), W (t,))=min{t,,z,} dir.

Simdi, Brown’m yaptig1 deneye donelim. Polen parcacigmin hareketi
bagimsiz artigh bir siire¢ olarak diisiiniilebilir. Yapilan gdzlemler artiglarin normal
dagilimli oldugunu desteklemektedir. Boylece, Brownian Hareketi bir Wiener
Stireci olarak modellenebilir. Modelde s1v1 ortama ve pargaciga 6zgii parametreler

de bulunabilir.

Bir Brownian Hareketini modelleyen Wiener Siirecinin kendisine de
Brownian Siireci denir. Brownian siireci, sonlu boyutlu dagilimlar1 Normal
Dagilim (Gauss Dagilimi) olan bir Markov Siirecidir. Brownian Siireci
{W(t),t € [0,00)} veya {B(t),t € [0,00)} bi¢iminde gosterilir.

2.2 Stokastik Integralleme
2.2.1 I f(s,®)ds Bigimindeki Integraller

b

J(f):J(f)(w)EIf(s,w)ds, ve a<t<bhigin

a

J())=J(f)(t,w)= If (s,w)ds seklindeki integraller swrasiyla Hg, — H

ve Hg, > Hg, tanimlanir. f € Hg, i¢in birinci integral H,, de bir rastgele
degisken, ikinci integral H, de bir stokastik siirectir. f € H, asagidaki ti¢

kosulu saglar.

Kosul 1 (¢,): f(a)e Hy, . Bundan dolays, f(a)HiV = E‘f(a)‘2 <k, k, pozitif

bir sabit say1

2

Kosul 2 (¢,): |/ (t.) -7 (), =E|f (t.)- 1 (1) <k |, ~1)

RV



Vi1,,t, €[a,b] ve k, pozitif bir sabit say1
Kosul 3 (¢, ): f,[a,b] de beklentisizdir.

(f (t,®),t' zamanma bagh degil, #' > 7) Bundan dolay1,
E(f(t)(B(¢)-B()))=E(f(¢))E(B(r')-B(t))=0 dir. Her a<t<t'<b igin.

Tamm 2.1 feHgve {f,} .S, de bir dizidir. m— oo iken |f=f,], —0

b
olsun. O halde, [ f (s)ds integrali,

b m—1

J(f)=]1(5) S—,}lg}offm S—hg}CZf (1 —t,)=lim 3" £ (1) At

seklinde tanimlanuir.

2.2.2 Itd Stokastik integraller

b

I(f):I(f)(a))zjf(s,a))dB(s,a))Ve a<t<b

a

I(f)()=1(f)(t.0)= jf(s,a))dB (s,0) integralleri swasiyla Hg, — H,, ve

Hg, — Hg, tanimlanir. f € H, stokastik siirecinin (c] ),(cz),(c3) kosullarini

sagladig1 varsayilir.

Tanim 2.2 (Adim Fonksiyonlar1 I¢in Stokastik Integral)

m—1

Beklentisiz f, €Sy, f, (@)=Y 1" (@)I,(t) ve Vi,m igin f"meH,,

i=0

olmak iizere,

b

1(£,)=1(f)(@)=[1,(t.0)dB(,0)

a

m—1

Zﬁ " (@)1,(1)dB(t,0)

i=

Q'—,@-



-1

ﬁ(m)(a))(B(tm,a))—B(ti,a))): fl.(m)(a))ABi dir.

i=0 i

3

m—1

I
f=1

Burada, a =1, <t,<...<t, <t =b [a,b] nin bir parcalamsidur.

m

1(t)= 1, t,<t<t, ise
l 0, diger durumlarda

i=0,1,2,...,N—1 igin.

m—1

b
O halde, I(f,)= I f.,(s)dB(s)=Y_ f"’AB, olarak tammlanir. Burada

i=0

AB, =B(t,,)-B(t,) dir.

1

b
Tamm 2.3 (1td Stokastik integral [ f(s)dB(s) )

b
feHgve fi(¢),(c,),(c;) kosullarmi saglasim, If(t)dB(t)integrali,

a

b b m—1

1()=[ 7(0)a8 ()= tim [ £, (1)a8 () = tim 3 1 (14°)(B(47) - B(4"))

olarak tanimlanir. Burada ") = a +i ( j dir ve yakinsama H,, dedir.

m

a<t<bh ve feH ayrica; f;(cl),(cz),(c3) i saglamak ftzere,
I(f)=1(f)(t.0)= If(s,a)) dB(s,w)  stokastik  integralini  diisiinelim.

[:H, — H,,dir.
Tanim 2.4 (Itd Stokastik Integral I f(s)dB(s))

feHgve f3(c).(c,).(c;) kosullarmn saglasin. If(t)dB(t)integrali,

a



L m—1

1(7)(0)= [ (a3 =lim 3 () (B(17) - 5(e)

olarak tanimlanir. Burada tl,('") =a+i ( aj dir ve yakinsama H,, dedir.

m

2.2.3 Stokastik Diferansiyeller ve 1t6’nun Formiilii

X(1)= X (a)+ [b(s)ds+ [o(s)dB(s) a<t<bigin @1

a

Burada b,c € Hy,, X(a)e H,, dirve b,o; (¢,).(¢,),(¢;) kosullarmi saglar.

sP>

Ib(s)dseHSP ve Io(s)dB(s)eHSP dir. O halde X € Hg, olur.

a a

Eger X (2.1)1saghyorsa X, (2.2) stokastik diferansiyelini de saglar.
dX (t)=b(t)dt+o(t)dB(t) a<t<b i¢in (2.2)

Onemli bir sonug olarak It6’nun formiilii; X (¢) stokastik siirecinin diizgiin

bir fonksiyonu olan F (t,X (t)) nin de bir stokastik diferansiyeli sagladigini
soyler. Bu teoremi ifade etmek i¢in bir G:[a,b]x R — R fonksiyonu iizerinde

(¢,)ve (c5) kosullar1 yararhdir.

Kosul 4 (c4):G:[a,b]><R—>R fonksiyonu i¢in; V¢,,t, e[a,b] ve VX eH,

olmak iizere negatif olmayan bir k; sabit sayis1 vardir. O halde,
2
E‘G(tz,X(tz))—G(tl,X(tl))‘ <k, (|t2 ~t)+E|x (1,)- X (1, )‘2)

Kosul5 (c;):G :[a,b]x R — R fonksiyonu igin X (a)e H,, ise G(a,X (a))e H,,
dir.



Teorem 2.1 (Ito’nun Formiilii)

XeHg:Vte|a,b] igin (2.1) i saglasm. b ve o fonksiyonlari

SP>

(¢,).(¢,).(c;) kosullarmi saglasmn ve

t €[a,b] i¢in Hb2 (t)” ,

RV

o’ (t)HRV <k, olsun.

F, t ve x inbir fonksiyonu olsun.F(t,x) in, te[a,b] ve x € R i¢in

OF (1,x) OF (t,x) 0°F(t,x) &°F(t,x) 0°F(t,x)
or o ox? ot Oxot

2 2 2

tiirevleri siirekli olsun. F ve bu tiirevler (c4) ve (05) kosullarmn1 saglasin. Ayrica

b(t)aFgC,x)’ %Gz(t)azg)(;,x), G(t)aFéi,x)

fonksiyonlari da (c,) ve (c;) kosullarimni saglasim,

O halde F,
dF(t,X(t)): WHJO)WJF%&(t)azF(;;f(t)) dr
1o () LX) .

stokastik diferansiyelini saglar.

Ornek 2.1

I sdB(s) stokastik integralini diisiinelim. dX (z)=dB(t) olsun. Burada
0

o=1 ve b=0 dir. F(t,x)=1x olsun.

dX (t)=dB(t)oldugundan X (¢)=B(¢) dir.



[t6’nun formiiliinii uygulayalim.
d(t.B(1))= (B(t)+ 0.1 +%.12.Oj dt +1.t.dB(t)

d(t.B(t))=B(t)dt+1dB(t)

t t

j;d(sB(s)) = IB(s)ds +_([ SdB(s)

0

Ornek 2.2

t

I B(s)dB(s) stokastik integralini disiinelim. dX(¢)=dB(t) olsun.

0

Buradan b=0 ve o =1 dir. F(z,x) :%xzolsun.
dX (t)=dB(t)oldugundan X (¢)=B(t) dir.
[t6’nun formiliinii kullanalim.

d(%B2 (r)] =%dt +B(t)dB(1)




2.3 Stokastik Diferansiyel Denklemler
[0, | araliginda bir 1t6 stokastik diferansiyel denklemi,

X (1,0) = X (0,0)+ [b(5, X (s5,))ds +£0(S,X(S,a)))dB(s,a)) (2.4)

0

seklindedir.

0<t<Tiginve X (0,.) H,, dir. Diferansiyel formda ise
dX (t,0)=b(t, X (t,®))dt + 0 (1, X (t,0))dB(t,0) seklindedir. (2.5)

2.3.1 1t6’nun Formiilii ve Kesin Coziimler

[t6’nun  formiili belirli stokastik diferansiyel denklemlerin kesin
coziimlerini bulmada yardimcidir. Ayrica [t6’nun formiilii belirli problemlerin
kesin ¢ozlimlerinin bilinmedigi durumlarda kesin momentlerin tespitinde de

kullanilabilir.

1t6 stokastik diferansiyel denkleminin diferansiyel formunu
dX (t) = b(t,X(t))dt +o-(t,X(t))dB(t)
seklinde diisiinelim. Burada 0<¢<T ve X (0)e H,, dir.

F diizgiin bir fonksiyon ve Teorem 2.1 deki kosullar1 sagliyor olsun. O
halde, It6 nun formiili # (t,X ) e uygulanabilir. X, (2.4) stokastik diferansiyelini

saglamaktadir. Boylece F i¢in stokastik diferansiyel asagidaki sekilde olur.

dF(t,X(t))=(%+b(n){)%+%az(n){)%}h

oF (1,X)

+o (1, X) .
Y

dB(1) (2.6)

10



Ornek 2.3 (Bir Stokastik Diferansiyel Denklemin Kesin Coziimii)

dX (t)=-pX(t)dt+AdB(t), X(0)=X

0

stokastik diferansiyel denklemini diisiinelim. Burada 8,4 ve X, sabitlerdir.
b(t,X(t)) =-pX (1), a(r,X(t)) =2 olur.
F(1,X)=¢"X(t)olsun. It6’nun formiilii kullanalim.
d(e”X (t))=] Be” X (t)- BX (t)e” +0]dt + Ae"dB ()
Her iki tarafin 0 dan ¢ ye integralini alalim.

X (1)~ X (0) = [ 2aB(5)

Buradan kesin ¢8ziim X ()= X e + e I ¢’ AdB(s) olarak elde edilir.
0

Ornek 2.4 (Bir Stokastik Diferansiyel Denklemin Kesin Coziimii)

dX (t)=b(t) X (¢t)dt+o(t) X (1)dB(r), X(0)=X

0

stokastik diferansiyel denklemi verilmis olsun. Burada X, bir sabittir.
b(t,X(t))zb(t)X(t) ve o-(t,X(t))za(t)X(t) olur.

F(,X)= ln(X (t)) olsun. It6'nun formiiliinii uygulayalim.

d(in X (1)) z{b(t)X(t)ﬁ+%az (1) x? (t)(—X%(t)ﬂdt

|0 am
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Her iki tarafin 0 dan ¢ ye integralini alalim.

ln(X(t))—ln(Xo) =

O ey ~

(b(s)—%az(S)]ds+j;0(s)dB(s)

Boylece X =X exp[j( (s)j ds + J‘G (s) dB (s)] kesin ¢ozlimiine
0 0

ulagilir.

[to’nun formiilii belirli stokastik diferansiyel denklemler ig¢in ¢oziimlerin

momentlerini tespit etmemizi saglar. Bu momentleri bulmak i¢in
EUG(f,X(t))dB(t)]zO 2.7)
0

ifadesinden faydalanilir.

Ornek 2.5 (Lineer Katsayili Bir Stokastik Diferansiyel Denklem I¢in Kesin

Momentleri Bulma)

dX (t)=2dt+ X (t)dB(t), X(0)=0 stokastik diferansiyel denklemini
diisiinelim. E(X(t)), E(X2 (t)), E(X3 (t)) momentlerini bulalim.

Stokastik diferansiyel denklemde (£, X (¢))=2 ve o (£, X (t))= X (¢) dir.

Stokastik diferansiyel denklemde her iki tarafin O dan ¢ye integralini alalim.
X(1)= 2t+IX(S)dB(S)

t

Sonra  beklenen de@eri  bulursak, E ( j X (s)dB(s)] =0  oldugundan

0

E(X(t)) = 2¢bulunur.

F(t,X)=X"ye Ito'nun formiiliinii uygulayalim.
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1
d(x”(0):[0+bﬁv¥(0)2A1})+502QVX(Q)Z}m
+[o (. x(1)).2x (1) ]aB(1)
d(X*(t))=[4X (t)+X*(t)]dt+2X> (t)dB(t)
Her iki tarafin 6nce 0 dan ¢ ye integralini alip sonra beklenen degerini
bulursak (2.7) esitligi yardimiyla,

E(X*(1))=E[(4X (s)+ X’ (s))ds olur.

0

Her iki tarafin ¢ye gore tlirevini alirsak,

d E(X7 (1))
dt
Bu birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemi ¢dziiliince; X (¢) nin kesin

SaB(X(0)+ E(X° (1)) =80+ (2 (0) ol E(x*(0))=0 dr
ikinci momenti £ (X” (1)) = ~8(—8+8¢ olarak bulumur.

F(£,X) = X* ¢ 1to*nun formiiliini uygulayalim.

1 (0) =] 04230 ()+ 13 (06X (1) | ar+ X (.37 (1) 1)

02 (1)) =[620 (4300 ()] +30° (1) 1)

Her iki tarafin 6nce 0 dan ¢ ye integral alip sonra beklenen degeri bulursak

(2.7) esitligi yardimiyla E (X (¢)) = E[ (6 X (s)+3X> (s))ds olur.
0

Her iki tarafin ¢ye gore tiirevini alalim.

dE(X (1))

= 6L (X7 (1))+3E(X° (1)) =—48—48-+48¢' +3E(X°(¢))
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E(X*(0))=0 dir. Bu birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemi

¢Ozersek X () nin kesin iigiincii momentini E(X3 (t)) =16t +%— 24¢' +§e3’

olarak buluruz.

Ornek 2.6 (Lineer Katsayili Olmayan Bir Stokastik Diferansiyel Denklemin

Kesin Momentlerini Bulma)

ax (1) == X (1)de+2 X3 (1)aB(r), X (0)-

N | —

stokastik  diferansiyel denklemini diisiinelim. E(X (t)) ve E(X ’ (t))

momentlerini bulalim.
1 |
dE(X (1)) :—ZE(X3(I))dt ve E(X(o))z5 dir. (2.8)

E (X (t)) yi bulmak i¢in E (X ’ (t)) yi bulmaliyiz. It6’nun formiiliinii

stokastik diferansiyel denklemimize uyguladigimizda,

d(X3(t))=[0—%X3(t)-3X2(t)+%-%-X4(t)-6X(t)}dt

+%X2 (1)-3X> (1) dB(1)

3

a(x(1)=2

X*(t)dB(¢) olur.

E(X3(0)):% dir. Boylece E(X%t))z% olur. Bu (2.8) de yerine konup adi

diferansiyel denklem ¢oziiliince E (X (t)) = % _3i2t elde edilir.
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2.4 OPTIMAL KONTROL
Varsayalim ki kontrol edilen sistem
x(t)=a(x(t),u(t).t) (2.9)

diferansiyel denklemi ile ifade edilsin. Burada u(¢) kontrol, x(¢)ise u(t)ye
uygun olan (2.9) sisteminin ¢oziimii olan durum egrisidir. Amacimizu(r) ye

uygun olan sistemin ¢dziimii x(¢) durumu ile birlikte
i
J(u):g(x(tf),tf)+Jf(x(t),u(t),t)dt (2.10)

performans Slgiisiinii minimum yapan u(¢) kontroliinii bulmaktir. Miimkiin
durum ve kontrol bdlgeleri siirh degildir. Baslangig kosullart x(z,)=x, ve

baslangic zaman ¢, belirlidir. x, nx1 boyutlu durum vektorii; u, mx1 boyutlu

kontrol girdileri vektoriidiir.

Hamiltonian fonksiyonu (2.11) de verilmistir.
H(x(t),u(t),p(t),t) = f(x(t),u(t),t)+pT (t)[a(x(t),u(t),t)] (2.11)

Gerekli kosullar, V€|, | igin (2.12)-(2.15) olarak yazilr.

(1) :aa_;’(x* () (), " (1).1) (2.12)
P ==X (0 (0.0 (1)) e13)
0 :%—Z(x* (1) (1), 1" (2)1) (2.14)

\(
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+a—g(x*(tf),tf)}5tf =0 (2.15)

Ornek 2.7

Ikinci mertebeden sistem asagidaki sekilde verilmis olsun.
% (¢ ) =x,(t )
% (1) =u(t)

Performans 0lgiisii ise

seklinde verilsin.

x(0)=[1 2]T; x(2)=[1 O]T baslangic ve son kosullartyla optimal

kontrolii ve optimal durumu bulunuz. (Kontrol ve durumun sartsiz oldugunu

varsayiniz.)

Céziim: Once sistem ile performans dlciisiiniin karsilastirmasi yapilsin.

Burada a, = x, (1),a, =u(t) dir.

Adim 1: Hamiltonian fonksiyonu olusturulur.
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H = H(x, (1), (0)(t). 2, 1), . 1)
= f(u(t))+pT (t)a(x(t),u(t))

= (1) (1) (1) s (1) ()
Adim2: u'(¢)in bulunusu

oy 1)+ 1) =00 (=13 1)

Adim 3: Adim 2 deki sonuglar1 Adim 1 de kullanirsak optimal H~ elde edilir.

H (3 (050,71 (), P2 (0) =2 2 (04 21 (0500 (1)

=Pl (1) 5 (1) =5 25 )

Adim 4: Durum ve yardime1 durum denklemleri elde edilir.

% (t)= +[Z—H] =x,(t)

P

Onceki denklemleri ¢dzersek, optimal durum ve yardimer durum elde edilir.

* C C
x, (1) =Z3t3 —E“tz +et+c
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p; (Z) =—clt+c,
Adim 5: Optimal kontrol elde edilir.
u (Z) = —p; (t) =cl—c,

Burada c,c,,c; ve ¢, sabitleri smir kosullar1 kullanilarak hesaplandiginda

=1, ¢,=2, ¢;=3 ve ¢, =4 olarak elde edilir.

Son olarak, bu degerler yerine yazilinca optimal durumlar, yardimci durumlar ve

kontrol

x (£)=0,5 -2 +2¢ +1

X (1)=1,5-4r+2

p,(t1)==3t+4

u (t)=3t-4 olarak elde edilir.
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3 GECIKMELI STOKASTIiK OPTIiMAL KONTROL SiSTEMLERI
ICIN BIR MAKSIMUM PRENSIBI

Varsayalim ki X (¢)= X*(¢) durumu ¢>0 zamanl (3.1) deki It stokastik

gecikme denklemi ile tantmlanmis bir nicelik (fizikte, ekonomide veya biyolojide)

olsun.

(t),u(t))dB(t); t20 (3.1)

Burada, B(t) = B(t,a)); 120, wmeQ, (Q,F,E,P) filtrelenmis olasilik
uzaymda bir boyutlu Brownian Hareketidir. 5:R xR’xU —>R ve
0:R xR*xU —>R stirekli diferansiyellenebilir (ch fonksiyonlar,
u(t)=u(t,0), kapal konveks U c R* kiimesinde degerli F, adapte(beklentisiz)

t

stokastik siirectir (kontrol siireci) ve

Y(t)= ie“X(Hs)ds, Z(t)=X(1-9) (3.2)

X in X, = {X (t+s);se[—5,0]} yol pargalarmin verilmis fonksiyonellerini

gosterir. A€ R verilmis ortalama parametre ve 6 >0 verilmis gecikmedir.
&:[-6,0] > R siirekli fonksiyonu X in baslangi¢ yoludur.

Varsayalim ki bir performans fonksiyoneli,
T
J(u)=E| [ £ (6X(2),¥(2),2(¢),u(e))dt+ g (X (T),¥(T)) (3.3)
0

olsun. Burada f:RxR’xU — R ve g:R*> — R alttan siurli C' fonksiyonlar1 ve
E°=E, X in baslangigc yolundaki  beklenen degeri  gostersin.
eC[-6 ,0]([—5 ,0]—> R ye tanimli siirekli fonksiyonlar kiimesidir.) 4 kiimesi,

u(t,w):R,xQ—->U (ued, 3.1) inVEeC[-6,0] i¢in tek ve giiglii ¢oziimil

olmak tizere) miimkiin adapte kontrollerinin ailesi olsun. Problemimiz,

J(u*):sup{J(u);ueA} (3.4)
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(3.4) dekiu € A y1 bulmaktir. Boyle u” € 4 lar (varsa) optimal kontrol olarak
adlandirilirlar. Verilen her u i¢in (3.1)-(3.2) sistemi gecikmeli stokastik denkleme

bir O6rnektir.

3.1 Gecikme Denklemleri icin Bir Maksimum Prensibi

X, e([-6,0], t—6dan ¢ ye X yolunun parcasi olsun. Yani

X, (s)=X(t+s); ~-5<5<0 (3.5)

G(t)=F(t,X(t).Y(1)) (3.6)

tanimlayalim. Burada F, C"*' (R3 ) te verilmis bir fonksiyon ve
0

Y(t)= [ "X (t+s)ds dir. (3.7)
s

Yardimei Teorem 3.1 (Gecikme Icin Ité Formiilii)

dG(Z) = Lth+a(t,x,y,z,u)g—FdB(t)+[x—ﬂ,y—e_wz]%7dt (3.8)
X

Burada;

2

LF=LF(s,x,y,z,u)=Ejﬁ)—i+b(s,x,y,z,u)(’;—1::+%a2 (s,x,3,2,u) P dir ve

LF (s,x,y,z,u) ve (3.8) de goriilen diger fonksiyonlar,

s=t, x=X(t), y=Y(t), z=Z(t)=X(t-6) ve u=u(t) seklinde

degerlendirilir.
Kanit: Teoremin kanit1 [15] ve [22] de yapilmuistir.

Simdi (3.1)-(3.4) stokastik kontrol problemine dénelim. Bu problem i¢in
Hamiltonian /7 : R, x Rx Rx RxU x R* x R* ——> R yi
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H(t,x,y,z,u,p,q) :f(t,x,y,z,u)+b(t,x,y,z,u).p1 (3.9)

+(x—/"ty—e_’mz).p2 +G(t,x,y,z,u).ql,

seklinde tammlayalim. Burada p =(p,, p,, p; )T eR’ ve q=(g,,9,) € R*dir. Her
ue A i¢in baglantili eslenik denklemler (3.10)-(3.15) geriye dogru stokastik

diferansiyel denklemleridir. p(t) = (p] (t),p2 (z‘),p3 (t))T ve q(t) = (q, (t),% (t))
bilinmeyen F, adapte siireglerdir.

dp,[(t)]—%—Z(t,X(t),Y(t),Z(t),u(t),p(l),q(l))dl+q1 (¢)dB(t) (3.10)
tel|0,T

dpz(z):—%[(t,X(t),Y(t),Z(t),u(t),p(t),q(t))dt+q2(t)dB(t) G
te[O,T]

dp3(t):—%—Z(r,X(t),Y(t),Z(l),u(l),p(l),q(t))dt; 1e[0,T] (3.12)
pl(T)=Z—i(X (T).¥(T)) (3.13)
pz(T)=%g(X (7).¥(T)) (3.14)
p(T)=0 (3.15)

Burada X (¢),Y (¢),Z(¢) (3.1)-(3.2) ninu ya uygun olan ¢oziimiidiir.

Teorem 3.2 (Gecikme Denklemlerinin Stokastik Kontroli I¢in Bir

Maksimum Prensibi)

uwedolsun ve X(¢),Y(t),Z(t) ve p(t),q(¢t) swasiyla (3.1)-(3.2) ve

(3.10)-(3.15) e uygun olan ¢dziimler olsun.

H (t,r0p(1),q(1)) Ve g(.,.) konkav, Vi e[0,T] igin (3.16)

H(LX ()7 (0.2(0).8().p(e).4(0)
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=sup H (£, X(¢),Y(t).Z(t),0,p(t).q(t)) Ve e[0,T]igin  (3.17)
p;(t)=0Vre[0,T]igin (3.18)

oldugunu varsayalim. O halde # (3.4) problemi i¢in bir optimal kontroldiir.

Kamit: u € 4 segelim ve X (¢),Y(¢),Z(¢) (3.1)-(3.2) ye uygun olan ¢oziimler

olsun.

(X (2).Y(2).Z(z)) ve &(t)=(X(¢).Y(¢).Z(t)) diyelim,

TN
—_
~
~—
I

J(w)-J(u)=D+D,>0 (3.19)
kanit1 gereklidir.

(3.9) ile

=A +A,+A, +A, (3.20)

elde edilir.
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(¢,u)—>H(S,u)=H(t,¢,u, p,q) nun konkav olmasi sebebiyle, (3.17) ile

H(w)-H (S u)<H, (S i) (¢-&)+H, (&, i)-(u—u)

<H ({.i)-(¢-) du.

H O0H oH
Burada, H .= (a—,a—,a—j dir. Bunu A, de yerine koyarak, (3.8) ile,
X Oy Oz

23
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olur. (3.21) ve (3.20) ile bu bir araya getirilirse,
D, >2-A -A,-A,—A, =-D, elde edilir.

Bundan dolay J(u)—J (u) =D, + D, 2 0dr.

ueA nin keyfi olmasmmdan dolayr # nun optimal kontrol oldugu

kanitlanmis olur.
Bir Tekil Kontrol Versiyonu

Belirtilecek olan en genel sonug¢ degildir. Fakat ilging uygulamalar1 da

kapsayabilecek 6zel bir durum sunulmustur.

(XO (t),X] (t)) = (XO (t),X(t)) € R* durumunun asagidaki denklemler ile

tanimlandigini varsayalim.
X, (1) = by (1€ (1), (1)) de + 0 (1.6 (0).0 (1)) By (1)
b0y (1,6 (1),(0)) B, (1) + ()L (1) (M (1) X,(0)=x,  (3.23)
aX ()=, (1.8 (0).u (1)) e+, (1. (1), (1) B, (1)
£, (16 (1).0(0))dB, (1) ay, (1)L (1) ay (1) (0):
X(s)=&(s) se[-8,0) igin (3.24)

Burada B, (¢),B,(¢) R de tanimli bagimsiz Brownian Hareketleri,

S(1)=(X,(2). X (1).Y(1).Z(2)) (3.25)
Y(t)= i ' X(t+s)ds,  Z(1)=X(r-6) dir. (3.26)
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Burada b,:R, xR'xU —>R,0,:R xR*xU —R verilmis C' fonksiyonlari
(,j=0,1) ve a,;(t) verilmis siirekli ~deterministik ~fonksiyonlardir;
1<i,j<2. L(t)veM (t) siiregleri tahmin edilebilir sagdan siirekli ve azalmayan
siireclerdir. L(O‘) =M (0‘) =0 dir. Daha onceden u(¢)eU nun adapte siireg
oldugunu varsaymustik. 0<7<T igin (X, (¢),X(t)) (3.23)-(3.24) nin tek giiclii

¢Oziimiidir. 4 kiimesi (u,L,M ) miimkiin kontrollerinin kiimesidir.

Boylece bu modelde X (7) de degil, sadece X, (7)=X(r) de bir gecikme

olacagini varsayariz.

Performans fonksiyoneli;

J(u,L,M)=E ff(t,Xo(t),X(t),Y(t),Z(t),u(t))dt

v (X, (1), X (1), ¥ (1)) + [ ()L () +6,()am (1) | 327)

olarak verilsin. f,g alttan smirlh C' fonksiyonlar1 ve 6,(¢),0,(¢) siirekli
deterministik fonksiyonlardir. O halde problemimiz (u*,L*,M *) €Ay

J(uw' L M) =sup{J (u, LM );(u,L,M ) € 4} (3.28)
seklinde bulmaktir.
Bu problem i¢in Hamiltonian H : R, x Rx Rx Rx RxU xR*xR™ — R yi

H(t,xp,x,y,z,u, p,q)=H (£, ,u, p,q) = f(t.{ ,u)
+b, (I,C,u)-po + b, (t,é’,u)-p] +(x—iy—e_wz)-p2

T0 (t’é”“)%o 0y (taé/a“)%l T 0y (taé/a“)%o (3'29)
+0,, (t’é”u)%l
. _ T 4 3x2
seklinde tanimlariz. Burada, p = ( DPo>Pis Da> p3) eER,qg= (qy. )Oslg 0cja € R ve
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g':(xo,x,y,z) dir. Uygun olan eslenik denklemler (3.30)-(3.33)

seklindedir.
dp, (t)= —ZTH(t,cj (£),u(),p(2).q(t))dt +qy (t)dB, ()
+qy,(t)dB (t);  t€[0,T] (3.30)
(1) =S (7). X (7). ¥(7)
dp, (1) = —aa—lj(t,g'(t),u(t),p(t),q(t))dt+qlo (t)dB, (¢)
+q,,(¢)dB, (1); te[0,T] (3.31)
p (1) =2 (0, (). X (1).¥ (1)
()=~ Z (1€ 1)), P(0).9(0))dt 20 (1) 5, 1)
+q,,(1)dB, (1); te[0,T] (3.32)
(1) =20, (7). X().7 (1)
p,(1)=-S2(.¢ (0)u(0), p(0).q () dss 1[0.7] 53
P; (T) =0

Teorem 3.3 (Gecikmeli Stokastik Sistemlerin Tekil Kontrolii icin Bir
Maksimum Prensibi)

(LT,Z,M) €4 oldugunu varsayalm. & (t)= (X'O (t),)?(t),?(t),f(t)) ve
p(1),q(t) (3.23)-(3.24) ve (3.30)-(3.33) un uygun ¢dziimleri olsun. (3.34)-(3.37)
nin

(&) > H (.60, p(1),q(1)) (3.34)

ve g(.) konkav fonksiyonlardir, V¢ €[0,T ]igin

H(8,8 (1), (2).p(¢).q(t))=supH(.£ (¢).0.p(1).q(1)).Vee[0,T]  (3.35)

velU
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E

{6,(t)+a,p, (t)+ayp, (z‘)}-d(L—Z)(t)+I{92 ()

S =y

+a, (1) py (1) +ay (1) p, (1)} -d (M =M )(£) | <0, V(u,L,M)e digin  (3.36)
p;(1)=0, Vte[0,T] i¢in (3.37)

saglandigini varsayalm. O halde (u,L,M ) (3.27) problemi i¢in bir optimal
kontroldiir.

Kamt: Bu teoremin kaniti1 Teorem 3.2 nin kanitina benzer olarak yapilabilir.

T
Buradaki temel farklilik, D, :=E JQ] (t)d(Z—L)(t)+92 (t)d(ﬂ —M)(t) dir.
0

Ayrica D, = E| g(X,(T), X (T).Y(T))-g(X,(T). X (T).¥(T))] yi

hesaplarken, L,M ve L,M nin srasiyla ¢ (t) ve £ (Z) iizerindeki etkisini

hesaba katmaliyiz. Bunu yaparak (3.36) ek kosulunu elde etmis oluruz. Detaylar

atlanmistir.
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4 FINANSAL UYGULAMALAR
Ornek 4.1 (Optimal Tiiketim)

X (t), tzamaninda bir ekonomik niceligin boyutu olsun ve (4.1) ile verilsin.

dX (t)=[ uX (t)+aY (t)+ BZ(t)-u(t)]dt
+6(t,X(t),Y(t),Z(t),u(t))dB(l); £>0 4.1)
X(s)=&(s); —6<s<0
Burada ¢ : R’ — R verilmis bir C' fonksiyonu ve dnceden verildigi gibi

Y(t)= i "X (t+s)ds,  Z(t)=X(t—5)dir. (4.2)

poe, B, A ve 8> 0 sabitlerdir ve & € C[—5,0]dir. Bu modelde X (7)nin ortalama

gelisim orani simdiki deger ile daha Onceki degerlerin ortalamasinin lineer
kombinasyonudur. u(z)>0 kontroliinii bizim tiketim orammiz olarak

yorumlayabiliriz.

u(t) tiketim oranina baglantili performansin,

J(u)=E je”’%(t)dwx(T)wy(T) (4.3)

olarak verildigini varsayallm. Burada 7 >0, p>0, y 6(0,1) ve veR

sabitlerdir. (1—y tiiketicinin goreli risk giderleri). Problemimiz
J(u")=supJ (u). (4.4)
seklinde bir F, adapte u*(t, a)) bulmaktir.

Bu durumda Hamiltonian (3.9)
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H(taxayazauap’Q) :e_pt£+[ux+ay+ﬁz_u]p]
4

+[x—ly—e"’wz]p2 +6(l,x,y,z,u)ql 4.5)
seklini alir.
Bundan dolay1 eslenik denklemler (3.10) — (3.15),

v, (1) :-[up, (0% £ (0)+ 2 (1. X ()7 (1), 2 (1), 0(0)) g (r)}ﬁ

+q,(1)dB(1) (4.6)
y2! (T) =1

dp, (t)= {ap] ()= Ap, (t)+Z—;(r,X(t),Y(t),Z(t),u(t))q] (t)} dt

+q, (1)dB(1) 4.7)
P, (T) =V

dp,(t) = —[ﬂpl (1)-e ™ p, (t)+aa—:(t,X(t),Y(t),Z(t),u(t))q1 (t)}dt 45

ps(T)=0

olurlar.

p(T) ve p(t), p,(¢) nin katsayilart deterministik oldugundan
q, (t) =q, (t) =0 olarak segebiliriz. Bu nedenle (3.18) kosulu p;, (t) =0 asagidaki

sekilde formiile edilebilir.
B, (t)—e‘”pz(t):o, vVt e€[0,T] igin (4.9)

Burada p, (t ) D, (t ) asagidaki denklemlerin ¢oziimleridir.

(4.10)

{dp] (1)=~Lup, (0)+ s (1)

p](T):l
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{dpz(t) =—[ap,(t)-2Ap,()]dt win
D, (T) =v

(4.9) da ¢t =T secersek,

v=Be"ve B#0 (4.12)

olur. p,(¢t)=p"'e* p,(t) diyelim ve (4.10) ve (4.11) de yerine koyalim. Béylece
(4.13) ve (4.14) olusur.

{dp] (1) == upy (1) +Be by (1) ] ar 4.13)
P (T) =1
{dpz (1)=~[aB e p,(1)=Ap, (1) dr (4.14)
p(T)=1

Bu sistemin ¢oziimii,

s

Burada,

A:{ H ﬂew} dir.

afle™ -2
Buradan p,(¢) = p, (¢) sartinmn tiim ¢lerde saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
u+pe’’ =af e -1
veya
a=pe” (/,t+l+ﬂe’w)olmas1d1r. (4.15)

Buradan p3(t) =0 sartinin V¢ € [0,7 ] iken saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(4.12) ve (4.15) in saglaniyor olmasidir, sonucuna ulasiriz.
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Sonra,
v—>H(t,X(t),Y(t),Z(t),0,p(t),0), Y020
ifadesini maksimize ederek u’ (t) yi buluruz.

Z—H(t,X(t),Y(t),Z(t),u,p(t),O) =e v — p, (t) sebebiyle konkavliktan,
v

u'(t)=[e"p,(t) ] (4.16)
olarak buluruz. Burada (4.9) ve (4.10) ile

», (t)=exp{(,u+[)’em)(T—t)} dir. (4.17)
(4.17) yi (4.16) da yerine yazarsak u (¢) yi elde ederiz.

Teorem 4.1 elde edilmis oldu.

Teorem 4.1

(4.12) ve (4.15) in saglandigini varsayalim. O halde (4.1) - (4.4) problemi
icin optimal tiiketim orani u (t)

u*(t)zexp{%((mﬂe“—p)t—(wﬁe“)T)} (4.18)

olarak verilir.
Ornek 4.2 (Bir Piyasada Gecikmeli Optimal Portfoy)
Asagidaki gibi iki yatirim olasilig1 bulunan bir piyasa diistinelim.

1) Bono ya da bir banka hesab1 gibi giivenli (risksiz) bir yatirim. Fiyat

dinamikleri,

dx,(t)=rx,(¢)dt;  x,(0)=1 ile verilsin. Burada » >0 bir sabittir.
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2) Hisse senedi gibi riskli bir yatirim. Fiyat dinamikleri, asagidaki stokastik

gecikme denklemi ile tanimlansin.

dx, (1) = {ux] (1)+a j e x, (1+s)ds+ Bx, (t—5)} dt

-0

+o{xl (l)+vjle“x] (t+s)ds}dB(t);x] (s)=b(s), se[-6,0] i¢in

=

Burada u,a,,1,6 >0, o ve v sabitlerdir.

Simdi bir temsilcinin glivenli yatirimdan riskli yatirima ve tersine para
transferi konusunda istedigi gibi davranabilecegini varsayalim. L(¢) giivenli

yatirimdan riskli yatirima ¢ > 0 zamanina gore transfer edilmis toplam miktar ve
M (t) riskli yatirimdan giivenli yatirima ¢ zamanina gore transfer edilmis toplam

miktar olsun. O halde X, (), X (¢) para miktarlar1 sirastyla giivenli ve riskli

yatirimlarda tutulur ve ¢ zamanimda asagidaki iki denklem ile verilir.
dx, (t)=rX,(t)dt—dL(t)+dM (t); X,(07)=x, (4.19)
dx (t)=[ uX (t)+a¥ (t)+BZ(t)]dt

+o | X (¢t)+vY (t)]dB(t)+dL(t)—dM (t); X(s)=&(s); se€[-6,0)  (4.20)
Burada dnceden belirttigimiz gibi

Y(t)= ie“X(Hs)ds, Z(t)=X(1-5)dir. (4.21)

Daha 6ncede varsaydigimz gibi L(7) ve M (r) tahmin edilebilir, sagdan
stirekli, azalmayan siireglerdir ve L(07)=M(0")=0 dur. (L,M ) gibi boyle

portfoylere miimkiin denir. 4, tim miimkiin portfdylerin kiimesini gdstersin.

(L* M *) € A portfoyiiniin bulunmasi problemini

J(L.M)=sup{J (L, M );(L,M)e 4} (4.22)
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seklinde diistiniiriiz. Burada @ € R, T>0 ve y €(0,1) verilmis sabitleri i¢in

J(L,M)= EB(XO (T) +X(T)+0Y(T))y} dir.

J miktari, donem sonuna ait hesap miktarlarmin lineer kombinasyonunun
beklenen yarar1 olan X, (7)+ X (T) yi ve Onceki X (¢) degerlerinin Y (7T')

ortalamasmi gosterir. Bu problem bir Black Scholes piyasasinda optimal

portfoyiin klasik Merton probleminin bir gecikme genellemesi olarak
diiiniilebilir. Gecikmesiz durumda (v=a=8=8=0), L(t) ve M(t) yi

asagidaki sekilde segcmenin optimalligi Merton tarafindan kanitlanmastir.

X (¢ -
(1) __MTF vt e[0,T]igin, (4.23)
Belirli kosullarda benzer bir portfoyiin de gecikme genellemesi i¢cin optimal
oldugunu gosterecegiz. Bunu yapabilmek i¢cin Teorem 3.3 ii uygulariz.
Bu durumda Hamiltonian(3.29),
H(Z,xo,x,y,z,p,q) =7X,P, +[ux+ay+ﬁz]p]

+[x—ly—e"’wz]p2 +o[x+w]q, (4.24)

seklini alir. Burada, p:(po,pl,pz,p3)TeR4, q=(4.49-9,)€R’; x,y,z€R,
t>0 dir.

y-1

D=(X,(T)+X(T)+6Y(T)) (4.25)

(4.25) 1 yerine koyalim.

Uygun olan eslenik denklemler (3.30)-(3.33) kullanilarak (4.26)-(4.29)

olarak elde edilir.

{dpo(t) =—rpy (t)dt +, () dB(1); ref0.7] (4.26)

PO(T):D
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{dp] (l) :—[up] (z‘)+p2 (t)+0'q] (t)]dt+q] (t)dB(t); te [O,T]
D (T) =D

{ dp, (t):—[ocp] (t)—ﬂ,p2 (t)+0vq1 (t)]dt+q2(t)dB(t); te[O,T]
(T)=6D

S

2

{dp3 (6)=—[Bp,(1)—e " p, (1) |dr; tef0,T]
pP; (T) =0

Ornek 4.1 deki gibi,

p(t)=0 Vte[O,T]

saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Bp(t)=e"p,(1)
olmasidir.

0=v=pe" ve a:ﬂe’w(l+u+ﬂe’15)

sonucundan (4.31) 1 elde ederiz.

Bunu dogrulamak i¢in (4.32) yi (4.27) ve (4.28) de yerine koyariz ve

{dp] (t) :—[up] (z‘)+p2 (t)+0'q] (t)]dt+q] (t)dB(t); te [O,T]
D (T):D

dp, (t) = —[ﬂe’w (l +u+ pe” )p] (t) -Ap, (t) +ofeq, (t)]dt;
+q,(t)dB(t); t€[0,T]
p,(T) =pe’D
elde ederiz. Ornek 4.1 deki gibi

D, (t) = ﬁileﬂw‘pz (t)

34

(4.27)

(4.28)
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(4.30)
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(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



olsun ve yerine koyalim. O zaman ( p, (1), p, ()) igin denklemler,

{dp] (1) =] up, (1) + B b, (t)+ o, (1) ] dr +q,(r)dB(z)
12 (T) =D

dp, (1) = —[(ﬂ, +u+Be’) p, (1) Ap, (1) +oq, (t)] dt
+ ﬁ"]e_’qu (t) dB (t)
p,(T)=D

haline gelir.
J/(t)z D> (t)_pl (t)
olarak tanimlayalim. (4.37) den (4.36) y1 ¢cikarirsak,

{dy(t) =(2+Be”) y(t)de+(Be ™ q, (1)~ q,(1))dB(7)
n1)=0

elde ederiz. Bu geriye dogru stokastik diferansiyel denklemin tek ¢oziimii

y(t)=0, e *q,(t)-q,(1)=0

olur. Bu iddia edildigi gibi (4.32) den (4.30) un bulunmasimni kanitlar.

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Sonrasinda maksimum prensibi kosulu (3.36) y1 diisiiniiriiz. Bu durumda

kosulumuz asagidaki sekli alir.

B [0 )~ dE)~ (1,0~ ) (- 1) 20

V(L,M)e Aigin

(4.41)

Bunun saglanmasi ig:in( M ) € Anin bulunmasmin yeterli olacag1 agiktir.

L
(Z,]V[) e Ayauygunolan p,(¢)ve p,(¢)igin,

po(t) = p(2) ,vee[0,T]igin
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saglanmalidir.

R(t):= 40 _ p+pe’ —r

0" o0 .Vt €[0,T]igin (4.43)

varligini kesinlestiren (Z,]V[ ) portfoyiinii deneyelim.

Burada,

V(t)=X(t)+peY(t) (4.44)
tzamaninda riskli yatirimda gecikme iceren zenginliktir ve

w(t)=X,(t)+V () (4.45)
temsilci tarafindan tutulmus ¢/ zamaninda toplam gecikme igeren zenginliktir.

Bu secenek gecikmesiz durum igin (4.23) sonucundan ¢ikmistir.

(Z,]V[ ) secimi i¢in (4.42) yi dogrulamak i¢in ilk olarak asagida verilmis
olan (4.26) nin ( Do (t ) >4, (t )) ¢oziimlerini kanitlariz.

po(£) =W (1) (4.46)
4, (1) =(y=1)oRp, (1) (4.47)
Burada,

(,u+ﬂe’w —r)2 y
20° (1—}/)

p=ry+ dir. (4.48)

(4.43) teki V(1) ve (4.20) ve (4.32) ile

av (t)=(u+ Be )V (t)dt+oV (t)dB(t)+dL(t)—dM (t)dir. (4.49)

-1

A(t) =" (X, ()+V (1)) =W (1) (4.50)
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tanimlayalim. O halde It6’nun formiili ile,

(1) =™ (= (1) (y 1) (1) (X, )+ (1 + Be ) (1)
+l(7/ ~1)(y=2)w">(t)c’V? (t)} di+e" " [ (y=1)W" 7 (t)oV (1) |dB (1)

2

olur. Simdi,

V(t)=RW(t), X,(t)=(1-R)W (1) (4.51)
yi yerine koyarak,

da(t)=| =p+(y=1){r(1-R)+(u+ pe” R}

+%(7/ ~1)(y —2)02R2}A(t)dt +(y —1)oRA(t)dB(t) (4.52)

elde ederiz.

Simdi (4.48), (4.45) ve i = p+ Be’ile

—p(r=1){r(1=R) (s pe ) RY 4= (r=1) (7 -2) R

o m=ryy W a=r ), E(E-)
= i) ”{ {1 azo—m) ozo—m}

= 22‘:‘(—11);) [y +2(y-1)—=(r-2)]-ry+(r-)r=-r (4.53)

olur. Bundan dolay1 (4.52) ile
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{dA(z) =—rd(1)+(y=1)oRA(t)dB(7) (4.54)

A(T)=D

olur.

Bu, p,(1)=A4(1), q,(¢)=(y—1)ocRA(t) nin (4.26) y1 iddia edildigi gibi

¢cOzdiigilini gosterir.

Geriye (p,,q,) i¢in (4.33) denklemini de ¢dzen (p,q)=(p,.q,) esitligini
dogrulamak kalir. (4.31) in 15181nda bu,

dp, (1) = —[upo (1)+ Be™ p, (1) + o4, (t)]dt +q,(1)dB(t) (4.55)
demektir. Bunun i¢in (4.56) ya sahip olmak yeterlidir.
(u+ﬂe’w)po (t)+0q,(t)=rp,(1) (4.56)

U+ pe’ —r

Do (t) sebebiyle (4.56) nin saglandigini
o

9, (t) :(7_1)0Rp0 (t) =

goruruz.

Eger (Z,]V[ ) asagidaki sekilde segilirse p,(7)= p,(¢) oldugu dogrulanmis

olur.

V(t):%W(t) Vi [0,T] igin

Boylece, teorem 4.2 nin kanit1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.2

Varsayalim ki (4.32) saglansm. O halde (4.22) problemi i¢in (L*,M *)
optimal portfoyli asagidaki zenginlik siireglerine uygun olan mal varligiyla

tanimlanan (L*,M *) = (Z M ) portfoyidiir.

V(t) =X (t) + Be™Y (Z) (Sermayede gecikme igeren zenginlik)
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W(t) =X, (Z) + V(Z) (Toplam gecikme iceren zenginlik)
zenginlik siireglert,

p+pe’ —r iy N
Vit)=——"—W Vte[0,T 1 _
( ) 02(1—;/) (t) t€[0,T] i¢in, esitligini saglar
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