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OZET

B-CEBRINDE TUREVLER

ALTUNBICAK KAYIS, Sibel
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Yard. Dog. Dr. Sule AYAR OZBAL
Haziran 2015, 24 sayfa

Bu tez esas olarak ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu tanitilmis ve
tezi anlamada kolaylik saglayacak olan bazi temel tanim ve 6zellikler verilmistir. ikinci boliimde
B- Cebrinde ve 0-degismeli B-Cebrinde tiirev ve f—tiirev tanimlar1 verilerek gliniimiize kadar bu
konularda yapilmis olan ¢alismalarin kisa bir &zeti verilmistir. Ugiincii boliimde B-Cebrinde
simetrik ikili tiirev tanimi verilmis ve ilgili 6zellikleri B-Cebrinde ve 0-degismeli B-Cebrinde

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: B-cebri, 0-degismeli B-cebri, tiirev, f-tlirev, simetrik ikili tiirev.



ABSTRACT

DERIVATIONS OF B-ALGEBRAS

ALTUNBICAK KAYIS, Sibel
MSc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Asist.Prof.Dr. Sule AYAR OZBAL

June 2015, 24 pages

This thesis consists of exactly three parts. In the first part, thesis subject is introduced and
related definitions and properties that will make easier to understand the thesis are given. In the
second part notions of derivation and —derivation on B-algebras are given and a short summary
of the studies which until now has been made on these issues are mentioned. In the third part, the
definiton of symmetric bi-derivation on B-algebra is given and related properties are studied in

B-algebras and 0-commutative B-algebras

Key words: B-algebras, 0-commutative B-algebras, derivation, f-derivation, symmetric bi-

derivation.
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1.GIRIS

BCH / BCI / BCK- cebirlerinin bir genellemesi olan B-cebri tanimi J.
Neggers ve H. S. Kim tarafindan 2002 yilinda verilmis ve ilgili 6zellikleri ayni
kisiler tarafindan (Neggers J. and Kim H. S.,2002) yaptiklar1 ¢alismalarinda
verilmistir. Her grubun, tiiretilmis B-cebri grubu olarak bilinen bir B-cebri
belirledigi bilinen bir gercektir.

B-cebrinde tiirev tanimui ilk olarak N.O. Alsehri tarafindan halkalarda tirev
tanimina benzer sekilde (N.O. Alshehri, 2010) verilmistir. Daha sonra Firat, A.,
Ayar Ozbal, S., (2011) tarafindan B-cebrinde tiirevin genellemesi olan f-tiirev

tanimlanmis ve ilgili 6zellikleri yine ayn1 ¢alismada incelenmistir.

Bu calismada 6nce B-cebri, B-cebri ve 0-degismeli B-cebrinde tiirev, f-
tiirev lizerine bilgiler verilmis bu alanlarda yapilan ¢alismalarda elde edilenlerden
bahsedilmistir. Daha sonra B- cebrinde simetrik ikili tiirev tanimlanmus, bu tiireve
ornekler verilmistir ve simetrik ikili tiireve ait baz1 6zellikler B-cebrinde e ve 0-

degismeli B- cebrinde ¢alisilmistir
2.ON BILGILER

Bu boéliimde, tezin okunabilirligini kolaylastirmak i¢in bazi temel tanimlar
ile yapilacak kanitlarda ¢ok sik kullanilacak olan B-cebrinin bazi ozellikleri

bagvuru kolaylig1 saglamak amaciyla alindiklar1 kaynaklarla birlikte verilmistir.

2.1 B-Cebirlerinde Temel Kavramlar

Tammm 2.1.1 X bostan farkli, 0 sabit elemanli ve iizerinde = ikili islemi
tanimlanmis bir kiime olsun. Eger her x,y,z eleman i¢in asagidaki kosullar
saglaniyorsa X e bir B-cebri denir.

. x*xx=0
Il. x*0=x,
. (x *xy) * z=xx*(z* (0 *y)), (Neggers,J. Ve Kim,H.S. ,2002)

Onerme 2.1.2  Eger (X,*,0) B-cebri ise 0 zaman her x,y,z elemani igin
asagidakiler saglanir.

1) Gx»)*x0xy)=x,
@ xx(yxz2)=(x*0=*2)*y,

1



3) xxy=0ise x =y,
4 0 = (0 * x) = x(Neggers,J. Ve Kim,H.S. ,2002)

Teorem 2.1.3 : (X, *,0) bir B-cebri olmasi igin gerek ve yeter kosul her
x,y, z elemant i¢in agagidaki kosullar1 saglamalidir.

(6) (xxz)x(yxz)=xxy
(6) 0 = (x * y) = y * x(Neggers,J. Ve Kim,H.S. ,2002)

Teorem 2.1.4: Bir B-cebrinde sol ve sag sadelestirme (kisaltma) kurali vardir.
(Cho,J.R ve Kim,H.S., 2001)

Tanmm 2.1.5: (X, %,0) B-cebrinde her x,y € Xig¢in x* (0*y) =1y * (0 *x)
oluyor ise bu B-cebrine 0 degismeli denir. (Kim,H.S. xe Park, H.G., 2005)

Onerme 2.1.6: (X,*,0) bir 0 degismeli B-cebri ise 0 zaman her x,y,z € X i¢in
asagidakiler vardir. (Kim,H.S. xe Park, H.G., 2005)

(M Oxx)x(0*y)=y=*x

B) (zxy)x(@zxx)=xx*y

9 (xy)xz=(x*2z)*y

(10)  [x*x(xxy)]*y=0

(11) (x*x2)*x(y*t) =(t*2)* (y*x)

Ayrica 10 ve 11°den (X, *,0) bir 0 degismeli B-cebri ise 0 zaman
(12) x*x(x*xy)=y tir

Tammm 2.1.7: X bostan farkli, 0 sabit elemanli ve iizerinde * ikili islemi
tanimlanan bir kiime olsun. Eger her x,y,z € X icin asagidaki kosulla
saglaniyor ise (X, *,0) a bir BCI-cebri denir.

BCI -1 ((xxy) = (xx2)) * (z*y) = 0;

BCI — 2 (x*(x*y))*yz();

BCI -3 x*x =0;

BCI — 4 xxy=0 ve yxx=0ise x=ydir.

X BCl-cebriiginher x,y€ X igin xAy=y=*(y*x)
olacak sekilde gosterilir. (Iseki,K., 1980)

Tamim 2.1.8: X BCI -cebrive d:X — X bir doniistim olsun her x,y € X i¢in



d(x*y) = (d(x) *y) A(x *d(y)) kosulu sagliyor ise dye X in bir (sol-sag)
tiirevi denir. Ayrica her x,y € X icin

d(x*y) = (x*d(y)) A (d(x) * y) kosulu saglaniyor ise d ye X in bir (sag-sol)
tiirevi denir

Eger d hem (sol-sag) hem de (sag-sol) tiirevi ise 0 zaman d ye X in tiirevi denir.
(Jun, Y.B. ve Xin,X.L., 2004)

Tanmm 2.1.9: X BCI - cebirinde bir d doniisiimii i¢in d(0) = 0 ise d ye regiiler
denir . (Jun, Y.B. ve Xin,X.L., 2004)

3. B-CEBRINDE VE O0-DEGISMELI B-CEBRINDE TUREV, f-
TUREV

Bu boliimde B-cebrinde ve 0 degismeli B- cebrinde tiirevle ilgili bugiine kadar
yapilmis olan c¢alismalarin kisa bir Ozeti verilmis ve ilgili 6zelliklerden

bahsedilmistir.

3.1 B- Cebrinde Tiirevler

X bir B -cebri olsun. Her x,y € X igin x Ay = y * (y * x) olarak gosterilecektir.

Tanmm 3.1.1 : X bir B- cebiri ve d: X — X bir doniisiimii olsun. Eger her x,y € X
i¢cin

dx*y)=(dx)*xy)A (x * d(y)) ise d’ye X’in bir (sag-sol) tiirevi denir.

Eger her x,y € X igin d(x *y) = (x x d(y)) A (d(x) * y) ise d’ye X in bir (sol-
sag) tiirevi denir.

Ayrica d hem bir (sol-sag) tiirev hem de bir (sag-sol) tiirev ise d ye X in  bir
tiirevi denir. (Nora O. Al-Shehrie, 2010)

Ornek 3.1.2: X = {0,1,2,3} Cayley tablosu asagidaki gibi belirtilen bir B -cebri
olsun.



*10 1 2 3
0/0 2 1 3
1/1 0 3 2
212 3 01
3/]3 120
Tablo 1

d: X = X doniistimii

3 x=0,
2 x=1,
dx) =<1 x=2,
l 0 x=3,

\

olacak sekilde tanimlansin. O zaman kolayca kontrol edilebilir i¢ d X in bir
tirevidir.(Nora O. Al-Shehrie, 2010)

Ornek 3.1.3 (Z,—,0) B-cebrinde her x € Z i¢in d(x) = x — 1 olacak sekilde
tanimlansin. O zaman d X'in (sol-sag) tiirevidir; ama

(1-d@) A@dD-0=0-(-1))A(0-0=2A0=0—-(0—-2) =
2+ 0=d(1) =d(1—0) oldugu i¢in x’in bir (sag,sol) tiirevi degildir. (Nora O.
Al-Shehrie, 2010)

Tanmm 3.1.4: X B-cebrinin bir d doniisiimi i¢in d(0) = 0 ise d regiilerdir.
(Nora O. Al-Shehrie, 2010)

Onerme3.1.5: d X B -cebrinin bir (sol,sag) tiirevi olsun. O zaman
(i) Her x € X i¢in d(0) = d(x) * x tir.

(ii) d 1-1 dir

(iii) Eger d regiiler ise o zaman d birim doniisiimdiir. (Yani
d(x) =x tir)
(iv) Eger d(x) = x olacak sekilde X inbirx elemani var ise

d birim dontlistimdiir.

V) Egerhery € X igin d(y)*x=0 veya x=x*xd(y)=0
olacak sekilde X inbir x elemani varise X 0zaman her y € X



icin d(y) = x  tir; yani d sabit doniisimdir. (Nora O. Al-Shehrie,
2010)

Onerme 3.1.6: d X B - cebrinin (sag-sol) tiirevi olsun. O zaman
(i) Her xeX i¢in d(0) =x=d(x) tir.
(ii) Her x € Xi¢in d(x) =d(x) Ax tir.
(iii) d 1-1 dontstimdiir.
(iv) Egerd regiilerise o zaman d birim doniistimdiir.

(v) Eger X in herhangi bir x elemani i¢in d(x) = x oluyorsa
d birim dontistimdiir.

(Vi) Egerher y€eX icind(y)*x=0 veya xx*d(y)=0

olacak sekilde X in bir x elemani var ise o zaman her y € X igin
d(y) = x tir. Yanid sabit doniistimdiir. (Nora O. Al-Shehrie, 2010)

3.2 0-Degismeli B-Cebrinde Tiirevler

Tezin bu kisminda , 0 degismeli B - cebrinde tiirev ¢alisilmis ve ilgili
Ozellikler belirtilmistir.

Ornek 3.2.1: X ={0,1,2,3} Cayley tablosu asagidaki gibi verilen 0- degismeli
bir B-cebri olsun,

*01 2 3
0/0 3 2 1
111 0 3 2
212 1 0 3
3|3 210
Tablo 2

d: X — X doniisimii

2, x=0
3, x=1
d) =40 x=2
1, x=3



olacak sekilde tanimlansin, o zaman kolayca goriiliir ki d X in bir tiirevidir.
(Nora O. Al-Shehrie, 2010)

Onerme 3.2.2: (X, *,0) bir 0-degismeli B-cebri ve d X in (sol-sag) tiirevi
olsun. O zaman her x,y € X igin

(@) dxxy)=dx)*y
(ii) d(x)*d(y) =x=*y dir.(NoraO. Al-Shehrie, 2010)

Onerme 3.2.3: (X, *,0) bir O-degismeli B -cebrive d X in (sag -sol) tiirevi
olsun. O zaman her x,y € X igin

(D) dxxy)=xx*d(y)

(ii) d(x)*d(y) =x=*y dir.(NoraO. Al-Shehrie, 2010)

Tanim 3.2.4: X bir B-cebri  d;,d, X in doniisiimleri olsun,
diod,=X—-X her x € X i¢in

dy 0 dy(x) = dy(d;(x)) olacak sekilde tanimlanir. (Nora O. Al-Shehrie, 2010)

Onerme 3.2.5: X bir 0-degismeli B -cebri ve dy,d, X in birer (sol-sag)
tirevi olsun. O zaman d; o d, X in bir (sol-sag) tiirevidir. (Nora O. Al-Shehrie,
2010)

3.3 B-Cebirlerinde f-Tiirev
Tamm 3.3.1: X bir B -cebrive f X in endomorfizmasi olsun

d: X — X bir doniisiimii olsun, eger her x,y € X igin

d(x*y) = (d(x) * f(») A(f(x) *d(y)) saglaniyor ise d ye X in bir
(sol,sag) f-tiirevi denir.

Eger d:X — X dOniisiimii her x,y € X i¢in

d(x*y) = (f(x) «d(®¥)) A(d(x) * f(¥)) saglaniyor d ye X in bir (sag,sol)
f-tiirevi denir.



Ayrica d hem (sol, sag): hem de (sag,sol) f-tiirevise d ye X in bir tiirevi f-
tiirevi denir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Ornek 3.3.2: X ={0,1,2,3} cayley tablosu asagidaki gibi verilen bir B -cebri

olsun.
*lo 1 2 3
0|0 2 1 3
11 0 3 2
212 3 0 1
3/!3 210
3, x=0
2, x=1
dx) =91 y=2
0, x=3

Olacak sekilde tanimlanan d: X = X doniisiimii X in bir tiirevi oldugunu
biliyoruz.

Her x€X ig¢in f(x) =0 olacak sekilde f:X — X endomorfizma
tanimlansin.

O zaman d(3+x1)=d(2) =1 ancak
(d3) * fF) A(FB) *d(1)) = (0% 0) A (0%2)
=0A1=1%(1%0)=0dm.

Yanid(3*1) # (d(3) * f(1)) A(f(3) xd(1))dir.Ohalde d X inbir
f tiirevi degildir. (Ozbal ve Firat 2011)

Uyar 3.3.3: X B -cebrinin her tiirevi X in birim endomorfizmasi ile X in f-
tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Ornek 3.3.4 : X ={0,1,2,3} Cayley tablosu Ornek 3.3.2 deki gibi verilen bir B
-cebri olsun,

3, x=0
1, x=1
dx) =15 ¥ =2
0, x=3



olacak sekilde d: X — X donlisiimii tanimlansin.
d(2+x1)=d(3) =0 ancak
d2+*1)=Wd@)*DA(2*d(D))=2*1DAQ2*1)=3A3
=3%x(3x3)=3%x0=3
Oldugundan, yani;

d(2+1) # (d(2)*1) A2 *d(1)) dir. O halde d bir tiirev degildir.

0, x=0
Her x € X icin f(x) = i i:;
3, x=3

Olacak sekilde tanimlanan X bir endomorfizmasi tanimlansin. O zaman
goriilebilir ki d X in bir f-tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Onerme3.3.5: d X B-cebrinin bir (solsag) f tirevi olsun . O zaman
asagidakiler vardir.

Q) Her x € X i¢in d(0) = d(x) * f(x) tir.
(ii) Eger f 1-1 ise 0 zaman d 1-1 dir.
(iii)  Eger d regiiler ise 0 zaman d = f tir.

(iV)  Egerd(x) = f(x) olacak sekilde X in bir x eleman1 var ise o
zaman d regiilerdir.

W) Eger hery € X icin d(y) * f(x) = 0 veya f(x) xd(y) =
0 olacak sekilde bir x € X var ise 0 zaman d(y) = f(x)tir. (Ozbal ve
Firat, 2011)

Onerme 3.3.6: d X B-Cebrinin bir (sag-sol)tirevi olsun. O zaman
asagidakiler vardir.

(i) Her x € X icind(0) = f(x) *d(x) tir.

(i) Her x € X icin d(x) = d(x) A f(x) tir.



(iii)  Eger f 1-1 bir endomorfizma ise 0 zaman d 1-1 dir.
(iV)  Egerd regiiler ise o zaman d = f tir.

(2] Eger d(x) = f(x)olacak  sekildle x € X var ise 0
zaman d regiilerdir.

(Vi) HeryeX igin d(y) * f(x) =0 veya f(x) *xd(y) = 0 olacak
sekilde x € X var ise d sabittir. (Ozbal ve Firat, 2011)

3.4 0-Degismeli B-Cebrinde f-Tiirev

Ornek 3.4.1: X ={0,1,2} Cayley tablosu asagidaki gibi verilen bir B-cebri
olsun. Her x € X i¢in

2, x=0
d(x)={1, x=1
0, x=2
*|o 1 2
0|0 2 1
111 0 2
212 1 0

olacak sekilde tanimlansin .
d(2+x1)=d(1) =1 ancak
d2+*1D)=d@)*DA(2*d(D)=0*DA2*1) =241

=1x (1% 2) =2 oldugundan ;yani

d(2+1) # (d(2)*1) A2 *d(1) oldugu igin d bir tirev degildir.

0, x=0
x€Xiginf(x) =42, x=1
1, x=2

olacak sekilde tanimlanan X in bir endomorfizmasi ile d X in bir (sol,sag) f-
tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)



Ornek 3.4.2 X ={0,1,2,3} Cayley tablosu asagidaki gibi verilen 0-degismeli
B -cebri olsun.

WN PP O %
wWNPFk OO
NP, O Wik
O WwNN
O WNPFPW

2, x=0
Her x € X icin d(x) = (1)' iz;
3, x=3

olacak sekilde tanimlanan d doniistimii

d(1x0)=d(1)=1 ama

d(1%0)=(1%d(0))Ad(1)*0)=(1*2)A(1%0)=3A1
=1x(1%x3)=1%2=3

oldugundan yani d(1 = 0) # (1 % d(0)) A (d(1) x 0) oldugu igin X in bir tiirevi
degildir.

-

x €X icgin f(x) =

mNWwo

X R XX
I

wN RO

olacak sekilde tanimlanan X in bir f endomorfizmasi tanimlansin. Kolayca
goriilebilir ki d X in bir f-tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Onerme3.4.3:(X,+,0) bir 0-degismeli B-cebri ve d X in bir (sol,sag) f-tiirevi
olsun. O zaman her x,y € X i¢in asagidakiler vardir.

@)  dxxy)=d@) =f()
(ii) d(x) xd(y) = f(x) = f(y) (Ozbal ve Firat, 2011)

Onerme 3.4.4:(X,+,0) bir 0-degismeli B -cebri ve d x in bir (sagsol) f-
tiirevi olsun. O zaman her x,y € X i¢in asagidakiler vardir.

10



(@) dxxy)=f(x)*d(y)
(i) d(x)*d(y) = f(x) = f(v) (Ozbal ve Firat, 2011)
Tanim 3.4.5:d,,d, X B-cebrinin doniisiimleri olsun.

diody:X > X bileske islemiher x € X icin d;od,(x) = dy(d,(x)) olacak
sekilde tamimlanir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Onerme 3.4.6:X bir 0-degismeli B-cebir ,d; X in (sol -sag)-f; tiirevi;
ved, X in (sol -sag)-f, tiirevi olsun. O zaman d,od, X in (sol -sag) f,of,
tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Onerme 3.4.7:X bir 0-degismeli B-cebir,d; X in (sagsol)-f; tiirevi;
ved, X in (sagsol)-f, tiirevi olsun. O zamand;od, X in (sag,sol) fiof,
tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Teorem 3.4.8:X bir 0-degismeli B-cebir, d; X in f; tiirevi ved, X in f, tiirevi
olsun. O zaman d,od, X in fjof; tiirevidir. (Ozbal ve Firat, 2011)

Teorem 349X blr O'deglsmehB‘CEbrl, dzOfl = flodz ;fZOdl = dlofz
olacak sekilde d; X in bir f; tiirevi; d, X Iin bir f, tirevi ve f;,f, X in birer
endomorfizmasi olsun. O zaman d,od, = d,od, dir. (Ozbal ve Firat, 2011)

4. B-CEBRINDE SIMETRIK iKiLi TUREV

Bu boéliimde, B- cebrinde e simetrik ikili tiirev tanimi verilmis ve ilgili
ozellikler incelenmistir.

Tamim 4.1: X bir B-cebri olsun. Her x,y € X i¢in D(x,y) = D(y, x) oluyorsa
D(.,.):X XX - X doniisimiine simetrik denir.

Tamim 4.2 X bir B-cebri olsun. D(.,.) : X x X — X simetrik doniisiimii i¢in
d(x) = D(x, x) seklinde tanimlanan d : X — X doniisiimiine D(.,.) nin izi denir.

Tammm 4.3: X bir B-cebri olsun. X in D: X X X — X bir simetrik doniisimii
her x,y,z eleman1 X igin ~ D(x *xy,z) = (D(x,2z) *y) A (x * D(y, z)) kosulunu
sagliyor ise D ye X in bir (sol-sag) simetrik ikili tlirevi denir.

Benzer sekilde, her x, y, z eleman1 X i¢in
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D(x*y,z) = (x*D(y,2z)) A(D(x,z) xy) oluyor iseD yeX in bir
(sag-sol) simetrik ikili tiirevi denir.

EgerD X in hem (sol,sag) hem (sag,ssol)  simetrik ikili tiirevi
ise D ye X in simetrik ikili tiirevi denir.

Ornek 4.4: X =1{0,1,2} Cayley tablosu asagidaki gibi verilen bir O-
degismeli B-cebri olsun.

N = Of %
N~ OO
= O N
ON RN

X lzerinde D:X X X — X simetrik dontisimi

0, (xy)=(22)ve(x,y) =(01)ve (x,y) = (1,0)
D(x,y) =41 (xy) = (0,2)ve (x,y) = (2,0) ve (x,y) = (1,1)
2, (xy)=2Dve(x,y) = (12)ve (x,y) = (0,0)

Olacak sekilde tanimlansin. O zaman D X in bir (sol,sag) simetrik ikili
tiirevidir.

Ornek 4.5 : (Z,—,0) B-cebrinde D:ZxZ—Z D(x,y) =x—1 doniisiimii
tanimlansin.

Dix—v,2)=x—y—1

D(x —y,z) = (D(x,2) —¥) A (x — D(y,2))
=(xr-D=-y)Ax--1)
=(x-1-»-(x-1-y)-(x-y+1)

=x—y—1 oldugundan D doniisiimii (sol-sag) simetrik ikili
tiirevdir.
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Ornek 4.6: X = {0,1,2,3} Cayley tablosu asagidaki gibi verilen bir B-cebri
olsun.

WNEFEL O %
W NhEFE OO
N WO R
O WwWN N
OFRL, N WW

0,(x,y) = (0,0)ve (x,y) = (L,1) ve (x,y) = (2,2) ve (x,y) = (3,3)
1,(x,y) = B2)ve (x,y) = (2,3) ve (x,y) = (0,Dve (x,y) = (1,0)
2,(x,y) = (2,0)ve (x,y) = (0,2) ve (x,y) = (1,3)ve (x,y) = (3,1)
3,(x,y) = B,0)ve (x,y) = (0,3) ve (x,y) = (1,2)ve (x,y) = (2,1)

D(x,y) =

olacak sekilde tanimlansin. O zaman D X in bir simetrik ikili tiirevidir.

Onerme 4.7: D X B -cebrinin (sol,sag)simetrik ikili tiirevi olsun.O zaman
her x, y € X i¢in asagidakiler vardir.

(@) D(x,y) =D(x,y) A (x*D(0,y))
(ii) Her x € X i¢in d D nin izi olmak tizere D(0,x) = d(x) * x tir.
(iii) Her x,y € X i¢in D(0,y) = D(x,y) * x tir.

Kamit: (i) x,y € X olsun Tanim 2.1.1 (II) ve D (sol,sag) simetrik ikili
tiirev tanimindan

D(x,y) =D(x*0,y) = (D(x,y) * 0) A (x * D(0,y)) = D(x,y) A (x * D(0,y))

O halde

D(x,y) =D(x,y) A (x * D(O,y)) dir.

(ii) x € X olsun. Tanim 2.1.1 (I)ve D (sol,sag) simetrik ikili tiirev tanimi
kullanilarak

D(0,x) =D(x*x,x) = (D(x,x) *x) A (x * D(x,x))
= (d(x) *x)/\(x*d(x))

= (x *d(x)) ((x *d(x)) * (d(x) * X))
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(2) ve (6) dan

((Gexd() (0% (d(x) * 1)) * (x + d(2))

= ((x* d@) * (x * d(®))) * (x * d(x))
=0x(x*d(x)) =d(x) *x
O halde D(0,x) = d(x) * x tir.
(iii) Her x,7 eleman X igin
D(0,y) = D(x *x,y)

= D,y) *x) A (x*D(x,y)

= (xx D(6,y)) * ((x * DY) * (D(x,y) * X))

(2) den

=((x* D@») = (0% Pxy) *0)) * (x * D(x,»))

:((x * D(x,y)) * (x % D(x,y))) * (x * D(x,y))

()] Kullanilarak;
=0*(x*D(x,y))

(6) dan
= D(x,y) *x O halde
D(0,y) = D(x,y) * x tir.

Teorem 4.8:D X B-cebrinin bir (sol,sag) simetrik ikili tiirevi olsun.O zaman
her x, y eleman1 X i¢in D(x,y) = D(x,y) A (x * (d(y) * y)) dir.

Kamit: D(x,y) =D(x*0,y)
= (D(x,y) * 0) A (x * D(0,y))
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=D(x,y) A (x *D(0,))
Onerme 4.7 (ii) den
=D(xy) A(x* (dW) *y))
Onerme 4.9: d, X B-cebrinin D (sol,sag)simetrik ikili tiirevinin izi olsun.
O zaman asagidakiler her x € X i¢in saglanir.
(i) d(0) =D(x,0)*x tir.

(ii) Herx,y € X igin , eger D(x,0) = D(y,0)ise 0 zamand 1 —
1 dir.

(iii) Eger d 1 —1ise ozaman D(x,0) = x tir.

(iV) Eger D(x,0) = x olacak sekilde X in bir x elemani var ise o
zaman d regiilerdir.

(V) Egerhery € X i¢in d(y)*x=0 veya x=*d(y)=
0 olacak sekilde

X in bir x elemani var ise 0 zaman d(y) = x tir.
Kamt: () x €X olsun x*x =0 oldugundan
d(0) =D(0,0) = D(x * x,0)
= (D(x,0) *x) A (x * D(x,0))
= (x *D(x,0)) = ((x * D(x, 0) * (D(x,0) * x))
(I) ve (6) ‘dan
= (x*D(x,0)) = (0% (D(x,0) * x)) * (x * D(x,0))
= ((x * D(x,0)) * (x * D(x,0))  (x * D(x, 0))

= O*(x*D(x,O)) =D(x,0) *x
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Ozamanx € Xi¢in d(0) = D(x,0) *x
(ii) x,y € X i¢in d(x) = d(y) olsun.
(i) den d(0) = D(x,0) *x ve d(0) =D(y,0) xy
O halde D(x,0) *x = D(y,0) =y dir.
(Teorem 2.1.4) ten x =y dir. Yani 1-1 dir.
(iii) d regiiler yani d(0) = 0 olsun
(i) den d(0) =D(x,0)*x tir. d regiler oldugundan
d(0) =0=D(x,0) xx tir.
Onerme 2.1.2 (3) den D(x,0) = x tir.
(iV) x € X iginD(x,0) = x olsun.
(D) den D(x,0)*D(x,0) =0 dir. Ohalde (i) den
d(0) = D(x,0) *xx =0 elde edilir. yani d regiilerdir.
(V) x €X igin vehery € X igin
d(y) *x=0 veya x*d(y) =0 olsun.
(3)ten d(y) =x tir.
Onerme 4.10: d X B-cebrinin (sag,sol) simetrik tiirevinin izi olsun.
O zaman asagidakiler vardir.
i) HerxeX igin d(0)=x=D(x,0) dir.
ii) Herx e X i¢in d(x) = (x * D(O,x)) A d(x) dir.
iii) Egerher x,y € X i¢in D(x,0) = D(y,0) ised 1 — 1dir.

iV) Eger d regiiler ise D(x,0) = x tir.
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V) Eger D(x,0) = x olacak sekilde x € X mevcut ise d regiilerdir .
Vi)Hery € X i¢ind(y) *x = 0 veya x *d(y) = 0 olacak sekilde

x € X mevcutise d(y) = x tir.

Kamt:  {) x€Xolsun x+*x=0 oldugundan
d(0) = D(0,0) = D(x * x, 0)
= (x * D(x,0)) A (D(x, 0) * x)
= (D(x,0) *x) * ((D(x,0) *x) * (x * D(x,0)))

I ve(6) den

((D(x, 0) *x) * (0 * (x * D(x, O)))) * (D(x,0) * x)

((D(x,0) * x) * (D(x,0) *x)) * (D(x, 0) * x)
=0+ (D(x,0) *x)
= x * D(x,0) elde edilir.
Yani her x € X igin d(0) = x * D(x,0) dur.
ii) x€Xolsun x+0=x oldugundan
d(x) = D(x,x) = D(x * 0, x)
= (x*D(0,x)) A (D(x, x) * 0)
(I ve (@) kullanilarak
= (x*D(0,x)) AD(x,x)

= (x*D(0,x)) Ad(x)
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O halde d(x) = (x * D(0,x)) Ad(x) elde edilir.
iii) d(x) = d(y) olacak sekilde x, y € X olsun (i) kullanilarak
d(0) =x*D(x,0) ved(0) =y = D(y,0) elde edilir.
Buradan x * D(x,0) =y * D(y,0) olur. Teorem 2.1.4 kullanilarak
x =y eldeedilir. Ohalded 1-—1 dir.
(iV) d regiiler olsun
(i) den d(0) = x * D(x,0) olur.
d regiler oldugundan

d(0) = x* D(x,0) = 0 olur ve (3) kullanilarak D(x,0) = x elde
edilir.

(V) Herhangi bir x € X igin D(x,0) = x olsun.
(I) den x*D(x,0) =0 dirve (i)kullanilarak
d(0) =x*D(x,0) =0 dir. O halde d(0) = 0 yani d regiilerdir

(Vi)Hery € X igin d(y) *x =0 veya x *d(y) = 0 olacak
sekilde x € X olsun.

O zaman (3)ten d(y) = x elde edilir.

Onerme 4.11: (X,*,0) 0-degismeli B-cebri ve d X in (sol,sag) simetrik
tiirevinin bir izi olsun. O zaman her x,y € X i¢in

() dxxy)=dXx)*y)*y

(ii) D(x,0) * D(y,0) = x * y dir.

Kamt: (i) x,y € X olsun. O zaman

d(x*y) =D(x*y,x*y)

=(D0,x*y)*y)A(x*D(y,x *y))
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=(x* D, x* M) A((x* Dy, x *y)) * (D(x,x *y) *y)
(12) den
=D(x,x*xy)*y
= (@) * ) A(x D)) *y
(12) den
= (D(x,x) *y) =y elde edilir. yani d(x*y) = (d(x) xy) =y dir.
(ii) x,y € X olsun. Onerme 4.9 (i) kullamlarak
d(0) = D(x,0) *x ve d(0) = D(y,0) *y yazlr.
Buradan D(x,0)*x =D(y,0)*y ve
(D(x,0) *x) * (D(y,0) = y) =0 elde edilir.
(11) den
(x *y) * (D(x,0) * D(y,0)) = 0 yazilm.
O halde (3) kullanilarak
D(x,0) *D(y,0) = x *y elde edilir.

Onerme 4.12: (X,+,0) bir 0-degismeli B-cebri ve d X in (sagsol) simetrik
tiirevinin izi olsun.o zaman her x,y € X i¢in

(@) d(x*y) =d(y)
(ii) d sabit bir doniisiimdiir.

(iii) D(y,0) * D(x,0) = y = x tir.

Kamt: (i) d(x*xy) =D(x*y,x*Yy)
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=(x*D,x*»))ADxx*y)*y)
=DCxx*y)*y) A ((D(x,x #y) «y) * (x xD(y,x » y)))
(12) den
= (x*D(y,x*y))
= x* ((x*xD(y,y) A (D(y,x) * x))
(12) den
=x*(x*D(y,y) =x*(x*d())
(12) den
= d(y) elde edilir.
Yani d(x *y) = d(y) dir.

(ii) x € X olsun, (I1) ve (i) kullanilarak d(x) = d(x * 0) = d(0)
elde edilir. Yani d sabit bir dontisimdiir.

(iii)  x,y €X olsun Onerme 4.10(i) den

d(0) =x*D(x,0)ved(0) =y *D(y,0) dir. Buradan x * D(x,0) =
y * D(y, 0) yazilir ve

x*D(x,0) =y =*D(y,0) yazilir ve

(x * D(x, 0)) * (y * D(y, O)) = 0 dir ve ayn1 zamanda
(11) den

(D (y,0) = D(x, O)) * (y * x) = 0 yazilir. O halde (3) ten

D(y,0) * D(x,0) = y = x tir.
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5. SONUC

Bu c¢alismanin amacit B-cebrinde tiirev i¢in yapilan ¢alismalardaki
bosluklarin kapatilmasi  ve simetrik ikili tlirev tanimlari ile B-cebirlerinin
yapisinin incelenmesidir. Bu caligmada ilk olarak tezi anlamada kolaylik
saglayacak bazi tamim, ozellikler ve ornekler verilmistir. ikinci boliimde B-
cebrinde ve 0-degismeli B-cebrinde tiirev ve f-tiirev o6zellikleri agiklanmis ve
ornekler verilmistir. Uciincii boliimde simetrik ikili tiirev tanimi verilmis ve B-
cebrinde bu tanim yardimiyla bazi 6zellikler bulunmus ayrica bu 6zelliklerle
dogrulayan 6rnekler sunulmustur.

Bundan sonra  diger cebirler i¢in, simetrik ikili tiirevler ve bunlarin

ozellikleri calisilabilir.
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