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ABSTRACT

SENSIVITY OF SCHUR STABILITY OF LINEAR DIFFERENCE
EQATION SYSTEMS

KUZGUN, Fatih
MSc/PhD in Interior Architecture and Environmental Design
Supervisor: Associated Prof. Dr. Sahlar MEHERREM
Co- Supervisor: Assistant Prof Dr. Ahmet DUMAN
September 2015, 32 pages

In this study linear  constantcoeefficient  equation  systems  are
introduced.Continuation theorems given for the literal Schur stable linear discrete-
time equations are analysed and arguments are discussed.Additionally all the results

are sustained with numerical examples.

Keywords: The discrete-time equations with constant coefficients, Schur stability,

parameter of Schur stability, sensitivitiy, perturbation systems
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OZET

LINFER FARK DENKLEM SISTEMLERININ SCHUR
KARARLILIGININ HASSASIVETI

Fatih KUZGUN
Yiiksek Lisang Tezi, Matematik Boliimi
Tez Danigmani: Dog¢.Dr. Sahlar MEHERREM
fkinci Tez Damismani : Yrd.Do¢.Dr. Ahmet DUMAN
Evtiil 2015,32 sayfa

Bu calismada, lineer fark denklem sistemileri tamtilmis, literatiirde bulunan

Schur kararli linecer fark denklem sistemleri igin verilen sireklilik teoremleri

incelenmis ve ispatlars agilmistir. Ayrica elde edilen biitiin sonuglar

drneklerle de desteklenmigtir.

niimerik

Anahtar sozciikler: Sabit katsayili fark denklem sistemleri, Schur kararlilik, Schur

kararldik parametreleri, Hassasiyet, Pertiirbe sistemleri.
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SEMBOLLER DiZINI

Aciklama

A matrisinin i inci 6z degeri
H matrisinin adjointi, yani eslenik transpozesi

H matrisi, simetrik pozitif matris

max

A matrisinin HAH: |ﬂ, (A*A)l ile verilen spekiral normu
Ax=f lineer denklem sisteminin p(A)ﬂ”A” ”A'1 ” ile verilen sart
sayist

-C%x(t) = Ax(r) diferensiyel denklem sisteminin K(A) = ZHAH HH " ile
verilen sart sayist

Sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri igin kararliik

parametresi
Fark denkiem sistemleri i¢in pratiklik parametresi

Elemanlar1 R cisminden alinan NxN matrisler ailesi
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1. GIRIS
A, herhangi bir karesel matris olmak iizere

x(n. + l) a Ax(n),x(()):: c,n=0L2,.

fark Cauchy problemi, bilimin farkh dallarmda  karsilasilabilen bir
problemdir. Bu problemin ¢Oziimlerinin hareketini tahmin etmek ve dis etkenlere
maruz kalan sistemlerin dzelliklerint hangi sartlarda korudugunu bilmek, arastirmak
yapilan ¢aligmalarin bir kaosa uramamas: agisindan oldukea tnemlidir. Teknolojik
sahada da bu tiir sorularnin cevabim dneeden tahmin etrek, kaosla karsilagsmamak i¢in

Snem arz etmektedir.

1.1.  Literatiir Ozeti ve Problemin Tanrtim

Problemin hassasiyetini belirleyen sartlar literatiirde siireklilik teoremleri olarak
bilinen teoremlerle ortaya ¢ikanlmaktadir. Siireklilik teoremleri problemin girig
elemanlarinda ne kadar bir degisim oldugunda problemin yapisinin korundugunun
bilinmesini saglamaktadir. Stireklilik teoremleri, denklem teorisinin hemen hemen
her alaninda kullanilmaktadir. Mesela lineer cebirsel denklemler, diferensiyel
denklemler, fark denklemler, v.b. denklemlerin ¢6ziimlerinin hassasiyetinin

arastirtlmasmda stireklilik teoremleri ile karsilagilmaktadir.

Kararhlik teorisinde, kararll matrislerin kararli olmayan matrislere olan uzakhgs
genellikle ilgi ¢ekici bir problem olmus ve calisilmistir (Van Loan 1985). Simdi bu

stireklilik teoremlerinin bazilarindan bahsedelim.

Sabit katsayili lineer %x(z):/}x(t) diferensivel denklem sisteminin Hurwitz

kararlik  parametresix(A4) <wolmak iizere sistem Hurwitz kararlr iken

A
4 15x(4)

olacak sekildeki her hangi bir B matrisi icin A+5 matrisi de Hurwitz

kararli olma &zelligini korumaktadir (Bulgak 1999).



Sabit katsayili lineer x(n+1)= Ax(n) fark denklem sisteminin Schur kararlilik

. . 1 y L
parametresi w(A) < co olmak {izere !lB"s————;——— sartinl saglayan B matrisleri igin
20w (A

A+B matrisleri de Schur kararli olmaktadir (Bulgak 1999).

Bu calismada,

Lineer sabit katsayili fark denklem sistemleri i¢in literatiirdeki siireklilik teoremleri

aragtirihmns ve literatiirde bulunan sitreklik teoremlerinin ara igiemleri actimistir.

1.2. Tezin Yapis:
Bu tez ¢aligmasi 3 boliimden olugmaktadr.

1. bsliimde; problemin tanitimu ve problemle ilgili literatiir zeti verilmistir.

2. boliimde; sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri ve bu sistemlerin Schur
kararlihigr ile ilgili bazt temel kavramlar kisaca tamitdmustir. Ayrica Schur
kararhiligiin hassasivet problemi i¢in literatiirdeki sonuglar verilmis ve bu sonuclarda

yapilan ara islemler agilmigtir.

3. boliimde; Ikinci boliimde bulunan literatirde elde edilmis sonuglar £.
mertebeden lineer fark denklemlerine literatirde uygulanmis ve bu sonuglar

omeklerle desteklenmistir.




2. LINEER FARK DENKLEM SISTEMLERI

Bt baliimde, sabit katsayth lineer fark denklem sistemler, bu sistemledn Schur
kararliligz ile ilgill bazi temel kavramlar ve literatiirde vyer alan bazi stireklilik

teoremleri verilmistir.

A, N boyutlu sabit katsayih karesel bir matris (4 M{(R)) olmak lizere
x(ntl)=Ax(n), neZ 2.1)

sistemini ele alalim. Bu sistem sabit katsayile lineer fark denklem sistemi olarak,

x(0) = xpeR” baslangic sart1 altinda
x(nt)=Ax(n), x{(0)=xy, n=20 (2.2)
sistemi de sabit katsayil lineer fark Cauchy problemi olarak adlandinimaktadir.
I birim matris ve 4 singiiler olmayan bir matris olmak tizere
X(nt1) = AX(n), X(OYy=1, nz0 2.3)

Cauchy probleminin. ¢dziimi, X(n) = A" matrisine (2.1) sisteminin fimdamental
matrisi denir. (2.2) Cauchy probleminin ¢oziimil ise x(n)=A4"x, seklindedir (Aydm

1995, Alan ve Bulgak 1998, Elaydi 1699, Aydm ve ark. 2000).

2.1.8chur kararlilik

x(at]) = Ax(n), nez




sisteminin asimiotik kararly olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart |i{.(A)l <l ,(i=1,2,

PR ,N)V@
AL

diferensiyel denklem sisteminin asimtotik kararli olabilmesi igin gerek ve yeter sart

ise Re(A{4)<0, (=12, .., N)olmasidir (Akin ve Bulgak 1998, Elaydi 1999,

Bulgak 1999). Bu kritere Spekiral Kriter de demilmektedir. Bir sistemin asimtotik
kararli olmast A4 katsayr matrisinin asimtotik kararlt olmasiyla aynr anlama

gelmektedir (Akin ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Avdin ve ark. 2600).

Literatiirde lineer diferensiyel denklem sistemlerin asimtotik kararhihigi yerine

Hurwitz kararlilik, lineer fark denklem sistemlerinin asimtotik kararhihi verine
Schur kararilik kavramlan da kullandmaktadyr (Wang and Michel 1993, Rohn 1994,
Aydin 2004, Voico and Pastravanu 2006). Calisma boyunca bu kavramlar

kullanilacaktir.

Her hangi bir A4 kare matrisinin karakteristik denkleminin kéklerini {6z
degerlerini) hesaplama veya yerini tahmin etme problemi kolay bir problem degildir.
Simetrik 4 matrisinin 6z degerlerinin hesaplanmas: probleminin iyi konulmus
problem oldugu bilinmektedir, Genel durumda bu problem k&ti konulmusg bir
problemdir (Wilkinson 1965, Bulgak 1999). Yani, matrisin elemanlarindaki kiiciik
dedisikliklere karsilk 6z deperlerinde biyilk degisiklik olabilmektedir. Matris
elemanlarmdaki degisiklik o kadar kiigiik olabilir ki matrisin bilgisayardaki temsiline

etki etmez. Fakat bu degisiklik 4 matrisinin Schur kararliligin: etkileyebilir. Mesela

05 10 - 0
0 05 - 0
A=
» 0 - 05

bicimindeki N boyutlu w— parametreli 4, matrisi,




det(Ay—2T) = (0.5~ 10"

karakteristik denklemine sahiptir. @ = 0 igin 4y matrisinin 6z deferleri 4,(4y) =0.5

(1=1,2,...N)dir. Eger o = 10", N =101 igin A e matrisinin biitiin 6z deferleri

i(AI 0’“’”) = 1.5 olur. Buradan,
4,0 = A4, [ =107 =24, o) 44, ] =1

oldugn goriiliir. Bu 8rnek Ostrowski’ye aittiv (Wilkinson 1965, Aydin 1995, Akm ve
Bulgak 1998). Béylece Schur kararl olan A, matrisinin elemanlarinda yapilan 107%

kadar bir degigim, matrisi Schur kararli olmayan 4 ., matrisine doniigtirmektedir.

Oz deger problemi iyi konulmus bir problem olmadigindan Schur kararlilig; tespit

icin Spektral Kriter yerine, Schur kararliigy karakterize eden bir lineer cebirsel

denklemin ¢éziimii yardimiyla hesaplanan parametreleri kullanmak daha kullanighdir.

Simdi sabit katsayih fark denklem sistemlerinin agikar ¢éziimiiniin Schur kararh

olup olmadi@im belirten Lyapunov teoremini verelin.

Teorem 2.1. (Lyapunov teoremi) Verilen bir 4 matrisinin (veya x(n+1)= Ax(n)
sisteminin x(#) =0 agikar ¢6ziimiiniin) Schur kararli olmass igin gerek ve yeter sart

A HA-H+IT=0

olarak bilinen Lyapunov fark matris denklemanin

H=S(af 4 H=0">0

k=0

coziimiintin olmasidir (Aydmn 1995, Akm ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Bulgak
1999).

Ispat. Bu teoremin ispat: Akin ve Bulgak 1998 den alinmugtur.
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Veter sart: Kabul edelim ki 4 4~ H + T =0Lyapunov matris denklemi pozitif

tanimlh H = H* > 0 ¢éziimiine sahip olsun. x{(n+1) = Ax(») oldugundan
(H x(n+1), x(n+1))— (H x(n}, x(n) ) = { HAx(n} , Ax(n))— ( H x(n} , x(n) )
= (A HAx(n) , x(n))— (Hx(n), x(n) ) = (( A" HA— H ) x(n) , x(n) )

olur, A HA— I = —T ifadesi dikkate alinirsa

(Hx(ntl), x(rtl) ) - (Hx(m) , x(n) ) =—(x(n} , x(1) )
estthn saglamir, Courant-Fisher kuralina géire

Amin (H}(x, ) < (HX, %) £ Apax (H) (%, X)

dir. Ayrsca H> Q0 ise Ay (H)Y > 0, A0, (H) > 0 olur ve

((n), () = ——— (Hx(n), x(n))

Amax(H3

1

yazabiliriz. —(x(n), (M) < — 57—

(Hx(n), x(n)) oldugundan

1

( Hx(n+1), x(n+1))—(Hx(n), x(n) )< — W (Hx(n),x(n))
olur. Yani
(Hx(nt1), x(n+1) )< (1 —~ lm; (H)) (Hx(n), x(n))

dir. Ispatin bu kismmda yukandaki esitsizlife adim adum iterasyon uygulayalim.

(- im;(ﬂ)) (Hx(m), () < (1 - Am;(m)z (Hx(n— 1), x(n~ 1))
dolayisiyla
1 \2
(Hx(ntl), x(ntHl) )= (1 - amﬂxm)) (Hx(n—1),x(n— 1)),




1
Amax (i)

(1 e )2 (Hx(n—1),x(n - 1)) < (1 - )3 (Hx(n - 2), x(n —

A-rnax(.-"")
2))

dolayisiyla

(1), 1)< (1= =2) (e = 2, x(n- 2)),

1
Amax(H)

1
Amax(H}

( Hx(n+1), x(nt1) )< (1 - )M1 (Hx(0),x(0))

olur. Bununla birlikte e ~% ifadesinin Taylor serisine agtlimi
-z _ 1 z2 23 1 2"
eTf =1zt =t (CDE

. z% z® zt  zZ5
dir. 0 <z<l ise = —=>0,—=—= > 0, ... oldugundan
2l 3l PIR

1l—z<e™*

dir. H=AHA+I, H=H >0 oldugundan A, (H) > 1 ve dolayisiyla 0 <

i
Amax{H)

< 1 dir. Béylece

1 S
< e Amax(t)

L= ot =

Ve

1 S P i)
— < ¢ tmaxH

olur. Buradan

(Hx(n), x(n)) < & Tl (Hx(0),x(0))

ifadesini yazabiliriz. Bu durumda




Amin (H) (x(0), x(0)) < e Fnax@(Hx(0),2(0)) <
e~m/1max (H) (x(0), x(0})
esitsizlikleri elde edilir. Biviece

A—qu (Hy -

lmaT:c(H) 2
e (o)1

(I <

olur. Buradan

)‘max(H) e
lix(m)ll = /We 2Amax(M | x(0)|]

ve

n

keoll = e (i L) )]

olur. Simdi herhangi bir £ > 0 igin

d=48(s)=

Amax(H)
Amin ()

olsun. O halde, eger [|x(0)|| < &§ ise her n = 0 i¢in

A (H)
Hx(m|l < ‘ "G 8=

olur. Béylece x(r+1) = Ax(n) sisteminin x(0) = 0 agikar ¢dziimit Lyapunov’a gore fark
kararldir. Buradan sonug olarak agikar ¢dziim Lyapunov’a gére fark kararli ve

n — o, [lx(n)|| = 0 oldugundan verilen sistem Schur kararhidir.

Gerek sart: Ilk olarak, eger 4 Schur kararli bir matris ise A*"HA—H +1 =0

Lyapunov fark matns denkleminin bir ¢ozitmiiniin

H=Y (4} ar
k=0




oldugunu gdsterecediz.

Eger 4 Schur kararlt ise bu durumda x(n+1) = Ax(n) sisteminin herhangi bir x(0)
baslangig vektoril ile ¢dziimiiniin zamanla sifira gittigini biliyoruz. Yani herhang} bir
£> 0 igin |Jx(n)i| < g]|x(0)}| esitsizligi biitiin n > T'(g, x(0)) lar i¢in saglanacagr bir
T(&,x(0)) sayist vardir. g;(n+1) = Ag;(n),q;(0) = e¢; N tane baslangic deger

problemini ele alalim. Burada

1 0 0
0 1 0
8‘]_z 0 182 = 0 yes By = 0
0 0 1

N tane N boyutlu vektorlerdir. ASchur kararli bir matris oldugundan keyti e > 0 i¢inV

tane T(%E, el),T(%s, ez),...,T(%e, eN) sayilart vardir ve verilen baslangic

deger probleminin ¢oziimleri igin

lg: (] < Jiﬁs,n >T (\/j—ﬁe, ei),i =12,..,N

yazabiliriz, Buradaki e; birim matrisin / inci siitun vektdrii oldugundan
p(n+1) = Ap(n), ¢(0) =1

sisteminin ¢dziimii ¢p{n) fundamental matrisidir. Bdylece
() = [a1(n), g2 (n), ..., ay ()] ve ¢ (n) = A™

dir.

T(e) = max {T (\}——N_ g, el) .T (‘%ﬁ g, ez), o, T (J—%e, eN)}

alarak herhangi bir n = T'(¢) igin

1471 = 9l < DMl = [Nl sllatll? < [S2,3e? <e



yazabiliriz. &> 0 (k= 1,2,...) olmak lzere
Hy = EZ;I(?O(A*)”IA"",HZ = Zfﬂ?(ﬂ‘*)m/—im yoeey Hp = EfnT(?(A YA >0
bir matrisler dizisi elde edebiliriz. Simdi bu dizinin limitinin var oldugunu gosterelim.
iy = Z(k+1)T(s)(A*)mAm » ZkTEE)(A*)7’1A?n + Z{k:rl)T{s) ((ATymAT

m=0 m=kT{e}+

— (A*)kT(E) Z;frsi)l(A»«)mAm AKTE ZRT(E)(A ymgm

- (A*)kT(E) Zz;(i)l(A*)mAm An'cT(E) + Hk

- (A*)RT(E) E;(i)l(A*)mAm AkT(E) + (A*)(kml)T(s) Z;(i)l(A*)mAm A(k-—l)T(s) +
Hy 4

— ZE:}(A*)ST(E) E:,;(i)l(A*)mAm AST(E) + H1
= T (A TE[H, ~ 1)ATE |

olur. Bu son elde edilen esitligi elde edilisini bir dnceki esitlik kullanarak biraz daha

acalim
Hies = S (A TO(ZIE (4™ A™ 4+ 1= 1) 45T 4 Hy
yatlabilir, I = (A4")°A° oldugu dikkate alinirsa
Hipr = T (4TS, (AYmA™ + (44 = 1)ATE + H,
Hirs = SEa(A)TO (S (AymA™ = )4 4 H,
H, = ZT(E) (A")"A™ oldugundan

Hypq = Z§=1(A*)ST(E)(H1 - DAST(S) + H,

dir. Buradan

10




Hierr = SEaq (AVTOH, = DATO 4 1, — 1+
ve biylece
= Do) TEH, - NATE 1
esithigi elde edilir. Dolayisiyla
Hicp1 = Liao(AYTEH, — NATE + ]
dir. > 0 igin
hiyr = | Hiyadl
artan pozitif sayi dizisini olugturalim. Buradan
hiir < 1+ S|4 TOH, — 1147 < 3|45 [y + 1]

olur. Bdylece

fhe+1]
i—g2

]

elde ederiz. Yani {h; } say1 dizisi hy ile alttan 1 + [211_—:1 ile iistten simarlidir.

Bolzano-Weierstrass teoreminden {h; } say1 dizisinin bir limiti vardir, {h; }say
dizisinin limitinin var olmasi {H,,} matris dizisinin de limitinin var olmasi demektir.

{H) } matris dizisinin limiti var ve
. S f M
H=tm,, H, =44
k=0

dir. Simdi {H,} matris diziginin limiti olarak buldugumuz A matrisinin Lyapunov

fark matris denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Gergekten,
A*H A — H, = (A*)KTE+14RTE) L _ g

oldugu agiktir. k — co iken esitligin sol tarafinin limitinin oldugunu biliyoruz. Ciinkii

11



km)OOJ Hk__)HJ HAkT(E)”_)O

dir. Bundan dolayt 4" H4~H +1=0 ve H bu Lyapunov fark denkleminin bir

gdeziimidir,

Simdi A matriginin pozitif tanimli oldufunu gésterelim. A simetrik bir matris

oldugundan Courani-Fisher prensibine gére A matrisinin en kiigiik 6z degeri igin
Amin (H) = miny =, (Hx, x)

veya
Apin(H) = min ([ + A"HAx,x) 2 1

olur. Bu ise bize H = H* matrisinin pozitif tamuml bir matris olduunu gdsterir.

Bovlece teoremin gerek sartinin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 2.2. Verilen bir 4 matrisinin (veva x(n+1)= Ax(n) sisteminin x(n)=0

agikar ¢oziimiiniin) Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AHA-H+C=0,C=C >0

olarak bilinen Lyapunov fark matris denkleminin

H=Y(a4Ycat ,H=H >0

<
k=0

coziimiiniin olmasidir (Aydm 1995, Ak ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Bulgak
1999).

Lyapunov fark denklemini saglayan H =H >0 pozitif tanimli A matrisi varsa

o(4) =[]

, aksi halde @(A) =« olarak segilir. Bu gekilde tamimlanan @(4) matris

12



fonksiyoneline A matrisinin Schur kararlilik parametresi yada Schur karariiigimmn

kalitesini gésteren parometre denir (Bulgakov ve Godunov 1988, Akm ve Bulgak
1998, Bulgak 1999). @" , | den biiyiik bir say: (" > 1) olmak iizere w(4) <o’
esitsizligi saglaniyorsa 4 matrisine pratik Schur kararli (o —Schur kararl)) matris
olarak adlandirilir. w(4) > ise 4 matrisine @ —Schur kararsiz matris denir (Akin ve

Bulgak 1998, Bulgak 1999, Aydm 2004).

2.2, Cozivmiin iist sinirt

Bir sistemi ¢dziime den, sistemin ¢oziminiin davramsi hakkinda bilgi edinmek
mithendislik problemlerinde 6nem arz etmektedir. Simdi (2.2) sabit katsayihh fark
denklem sisteminin ¢éziimiiniin davranisi hakkinda bilgi veren asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 2.3.(2.2) Cauchy probleminin ¢dziimilniin tist s, Schur kararli 4

matrisi igin

|t < () (1 WZYEJS)% |x,], #=0

ve

e < Jat)e = o)
dir (Bulgak ve Godunov 1988, Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999).
Ispat. Bu teoremin ispatt Akm ve Bulgak 1998 den alinmistir.
(2.2) sistemi
x(nt1) = Ax(n), x(0)=xg
ele alalim. Burada 4 matrisi Schur kararh ve

13



( Hx(nt1), x(rut 1) ( Hx(), x(m) Y = ( (A HA—H ) x(n) , x(n) )
oldugundan
{ Hx(nt1), x(n+1) )~ ( Hx(n), x(n) ) =—(x(n) , x(n} )

ifadesi saglanr. H =H > 0simetrik pozitif tanimh matris  olduundan

O0<A, (H)y=4 <4, .. 4, (H)= 4, ve Rayleigh Ritz oranina gore

jln‘n'n (H) (xs JC) = (I‘I)C,X) = /1m (H)(x, X)

dir. Buradan

(x(m),x(n) = (Hx(r), x(m)

’q‘max (H)

yazabiliriz. Béylece

1

(Hx(n+1),x(n+1)) — (Hx(n), x(n)) < ~ AN { Hx(m), x(#))
buradan

(FHx(n+D,x(n+ 1)) <(1- imﬂ:(H)) (Hx(m), x(n))
yazabiliriz. Iterasyon uygularsak

(Hx(n+D,x(n+1) < (1— Im—ax_l(—fz’?m (Hx(0), x(0))
RayleighRitz oranindan

" _ 1 1]

A (FY{x (), x(m)) < (1 P H)) (Hx(0), x(0)) = (1 P H)) A (FT) (x(0), x(0))

14



:
2
o

elde ederiz. Buradan

2 'a‘umx (H) . I n 2
Il < iy RO
ve
A ) 1 5
ol 2= oLl

vazabiliriz. If = Z(A')kA* oldugundan

k=0

(Hx(n), x(n)) = (i (AY" A x(m), x()) = i((A* Y A* x(m), x ()
k=0 k=0

- i(Akx(n),Akx(n)) = YZHA*x(n)"Z = x| + i“/i"x(n)”:
k=0 k=0 k=]

olup buradan

(Hx(rm)y, x(n)) o1
(x(m), x(n))

H) ) _

yazma imkan tanir. Buradan A (FT) = miax
(x(n), x(r1))
A (H)=min (), x(m) >1 dolayisivla 0 < <1 dir. Boylece
(x(”)ﬁ x(n)) j’ma)c (H)
: i

1—- < A ()

ve
1 " A .ﬂ(H)
J—————)" <e ™=
Ay (H)

15




olur. Buradan

_ Aoy 1)~
o< (2=

nin

h
T o)

vazabiliniz. A (H)= m
(x(n), x(n))

> loldugunu kullanirsak

()] € A FDY (1= )2 ()]

i (H)

max

ve

H

)| < yf Ay (Y & 22 i (0)

elde ederiz. H=H" > 0simetrik pozitif tanimli matris olduundan HH H A ()

mMax

dir. Boylece

e < ] <1—”g> : 1)

ve

e < el e P o]

yazilabilir. Boylece

= A
o oD 0 -

ve

o] < Vol e 2 Jx(0)]

16
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elde edilir.

2.3. Sureklilik teoremleri

A, BeMy(R) olmak iizere (2.1) sabit katsavilr lineer fark denklem sisteminin

pertiirbe sisiemi olarak adlandirilan
yat1) = {(A+B) y(n), nel (2.4)
sistemini ele alalim.
(2.1) sistemi (yada 4 matrisi) Schur kararh ise;

— {2.4) pertiirbe sistemi hangi sartlarda Schur kararh olarak kalmaktadir?

Bir diger ifadeyle,
— (2.1) sisteminin Schur kararliliginin dayaniklilizi acaba ne kadardir?

sorular1 akla gelen anlamli sorulardir. Bu ve benzeri sorulara literatiirde Szireklilik

Teoremleri olarak bilinen teoremlerle cevap verilmektedir.

Simdi (2.4) sisteminin Schur kararliliinin hassasiyetini gosteren literatiirdeki

bazi siireklilik teoremleri verelim.

4l

Teorem 2.4. (2.1) sistemi Schur kararh (@(4) <o) olmak iizere ”BH<1O 7
®

sartini saZlavan herhangi bir Bpertittbe matrisi igin A+B matrisi Schur kararldir,

ayrica

17




la(A + B ~ ()] < 407 (A) 12l

Jl

esitsizligi dogrudur (Akin ve Bulgak 1998).

1

Teorem 2.5. (2.1) sistemi Schur kararh {w{A4) <o) olmak iizere |1B”£"——E'_
2002 (4)
sartini saglayan herhangi bir B pertiirtbe matrisi igin A+8 matrisi Schur kararhdir,

ayrica
(4 + B)- of4) = 50 (4)5]

esitsizligi dogrudur (Bulgak ve Godunov 1988, Bulgak 1999).

Lemma 2.1.4 matrisi Schur kararh ((2.1) sistemi Schur kararh) ve A4+B matrisi de
Schur kararl ise simetrik pozitif tanumli bir C=I+B"XA+A XB+B XB matrisi vardir
(Duman 2008).

05 02

~-0.1 03

Ornek 2.1.x(n+1) =
-0.1 03

05 02 : - -
x(n) sistemini ele alalim. 4 = matrisi

igin Lyapunov matris denklemi,

0.5 —0.1\ 7y A 05 02Y (B Bp) (1 0} (0 0
—_ + =

02 03 \hy hyp \=01 03) Lhy hyp) L0 1) 10 0

1.33391  0.112895

bu denklem sisteminin ¢dziimiitH = ( 0112895 117242

)bulundugundan sistem

0.603 -0.001
Schur kararli ve @(4) = [} H || = 1.39197 olarak hesaplanir. B x( ]

0.02 -0.003

pertiirbe matrisi i¢in Lyapunov matris denklemi,

18



0503 ~008Yx; x5 Y0503 0199\ (xy xp) (1 0)_(0 0
0.199 0297 lxs; x99 A=008 0297) x5 x5) (0 1) {0 0

1.33557 0.122181
0.122181 1.17059

Schur kararh ve ®(A+B) = 1.4005 dir.. Lemma 2.1. de varhf garanti edilen

bu denklem sisteminin ¢dzimilX = ( ) bulundugundan sistem

(Lyapunov fark matris denklemini saflayan) simetrik pozitif tanimli C matrisi

) [ 1.00219  0.00785812

seklindedir.
(0.00785812  0.997151

1
o A)

Teorem 2.6. 4 Schur kararli bir matnis { w(A) <o) olsun. ]|B|| < E|A"2 + —”AH

sartim saglayan B pertiirbe matrisi igin A+8 Schur kararli bir matris ve

{4+ B)< w(4) @4+ |lB] »* (4)
. 1=+ [ {2l ()

et e

egitsizlikleri dogrudur (Duman ve Aydin 2011).

Ispat. Teoremin birinci kisminn ispatint Aydin ve ark, 2001 deki teorem 2 nin ispat

teknigi adim adim uygulanarak elde edilmistir. 1|BI| < |1A||2 + - ”A" esitsizligl,

1
w(A)
a=1~-(BII* +2AllIBIDw(A) > 0

esitsiligine denktir. @ > 0iken pertiithe edilmis sistemin Schur kararli oldugunu
gosterelim. (2.4) sisteminin fundamental matrisi Y(#) ve ve u, N boyutlu vektdr

olmak iizere
(HY(n+ D, Y(n + D)
formunu ele alalim. Buradan

(HY(n+ D, Y(n + D) = (HA + B)Y(nu, (4 + BYY (n)u)
19



= ((A+ B)Y H(A+ B (nh, Y(n)w)
= (HY (M, Y (W) ~ (Y()w, Y (W) + ((A"HB + B*HA + B*HB)Y ()u, Y (W)u)
elde edilir. @ = 1 — (J|B]|? + 21| AllIIBIDw(A4) oldujundan

(HY (n+ D, Y(n + D) < (1 - Wg‘n) (HY (), ¥ (1)

esitsizlifi bulunur. Bulunan esitsizliin sad tarafi n icin arka arkaya uygulandigmda

(HY G+ D Y (n+ D) = (1~ I?%ﬁ)n (Hu )

esitsizligi elde edilir. H pozitif tanimls bir matris ve
n - oo, [[Y ()|l = [I(4 + BY*|| - O

sonucuna ulasilir. Bu ise A + B maltrisinin biitiin dzdegerlerinin birim diskin igine
ditsmesini yani J4,(A+ B)| <1 (=1,2,...,N) olmasm gerektiric. Boylece (2.4)
sisteminin Schur kararli olduu gosterilmis ve teoremin 1. kismun ispati

tamamlanmis olur.

Teoremin 2. kisminm ispati Duman ve Aydmn 2011 de agik sekilde

bulundugundan burada ispatin 2. kism verilmemigtir.

Ornek 2.2 Karsilastuma yapilirken kolaylik saglamas: agismdan pertiirbe matrisinin

normu ||B]| nin iist smmrmi

By = ”A" (Teorem 2.4)
10a(4)
1
- 8= ——F— (Teorem 2.5)
20w (4)
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BT
83 = ||A +a)(A) E|/I" {Teorem 2.6},

ile
- A;matrisi igin pertiirbe matrislerini Bf
ile, 8 z|a)(/1 + B)— a)(Aj olmak tizere & nin tist siurlaring

8, = 4@2(/1)% (Teorem 2.4)

- 8=50°(A)B] (Teorem 2.5)

__ Q)4 e ()
- (4l +[BI)]Blo(4)

3 {Teorem 2.6)

olarak gisterelin.

0.7 —-0.1
e A = alalm. o{d;) = 4.82986, 5, = 0.0236208, 5; = 0.00471051,
Ylos —09

8= 00873943 dw. Bu deZerlere uygun pertiirbe matrislerini

1 (0.004 0 2 (002 0 . .
Bl = , Bj = alalim. Buna gore w(A4, + B,)
0 —-0.004 0 -0.02

=4.96652, w(4, + B])=5.61529 dir.

0.5 0.1
e A4 = alalim. o(4;)= 1.46925, &;= 0.0411262, 5,= 0.0280754,
© 1001 -025

8:=0.418365 dur. Bu  degerlere uygun  pertitbe  matrislerini
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i

1 (06.04 0 » (04 0 . ,
3 , By = 0 04 alalm. Buna gére o(A4, +B,)=

6 -004

1.55741, (4, + B )= 3.35874 dir.

4 |8 52 55 B {0 8, 0, 8
' 1 0.1366 0.21229 | 022313
' 0.32716
6 1 2
4 10023620 | 0.0047105 | 0.087394
s 1 3
52| 0.7854
|, 16358 |* 138088
& | 0.0881 {0.57160 | 0.35618 [0.11634
6 7 3 1
4 | 0.041126
) 0.0280754 | 0.418365
: 52 [ 1.8894
1, Sk 25.3962

Tablo 1. Farkh Schur kararli 4 matrislering, matrisin $zelligi bozulmaksizin Teorem 2.4, Teorem 2.5
ve Teorem 2.6 ile verilen pertitbenin simrlarme (8, 8; ve 83), bu smurlara uygun B pertiirbe
matrislerine karsihk Schur kararhilk parametreleri arasinda gergeklesen fark ( 8 ) ve aym pertirbe
matrisleri i¢in yine Teorem 2.4, Teorem 2.5 ve Teorem 2.6 ile verilen parametreler arasindaki farkin

iist simrlaren (8y, 8; ve 63) gosteren tablo

Tablo 1. de verilen Schur kararli 4; (i =1, 2, 3) matrisleri igin 2. 3. ve 4. slitundan
anlagilacad tizere Teorem 2.4 (§;), Teorem 2.5 (8;) ve Teorem 2.6 (83) nin izin
verdigi maksimum pertiirbeler goriilmektedir. Goriildiigii gibi Teorem 2.4, Teorem

2.5 den ve Teorem 2.6, Teorem 2.4 ve Teorem 2.5 den daha fazla pertiitbeye izin

vermektedir. Mesela Schur kararl: 4; matrisi i¢in A+ B;" matrisi Schur kararl olacak
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sekilde pertiitbe matrisinin normunun iist sinirfart 3= 0.0411262, 8,= 0.0280754 ve
8:= 0.418365, vani 4, matrisi icin Feorem 2.4, Teorem 2.5 den ve Teorem 2.6,

Teorem 2.4 ve Teorem 2.5 den daha fazla pertitbe yapilabilmektedir. 8; ye gore
yapilan pertiirhe B, matrisi i¢in gerceklegen deger 6 = 0.08816 iken, Teorem 2.6 ile
verilen sinar 8;= 0.116341, Teorem 2.4 ile verilen smur 6;= 0.571607 ve Teorem 2.5

ile verilen sinir 8= 0.356183 olmaktadir. Burada 85 Gst st gerceklesen 8 dederine

8) ve B, smurmdan daha yakm olmaktadr.

0, <4 <E|B|[ <&, olan B pertiirbe matrisleri i¢in Teorem 2.4 ve Teorem 2.5 sartlan
saglanmadigindan 0,ve 8, dederi, J, < ||B|| <0, <&, olan B pertiirbe matrisleri i¢in de
Teorem 2.5 iin gartlant saglanmadifmndan B; degeri hesaplanamamugtic. Bu durum
Tablo 1. de * ile gosterilmistir. Mesela 822 matrisi igin 8; ve 6, degeri

hesaplanamazken 83 = 12.4998 olarak hesaplanmigtir.

Teorem 2.7. 4, @ —Schur kararli matris ((4) € o) olmak iizere

y @ —w(A) 5
HBHSJHAEI +w-"w*w(A) 4

sartint saglayan B pertiirbe matrisi i¢in 4+B matrisi de » ~Schur kararhidir (Duman

ve Aydm 2011).

- _'0.7 4 % *®
Ornek 2.3. 4 :[ ] ve © =10 olsun. w(4)= 63.436 > ® oldugundan 4,

6.01 -0.3

* - .
@ ~Schur kararsiz matristir.
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0.1 —-0.03

Ornek 2.4. A=
0.04 02

J ve © =10 olsun. w(4)=1.04347 < o oldugundan 4,

o ~Schur kararli matristir. Ayrica teorem 2.7 den ||B]| < 0.744442 olacak sekilde

Bpertirtbe  matrisleri  icin  A+B8  matrisi ' =Schur  kararhdir.  Mesela

07 0
B= ,
( 0 0.7J

08 —-0.03
004 09

BH =0.7<0.744442 (teorem 2.7) alalim. Gergekten

A+B= [ J olup w(4+B)= 523189 oldugu goriiliir.
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3. SONUCLARIN k. MERTEBEDEN LINEER FARK
DENKLEMLERINE UYGULAMASI

3.1 Sonuclarin k. mertebeden Lineer Fark Denklemlerine Uygulamasy

Bu baliim (Duman ve Aydin 2011) den alinmig ve yanhzea dmeklendirilmistir.
(Duman ve Aydin 2011) de sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri igin 2.
baliimde yer alan teoremlerin, k.mertebeden lineer fark denklemlerine uygulamasi

yvapilimigtr.

xm+1) —apx(n) — ..—ap_x(in—k+1)=0n=0 (3.1)
k.mertebeden lineer fark denklemini ele alalim. (3.1) denklemi igin
x(n—k+1) =y (n),

x(n—k+2) = y,(m),

x(m) = yi(n),
0 1 0 0
y 1?3 0 0 1 .. 0
ve y(n) = Y2\ olsun. € = 5 : : “ ! Jolmak iizere (3.1)
: 0 0 0 w1
ye(m) g—1 Ag—z Qg—3 .. Qo
denklemini
yin+1) =Cy(n),n=0 3.2)

matris-vektér seklinde yazabiliriz.
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Boylece 2. béliimde (2.1) sisteminin Schur kararhlhifiun hassasiyeti lizerine
verilen sonuglar, kolaybkla (3.1) k.mertebeden sabit katsayilr lineer fark

denklemlerine uygulanabilir.

(3.1) denkleminin, yani (3.2) sisteminin pertiirbe sistemi ofan

z(n+1) = (C + D)z(n), (3.3)
0 0 0 .. 0
0 0 o .. 0
sistemini ele alalum. Burada D = : : i o dir.
0 0 0 . 0

dy-1 dg—z drz ... dy

d = (dg-1,dg-, ...,ds,dg)} ve By = {x = (x4, %3, ., ) |Hlxll <y} olmak

iizere B), kiilmesine n—boyutlu top denir (Roger and Charles, 1999).

Simdi sistem (3.2) i¢in teorem 2.6 min bir varyantin verelim.

Teorem 3.1. (3.2) sistemi Schur kararlh (€ kompanyan matrisiSchur kararli).

Egerd € By, ise pertiirbe edilmig (3.3) sistemi Schur kararlidir, burada y(£) =

’||C||2 +':ga — I} dir (Duman ve Aydin 2011).

Not 3.1. Dpertiirbe matrisi igin Schur kararlihi@m bir bolgesi olan B topu,1 boyutlu

iseBy ¢y bir aralik, 2 boyutlu ise B, ¢y bir disk ve 3 boyutlu ise By bir kiire olur.

Simdi sistem (3.2) icin teorem 2.8 in bir sonucu olan agaZidaki teoremi verelim.
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Teorem 3.2.(3.2) sistemiw’-Schur kararli (Ckompanyan matrisiew*~Schurkararli).

Eger &; = [IIC]? "I—%%L%{E?— Ol ve d = (dy-1,di—s, -, d1,dy) olmak lizere

d € Bg:, ise (3.3) pertiirbe sistemi de w*~Schur kararlidir (Duman ve Aydin 2011).

Ornek3.1. xp41 — L

x o
100" 1

> X L7 X n>0
10 M1 qpo R ’

(3.4)
fark denklemini ele alalim. € kompanyan matrisi i¢in, kolayca
w(C) = [|H| = 4.2824

oldugu hesaplanabilir. @(C) < co oldugundan (3.4) denklemi Schur kararldir.

w; = 15 ve w; = 60 olarak alaliu. Boylece

y = y(C) = 0.0997427

63, = 0.0721178,

83, = 0.0928954,

]

d= (dzfdl.ﬂ),

=lldll = d2 +df < y(O)=d] +di <y?,
o B, ={(dydy, 0)lld]l < 0.0997427 }

e Bs ={(dydy,0)llldll < 0.0721178},
e Bg ={(dsdy, 0llldll <0.0928954}.
hesaplanz,

e d=(0.06,0.06,0) € B, igin @(C + D) = 3.8128,
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s d=(0.040.040) & 85;1 icin, w(C -+ D) = 3.94439 < w; = 15

seklinde efde edilir. Béylece teorem 3.1 ve 3.2 nin saglandifr gosterilir.
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OZGECMIS

1978 wyihnda Aydin’da ailemin  tek cocufu olarak dinyaya geldim.Atatiirk
Iikokulundan sonra  Yenimahalle ortaokulu ve Nazilli lisesinde egitim
g6rdiim. Eskisehir Anadolu Universitesinden 1999 yilinda mezun olduktan sonva ayi
yil Matematik dgretmeni ofarak Milli Egitim Bakanh@mda gireve bagladun.Su anda
Ovgit  Terzibasioglu  Anadolu  lisesinde  Matematik — &fretmeni  olarak

calismaktayiun.Evli ve bir cocuk sahibiyim.
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