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DEGISMEZLIK ILKESI VE UYGULAMALARI

Al Yunus
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Danisman: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
Aralik 2016

Bu calismada; degismezlik ilkesinin degisik matematik sorularinin ¢oziimiinde nasil
uygulanabilecegi  gosterilmistir. Ayrica ulusal ve uluslararasi  matematik

olimpiyatlarinda degismezlik ilkesi ile ilgili ¢ikmig sorularin ¢éziimleri verilmistir.

Tezin matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grenciler ve bunlari c¢alistiracak

ogretmenler i¢in faydali olacag: diigiiniilmektedir.



ABSTRACT

THE INVARIANCE PRINCIPLE AND APPLICATIONS

AL, Yunus
Msc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
December 2016

In this thesis we show how to apply the invariance principle for solving various
mathematical problems. Furthermore we give the solution of the problems that taken

part in national and international mathematical olympiads by the way of the

invariance principle.

We hope that this thesis will be helpfull for high school students that take part in the

mathematical olympiads.
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BOLUM BIR
GIRIS

Degismezlik ilkesi konusunu se¢cmemizdeki gayemiz matematige merakli, lise
matematiginin bir adim ilerisine gegmek isteyen, kararli, sabirli ve 6zgiiven sahibi
Ogrencilere hayatin her sathasinda karsilastiklari problemlere elestirel ve farkli
acilardan yaklagabilme yetenegi kazandirmaktir.

Matematik calisan, matematikte belli bir seviyeye gelen bireylerin diger bilim
dallarindaki problemler karsisinda hizli anlama ve analitik diistinme kabiliyeti
kazandiklar bilinen bir gercektir. Isin mantigin1 en iyi sekilde kavramanin yolu bu
tip sorularla ugrasmaktan geger.

Degismezlik, matematigin tiim dallarinda; 6zellikle cebir ve topolojide en 6nemli
kavramlardan biridir, genelde matematiksel nesnelerin siniflandirilmast igin
kullanilir. Degismezlik ilkesi Ayrik Matematikte ve oOzellikle ortaokul ve lise
matematik olimpiyat problemlerinin ¢6ziimiinde uygulanmaktadir. Degismezlik
ilkesi birbirine benzer olmayan nesneleri veya durumlari ayirt etmek igin
kullanilmaktadir. Olimpiyat sorularinin ¢oziimiinde genelde su sekilde kullanilir;
karmasik bir siliregte degismeyen veya nasil degistigi takip edilebilen bir deger
bulunur ve bunun sayesinde siire¢ sonucunda elde edilemeyecek ve bazen
edilebilecek durumlar tespit edilir. Ornegin bir siire¢ boyunca bir deger 6 artabiliyor
veya 19 azalip 4 artabiliyorsa bu deger mod 3’te degismez. Bagka bir 6rnek vermek
gerekirse: bir toplamda, bir toplam sonucu 3 azaltip baska bir toplam sonucu 17
arttirtyorsa toplamin tek veya cift olma ozelligi degismez. Bir degerin nasil
degistiginin takip edilebilecegi bir ornekte su sekilde verilebilir; toplamlar1 T olan n
sayl uzerinde su sekilde islemler yapiliyor: her hamlede iki say1 silinip yerine
bunlarin toplamimin 2 eksigi yaziliyor. Bu siiregte her hamlede sayilarin adedi 1
azalir ve toplamlar1 da 2 azaliyor. Dolayisiyla n — 1 adim sonra tek bir say1 kalacak

ve bu say1 T — 2n + 2 olacaktir. Degismezlik ilkesinin daha etkin bir sekilde ve daha



karmagik durumlar i¢in gegerli olan uygulamalar1 bu tezin ileriki sayfalarinda yer
almaktadir.

Tezin birinci boliimiinde teklik ¢iftlik (mod 2) ile ilgili uygulamalara yer verilmistir.
Ikinci béliimde farkli modlar yardimiyla ¢oziilebilen sorular incelenmistir. Ugiincii
bolimde farkli degismezlik ilkesi teknikleri yardimiyla ¢oziilebilen sorulara yer
verilmis ve son boliimde ise Tirkiye’deki ulusal olimpiyatlarda ¢ikan degismezlik
ilkesinin uygulamalariyla ¢oziilebilen sorulara yer verilmistir.

Bu tezimizde farkli soru tiplerine yer vererek giizel bir kaynak olusturmaya ¢alistik.
Yaptigimiz bu ¢aligmanin ulusal ve uluslararasi yarigmalara katilan 6grencilerimiz

icin 1yi bir kaynak niteligi tasidigini diisiiniiyoruz.



BOLUM IKi
TEKLIK-CIFTLIK iLE ILGILI UYGULAMALAR (MOD 2)

Ornek 1:

13 ahirda 113 at varsa her bir ahirda ¢ift sayida at olabilir mi?

Coziim:
Ahirlardaki at sayilarini

.................

ile gosterelim.

ApFAp+AGH e +A;3=113
veriliyor.
Cift sayilarin toplaminin ¢ift olmasi gerekirken burada 13 tane ¢ift saymnin toplami
tek say1 olarak verilmis. Her bir ahirda ¢ift sayida at bulunamaz en az bir ahirda tek
sayida at bulunmalidir.

Degismeyen: Cift sayilarin toplamu cifttir.

Ornek 2:

2016 tane tamsayinin toplami tek sayidir. Bu sayilarin ¢carpimi tek olabilir mi?

Coziim:
Sayilarimizi

A3, ................82016
ile gosterelim.

taytazg+- - +ay016 = tek say1
olabilmesi i¢in toplanan sayilardaki tek sayilarin adedinin tek olmasi gerekir. Ama
elimizde cift sayida say1 var. Bu da sayilardan en az bir tanesinin ¢ift say1 oldugunu
gosterir. Sayilardan en az bir tanesi ¢ift olduguna gore bu sayilarin carpimi da gift

olur.



Degismeyen: Tek adette tek sayinin toplanu tektir.

Tamsayilarin ¢arpiminda sayilarin en az birisi ciftse sonug cifttir.

Ornek 3:
2017%2017 boyutlu bir satrang tahtasini 1x2 boyutlu dominolarla kaplamak miimkiin

mudur?

Coziim:

Satrang tahtasindaki birim kare sayisinin tek oldugu goriliir. Satrang tahtasini
kaplayacagimiz dominolarin her biri 2 birimkare yer kaplar. Yani her bir dominoyu
tahtaya yerlestirdigimizde kaplanan birim karelerin sayis1 ardisik ¢ift sayilar olarak
ilerler. Toplam birimkare sayisi tek olduguna goére her haliikarda bir birimkare yer
bosta kalir. Verilen satran¢ tahtasin1 1x2 boyutlu dominolarla kaplamak miimkiin
degildir.

Degismeyen: Cift sayilarin toplamu ¢ifttir.

Ornek 4:
100 liralik bir banknotu toplam 23 tane olmak tizere 1 liralik ve 5 liralik paralarla

bozdurmak miimkiin miidiir?

Coziim:

1 ve 5 tek sayilardir. O zaman soruyu su sekilde de ifade edebiliriz. 23 adet tek
saymnin toplam: 100 olabilir mi?

23 adet tek tamsayinin toplami yine tektir. Toplamin 100 olmasi miimkiin degildir.

Degismeyen: Tek adette tek saymin toplamu tektir.

Ornek 5:
Sayfa numaralar1 pozitif tamsayilar olan bir kitabin degisik yerlerinden 19 yaprak

yirtiliyor. Yirtilan yapraklardaki 38 sayfa numarasinin toplami 2016 olabilir mi?



Coziim:
Her yaprakta iki sayfa numarasi vardir ve bu sayilar ardisiktir. a € N olmak iizere
sayfa numaralar1 a ve a+1 dir. Her sayfadaki sayfa numaralarinin toplam
a+(a+1)=2a+1 olur buda tek sayidir. Elimizde 19 yaprak olduguna gore 19 tek sayi
var demektir.
Tek adette tek saymin toplami tek olacagindan toplamin 2016 olmasi miimkiin
degildir.
Degismeyen: Ardisik iki tamsayinin toplam tektir.

Tek adette tek sayinin toplam tektir.

Ornek 6:
Tahtaya 10 adedi O ve 9 adedi 1 olmak iizere 15 rakam yazilmistir. Her adimda iki
say1 silinerek bunlarin yerine sayilar ayniysa 0 ve sayilar farkliysa 1 yaziliyor. 18

adim sonra tahtada kalan son say1 kag¢ olur?

Coziim:

Tahtadaki sayilardaki degisimi bir tablo yardimiyla inceleyelim.

Degisim

Silinen Yeni
Sayilar Sayi| O 1

0,0 0O|-1|0
1,1 0 1| -2
0,1 1 |-1]0
1,0 1 |-1]0

Gorildigi gibi her hamlede 1’lerin adedindeki degisim sayist mod 2’de sifira
denktir. Diger bir ifadeyle 1’lerin adedi her hamlede ya sabit kalmakta ya da 2
azalmaktadir. 1’lerin adedi ilk durumda tek oldugu verilen hamlelerle bunu
stfirlamak miimkiin degildir. Tahtada kalan son say1 1 olur.

Degismeyen: Biri tek digeri ¢ift olan iki sayinin farki tektir.



Ornek 7:
Tahtaya 2017 tam say1 yazilmistir. Geriye kalan sayilarin toplami ¢ift say1 olacak
sekilde bu sayilardan birinin silinebilecegini kanitlaymiz. Tahtaya 2018 tam say1

yazilmis olsaydi ayn1 seyin dogru oldugu sdylenebilir miydi?

Coziim:

2017 saymin toplami tek say1 veya ¢ift say1 olabilir iki durumu da inceleyelim. Eger
toplamimiz ¢ift sayrysa 2017 adet sayinin igerisinde en az bir tane ¢ift say1 bulunur.
Bu cift sayiyr silersek geriye kalan sayilarin toplami yine gifttir. Eger 2017 adet
saymin toplami tekse, bu sayilardan en az biri tek sayidir. Bu tek sayiyr silersek
geriye kalan sayilarin toplami yine ¢ift olur.

Tahtaya yazilan say1 adedi 2018 ise aymi sey dogru olmayabilir. Ornegin sayilarin
hepsi tekse bu durumda sayilarin toplami gifttir ve i¢lerinden hangi sayiy1 silerseniz
silin geriye kalan sayilarin toplami ¢ift olmaz.

Degismeyen: Biri tek digeri cift olan iki sayinin fark tektir.

iki cift saymn farka cifttir.

Ornek 8:
Ogretmen simifta tahtaya 12 sayisim yaziyor. Sonra smiftaki 35 dgrencinin her
birinden sirayla tahtaya kalkarak bu sayiya 1 eklemesini veya 1 ¢ikarmasini istiyor.

Bu islemlerin sonunda tahtada yazan say1 0 olabilir mi?

Coziim:

[k durumda tahtadaki sayi cifttir. Birinci hamle sonunda ilk 6grenci 1 ekleme veya 1
¢ikarma hamlelerinden hangisini yaparsa yapsin tahtadaki sayi tek olur. ikinci hamle
sonunda tahtadaki saymmiz ¢ift say1 olur. Bu hamleler bu sekilde takip edilirse tek
sayilt hamlelerde tahtadaki sayi tek, cift sayidaki hamlelerde tahtadaki saymnin g¢ift
oldugu goriiliir. Smifta 35 6grencinin olmast 35 hamle anlamina gelir. Hamle sayisi
tek say1 olduguna gore tahtadaki sayinin bu hamleler sonucunda 0 olmast miimkiin
degildir.

Degismeyen: Ardisik iki tam sayidan biri ¢ift sayi, digeri tek sayidir.



Ornek 9:
Boylar1 birbirinden farkli 23 kisi yan yana sira olusturmustur. Her adimda aralarinda
bir kisi olan iki kisinin yer degistirmesiyle, bu kisileri boy sirasina dizmek her

durumda miimkiin miadir?

Coziim:

Boylar1 farkli 23 kisiye bastan baslayarak Ki,kpKs,...........k23 diye isimlendirelim.
Her adimda indis numarasi tek olan kisiye bu islemi uygularsak yer degistirme
sonucunda yine tek indis numarasi olan yere gelir. Ayni durum indis numarasi ¢ift
olan kisi i¢in de gegerlidir. En uzun kisinin indis numarasi ¢iftse ka¢ hamle yapilirsa
yapilsin en basa veya en sona gelmesi miimkiin degildir. Yani boylar1 farkli 23 kisiyi
tanimlanan hamleyi yaparak her durumda boy sirasina dizmemiz miimkiin degildir.

Degismeyen: Aralarinda bir tamsay1 bulunan iki tamsay ya cifttir ya da tektir.

Ornek 10:
Tahtaya 150 tane 0, 151 tane 1 ve 152 tane 2 yazilmistir. Her hamlede birbirinden

farkli iki say1 silinerek bunlarin yerine ii¢lincli say1 yaziliyor. 452 hamle sonunda

tahtada kalan son say1 kagtir?

Coziim:

Yapilan hamle sonucunda hangi sayilar silinirse silinsin olusan yeni durumda
tahtadaki say1 adetlerinin teklik, ¢iftlik durumlar1 degismez. Ikinci hamle olarak 3
¢esit durumdan hangisi tercih edilirse edilsin tahtadaki say1 adetlerinin teklik ¢iftlik

durumlar1 ayn sekilde degisir.

c = | > Sayilarin
© ©
cs |2 Adetleri
= ®© <
220 2 10%ar| 1'ler | 2'ler
f_EJ 0,1 2 |tek |cift |tek
o 0,2 1 |tek |cift |tek
| 1,2 0 [tek |[cift |tek
2. hamle cift |tek |cift
3. hamle tek |cift |tek




Yani tek hamlelerin sonucunda sayilarin durumlar ( tek, ¢ift, tek ) ve ¢ift hamlelerin
sonucunda ( ¢ift, tek, cift ) olur. 452 hamle sonunda tahtada yazan sayilardan sifirlar
ve ikiler ¢ift sayida ve birlerin adedinin ise tek sayida olmasi gerektigi goriiliir.
Bunun sonucunda da tahtada kalan son sayinin 1 olacagi gorliir.

Degismeyen: Ardisik iki tam sayidan biri cift sayi, digeri tek sayidir.

Ornek 11:
Bir ¢ember boyunca sira gozetmeksizin 0, 1, 2,......... ,13 sayilar1 yazilmistir. Her
hamlede iki komsu sayinin her birine ayn1 tam say1 eklenebilir. Sonlu hamle sonunda

biitiin sayilar 0 yapilabilir mi?

Coziim:

Sayilarin toplamindan hareket edelim. Tahtada ki sayilarin toplama;
O+1+2+......... +13=91

olur. Komsu iki sayiya ayni saymin eklenmesi demek toplama bir sayimin iki katini

eklemek demektir. Saymnm iki kat1 ¢ift oldugu icin toplamdaki degisimler cifttir. Tk

durumdaki sayimiz tek oldugundan ¢ift sayidaki degisimler sonucu 0 elde etmemiz

miimkiin degildir. Dolayisiyla ¢ember etrafindaki sayilarin hepsini sifir yapmak

miimkiin degildir.

Degismeyen: Bir tamsayinin iki kat1 ¢ifttir.

Biri tek digeri ¢ift olan iki saymn fark tektir.

Ornek 12:
12345678 sayisi ile baslayarak, her adimda her ikisi de sifirdan farkli komsu iki
rakamin degerleri birer azaltilarak yerleri kendi arasinda degistiriliyor. Bu sartlar

dogrultusunda elde edilen en kiicilik sayinin rakamlar1 toplami kagtir?

Coziim:

[k sayida rakamlar tek, cift, tek, ¢ift, tek, cift seklinde siralanmustir. Soruda verilen
islemler uygulandiginda ayni durumun korundugu goriiliir. Yani her islemden sonra
elde edilen alt1 basamakli saymin rakamlari tek, ¢ift, tek, cift, tek, cift seklinde

siralanir. Yani elde edebilecegimiz en kiigiik sayr 10101010 olabilir ve bu sayminda



rakamlar1 toplami 4°tiir. Simdi bu saymin elde edilebilecegi bir hamle siras1 verelim.
Sag bastaki ilk iki rakam arasinda 7 hamle, sagdan 3. ve 4. rakamlar arasinda 5
hamle, sag bastan 5. ve 6. rakamlara 3 hamle ve sagdan 7. ve 8. rakamlara 1 hamle
uygulandiginda aranan sayiy1 elde edebiliriz.

Degismeyen: Tek tamsaymin ardisigr c¢ift, cift tamsaymmin ardisigr tek tam

sayidir.

Ornek 13:
Bir kiipiin koselerine 3, 0, 5, 8, 5, 9, 1 ve 4 sayilar1 yazilmistir. Bir hamlede se¢ilmis
olan bir ayritin iki ucundaki sayilara ayni tam say1 ekleniyor. Sonlu hamle sonucunda

tiim koselerde 0 elde edilir mi?

Coziim:

[k durumda kiipiin koselerinde bulunan sayilarin toplama;
3+0+5+8+5+9+1+4=35

tek sayidir. Son durumda istenense bu sayilarin toplaminin 0 yani ¢ift say1 olmasidir.

Her hamlede bir sayinin herhangi bir ayritin iki ucuna eklenmesi sonucu bu

toplamdaki degisme ¢ift sayida olur ( bir sayiy1 iki defa eklemekle saymin iki katini

eklemek ayni seylerdir ). baslangigta sayilarin toplami tek oldugu i¢in ¢ift sayida

degisimler sonucu bu sayiy: sifir yapmamiz miimkiin degildir. Istenen durumu elde

etmek miimkiin degildir.

Degismeyen: Bir tamsaymnin iki kat1 cifttir.

Biri tek digeri cift olan iki saymmin farki tektir.

Ornek 14:
10 adasi olan bir iilkede adalar birbirlerine ve anakaraya kopriilerle baglidir.
Anakaradan 6 koprii ¢ikiyor. Bes adadan ikiser koprii ve dort adadan {iger koprii

c¢ikiyor. Bir adaya da bir koprii ile ulasilabiliyor. Bu durum miimkiin miidiir?



Coziim:
Her bir kopriiniin iki tane baglanti noktas: oldugundan n tane kopriiniin 2n tane
baglant1 noktas1 vardir. Yani baglanti noktalar1 sayis1 her zaman ¢ift olmalidir. Ama
sorudaki verilen baglant1 noktalar1 hesaplanirsa:

6+5-2+4-3+1 = 29
Baglant1 noktalarinin sayisinin tek oldugu goriiliir. Buda boyle bir durumun miimkiin
olmadigimin kanitidir.

Degismeyen: Bir tamsayinin iki kati her zaman cifttir.

Ornek 15:
Masanin istiindeki 9  bardak, hepsinin tabani altta olacak sekilde ( U )
yerlestirilmistir. Bir hamlede ayni anda 4 bardak ters ¢evriliyor. Sonlu hamle

sonunda tiim bardaklarin tabanlarinin tistte olmasi ( N ) saglanabilir mi?

Coziim:

Cevrilen 4 bardagin farkli durumlarini (mod2) de tek tek inceleyelim.

UUUU ——= NN NN tabani altta olan bardak sayisi1 4 azaldi.

Uuun ———> NNNU tabani altta olan bardak sayis1 2 azaldu.

UUNN ———> NN UU taban altta olan bardak sayis1 degismedi.

UNNnN ———= NUUU tabani altta olan bardak sayis1 2 artt1.

NNNN — > UU U U tabani altta olan bardak sayis1 4 artt1.

Yukaridaki sekillerde goriildiigli gibi biitin durumlarda tabani altta olan bardak
sayisindaki degisme sayisi (mod 2) de 0 (sifir)’ a denktir. Tabani altta olan bardak
sayis1 baglangicta tek say1 olarak verildiginden her degisimden sonra yine tek say1
olarak kalacak ve hicbir zaman sifir olamayacaktir. Istenen durumun
gerceklesmesinin miimkiin olmadig1 boylece goriilmiis olur.

Degismeyen: Biri tek biri cift olan iki tamsayinin farki her zaman tektir.

Ornek 16:
Tahtaya 1,2,3,...... ,4n-1 seklinde sayilar yazilmistir. Her adimda herhangi iki sayi
silinip, tahtaya bu iki sayimnin farki yaziliyor. 4n-2 adimdan sonra tahtada bir tek say1

kalacaktir. Bu sayimin ¢ift oldugunu gosteriniz.

10



Coziim:
Tahtaya yazilan sayilarin toplamimin ¢ift oldugu asagidaki toplam formiilii
yardimiyla goriiliir.

1+2434 oo v e +(4n-1) = 2n.(4n-1)
Tahtaya yazilmis olan herhangi iki say1 X ve y olsun. Bu iki saymin tiim sayilarin
toplamina etkisi ( Xx+Y ) kadardir. Bu sayilar silip yerlerine bu sayilarin farkini yani
( X-y ) yazdigimiz1 diistinelim. Bu durumda acaba tahtada yazan sayilarin toplaminda
ne gibi bir degisiklik olmus olabilir.
Bu toplamin:

(x+y)-(xy)=2y
kadar azaldigin1 gorebiliriz. 2y sayisi ¢ift say1 oldugundan toplamda her seferinde ¢ift
sayida bir degisim oldugu sdylenebilir. iki ¢ift say1yla yapilan toplama veya ¢ikarma
isleminde sonu¢ yine ¢ift say1 olacagindan tahtada yazan son say1 hi¢cbir zaman tek
say1 olamaz.

Degismeyen: Iki saymin toplamiyla farki mod 2’de denktir

Ornek 17:
Tavla zarimin iki kars1 yliziine birer, iki kars1 yiizline ikiser ve kalan iki kars1 yiize de
ticer nokta konulmustur. Bu zarlardan 8 tanesi kullanilarak 2x2x2 boyutlu bir kiip

elde edilmistir. Kiipiin yiizlerindeki nokta sayilar1 6 ardigik tam say1 olabilir mi?

Coziim:
1x1x1 boyutlu zarlar1 kullanarak 2x2x2 boyutlu bir kiip elde etmek istedigimizde 8
adet zara ihtiyacimiz olur ve bu zarlarin her biri 2x2x2 boyutlu kiipiin bir kdsesine
denk gelir. Koseye denk gelen bu zarlarin karsilikli yiizlerinden birer tanesi toplamda
li¢ yiizli disar1 bakar. Bu yiizlerdeki sayilarin toplami

1+2+3=6
olur. Toplamda sekiz adet zar oldugu i¢in tiim sayilarin toplami

86=48
olur ve bu say1 ¢ifttir. Alt1 tane ardisik tamsayinin toplami: n tamsay1 olmak iizere

n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+(n+4)+(n+5) = 6n+15
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oldugu goriiliir. Buda tek sayidir. Buradan 2x2x2 boyutlu kiipiin yiizlerinde yazan
sayilarin toplaminin 6 ardisik tamsayinin toplami olamayacagi goriiliir.
Degismeyen: Zarlar 2x2x2 boyutlu Kiip icinde nasil yerlestirilirse yerlestirilsin

her iki kars yiizden biri iceri, digeri disar1 bakar.

Ornek 18:

n kisinin katildig1 bir toplantida katilimcilardan her hangi biri tek sayida kisi ile
tokalagsmigsa, bu kisiye “tek kisi”, ¢ift sayida kisi ile tokalasmissa, bu kisiye “cift
kisi” diyelim. Her zaman “tek kisi”lerin sayisinin ¢ift oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Toplantidaki tek kisilerin sayisin1 T ile gosterelim. Baslangigta ( heniiz kimse
tokalagmadi ) tek kisilerin sayis1 O (sifir)’dir. Simdi her bir tokalasma sonrasindaki
olasi durumlari tek tek gdzden gecirelim.

Tokalasan kisiler tek kisi ise tokalastiktan sonra cift kisi olurlar. Yani tek kisilerin
sayis1 2 azalir. Tokalasan kisiler cift kisi ise tokalasma sonrasi tek kisi olurlar yani
tek kisilerin sayis1 2 artar. Tokalasan kisilerden biri tek kisi birisi c¢ift kisi ise
tokalagma sonrasi tek kisi olan ¢ift kisi ve ¢ift kisi olan tek kisi olur yani tek kisilerin
sayist degismez.

Gortldugu gibi tek kisilerin sayis1 2’ser artiyor, 2’ser azaliyor veya aynen kaliyor.
Yani mod2’de tek kisilerin sayis1t degismiyor. Baslangicta T=0 ¢ift say1 oldugundan
T her zaman ¢ift say1 olarak kalir.

Degismeyen: Iki cift saymin toplamn veya farki yine cift sayidir. Her tokalsma

iki kisi arasinda olur.

Ornek19:

Standart satrang tahtasinin herhangi bir satiri, siitunu veya 2x2 boyutlu bir karesi
seciliyor. Segilen bolgedeki her kare diger renge (siyahxbeyaz) boyaniyor. Bu islem
tekrarlanarak satrang tahtasi {izerinde sadece 1 (bir) tane siyah kare kalmasi

saglanabilir mi?
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Coziim:
Satrang tahtasi tizerinde soruda verilen hamleleri uygulamaya ¢alisalim. Herhangi bir
satir secip tiim haneleri kars1 renge boyayalim. Bu satirda islem oncesi siyah hane
sayisl X tane ise, siyahlar beyaza ve beyazlar siyaha doniiseceginden islem sonrasinda
bu satirdaki siyah hane sayis1 ( 8 — X ) tane olur. Toplam siyah hane sayisindaki
degisim:

(8—x)—x=2(4-x) (giftsayr)
olur. Herhangi bir siitun iizerinde islem yapildiginda da siyah kare sayisindaki
degisim ayni olur.

Islem 2x2 boyutlu bir kare iizerinde yapilsin. Bu karedeki siyah hane sayisi
islemden dnce y tane olsun. Islemden sonra siyah hane sayis1

(4-y)-y=2(2-y) (iftsay1)
olur. Buradan hangi hamle yapilirsa yapilsin siyah hane sayisindaki degisimin ¢ift
say1 kadar oldugu goriiliir. Baslangicta siyah kare sayisi 32 oldugundan ve her
adimda siyah kare sayisindaki degisim cift say1 kadar oldugu icin siyah kare sayisi
hep ¢ift kalacaktir. Siyah kare sayisinin 1 tane olmast higbir zaman miimkiin degildir.
Degismeyen: Bir tamsayinin iki kat1 her zaman cift sayidir.

Cift sayiyla cift saymin farki yine ¢ift sayidir.

Ornek 20:

Masa lizerinde b tane beyaz, s tane siyah ve k tane kirmizi bilye bulunsun. Ahmet bu
bilyelerle soyle bir oyun oynuyor. Her seferinde masanin {lizerinden iki farkli renkte
birer bilye alip onlarin yerine {iglincii renkte bir bilye birakiyor. b,k,s’nin hangi
degerleri igin Ahmet bu islemi sonlu adimda uygulayarak masada 1 adet top

birakabilir?

Coziim:

Beyaz, kirmizi ve siyah bilyelerin yapilan islemden sonraki sayilarmi b,k ile

gosterelim. Her adimda bilye sayilarinda birer adet degisme olacagindan islem

sonucu tek sayida olanlar ¢ift ve ¢ift sayida olanlar tek sayiya dontisiir.
k=b=s(mod?2)
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durumunda yani farkli renkteki bilye sayilarinin hepsi tekse veya hepsi ¢iftse yapilan
islemler sonucu masada bir bilye kalmast miimkiin olmaz.

k= b (mod 2) ve k s (mod 2)
durumunda yine ayni nedenle masa {izerinde tek bir beyaz bilye veya tek bir kirmizi
bilye kalamaz.
Islemler sonunda masa iizerinde tek bir bilye kalmasmi soyle saglayabiliriz. Tek
birakmak istedigimiz bilye kirmizi renk olsun. Her adimda bilye sayisinin bir
azaldig asikardir. Belli sayida hamle sonunda masada 3 adet bilye kalmis olsun
(bilyelerin hepsi ayni renk olmasin). Bu bilyelerin dagilimmin yukarida verilen
sartlardan dolay1

b=0,s=2vek=1
seklinde veya

b=2,s=0vek=1
seklinde olmasi1 gerektigini biliyoruz. Buradan birinci dagilimi incelersek dnce birer
tane siyah ve kirmizi bilye alinip onlarin yerine beyaz bilye koyulur. Sonra birer adet
beyaz ve siyah bilye alinarak onlarin yerine kirmizi bir bilye ilave edilir. Boylece
masada tek bir kirmizi bilye kalmis olur.
Ikinci dagilima bakilirsa burada da dnce birer adet beyaz ve kirmizi bilye almarak
onlarin yerine siyah bilye koyulur. Sonra siyah ve beyaz bilyeler alinarak yerlerine
kirmiz1 bilye koyulur. Boylece masada yine tek bir kirmizi bilye birakilmis olur.

Degismeyen: Ardisik iki tamsayidan birisi tek say1 ise digeri ¢ift sayidir.

Ornek 21:

8x8 boyutlu satrang tahtasinin her hanesine bir tam say1 yazilmistir. Her adimda 4x4
veya 3x3 boyutlu bir kare secilip, buradaki her sayiya 1 (bir) eklenebilir. Baslangig
durumu ne olursa olsun sonlu adimda biitiin sayilarin 2 ile boliindiigii bir durum elde

etmek mumkiin mudiir?

Coziim:
Ucgiincii ve altinci satirlar digindaki tiim sayilarm toplamini S ile gosterelim.(yani
elimizde 3 tane 2x8 tipinde dikdortgen seklinde parga var)

3%3 boyutlu bir kare nasil secilirse secilsin S toplami 6 artar.

14



4x4 boyutlu bir kare nasil secilirse segilsin S toplami 8 veya 12 artar.
Gorildiigi gibi S toplamindaki artis hangi islem yapilirsa yapilsin mod 2’de
degismiyor. O halde baslangicta S toplama;

S=1 (mod 2)
olacak sekilde secilirse yapilan islemler sonucu;

S=0 (mod 2)
durumu elde edilemez.

Degismeyen: Birisi tek digeri cift iki sayinin farki tek sayidir.

Ornek 22:

Bir sinifta tahtaya on tanesi O (sifir) ve dokuz tanesi 1 (bir) olmak iizere 19 rakam
yazilmistir. Her adimda tahtadan iki say1 silinerek, silinen sayilar ayniysa 0 (sifir),
farkliysa 1 (bir) yaziliyor. Bu islem 18 defa yapildiginda tahtada kalan son say1 kag

olur?

Coziim:
Her adimda ti¢ farkli durum ortaya ¢ikar. Bunlar;

(0,0) sayilari siliniyorsa 0 yazilir.

(0,1) sayilar siliniyorsa 1 yazilir.

(1,1) sayilar siliniyorsa 0 yazilir.
Birinci durumda tahtadaki sayilarin toplami degismez. Ikinci durumda tahtadaki
sayilarm toplami degismez. Ugiincii durumda ise tahtadaki sayilarin toplami 2 azalur.
Buna gore her durumda toplam mod 2’de degismez. Baslangicta 9=1 (mod 2)
oldugundan tahtada kalan son say1 1 olabilir.

Degismeyen: Birisi tek digeri ¢ift iki saymnin farki tek sayidir.

Ornek 23:
1,23, e ,13 sayilar1 yan yana tahtaya yaziliyor. Sonra &grencilerden bu
sayilarin aralaria (0nlerine) + ve — (art1 ve eksi) sembollerini rastgele yerlestirmeleri

isteniyor. Elde edilen yeni say1 dizisinin toplami1 O (sifir) olabilir mi?
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Coziim:
Bu sayilarin toplaminin

14243+ - - v o - +13 = 91 tek say1 oldugu gériiliir. Oniine — (eksi) gelen
sayiin iki kat1 toplamdan ¢ikarilmis olur. Sayinin iki kat1 her zaman ¢ift oldugundan

tek — ¢ift = tek
durumu karsimiza g¢ikar. Tek sayidan ¢ift sayilar cikartarak cift sayiya yani sifira
ulagsmamiz miimkiin degildir.
Degismeyen: Birisi tek digeri cift iki sayinin farki tek sayidir.

Bir tamsaymm iki kati ¢ift sayidir

Ornek 24:
20 sepet bir ¢ember tlizerine yerlestirilmistir. 65 elmay1 birbirine komsu olan her iki
sepetteki elma sayilar1 arasindaki fark bir olacak sekilde sepetlere yerlestirmek

miumkin mudiir?

Coziim:
Komsu sepetlerdeki elma sayilarmin arasindaki farkin 1 (bir) olabilmesi igin
sepetlerdeki elma sayilarin ardisik olmasi gerekir. Yani bir sepette tek sayida elma
varsa hemen yanindaki sepette cift sayida elma olmalidir. Bu sekilde devam edilirse
sepetlerin 10 tanesinde ¢ift sayida elma, 10 tanesinde ise tek sayida elma oldugu
goriiliir. Sepetlerdeki elma sayilar1 toplami

10-( tek + ¢ift ) = ¢ift
olmas1 gerekir. Ama bize verilen toplam elma sayisi tek oldugu i¢in bdyle bir
yerlestirmenin imkansiz oldugu sdylenebilir.

Degismeyen: Birisi tek digeri ¢ift iki saymin ¢carpim ¢ift sayidir.

Ornek 25:
Tahtaya 1,234 .......... ,2017,2018 sayilart yazilmistir. Her hamlede iki say1
silinerek bu sayilarin yerine farklarinin mutlak degeri yaziliyor. Belli sayida

hamleden sonra tahtada kalan say1 0 (sifir) olabilir mi?
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Coziim:
Alman iki saymin farkinin mutlak degeri i¢in asagidaki durumlar elde edilir.

| tek — gift | = tek

| cift — gift | = cift

| tek — tek | = ift
Bu durumlar incelenirse tek sayilarin adedi degismiyor ya da iki adet azaliyor.
Verilen ardisik say1 dizisinin elemanlarindan 2009 tanesi tek sayi, 2009 tanesi ise ¢ift
sayidir. 2009 sayisini ikiser ikiser azaltarak O (sifir)’a ulasmamiz miimkiin degildir.

Degismeyen: Birisi tek digeri ¢ift iki saymnin farki tek sayidir.

Ornek 26:
Bir kaplumbaga diiz bir zeminde sabit hizla dogrusal olarak yiiriiyor. Her 15
dakikada bir 90° doniiyor. Kaplumbaganin sadece tam say1 saatlerde baslangic

noktasina donebilecegini kanitlayiniz.

Coziim:
Kaplumbaga 15 dakikalik siireler boyunca dogu, bati, kuzey, giliney yoOnlerde
yiirliyor. Bu yonler boyunca ilerledigi 15’er dakikalik siirelerin sayilarina sirastyla X,
y, a ve b diyelim. Doguya gittigi siirelerin sayisiyla batiya gittigi siirelerin sayilari
esit Ve ayn1 zamanda kuzeye gittigi siirelerin sayisiyla glineye gittigi 15’er dakikalik
stirelerin say1s1 esittir. Yani;

Xx=y ve a=b dir
Buradan

X +y+a+b toplaminin ¢ift say1 oldugu goriiliir.
Kaplumbaga her 15 dakikada bir 90° déndiigii igin 15 dakika dogu veya batiya
gidiyorsa sonraki 15 dakika kuzey veya giiney yoniinde gitmek zorundadir. Bu
durumda x +y + a + b toplaminin ¢ift oldugu da géz oniine alinarak;

X+y=a+hb
oldugu goriiliir. Bu da bizi

Xx=y=a=hb
esitligine gotiiriir. Dolayisiyla kaplumbaganin toplam aldig1 yolun siiresinin

X+y+a+b=4x
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tane 15 dakika oldugu goriiliir. Bu da;
4x-15dk = x tane saat demektir.

Degismeyen: Birisi tek digeri cift iki sayinin carpim cift sayidir.

Ornek 27:
1,2,3, ......... ,n sayilarin1 a3,828s, ... ...........ap dizisinin permutasyonlarindan
herhangi birine kodlanmis olsun. n tekse,

T=(ai—1)(a,—2)...... (ap—n)

carpiminin ¢ift say1 oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:
T’nin tek say1 oldugunu kabul edelim. O zaman a,-n (n=1,23,...... k) farklarinin
her birinin tek say1 olmasi gerekir. n tek say1 oldugundan

(a—1)+(@—2)+ - +(a—n)

(agtag+ - +an)—(1+2+----- - +n ) = 0 oldugu goriiliir. Bu da ¢ift
sayidir. Bu celiski bize ¢arpimin ¢ift say1 oldugunu kanitlar.
Degismeyen: Tek adette tek sayinin toplami tek sayidir.

Ornek 28:
Standart satrang tahtasi tizerinde herhangi bir hanedeki at sonlu sayida adimdan sonra
baslangi¢ hanesine geri donebilmesi i¢in ¢ift sayida hamle yapmasi gerektigini

gosteriniz. ( At her hamlede standart hareketini yapmaktadir.)

Coziim:

At satrang tahtasinda beyaz hanede olsun. Standart hamlesini yapinca siyah haneye
bir hamle daha yapinca beyaz haneye ulagir. Aynmi sekilde at baslangigta siyah
hanedeyse bir hamle sonunda beyaz haneye sonraki hamledeyse siyah haneye ulagir.
Yani atin bulundugu hanenin renginde bir haneye ulasabilmesi i¢in her zaman c¢ift
sayida hamle yapmasi gerekKir.

Degismeyen: Cift sayillarin toplamu cifttir.
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BOLUM UC
FARKLI MOD DEGERLERI iLE iLGILIi UYGULAMALAR

Ornek 29:

Bir fanusta 13 tane bakteri vardir. Kavanozdaki bakteriler bir bakterinin dort parcaya
ayrilmas1 yontemiyle cogalmaktadirlar. Belli bir siirenin sonunda kavanozda 2017

tane bakteri olabilir mi?(mod 3)

Coziim:
Bakterilerin ¢ogalma sekline bakarsak her hamlede bakteri sayisinin 3 arttigini
goriiriiz. Bu da bize kavanozdaki bakteri sayisinin mod 3’te degismedigini gosterir.
Baslangictaki bakteri sayisinin;

13=1 (mod 3)
oldugu biliniyor. Son durumdaki bakteri sayisi ise;

2017 =1 (mod 3)

oldugundan fanusta 2017 bakterinin bulundugu bir durum olabilir.

Ornek 30:

Ug farkli kutunun iginde sirastyla 17, 19 ve 21 adet top vardir. Omer her hamlesinde
iki kutu secip bu kutulardan birer top alip, bu iki topu se¢cmedigi diger kutuya
koyuyor. Sonlu hamlede Omer’in tiim toplar1 tek bir kutuya toplamasi miimkiin

miidiir?(mod 3)

Coziim:

Genel bir ¢oziim yapmaya calisalim. Kutulardaki toplarin sayist ( X, y, z ) olsun.
Omer ilk iki kutuyu segerek verilen islemi uygularsa kutudaki toplarin sayist (X - 1,
y -1,z + 2) seklinde olur. Son durumda kutulardaki top sayilarmin farki mod 3’te

incelenirse;
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X—Yy=1(mod 3)

y—2z=1(mod 3)

Z—x=1 (mod 3)
oldugu goriliir. Yani mod 3’te kutulardaki bilye sayilarinin farklar1 1°e esittir. Fakat
olmasi istenen durumda iki kutudaki bilye sayilarinin farkinin 0 olmasi isteniyor. Bu

da istenen durumun gergeklesmesinin imkansiz oldugunu gosterir.

Ornek 31:
Sayfa numaralart 1,2,3,........... ,n seklinde numaralandirilan bir kitabin degisik
yerlerinden 19 yaprak yirtiliyor. Yirtilan yapraklardaki 38 sayfanin sayfa numaralar

toplami1 2017 olabilir mi?(mod 4)

Coziim:
keN olmak iizere kitaptaki sayfa numaralarini 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, 4k + 4 seklinde
ifade edilebilir. Bu sayfa numaralart i¢in;

4k +1+4k+2= 4k+ 3 +4k+4 =3 (mod4)
oldugu goriiliir. Yani her yapraktaki sayfa numaralarinin toplami mod 4’te esit ve
3’tiir. 19 yapraktaki sayfa numaralarinin toplama;

19-3=3 (mod 4)
olmasi gerekir. Ama verilen sayfa numaralarinin toplama;

2017 =1 (mod 4)

oldugundan 2017 olamaz.

Ornek 32:
Bir kapta 2017 tane bakteri vardir. Her hamlede 25 bakteri 6lityor ve dlenlerin yerine
bir bakteri {irliyor veya 1 bakteri 6liilyor ve onun yerine 13 bakteri olusuyor. Kaptaki

bakteri sayisi en az kag olabilir? (mod 4)

Coziim:
Birinci durumu gdz dniine alirsak kaptaki bakteri sayis1 24 azaliyor. Ikinci durumu
g6z Oniline alirsak bakteri sayis1 12 artiyor. Her iki durumda da bakteri sayisindaki

degisimin (mod 4)’te ayni oldugu goriiliir.
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24 = 12 = 0 (mod 4)

2017 = 1 (mod 4)
oldugundan kaptaki bakteri sayis1 keZ" olmak iizere 4k + 1 formundadir. Buradan
da mod 4’teki degismeler sonucu kaptaki bakteri sayist en az 1 olabilir. Birinci

durum 84 kez art arda tekrarlarsa kapta sonugta 1 bilye kalir.

Ornek 33:
Evinde 2017 tane cevizi olan Ahmet Bey kendisini ziyarete gelen ¢ocuklara her
seferinde 18 ceviz veya 33 ceviz veriyor. Ahmet bey evindeki ceviz sayisini en az

kaga diistirebilir?(mod 3)

Coziim:
Ahmet Bey’in her seferinde ¢ocuklara verdigi ceviz miktarlar1 3’{in katidir.
18 =33 =0 (mod 3)
2017 =1 (mod 3)
oldugundan Ahmet Bey’in elinde kalan ceviz miktar1 en az 1 olabilir. Bu olay su
sekilde gerceklesebilir. Ahmet Bey eve gelen 30 ¢ocuga 33’er ceviz, 2 ¢ocuga da

18’er ceviz verirse elinde 1 ceviz kalmis olur.

Ornek 34:

Bir ¢ember iizerinde esit araliklarla 2016 nokta alinarak bu noktalar saat yoniinde
sirastyla 1,2,34.......... ,2016 seklinde numaralandirilmistir. 2 noktasinda bulunan
ve her sigrayista 3 aralik (2,5,8,... gibi) ilerleyen bir ¢ekirgenin 2016 sayisinin

bulundugu noktaya ulasmas1 miimkiin midiir? (mod 3)

Coziim:

Cekirgenin zipladigi noktalar keN olmak iizere 3k + 2 formundadir. Bagka bir

ifadeyle ¢ekirgenin zipladigi noktalarin numaralar:t mod 3’te 2’ye denktir. Fakat;
2016 =0 (mod 3)

oldugundan ¢ekirge 2016 sayisinin bulundugu noktaya ulasamaz.
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Ornek 35:
Selma elindeki kagit parcasini ilk hamlede 5 veya 13 parcaya ayiriyor. Sonra bu
parcalardan her birini tekrar 5 veya 13 pargaya ayiriyor. Sonlu hamle sonunda elde

edilen kagit pargasi sayis1 2019 olabilir mi? (mod 4)

Coziim:
Her hamlede kagit pargalarinin sayist 4 veya 12 adet artiyor. Yani kagit parcalarinin
sayisindaki degisim mod 4’te aynidir. Baslangicta 1 parca kagit vardi.
1 =1 (mod 4)
Belli bir hamle sayisindan sonra ise;
2019 =3 (mod 4)

oldugundan kagit pargalarinin sayisinin 2019 olmas1 miimkiin degildir.

Ornek 36:
S(n); n pozitif tam sayisinin rakamlari toplami olmak {izere,
n + S(n) + S(S(n)) = 2017

denklemini saglayan kag farkli n pozitif tam sayis1 vardir? (mod 3)

Coziim:

S(n); n pozitif tam sayisinin rakamlari toplami olmak iizere;
n=S(n) = S(S(n)) (mod 3)

oldugundan
n + S(n) + S(S(n)) =0 (mod 3)

olmalidir. Fakat
2017 =1 (mod 3)

oldugundan bu denklemin ¢6ziimii yoktur.
Ornek 37:

A = {3,4,5,6,7,8} kiimesinin elemanlar1 kullanilarak yazilabilen rakamlar1 farkli 6

basamakli sayilarin kag tanesi bir dogal sayinin karesidir? (mod 9)

22



Coziim:
Bir sayimin karesinin mod 9’daki degeri 0, 1, 4, 7, 8 sayilarindan biridir. Yani,
x*=0,1,4,7,8 (mod 9)
seklinde yazilabilir. A kiimesinin elemanlar1 kullanilarak yazilan 6 basamakl
rakamlar1 farkli say1 K olsun. K sayisinin rakamlari toplami;
3+4+5+6+7+8 = 6 (mod 9)

oldugundan bu K sayis1 herhangi bir sayinin karesi olamaz.

Ornek 38:

1’den 2n’ye kadar olan tiim sayilar herhangi bir sira gézetilmeksizin bir satira
yazilmistir. Her sayiya, bulundugu yerin sira numarasini ekleyelim. Bu ekleme
islemleri sonucu, 2n’e boliindiigiinde ayni1 kalant veren en az iki saymin

bulundugunu kanitlaymiz.(mod 2n)

Coziim:

1’den 2n’ye kadar olan sayilari
ai,a,a3, ......... A2

seklinde yazalim. Her sayiya bulundugu yerin sira numarasi eklendiginde elde edilen
ar+l ,a+2, ast+3, ........., axt2n

sayilar1 2n’ye boliindliglinde farkli kalanlar1 veriyorsa, bu kalanlar sira

gbzetmeksizin;

dir. O halde
agtl+a+2+- - + axt2n = 0+1+2+ - - - - +2n-1 (mod 2n)

olmalidir.

oldugundan
2:-(1+2+- - - - - +2n) = 0+1+2+- - - - - +2n-1 (mod 2n)
veya
2-:2n(2n+1) _ (2n-1)2n
2

(mod 2n)

buradan
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0=-n (mod 2n)
elde edilir. Bu celiski a;+1 ,a,+2, az+3, ........., ax+*2n sayilarindan, 2n’ye

boliindiiglinde ayn1 kalani veren ikisinin bulundugunu kanatlar.

Ornek39:
Baslangicta bos olan bir odaya her bir dakikada bir kisi giriyor veya odadan iki kisi
ayriliyor. 32017 dakikanmn sonunda odada 3?°*+2 kisinin olmasi miimkiin miidiir?

(mod 3)

Coziim:
Odada n kisinin bulundugu bir durumu goz 6niine alalim. Bir dakika sonra odada n
+ 1 yadan—2 kisi olur. Bu iki durumdaki kisi sayilari arasindaki fark
n+1—(n-2)=3"tir.
Toplamda gegen iki dakikalik siireden sonra ise odadaki kisi sayilari,
n-1,n+2,n-4
degerlerinden biri olur. n + 1 degerini de goz Oniine alirsak bu dort farkli degerden
herhangi ikisinin farki 3’ilin katidir. Bu sekilde devam edildigi takdirde herhangi bir t
zamanda odada bulunabilecek kisi sayilarinin herhangi ikisinin farki yine 3’{in kati
olur.
Odaya her bir dakika icin bir kisi girdigini diisiinelim. 3°**” dakika sonunda odada
3?7 kisi bulunur. Su anda odadaki insan sayist 3’lin katidir. Odaya girme degil de
¢tkma olmas1 durumunda 1 kisi odaya girmeyecek 2 kiside ¢ikacagi icin kayip 3 kisi
olacaktir. k dakika sonra odadaki kisi sayist 3" - 3k formunda olacaktir. bu da
odadaki kisi sayisinin 3’iin kat1 olmasi demektir.
3216 + 2 =2 (mod 3)

oldugundan odada higbir zaman 3?°*® + 2 kisi bulunamaz.

Ornek 40:

Bir iilkede 13 banka vardir. Ulkedeki demokratiklesme siireci sonunda yeni bankalar
acilmak istendi. Kanunlar ise yeni bankalarin sadece mevcut olan bir bankanin 4
bankaya béliinmesiyle olusabilecegini éngoriiyor. iki sene sonunda iilkedeki banka

sayis1 2018 olabilir mi?(mod 3)
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Coziim:
Her bir banka 4 bankaya boliindiigiinde banka sayisindaki artis 3 adet olur, yani
banka sayisindaki artis mod 3’te degismez.

I13=1(mod3)ve

2018=2(mod 3)

oldugundan banka sayisinin 2018 olmasi1 miimkiin degildir.

Ornek 41:

8x8 boyutlu satrang tahtasinin her hanesine bir tam say1 yazilmistir. Her adimda 3x3
veya 4x4 boyutlu bir kare se¢ilip, buradaki her sayiya 1 (bir) eklenebilir. Baslangi¢
durumu ne olursa olsun sonlu adimda biitiin saylarin 3 ile boliindiigii bir durum elde

etmek miimkiin miidiir? (mod 3)

Coziim:
Doérdiincli ve sekizinci satirlar disindaki tiim 1x1 boyutlu karelerdeki sayilarin
toplammi1 T ile gosterelim. Soruda verilen iglem 3x3 boyutlu bir kare iizerinde
uygulandiginda T toplam1 6 veya 9 artar. Ayni islem 4x4 boyutlu bir kare tizerinde
uygulandiginda T toplam1 12 artar. O halde baslangicta

T #0 (mod 3)

alinirsa yapilan islemler sonucunda biitiin sayilarin 3’e boliinmesi saglanamaz.

Ornek 42:
Matematik Ogretmeni Yunus Bey sinifta tahtaya dort basamakli 1236 sayisini
yaziyor. Sonra sinifa bu sayi lizerinde asagida yazan sekilde degisiklik yapmalarim
istiyor.

9’dan farkli olan iki komsu rakamin her birine bir eklenebilir.

0’ dan farkli olan iki komsu rakamin her birinden bir ¢ikarilabilir.
Bu islemler sonucu 2015, 2016, 2017, 2018 sayilarindan hangileri elde edilebilir?
(mod 11)

Coziim:
Yapilan her islem sonucunda 11,110,1100 sayilarindan biri sayimiza ekleniyor veya

¢ikartiliyor. Buradan sayimnin degerinin mod 11’de degismedigi gortliir.
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2015 # 1236, 2016 51236, 2018 =/1236
oldugundan bu islemler sonucu 2015, 2016, 2018 sayilar1 elde edilemez. 2017
sayisinin elde edilebilecegini gosterelim. Once yiizler ve binler basamagimdaki
sayilara bir eklenerek 2336 sayisi elde edilir. Sonra onlar ve yiizler basamagindaki
sayilardan art arda {i¢ defa bir ¢ikarilarak 2006 sayisina ulasilir. Son olarak birler ve

onlar basamagindaki sayilara bir eklenerek 2017 sayisi elde edilmis olur.

Ornek 43:

Bir ¢cember {izerinde esit araliklarla n tane nokta isaretlenerek bu noktalarin her
birine bir delik ac¢iliyor ve deliklere birer adet misket birakiliyor. Her bir adimda
herhangi 2 misketi alip, ayn1 anda farkli yonlerde bir delik sonrasina koyuyoruz.

Hangi n degerleri i¢in tiim misketleri bir delikte toplayabiliriz?

Coziim:

Xj ile i. delikteki topu gosterelim.
S= Z ixl-
ifadesi hi¢bir zaman (mod n)’de degismez. Gergektende islemi bir kez

uyguladigimizda S toplamui i¢in ii¢ durum ortaya ¢ikar. S toplam1 degismez, S toplami

n artar veya S toplami n azalir. Yani S toplam1 (mod n)’de degismez.

Soruda istenen durumun gergeklestigini varsayalim. En sonunda n top da bir delikte

toplanir ve S =n'k (ke {1, 2,....,m}) olur. S degerleri (mod n) degismediginden

Zi=@50 (mod n)

1

olur. n ve n + 1 sayilar1 aralarinda asal oldugundan bu denkligin ger¢eklesmesi igin

n sayist tek say1 olmalidir.

Ornek 44:
227 sayisimin ilk rakamini silip bunu geriye kalan sayiya ekliyor ve bu islemi 10
basamakli bir sayr elde edene kadar tekrarliyoruz. Son saymin en az iki

basamagindaki rakamlarin ayni oldugunu ispatlayiniz. (mod 9)
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Coziim:
Bir saymin ilk basamag silinip bu say1 geride kalan sayiya eklendiginde sayinin
degeri mod 9°da degismez. Ilk saymnin mod 9°daki degerini bulalim.
2199 = (2%)%2 2 =2 (mod9)’dur.
O halde elde edilen 10 basamakli a sayisi i¢in
a=2 (mod9)
olmak zorundadir.
a nin tim basamaklar1 birbirinden farkli olsaydi
a=0+1+2+3+.....iinil. +9 =45 =0 (mod9)

olacakti. Dolayisiyla boyle bir durum miimkiin olamaz.

Ornek 45:

Ug basamakli bir abc sayismin birler ve yiizler basamag yer degistirilerek cba sayisi
elde ediliyor. Bu iki saymin farkinin mutlak degeri alinarak yeni bir bir say1 elde
ediliyor. Elde edilen yeni say1 iic basamakli ise bu islem say1 {izerinde uygulanmaya
devam ediyor. Boyle devam edilirse mutlaka 99’a veya 0’a ulasabilecegimizi

kanitlayiniz. (mod9)

Coziim:

abc = cba (mod9)
oldugundan bu iki saymin farkinin mutlak degeri 0 olabilir. (rakamlar ayni ise) 0
degilse de yeni elde edilen say1 9 ile tam boliiniir ve onlar basamagi 9 olur. Yani yeni

elde edilen say1y1 a;b1C; ile gosterirsek, bu say1

a1bicy = {99,198,297,............ 990}

sayilarindan birine esittir.
aibicy =990

alinirsa soruda verilen islem uygulandiginda asagidaki sayi dizisi elde edilir.
891,693,297,495,99

Eger a;biCy sayisi
198,297,........... 891

sayilarindan biri olursa o zaman yukaridaki say1 dizisinin bir alt dizisini elde ederiz.
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Ornek 46:
1’den 1000000’a kadar her sayinin basamaklari toplamini alalim; sonra elde edilen
her sayiin basamaklar1 toplamini alalim vs., 1000000 tane bir basamakli say1 elde

edilene kadar. Bu sayilar arasinda 1’ler mi, yoksa 2’ler mi daha ¢oktur?(mod 9)

Coziim:

s(@), a sayisinin basamaklari toplamini gostermek iizere a = s(a) (mod 9)
oldugundan, islemler sonucu sayilar 9 modunda degismeyecek, dolayisiyla son elde
edilen sayilar arasindaki 1’lerin sayisi, 1’den 1000000°a kadar, mod 9’da 1’e esit
olan sayilarin sayisina, 2’lerin sayisi da mod 9’da 2’ye esit olan sayilarin sayisina

esittir. Birincilerin sayist ikincilerden 1 fazla oldugundan 1’lerin sayis1 da 1 fazladir.

Ornek 47:

Masa lizerinde b tane beyaz, s tane siyah ve k tane kirmizi bilye bulunsun. Ahmet bu
bilyelerle soyle bir oyun oynuyor. Her seferinde masanin iizerinden iki farkli renkte
birer bilye alip onlarin yerine ii¢lincii renkte iki bilye birakiyor. Ahmet bu islem

sonucunda b,k,s nin hangi degerleri i¢in masada tek renk bilye birakabilir?

Coziim:
Beyaz, siyah ve kirmizi bilyelerin sayilar1 b,s ve k olmak {izere oyunun ilk
hamlesinden sonra masa iizerindeki bilye sayilar1 agagidaki iic durumdan biri olur.
(b+2,5s-1,k-1)
(b-1,s+2,k-1)
(b-1,5s-1,k+2)
Bu durumlarin iiclinde de asagida goriilecegi gibi b ve s sayilar1 mod3’te aym
degisime ugruyorlar.
(b+2)-b=(s-1)-s (mod3)
(b-1)-b=(s+2)-s (mod3)
(b-1)-b=(s-1)-s (mod3)
Ayni durum b ile k ve s ile k i¢inde gegerlidir. Bu islemler sonucunda b =s =0
olmasi isteniyorsa en basta b = s ( mod 3) olmasi gerekirdi. Baslangigta verilen b, k

ve s sayilart mod 3’te birbirinden farkli iseler yapilan islemler sonucu tiim bilyelerin
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ayni renkten olmasimi saglamak miimkiin degildir. Masada tek renk bilye kalan
durumlarn su sekilde gosterebiliriz;
b=s(mod 3)

olsun. (b =k ( mod 3) ve k =s ( mod 3) durumlar1 da benzer sekilde gosterilebilir.)
b = s ise, her hamlede siyah ve beyaz bilye alip yerlerine iki kirmizi bilye birakarak
bilyelerin hepsinin kirmizi renkte olmasi saglanabilir. b < s ise, (b =s ( mod 3) sart1
unutulmamali) alinan bilyelerden birinin siyah olmasma dikkat ederek, siyah
bilyelerin azalmas1 ve beyaz bilyelerin artmasi sonucunda siyah ve beyaz bilyelerin
sayisi esitlenebilir. Boylece yukarida verilen b = s durumuna ulasilmis olur. b < s ve
k =0 durumunda ise siyahlar her adimda azalirken beyazlarin sayisinda gegici olarak
artmalar gozlenebilir. b > s durumunda ise b < s durumunda beyaz ve siyah bilyeler
icin yapilan iglemler, siyah ve beyaz bilyelere uygulanarak masada kirmizi bilyelerin

kalmasi saglanabilir.

Ornek 48:
1,0,1,0,1,0,3,5,0,9, .... dizisinde 7.’den baglayarak her terim bundan 6nce gelen
son 6 terimin toplaminin 10’a bdliindiiglinde elde edilen kalana esittir. Bu dizide

e 0,1,0, 1,0, 1,..... alt dizisine rastlanmayacagini kanitlaymiz.

Coziim:

Her X1, X2, X3, X4, X5, Xg altilisina:

F(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = 2X1+4X2+6X3+8%4+2x% (Mod 10)
sayisini karsilik getirelim. Bu bizim degismezimizdir.

X7 = Xy + X+ X3+ Xq + X5+ Xg (Mod 10) ise

F( X2, X3, X4, X5, Xg, X7) = F(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = 2Xp+4X3+6X4+8Xs5+2(X1 + Xp +
X3+ X4+ X5+ Xg) — (2X1+4X2+6X3+8X4+2X%6) = 0 (mod 10)
oldugundan dizide art arda gelen herhangi Xi, X2, X3, Xa, X5, X sayilar1 alindiginda
F(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) sayist 10 modunda hep ayni olacaktir.

F(1,0,1,0,1,0)=8# 4=F(0, 1,0, 1,0, 1) (mod 10)

oldugundan 0, 1, 0, 1, 0, 1 alt dizisine rastlanmaz.
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Ornek 49:

Elemanlar1 bilyelerden olusan birka¢ kiime verilsin. Her adimda bu kiimelerden
eleman sayisi en az 3 olan birini alarak ona soyle bir islem uygulayalim. Secilen
kiimeden bir bilye ayirarak geriye kalan bilyeleri iki gruba ayiralim. ( Bu iki kiime
bos olmasin fakat ayni sayida bilye icermek zorunda degiller.) Baslangigta 2018
bilye iceren tek kiime verilmisse, belli sayida adim sonra 3 bilye igeren kiimeler elde

etmek miimkiin miidiir? (mod 3)

Coziim:
n. adimdan sonra bdyle bir duruma ulasabildigimizi varsayalim. Her adimda bilye
sayist 1 azaldigindan n adimda bilye sayist n kadar azalir ve elde edilen k adet
kiimenin hepsinde 3’er bilye kaldig1 diisiiniiliirse bu durum su sekilde ifade edilebilir;
2018 —n=3k=0 (mod 3)
buradan
n=2 (mod 3)
olmas1 gerektigi goriiliir. O zaman m pozitif tamsay1 olmak iizere n = 3m - 1 seklinde
yazilabilir. Her adimda kiime sayis1 1 arttigina goére n adimda n + 1 = 3m kiime
bulunur.
n. adimda elimizde bulunan kiimelerdeki bilye sayisini su sekilde bir
denklemle ifade edebiliriz;
3(3m) =2018 - 3m - 1)
bu islem devam ettirilirse;
m = (2017/12) ¢ Z bulunur. Bu g¢eliskide bize bdyle bir durumun miimkiin

olmadigini gosterir.

Ornek 50:

Ocak 2016’da 1 madalya alan Ipek’in basarilarmm takip eden bir gazeteci Subat
aymdan baslayarak her ay, bir dnceki aya gore 1 fazla ya da 2 eksik tane madalya
aldigmi farketti ve 2016 yili boyunca toplam 55 madalya aldigim1 iddaa etti.

Degismezlik konusunda ders alan ipek gazeteciye de ayni dersi almasim tavsiye etti.

Neden?
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Coziim:
Ipek’in her ayin sonunda sene basindan itibaren aldig1 madalyalarin toplam sayismin
mod 3’teki degisimi incelenirse yil sonunda almasi gereken madalya sayisinin mod
3’te sifir olmasi gerektigi goriiliir.

55=1 (mod 3)

oldugundan bu sartlarda toplam madalya sayisinin 55 olamayacagi goriiliir.

Ornek 51:

1 veya -1 den sayilarindan olusan n elemanli bir say1 dizisi verilmis olsun. Dizideki
sayilari ag, ay, ..........., ap seklinde kodlayalim. Eger bu sayilar asagida verilen
esitligi sagliyorsa n sayisinin 4’tin kat1 oldugunu gosteriniz. (mod 4)

S=ajay agay + aaz asas +.............t azaua, az3=0

Coziim:

Sirayla -1 e esit olan terimlerin her birinin yerine 1 yazalim. a; = -1 elemanin 1’e
cevirdigimizde bu elemanin i¢inde bulundugu 4 adet ¢carpim ifadesinin sonucu
degiseceginden buna bagli olarak S toplami da degisir. Simdi olusabilecek durumlari
tek tek inceleyelim;

4 adet ¢arpim ifadesinin sonucu pozitifse bu degisiklik sonrasi negatif olurlar ve S
toplami1 8 azalir. 3’1 pozitif ve 1 tanesi negatif ise S toplami1 4 azalir. 2’si pozitif 2’si
negatif ise S toplami degismez. 1’i pozitif 3 tanesi negatif ise verilen degisiklik
sonrasi pozitif olanlar negatif ve negatif olanlar pozitif olacagindan S toplami 4 artar.

Hepsi negatif ise S toplami 8 artig gosterir.

Buradan da gorildiigii gibi S toplami 4 modunda degismez. Sayilarin hepsi 1

olduktan sonra S toplami1 n’ye esit olacagindan, n = 0 (mod 4) oldugu goriiliir.

Ornek 52:

1,2,3, ..o, ,n seklinde numaralandirilmign tane priz bir ¢cember {lizerine esit
araliklarla yerlestirilmistir. Ayn1 zamanda sirasiz numaralandirilmis n tane fis (
numaralar 1’den n’e kadar) her adimda 1 rotasyon ile prizlere takiliyor. Hangi n

degerleri i¢in her takma isleminde en az bir fis ile ayn1 numarali bir priz denk gelir.
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Coziim:

X1, X2, wevveeen., Xy ile figlerin numaralarini gosterelim. Eger Xy sayist p rotasyon ile k.
yere denk geliyorsa, bu say1 ilk basta xx— p veya (Xx— p + n). yerdedir. Sorudaki
varsayimin dogru oldugunu diisiinelim. Bu durumda her bir sayr 1 rotasyon
durumunda kendi yerine gelebilecegi igin, bulunduklari yerleri xx— p cinsinden ifade

etmek gerekirse

toplamia (mod n)’de denk olur. Ciinkii herbir say1 birbirinden farkli ve rotasyon

sayilar1 da farklidir. O zaman bu toplam 0’a esittir.

= n(n+1)

> (mod n) (sag taraf yerlerinin diger bir

ifadesidir)

Bu esitligin n’nin tek say1 degerleri icin saglandigi goriiliir.
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BOLUM 4

FARKLI YONTEMLER KULLANILARAK COZULEBILEN
SORULAR

Ornek 53:
n + 1 tane 6grencimiz ve n tane hikaye kitabimiz olsun. Her &grencinin okudugu
hikaye kitab1 sayis1 farkli olmak iizere her hikaye kitabin1 ayni sayida Ogrenci

okumustur. Hikaye kitaplarinin sayisi i¢in ne sdylenebilir?

Coziim:

n + 1 tane 6grencinin her birinin okudugu hikaye kitab1 sayis1 farkli olmak iizere bu
sayilar 0, 1,2, .......... , N sayilarindan birisidir. n+1 tane 6grencinin her bir tanesi bu
say1 dizisinden bir elemanla eslesir. Boylece toplam okunma sayist;

0+1+2+ ....... +n:m

olarak bulunur. Her bir hikaye kitab1 k € Z" kez okunmus olsun. Bu durumda toplam
okuma sayist;

kn
dir. Iki farkli yoldan bulunan okunma sayilar1 birbirlerine esitlenirse
n = n(nz+ 1)

elde edilir. Buradan n = 2k-1 bulunur bu da n sayisinin tek tam say1 oldugunu bize
gosterir.

Ornek 54:

( n > 2 ) olmak lizere n adet pozitif tamsayiy1 Xi, Xz, Xs... ... X, seklinde
kodlayalim. Her adimda asagida gosterildigi gibi dizinin ardigik iki elemaninin
aritmetik ortalamasi alinarak yeni diziler elde ediliyor.

X1+Xxy xZ+X3 xn+x1
> , e e, =
2 2 2

(X1, X2, X3, ... %Xn)

33



Bu sekilde devam edildigi takdirde sonlu adim sonra elde ettigimiz dizinin

elemanlarinin tamsay1 olmayan sayilardan olusacagini gosteriniz.

Coziim:
Ik olarak dizideki en biiyiik ve en kiigiik say1 arasindaki farkin daima azaldigin
gosterelim.
(Xi,Yj) = (dizideki en kii¢iik say1 , dizideki en biiyiik say1 )
olmak tizere, 2. dizideki en kiiciik ve en biiyiik sayilar

(xr+xr+1 Xpt+Xg+1
2’ 2

) = (dizideki en kiiciik say1, dizideki en biiyiik say1)

seklinde gosterelim.

Xr+Xri1

Xi <Xr V€ Xi <Xr+1 oldugundan x;< olur.

Benzer sekilde;

+
Xi + X 41 < 2x; buradan da x; > 2k

oldugu goriilebilir. Yani dizinin terimlerinin kullanildig1 say1 araliginin daraldigi
goriiliir. Sonlu adim sonunda ya tiim sayilar bir a sayisina esitlenir ya da higbiri
tamsay1 olmaz. Ik durumun miimkiin olmadigim gésterelim.

Elemanlar1 birbirine esit olamayan ( z1, Zp, Zs,.............. Zn ) dizisini ele alalim.

Fakat bir sonraki hamlede;

Z1+Z; _ ZptZz _ Zptzy

2 2 2

olsun. Dolayisiyla;
Zl= Z3=... s Z2= Z4=...

olur. n tekse z; ‘lerin hepsi esittir ve bu sonug bizim varsayimimizla geligir. n giftse z

dizisi;
(a b, ab, ...... )
formatindadir. Buradan da
+ + 1t
R R T 4. B4 V7
2 2 2
Y2t+ys _ b Yatys _ b Ynt1 = b
= y T oy o
olan(a, b, a, b, ......... ) dizisinden bir 6nceki hamlede elde edilen (yy, Yo, ........ , V)

dizisine ulasabiliriz. Bu durumda b’ ye esit olan ifadelerin toplam1 a’ya esit olan
ifadelerin toplamina esit olur. Yani;

a=b
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olur. Bu da varsayimimizla geligir. sonu¢ olarak ( a, a, a, ......... ,a ) dizisi elde

edilemez.

Ornek 55:

1,234,............. ,2020 sayilar tahtaya istenilen sirayla yaziliyor. Daha sonra her
bir adimda komsu iki say1 siliniyor ve bunlarin yerine bu sayilarin farkinin mutlak
degeri yaziliyor. Bu islem tahtada bir say1r kalana kadar devam ettirilirse tahtada

kalan en son say1 en ¢ok kag olabilir?

Coziim:

Yapilan islemler sonucunda tahtadaki en biiylik sayidan daha biiyiik bir say1 elde
edilemez. Ciinkii negatif olmayan iki saymin farkinin mutlak degeri bu sayilarin
biiyiik olanindan daha kiiciik olur. Ilk adimdan sonra elde edilebilecek en biiyiik say
2019 ve en kiigiik say1 1’dir. Bu islemlerden sonra ikinci adimda elde edilebilecek en
biiylik say1 2018’tir. Bu da tahtada 2018’den biiyiik saymin elde edilememesi

demektir. Simdi 2018 sayisin1 tahtada nasil birakabilecegimizi gdsterelim.

Tahtadaki sayilari;
2020, 1,2,3,. .ccccieiiinnn. ,2019

seklinde yazalim. Bunlara verilen islemi asagidaki gibi uygulayalim
| 2020-1 |, ]2-3],.ecene. , | 2018-2019 |
2019, 1, 1,.cceeneinennnnn. ,1

say1 dizisini elde ederiz. Soruda verilen islem bu say1 dizisindeki elemanlara
asagidaki gibi bir defa daha uygulanirsa

| 2019-1|,|1-1],..cc.n. | 1-1]

2018,0,0,........c.... ,0
dizisini elde ederiz. Buradan itibaren devam edildigi takdirde tahtada kalan son say1

2018 olur.
Ornek 56:

Yirmi kart verilmistir. 0’dan 9’a kadar olan sayilarin her biri bu kartlardan ikisinin

tizerine yazilmistir. Bu kartlar1 dyle siralamak miimkiin midiir ki, 1 yazilmis kartlar
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arasinda tam 1 kart olsun, 2 yazilmig kartlar arasinda tam 2 kart olsun vs., 9 yazilmis

kartlar arasinda 9 kart olsun?

Coziim:

Boyle bir siralamanin miimkiin oldugunu varsayalim. ilk 0 sayisi ap., ilk 1 sayis1 ay.,
vs. ilk 9 sayis1 ag. sirada gelmis olsun. O halde ikinci 0 sayis1 (g + 1)., ikinci 1 sayisi
(a1 + 2)., vs. ikinci 9 sayis1 (ag + 10). sirada gelmis olacak. Tiim sayilarin siralari 1,

2, ....., 20 olacagindan bu siralar1 asagidaki sekilde iki yolla toplayabiliriz.

Qptagtl+a+a;+2+...... +agtag+10=1+2+...... + 20
20-21 10-11
2(ao+a1+....+a9):T— 7:155

155 tek say1 oldugundan celiski elde edilir. Boyle bir siralamanin miimkiin olmadigi

goruliir.

Ornek 57:

Matematik O6gretmeni Yavuz Bey smifta tahtaya 1, 2, ....... , 29, 30 sayilarini
yazarak tahtaya kaldirdigi 6grencisi Biilent’e sayilar iizerinde yapmasi gereken
islemi goyle tarif ediyor. Her adimda tahtada segtigin iki say1 a ve b olmak tizere bu
iki sayiy1 silip yerlerine a-b+a+b yazarak islemlere devam edersen tahtada kalan son

say1 kag olur?

Coziim:

Sayilarimiza
A1,82, et i e, A30

diyelim. a; ve a; se¢ildiginde yerlerine yazilan sayi i¢in asagidaki islem yapilabilir.
apraxtarta=(ar+1)(a+2)-1

Bu yeni elde ettigimiz say1y1 ag sayisi ile yukaridaki sartlar altinda isleme sokarsak
azf(a+1)(az+2)-1]+az+(a;+1)(ax+2)-1
(a+1)(a+2)@s+1) -1

elde edilir. Bu islemler bu sekilde devam ettirilirse 29. adimda

@+D(az+2)ceieninn.... (axp+1) -1
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Ifadesi elde edilir. 1,82, ... .. cev e e. ..., A30 sayilar1 yerlerine yazilarak tahtada kalan

son say1
2.3 G 31-1=311—-1

bulunur.

Ornek 58:

246...... ,200 sayilar1 verilmis olsun. her adimda bu sayilardan ikisini silerek

yerlerine bu sayilarin toplaminin ii¢ eksigini yazalim. Islemlere bu sekilde devam

edersek sonlu adim sonunda tahtada kalan tek say1 kag olur?

Coziim:
Sayilarimizi
A2,82, v evvvee veneenonn, a100 SEklinde gosterelim.
ay Ve a, sayilari igin
apta—3
elde edilir. ag ve a; + a; — 3 sayilari i¢in
apt+ta+az—23
elde edilir. islemler bu sekilde devam ettirilirse en son elde edilecek sayr;
artaxtazt.. + a100 — 99-3
100-101 — 99-3 = 9803

olarak bulunur.

Ornek 59:
5%5 boyutlu bir tabloda, her 1x1°lik kareye her satirindaki sayilarin ¢arpimi negatif
olacak sekilde 25 say1 yazilmistir. Uzerindeki sayilarin garpimi negatif olan siitun

sayis1 en az kag adettir?

Coziim:

Her satirdaki sayilarin ¢arpimi negatif ise satirlardaki sayilarin ¢arpimiyla
elde edilen 5 saymin ¢arpimi ( yani tiim sayilarin ¢arpimi) negatiftir. Siitunlardaki
sayilarin carpimi da tiim sayilarin ¢arpimina esit olduguna gore o da negatiftir. Bu

durumda en az bir siitun {lizerindeki sayilarin ¢arpimi negatif olmalidir. Bu duruma
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ornek su sekilde verilebilir. 1. siitundaki tiim elemanlar negatif, tablodaki diger

elemanlar pozitif segilirse istenen durum gerceklesmis olur.

Ornek 60:

Yunus hangisinin ka¢ gram oldugunu bilmedigi 1,2,3, ....... ,20 gramlik 20 adet
parayr bir kutuya koyuyor. Yunus kutudan rastgele iki para c¢ekerek bunlardan
hangisinin daha agir oldugunu arkadasina soruyor. Fakat hangi paranin agir oldugunu
o0grenmeden Once bu isin karsilig1 olarak arkadasina kutudan bir para veriyor. Sonlu
sayida islem sonunda Yunus kutudan c¢ektigi iki adet madeni paranin agirliklari

toplaminin 33’den kiigiik olmadigini1 garantileyebilir mi?

Coziim:
Madeni paralari

P1, P2, P3,.ecee e, P
seklinde isimlendiren Yunus paralar1 15°erli iki gruba ayirir. Yunus once Pi’i
arkadasma verir ve ondan P, ve P3’li karsilastirmasini ister. Sonra bunlardan hafif
olan1 arkadasina verir ve agir olanla P4 1 karsilastirir, hafif olan1 arkadasina verir. Bu
islemi Py14’e kadar devam ettirir ve buradaki 13 adet paranin (P; yok ¢iinkii daha
agirh@ hakkinda yorum yapamadan arkadasina vermisti) en agirimi Pis ile
karsilastirir, hafif olanin1 arkadasina verir. Boylece Py, Ps, ..............., P15 grubundaki
paralarin en agirini tespit etmis olur. Biz bu paraya P, diyelim. P,’nin 13 adet
paradan daha agir oldugunu biliyoruz. Yani

Pn>13

Pn > 14 olur.
Yunus ikinci gruptaki paralar1 karsilasgtirmaya Pie ve P17 ile baslayarak birinci
gruptaki paralar icin yaptig1 islemleri tekrar eder. Her seferinde hafif paray:
arkadasina verir ve bir sonraki parayla elindekini kiyaslar. Ikinci gruptaki paralarin
en agirina P, diyelim.

Pm>14

Pm > 15 olur.
Son adimda Yunus arkadasindan P, ve Pp’i kiyaslamasini ister. Burada iki durum

ortaya cikar.
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» P, daha agir ise Pp,’den ve onun daha agir oldugu 14 sayidan da daha
agirdir Pp> 29 olur. Py, > 15 oldugunu biliyoruz. Buradan
Pm + P, > 34 bulunur.
» Pp daha agir ise P,’den ve onun daha agir oldugu 13 sayidan da daha
agirdir P> 29 olur. P, > 14 oldugunu biliyoruz. Buradan
Pm + Pn >33 bulunur.
O halde Yunus sectigi iki paranin agirliklar1 toplaminin 33’den kiigiik olmadigin

garantileyebilir.

Ornek 61:
Ahmet bir elmay1 20 veya 14 pargaya ayirtyor. Daha sonra bu parcalardan birini
alarak tekrar 20 veya 14 parcaya ayirarak bu isleme bdylece devam ediyor. Sonlu

adim sonunda 1!+2!43!+................... +2017! Sayis1 kadar par¢a elde edebilir mi?

Coziim:
Ahmet bir elmay1 20 pargaya ayirdiginda parga sayisi 19 artarken elmay1 14 pargaya
ayirdiginda parga sayisi 13 artar. 20 parcalik hamle sayis1 X ve 14 pargalik hamle

sayis1 Y olsun. X +y hamle sonunda eldeki parca sayisina bagl denklem

1+19x + 13y = 142143+ e +2017!
19X + 18y = 21431+, ..o +2017!

elde edilir.
obeb(19,13) [ 21431+, +2017!

oldugundan denklemin tamsayilarda ¢oziimii vardir. Pozitif tamsayilardaki ¢oziimii
elde edebilmek igin sdyle bir gruplama yapmak gerekir;

21431+ +2017! = (21431441451 + (6!+8!) + (7!+9!1+10!) + (111+12!) +
(131+141+.......... +2017")

seklinde yazilabilir.
214+31+41+51 = 8-19
61+8! = 6! -19-3

71+91+10! =71 -61-13
11'+121=11!-13
1314141+.......... +2017! = 13-k ( 13 parantezine alinabilir)
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buradan da goriildiigi gibi 2!43!+....... +2017! sayin1 X ve y tamsayilar olmak iizere
19x + 13y seklinde yazabiliriz. Yani Ahmet’in elmayi istedigi kadar pargaya ayirmasi

mumkuindiir.

Ornek 62:
5x5 lik bir tablonun her bir birim karesine 1,2,3,4,.....,25 sayilar1 ardisik sayilar
ortak bir kenar1 paylasan birim karelerde yer alacak sekilde yaziliyor. Buna gore bu

tablonun bir satirinda en fazla kag asal say1 olabilir?

Coziim:

5x5’1ik tabloyu sol alt kdsedeki birim kare siyah olacak sekilde satrang tahtasi gibi
boyayalim. Tablonun 25 birim karesinden 13 tanesi siyah ve 12 tanesi beyaz
renktedir. Ardisik iki sayidan birinin tek ve birinin ¢ift oldugunu biliyoruz. Ayrica
2’den biiyiik asal sayilarin tek oldugunu da biliyoruz. Siyah karelerde tek sayilar ve
beyaz karelerde ¢ift sayilar olacak sekilde bir yerlestirme yapildiginda bir satirda en
cok dort asal say1 olabilir. Her bir satirda en az 2 beyaz kare vardir bunlardan sadece

bir tanesi asal olabileceginden bir satirda 5 tane asal say1 olmasi miimkiin degildir.

Ornek durum yandaki gibidir.

211201110 9
22119|12| 1 | 8
23118113 | 2 | 7
24117 14| 3 | 6
25(16|15| 4 | 5

Ornek 63:
30 kisilik bir smifta diizenlenen bir satran¢ turnuvasinda biitlin 6g8renciler
birbirleriyle mag yapmistir. Turnuva sonucunda katilimcilardan her birinin kazandigi

ve berabere kaldig1 maclarin sayist ayni olabilir mi?

Coziim:

i=1,2,3,..... , 30) olmak tiizere i. katilan kisinin kazandig1 mag sayisi n; ve
kaybettigi mag¢ sayist m; olsun. Her katilan yarigsmacinin kazandigi mag sayisi
berabere kaldig1 mag sayisina esittir. Her katilimc1 toplamda 29 mag¢ yapmistir. Bu
bilgileri gbz Oniine alarak

2ni+ m; =29
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denklemi elde edilebilir. Ayrica her bir kiginin kazandigi macgi1 diger yarismaci
kaybettigi i¢in toplamda kazanilan maglarin sayisi ile kaybedilen maglarin sayilari

esit oldugundan

20 20
E n; = E m;
i=1 i=1

olur. Boylece

20 20 20 20 20
21922(271,_4‘"11) =ZZni+Zmi=3Zni
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir. Esitligin iki tarafi mod 3’te denk olmadigindan, problemde bahsedilen

durumun ger¢eklesmesi miimkiin degildir.

Ornek 64:
Bir masa etrafinda oturan 10 arkadasin her birinin banka hesabinda sifirdan farkl

pozitif veya negatif bir gergek say1 yazilmistir. Arkadaslardan her biri sirayla diger 9
kisinin her birinin hesabina (islemlerden 6nceki) kendi hesabindaki miktarin g’unu

ekliyor, kendisininkine ise O yaziyor. Onuncu islemden sonra bankacilarin

hesaplarindaki sayilarin bastaki duruma gelemeyecegini gosteriniz.

Coziim:
Arkadaglarin banka hesaplarindaki pozitif sayilarin toplamini p ile gosterelim.
Hesabinda iglem yapilan bankacinin parasi a ve a < 0 olsun. Bu durumda herkesin

hesabina negatif bir ekleme yapildig1 i¢in p sayisi artmaz. Hesabinda islem yapilan
bankacinin parasi @ ve a > 0 olsun. Bu durumda p sayist en az % kadar azalir.

Hesabindaki para sifirdan farkli olan ilk bankacinin isleminden sonra p azalacak ve

hi¢ artmadigi i¢in ilk bagtaki duruma doniilmesi hi¢bir zaman miimkiin olmayacaktir.

Ornek 65:

Xo = 10 ve yp = 11 olmak iizere n > 11 tamsayis1 igin
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_ 3xp—4Yyn _ 3yntixy
22n *on = T

esitlikleri veriliyor. X%y, + ¥Zo toplamimin sonucu kagtir?

Coziim:

9XZ+16y2—24Xn Yn >+<16x,%+9y,%+24xn Vn )

2 2 —
Xn+1 +yn+1 - ( 25 25

X2, + Y2, = x2+ y? ifadesi bizim i¢in bir degismezdir.

x1200 + y1200 = 102 + 112 = 221

bulunur.

Ornek 66:

m*n boyutlu tablonun tiim hanelerine tam sayilar yazilmistir. Her adimda herhangi
bir satir veya siitundaki tiim sayilarin isareti tersine c¢evrilerek bir oyun oynaniyor.
Sonlu adimda her satir ve siitundaki sayilarin toplaminin negatif olmadig ( sifir

olabilir) bir durumun elde edilebilecegini kanitlayiniz.

Coziim:

Satir ve siitun toplamlarin1 kontrol ederek toplamlari negatif olanlar tespit edelim.
Sonra her bir adimda toplamlar1 negatif olan satir veya siitundaki sayilarin isaretlerini
tersine gevirelim. Tablodaki tiim sayilarin toplami S olsun. S toplami ayn1 zamanda
tablodaki tiim satirlardaki (stitunlardaki) sayilarin toplamina esit oldugundan her
adimda S sayis1 biiyiimiis olur. bu satir veya siitun islemini ka¢ kez tekrar edersek
edelim tablodaki her say1 iki farkli deger ( baslangicta X ise alabilecegi degerler X
veya -X’tir) alabilir. Bu da bize S toplaminin alabilecegi deger sayisinin en fazla 2™"
oldugunu gosterir. Buradan da S sayisindaki biiyiimenin sonsuza kadar siirdiiriilemez
ve bir yerde islemlere son vermek zorunda kaliriz. Bu her satirdaki veya stitundaki

sayilarin toplaminin negatif olmadigi durumun elde edildigini bize gosterir.
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Ornek 67:

Oglen vakti (saat 12:00°da) ii¢ sinek sanki anlagmislar gibi biri saatin akrebinin
tizerine, ikincisi yelkovanin {izerine, liglinciisii ise saniyeyi gosteren kadranin iizerine
kondular. Kadranlardan biri digerine yetistiginde tlizerlerinde bulunan sinekler yer
degistirmektedir. (saniye gostergesi ayn1 zamanda yelkovana ve akrebe yetistigi
zaman saniye gostergesi ve akrep iizerindeki sinekler yer degistirmektedir.) Bu
durumda gece yarisina kadar sineklerin her biri merkez etrafinda ka¢ tam tur

atmistir?

Coziim:
Kosullar1 dikkatli inceledigimizde sineklerin birbirlerini ge¢mediklerini goriiriiz.
Dolayisiyla iki sinegin donme sayist arasindaki fark en fazla 1 olabilir. 12 saat i¢inde
(gece yarisina kadar) akrep 1 kez, yelkovan 12 kez ve saniye kadrani 720 defa
merkez etrafinda doniis yapmustir. O halde {i¢ sinek toplamda,

720+12+1=733
defa merkez etrafinda tur atmistir. Bu sayiyr aralarindaki fark en fazla 1 olan {i¢
sayinin toplami seklinde gostermeye calisalim;

244 + 244 + 245 =733
[k basta saniye gdstergesi iizerinde bulunan sinek 6nde gittigi icin digerlerinden bir
tur fazladan tur atarak 245 tur atmistir. Baglangigta akrep ve yelkovan {izerine konan

sinekler ise 244’er tur atmislardir.

Ornek 68:
Matematik 6gretmeni Ahmet Bey ders esnasinda tahtaya yazdig: sayilardan herhangi
ikisini secerek onlarin lizerinde soyle bir islem gergeklestiriyor. Ahmet Bey’in sectigi
sayilar a ve b olmak tizere, onlarin yerine yazdigi x ve y sayilarini sirali ikilileri
kullanarak su sekilde ifade ediyor.

(x,y)=(0.6a-0.8b,0.8a+ 0.6b)
Ahmet Beyin tahtaya yazdig sayilar (4, 5, 13 ) ise 6grenciler yukarida tarif edilen
islemleri uygulayarak ( 5, 7, 13 ) sayilarini elde edebilir mi?
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Coziim:
Yeni elde edilen ikilinin elemanlarinin karelerini alip toplarsak;
(0.6a-0.8b)*+(0.8a+0.6b)*=x*+y?
elde edilir. Bu bizim degismezimizdir. Yani verilen ti¢lii ( @, b, ¢ ) olsun. Belli sayida
hamleden sonra elde edilen tigliiye ( X, y, ) diyelim. Bu {igliilerin arasinda
a2+ 1%+ 2=+ + 72
(degismezimizin geregi olarak) esitliginin olmas1 gerekir.
42 +57+13° <57+ 77 +13°

oldugundan bu iigliiyii elde etmek imkansizdir.

Ornek 69:
n kenarl1 konveks bir ¢gokgenin koselerine gergel sayilar yazilmis olsun. Ardigik dort
kosedeki sayilar a, b, ¢ ve d olmak tizere bu sayilar1 kullanarak
(a-d) (b-c)
islemi yapiliyor. Eger;
(a-d)-(b-c)<0

ise b ve ¢’nin yerleri degistiriliyor. Sonlu sayida degisim olabilecegini gosteriniz.

Coziim:
Bu degistirme islemi komsu terimlerin ¢arpimlarinin toplami olan S sayisini biiytitiir.
Gergekten de ardigik dort kosedeki sayilar a, b, ¢ ve d’yi kullanarak S sayisini elde
edelim.

S=ab+bc + cd
Eger;

(@a-d)-(b-c)<0 (ab+dc<ac+hd)
oluyorsa b ve ¢’nin yerleri degistirilerek elde edilen yeni S toplamu;

S=ac+ bc + bd
olur. Diger toplam terimleri degismez sadece S toplami artis gosterir. S toplamini
alabilecegi farkli degerlerin sayist (n — 1)!’den biiyiik olamayacag: icin bu islem

sonlu sayida yapilabilir.
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Ornek 70:
f(x) =x%+4x +3 fonksiyonuna asagidaki islemleri uygulayarak g(x) = x? +
10x +9  fonksiyonunu elde etmek miimkiin midir? Bu islemler ise sdyle

tanimlaniyor;
- f ()
> @-1%f(5)

x—1

Coziim:

f(x) =ax?+bx+c fonksiyonunun diskriminanti b? — 4ac’dir. Eger f(x)’i

birinci isleme sokarsak;

f)=(a+b+c)x*+ (b+2a)x+a
fonksiyonunu elde ederiz ki bunun da diskriminanti b® — 4ac’dir.
Benzer sekilde f(x)’i ikinci isleme sokarsak;

fX)=cx?+ (b —-20)x+(@a—b+c)

fonksiyonunu elde ederiz ki bunun da diskriminanti b® — 4ac’dir. Burada yapilan
islemler sonucu degismeyen seyin diskriminant oldugu gorilir. f(x) ve g(x)
fonksiyonlarmin diskriminant degerleri esit olmadigindan birinden digerini bu

islemler sonucu elde etmek miimkiin degildir.

Ornek 71:

f(x) = ax? + bx + c fonksiyonuna asagidaki islemler uygulaniyor.

» aile ¢’nin yerleri degistirilebilir.

» treel say1 olmak iizere X yerine (x + t) yazilabilir.

Bu islemleri uygulayarak f(x) = x? —x — 2 fonksiyonundan g(x) =x?—x—1

fonksiyonunu elde etmek miimkiin miidiir?

Coziim:
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f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda a ile ¢’nin yeri degistirilirse ~ g(x) = cx? +
bx + a fonksiyonu elde edilir ve diskriminantin degismedigi goriiliir.

f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda t bir reel sayr olmak iizere X yerine
(x +t) yazilirsa;

gx)=a(x+t)>+b(x+t)+c
fonksiyonu elde edilir ve yine diskriminantin degismedigi goriiliir. Fakat f(x) =
x2—x—-2, g(x) = x> — x — 1 fonksiyonlarmn diskriminant degerleri sirasiyla 5

ve 9 oldugundan asla birinden digeri elde edilemez.

Ornek 72:

10 tane kagit pargasinin her birinin iistiine 2’nin kuvveti olan birka¢ say1 yazilmistir.
Her bir kagit pargasinin {izerine yazilan sayilarin toplami bir digerindekilerin
toplamina esittir. Gosteriniz ki kagit parcalari izerinde en az 6 defa yazilan bir say1

vardir.

Coziim:
Bir kagit pargasinin {izerinde yazan 2’nin kuvveti olan sayilarin toplami m olsun. 2k <
m esitsizligini saglayan maksimum Kk sayisimi n ile gosterelim. Tim kagit
parcalarindaki sayilarin toplami 10m’dir. Diger taraftan sayilardan higbirisine 5
defadan fazla rastlanmasaydi tiim sayilarin toplami en fazla

5 (2" +. ... +2%)=5-(2"-1)=102"-5< 10m

olabilirdi. Bu da bize en az 6 defa rastlanilan bir say1 oldugunu gosterir.

Ornek 73:

Tahtaya n tane say1 yazilmistir. Her adimda bu sayilardan herhangi ikisi ( bunlar
a+b

a ve b olsun ) alinip bunlarin yerine e yaziliyor. N — 1 adim sonra tahta {izerinde

tek bir say1 kalir. Baslangicta alinan n adet saymin hepsi 1 olursa tahtada kalan son

1
saymin — ‘den kiiciik olmadigini kanitlaymiz.
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Coziim:

Iki pozitif saymin aritmetik ortalamasi bunlarin harmonik ortalamasindan biiyiik

veya esittir. Bu asagidaki sekilde gosterilebilir.

a+b
2

2
+

=

QR
S| -

buradan da

4

+ -
a+b

=

IS
S

a+b
esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla a ve b sayilari alinip yerine v yazildiginda tahta

tizerindeki sayilarin terslerinin toplami artmiyor. O halde sona kalan X sayisinin tersi,

ilk sayilarin terslerinin toplamindan biiyiik olamayacaktir.

<-+-+-=n

RIrw
[
SN [

bu durumda

1, ,.
x = =dir.
n
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BOLUM 5

ULUSAL MATEMATIK OLIMPIYATI SINAVINDA CIKMIS VE
DEGISMEZLIK iLKESiYLE COZULEBILEN SORULAR

Soru 1:

2x5 tipindeki bir satrang tahtasinin {ist sirasinda sol kdseden itibaren ardisik k kareye
siyah pullar konmustur. Bos olan karelere istedigimiz sirayla beyaz pullar konuluyor.
En az bir ortak koseye sahip iki kare komsu sayilmak flizere, her beyaz pul
konuldugunda, komsu karelere daha Once konmus olan pullarin rengi, beyazsa
siyaha, siyahsa beyaza doniistiiriiliiyor. k’nin asagidaki degerlerinden hangisi igin
tiim kareler doldugunda pullarin hepsi beyaz olur? (UMO-1999)

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 ¢) Hicbiri

Coziim:
[k olarak k = 0 durumunda pullarin toplam renk degisim sayilarin1 hesaplayalim. Her
komsu ikilide hanelerin birine digerinden daha 6nce pul konmus olacak, dolayisiyla
her ikili i¢in tam bir kez renk degisimi olmus olacak. Yatay komsu ikililerin sayisi
2-4 = 8, dikey komsu ikililerin sayis1 5, ¢apraz komsu ikililerin sayis1 da 2-4 = 8
oldugundan toplam degisim sayist;

8+5+8=21
yani tek sayr olur. Pullar ilk konuldugunda beyaz olduklari i¢in sonugta pullarin
hepsinin beyaz olmast miimkiin degildir. k = 1 durumunda pullar agsagidaki tablodaki
sirayla konulursa hepsi beyaz olur. k > 1 durumunda sol iist kdsedeki siyah pulun tam
iki tane komsusuna pul konacak, dolayisiyla bu pul sonugta siyah olacak. Boylece
sadece k = 1 durumunda tiim pullarin beyaz olabilecegi goriiliir.

Cevap B
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Soru 2:

Baslangigta, diizgiin n kenarli bir ¢okgenin kdselerinde bulunan n tane havaalaninin k
tanesinde birer ucak vardir. Her giin, bu ugaklardan her biri, o giin bulundugu
havaalaninin en yakinindaki iki havaalanindan birine uguyor. Baslangi¢c dagilimi ne
olursa olsun, biitiin ugaklarin giiniin birinde ayn1 havaalaninda toplanmasi, asagidaki

('n, k) sirali ikililerinden hangisi i¢in olanaksizdir?(UMO-2001)

a)(10,6) b) (10,4) c)(11,3) d) (11,5) e)(13,6)
Coziim:
Diizgiin ongenin koselerini Ag,A1,Ay, ......,A9 seklinde isimlendirelim. Bu ¢okgenin 6

kosesinde bulunan ugaklarin m giinden sonra Ay’ da toplandigin1 varsayalim. m gift
say1 ise, baslangicta ugaklarin ¢ift numarali koselerde ( Ao, Az, A4, As, Ag); M tekse,
baslangicta ucaklarin tek numarali kdselerde ( A1, Az, As, A7, Ag) bulunmasi gerekir.
Ne ¢ift, ne de tek numarali 6 kdse bulunmadigindan ¢eliski elde ediyoruz.

Cevap A

Soru 3:

Baglangicta biitiin birim kareleri beyaz olan m xn bir tahtay1 , sonugta ortak kenara
sahip herhangi iki kareden biri siyah biri beyaz olacak sekilde boyamak istiyoruz.
Boyama isleminin her adiminda tahta {istlinde 2x2 bir kare segilerek, beyaz birim
kareleri siyaha ve siyah birim kareleri beyaza boyaniyor. Asagidakilerden hangi ( m,

n ) sirali ikilisi igin, tahta istenilen bigimde boyanabilir.(UMO-2002)
a)(3,3) b)(2,6) c)(4,8) d)(5,5) e) Higbiri
Coziim:

m ve n sayilarindan birinin tek sayr oldugu durumlarda tahtanin istenilen bigimde
boyanamayacagini gosterelim. Ornegin satirlarin sayist mtek n>2olsun  (n=1
durumunda tahtanin istenilen sekilde boyanamayacag agiktir ). Ilk iki siitundaki

beyaz karelerle siyah karelerin sayilarinin farkin1 F ile gostermek {izere F’nin 4
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modunda hep sabit kalacagini gosterelim. 22 boyutlu bir kare iizerinde miimkiin
olan tiim durumlart inceleyelim:
e Karelerin hepsi beyaz ise ( F = 4 ), islem sonucunda hepsi siyah
olacak (F=-4) dolayisiyla ~ F’deki  degisim 8 =0
(mod 4) olur.
e Karelerden 3 tanesi beyaz ve 1 tanesi siyah ise ( F = 2 ), islem
sonucunda 3 tanesi siyah ve bir tanesi beyaz olur ( F = - 2 ).
Dolayisiyla 2- (-2) = 0 ( mod 4)’diir.
Islemden 6nce F = 0 ise, islemden sonar yine F = 0 olur.
e F=-2 ve F=-4oldugu durumlar da benzer sekilde incelenebilir.
Simdi m tek say1 oldugundan baslangicta F = 2m = 2 ( mod 4 ) olur ve islemler
sonucu hi¢bir zaman F = 0 elde edilemeyecek, dolayisiyla tahta tiim komsu kareler
farkli olacak bigimde boyanamayacaktir. Boyleve (a) ve (d) siklarinin olamiyacagi
goriiliir. (b) sikkinda birinci siitundaki iki kare hep ayni renkte olacak dolayisiyla bu
durumda da tahta istenilen sekilde boyanamaz. (c) sikkinin dogru oldugunu
gostermek i¢in 4 x4 boyutlu tahtanin istenilen bicimde boyanabildigini gostermemiz
yeterlidir. Bu da sol alt ve sag tist koselerdeki, sol orta, sag orta, {ist orta, alt ortadaki
2x2’lik kareler segilip bunlar {izerinde islem yapilarak elde edilir ( karelerin
secilme siras1 onemli degildir ).

Cevap C

Soru 4:

Ali, 2005 tastan olusan bir Obekteki taslardan birini secip, bu tasi Betiil’iin
goremeyecegi bicimde isaretliyor ve taslar1 karistiriyor. Betiil, her hamlede mevcut
taglar1 hicbiri bos olmayan {ic dbege ayiriyor. Ali, isaretledigi tasi icermeyen iki
Obekten, varsa daha ¢ok tastan olusanini, eger her ikisi de ayni sayida tastan
olusuyorsa, herhangi birini oyundan ¢ikartiyor ve geri kalanlar1 karigtirtyor. Sira
tekrar Betiil’e geliyor ve oyun bu sekilde iki tas kalana kadar siiriiyor. Iki tas kalinca,
Ali Betiil’e hangi tasin isaretli oldugunu soyliiyor. Betiil isaretli tagi bulmay1 en az

ka¢ hamlede garantileyebilir?(UMO-2005)

a) 11 b) 13 c) 17 d) 18 e) 19
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Coziim:
Betiil’in herhangi bir hamlesinden Once tas sayis1 n = 2k gibi bir ¢ift say1 ise Betiil
en fazla k — 1 tane tasin oyundan ¢ikarilmasini garantileyebilir. Daha fazla sayida
tasin oyundan ¢ikmasi i¢in Betiil’in en az K tas iceren bir 6bek ayirmasi gerekir.
Fakat isaretli tag bu Obekte ise, diger Obeklerin her birinde en fazla k — 1 tas
oldugundan oyundan ¢ikarilan tas sayist da en fazla k — 1 olur.
Benzer sekilde n = 2k + 1 ise Betiil en fazla k tasin ¢ikarilmasini garantileyebilir. O
halde Betiil asagidaki stratejiyi uygularsa en az hamle sayisina ulasir;
Tas sayis1 2Kk + 1 ise bunlar1 k, k, 1 tas igeren ii¢ 6bege, tas sayis1 2k ise k, k+1,1
tas igeren ii¢ 6bege ayirir. Birinci durumda en az k, ikinci durumda en az k — 1 tas
oyundan ¢ikarilmis olur. 2005 tas i¢in en kotii durumda tas sayis1 soyle degisir:

2005, 1003, 502, 252, 127, 64, 33, 17,9, 5, 3, 2
Boylece Betiil en az 11 hamlede isaretli tag1 bulmay1 garantileyebilir.

Cevap A

Soru 5:

Kenar uzunluklar1 1 olan 27 tane kiipten her birinde, iki karsilikli yiiz birer nokta,
baska iki karsilikli yiiz ikiser nokta, geri kalan iki karsilikli yliz de iiger nokta ile
isaretleniyor. Bu 27 kiip ile 3x3x3 boyutlarinda bir kiip olusturursak, bu kiipiin
yiizleri iistiinde isaretlenmis toplam nokta sayisi en az kag¢ olur? (UMO-2006)

a) 54 b) 60 c) 72 d) 90 e) Higbiri

Coziim:
3x3x%3 boyutlu kiipiin koselerindeki 8 kiiplin her birinin her iki kars1 yiiziinden biri
iceride kalacak, digeri disar1 olacak yani goriinecektir. O halde bu kiiplerin her
birinde 1 + 2 + 3 = 6 nokta goriiliir. Ayritlarin ortasinda bulunan 12 kiiplin her
birinde en az 1 + 2 = 3 nokta ve yiizlerin merkezlerinde bulunan 6 kiipiin her birinde
en az 1 nokta goriliir. Boylece toplamda en az:

86+123+6:1=90
nokta goriiliir.

Cevap D
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Soru 6:

n takimin katildig1 bir hentbol turnuvasinda, her takim, kendi digindaki her takimla
tam olarak bir ma¢ yapiyor. Her magta kazanan 2, kaybeden 0 puan alirken,
beraberlik durumunda iki takimda 1’er puan kazaniyor. Turnuvanin bitiminde tim
takimlarin puanlar1 farkli olup, sonuncu olan takim ilk ii¢ sirada yer alan takimlarin

hepsini yenmis ise, n en az kag olabilir?(UMO-2006)

a) 8 b) 9 ¢) 10 d) 12 e) Higbiri

Coziim:

k. sirada yer alan takimin puani X olsun. Sonuncu takim ilk ti¢ takimi yendigi igin X,
> 6 olur. Ayrica takimlarin puanlari birbirinden farkli oldugundan;

olur. Dolayisiyla;

n(6+n+5)  n(n+11)
2 2

x1+x2 + -+ Xn 2
olur. her magtan 2 puan geldiginde toplam puan

(5) = n(n + 1)°dir.

n(n+11)

O halde;n(n-1)> esitsizliginden n > 13 elde edilir.

Cevap E

Soru 7:

10x10 bir satran¢ tahtasinin birinci satirinin karelerine sirasiyla 0, 1, 2,.....,9 ikinci
satirinin karelerine sirasiyla 10, 11, 12,....... 09,0000 , onuncu satirin karelerine
sirastyla 90, 91, 92,......... ,99 sayilar1 yazilmistir. Sayilarin bazilarinin 6niine, her
satir ve her siitunda tam olarak bes tane olacak sekilde eksi isareti ekleyerek tiim

sayilarin toplami en az kag yapilabilir?(UMO-2008)

a) -10 b) -2 c)2 d) 10 e) Higbiri
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Coziim:

Eksi 1isaretleri nasil eklenirse eklensin tiim sayilarin toplammin 0 olacagim
kanitlayalim. Eksi isaretleri kosula uygun bigimde herhangi bir sekilde eklenmis
olsun. Baslangicta bir satirdaki tiim sayilardan ayni bir say1 ¢ikarilirsa tahtadaki tiim
sayilarin toplami degismez, dolayisiyla tiim satirlar 0, 1, 2, ...... ,9 yapilabilir.
Stitunlar ayni sayilardan olustugundan bunlardan 5°i “ + “ ve 5’i de “ — “ toplam 0
olur.

Cevap E

Soru 8:

Q1,82 v veeeevveneenoenn, 2008 tam sayilarindan her biri en az 1 en ¢ok ise 5 tir. (@n, &n+1)
ikilisine, a, < an+1 ise artan ikili, a, > an+1 ise azalan ikili diyelim. dizideki artan ikili

sayist 103 tane ise azalan ikili sayis1 en az kactir?(UMO-2008)

a) 21 b) 24 ¢) 36 d) 102 ¢) Hicbiri

Coziim:

Azalan ikililerin sayist k olsun.
4 > a008 - a1 = (82008 - A2007 ) + (82007 - Q2006 ) +- -+ +(az-a1)>103 -4k
Esitsizliginden 4k > 99 ve k > 25 elde edilir. Ote yandan dizi

1,2,3,4,51,2,3,4,5,1,2,3,4,5,......... ,1,2,3,4,5,1,2,3,4,4,....4

seklin de segilirse tam 103 tane artan ikili, 25 tane de azalan ikili bulunur.
Cevap E

Soru 9:

8x8 boyutlu bir satrang tahtasinin bir kdsesinden bir birim kare kesilip atildiginda

kalan sekli esit alanli tiggenlere bélmek i¢in en az kag tiggen gereklidir?(UMO-2008)

a) 17 b) 19 c) 20 d) 21 e) Higbiri
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Coziim:

Kalan sekil iiggenlere boliindiigiinde kesik kareye bitisik {iggenlerden birinin alaninin

1-7
en fazla - olacag agiktir. O halde {liggen sayini bulmak i¢in tiim alani bir {iggenin

alanina bolersek;
63
—— = 18’den az olamaz. Kosulu saglayan 18 {iggen 6rnegi asagidaki sekilde
2
verilmistir.
Cevap B
Soru 10:

Boylar birbirlerinden farkli 14 6grenci baslangigta nasil siralanmis olursa olsunlar,
her adimda yan yana duran iki 6grencinin yerini degistirerek en az ka¢ adimda

ogrencileri boy sirasina sokmak miimkiin olur?(UMO-2011)

a) 42 b) 43 c) 45 d) 52 e) Hicbiri

Coziim:
A > B olmak fizere; A, B’den soldaysa bu duruma evirtim diyelim ve bir dizilisteki
evirtim sayisint S(i) ile gosterelim. 14 Ogrenci biiyiikten kiiglige siralandiginda
evirtim sayist;

(i) = (124) =91
olur ve kiiclikten bliylige siralandiginda ise;

s(i) = 0’dur.
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Her hamlede s(i) tam olarak 1 azalir veya 1 artar. Dolayisiyla baslangigta s(i) > 46
ise en fazla 45 adimda s(i) = 91 durumuna, baslangigta s(i) < 45 ise en fazla 45
adimda s(i) = 0 durumuna ulasilir. Ote yandan baslangigta s(i) = 45 ise 45’den daha
az adimda, s(i) = 0 ve s(i) = 91 durumuna ulasilamaz.

Cevap C

Soru 11:

Yazi tahtasina 1, 3, 5, ........ , 99, 101 sayilarn yazilmistir. Her adimda bu sayilardan
ikisini silerek onlarin yerine sayilarin toplaminin 1 eksigi yaziliyor. Sonlu adimdan

sonra tahtada tek say1 kalacaktir. Bu say1 nedir?(UIMO-1997)

a) 9600 b) 2555 ¢) 2551 d) 2505 e) 2501

Coziim:

Her adimdan sonra tahta tizerindeki tiim sayilarin toplami 1 azaliyor. Tahta {izerinde;

101- 1

+1=51

say1 oldugundan adim sayis1 50 olacaktir. tahta da kalan tek say1 da

(14345+ ... +101)—5o:(1°1_2¢—5o:2551

olur.

Cevap C

Soru 12:

Bir kenarinin uzunlugu 10 birim olan eskenar {iggenin kenarlarina esit araliklarla
paraleller cizilerek her kenar 10 parcaya boliniip kiiclik eskenar Ttiggenler
olusturuluyor. Kenar uzunlugu 1 birim olan iiggenlerden toplam olarak en az kag

kenar silinmelidir ki, kalan sekilde hi¢ iiggen bulunmasin?(UIMO-2000)

a) 65 b) 60 c) 45 d) 50 e) 55

55



Coziim:

Sayilar1 toplamu;

_ (10— 1)10 _
2

I+2+3+....... +10 55

olan tiim yatay kenarlar silersek, geriye kalan sekilde hicbir liggen bulunmaz. Diger
taraftan, en tepedeki tiggenden baslayarak her satirda birinci tiggenden baslamak

lizere bir atlayarak iiggenler taranirsa, ortak kenarlar1 bulunmayan
1+2+3+....... + 10 =55

Tane taranmis iiggen elde edilmis olur. Bundan dolay1 hi¢ liggen kalmamas1 i¢in bu
ticgenlerden her birinin bir kenarinin silinmesi gerektiginden en az 55 kenar
silmemiz gerekir.

Cevap E

Soru 13:

Bir pozitif tamsaymin 9 katinin rakamlarmin toplamimna bu saymnin “6zsayist”

diyelim. tiim iki basamakl1 sayilarin 6zsayilari toplami nedir? ?(UIMO-2000)

a) 2115 b) 1125 c) 1918 d) 1215 e) 1999

Coziim:
Iki basamakli sayinin 6zsayist 9°a béliindiigiinden, 9 veya 18 olabilir. Bunlardan 18
olanlarin sayisin1 bulalim. Diger bir deyisle, 9’un, 9’a boliindiigiinde iki basamakli
say1 veren ve basamaklar1 toplami 18 olan katlarinmn sayisim1 bulalim. iki basamakli
buna uygun tek say1 99°dur.

100 ile 200 arasinda 2 tane bulunur (189, 198).

200 ile 300 arasinda 3 tane say1 bulunur (279, 288, 297)

800 ile 900 arasinda 9 tane say1 bulunur (819, 828, .....,891).

Boylece toplam;
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tane boyle say1 bulunur. Geriye kalan 45 tane iki basamakli sayinin 6zsayilar1 9’dur.
Boylece tiim 6zsayilarin toplami

45-18 + 459 = 1215°tir
Cevap D

Soru 14:

Tahtaya soldan saga dogru yazili n tane rakamdan, her seferinde ii¢ii hari¢ digerlerini
silerek tiim ii¢ basamakl1 sayilar elde edilebiliyorsa, n en az kag olabilir? (UIMO-
2005)

a) 28 b) 29 c) 30 d) 31 e) 36
Coziim:
111, 222, ........ , 999 sayilarindan her biri elde edilebildiginden 1, 2, 3......9

Rakamlarinin her birinden en az 3’er tane bulunur. 100 sayisi elde edilebildiginden

en az 2 tane 0 bulunur. Bdylece n > 29 bulunur. Ote yandan
12345678901234567890123456789

Seklinde 29 rakam yazilirsa tiim ii¢c basamakli sayilar elde edilebilir, yani n’nin en

kiiciik degeri 29°dur.

Cevap B

Soru 15:

Matematik Ogretmeni, tahtanin soluna 1, sagma 2 yaziyor. Birinci 6grenci bu
sayilarin arasina toplamlari olan 3 sayisim yaziyor. Ikinci 6grenciden itibaren sirasi
gelen her 6grenci yine tahtada ardisik yazili tiim say1 ikilileri i¢in, bunlarin arasina
toplamlarin1 yaziyor. Yedinci 6grenci de islemlerini bitirdikten sonra, tahtada yazil

tiim sayilarin toplami kag olur? (UIMO-2006)

a) 3192 b) 3216 c) 3282 d) 3312 e) 3366

57



Coziim:

Her hamlede eklenen sayilarin toplamina en soldaki 1 ve en sagdaki iki disinda tahta
tizerindeki sayilarin her biri ikiser kez, 1 ve 2’de birer kez katki saglayacak.
Dolayisiyla bir hamleden once tahta tizerindeki sayilarin toplami A ise, hamleden

sonra bu toplam 3A — 3 olacak. O halde yedinci 6grencinin isleminden sonra toplam
3 (3B (3(3(3((3((1+2)-3)-3)—3)—-3)-3)—3)—3)=3282

olur.

Cevap C

Soru 16:

2007 kent arasinda karsilikli ugak seferleri diizenleniyor. Herhangi bir kentten bir
digerine en ¢ok bir aktarma yaparak ulagilmasini olanakli kilmak i¢in, en az kag sefer

diizenlenmelidir? (UIMO-2007)

a) 2007 b) 2064 ¢) 3002 d) 4006 ¢) Hicbiri

Coziim:

Bir A kentini secip diger kentlerin her birinden A’ya sefer (toplam 2006 sefer)
diizenlersek her kentten bir digerine en ¢ok bir aktarma ile ulasilir. Her kentten
digerine aktarmali veya aktarmasiz ulasim miimkiinse sefer sayisinin en az 2006

oldugunu gosterelim.

Bir kentte baslayip ayni kente donen bir rota (buna c¢evrim denir) varsa bu rota
tizerindeki bir seferi kaldirirsak yine her kentten digerine ulagilir, dolayisiyla
cevrimlerin bulunmadigini varsayabiliriz. O halde sadece bir sefer bulunan bir kent
vardir. Gergekten, aksi takdirde bir kentten ¢ikip rastgele bir rota olusturdugumuzda,
her kentten en az 2 sefer c¢iktifindan daha once bulundugumuz bir kente
gelmedigimiz siirece rotay1 uzatabiliriz. Kent sayist sonlu oldugundan bu rota sonsuz
olamaz, dolayisiyla daha once bulundugumuz bir kente gelecegiz, yani bir gevrim
olusacak. Bu da celigkidir. Sadece bir sefer bulunan kenti ve bu seferi gézardi

ettigimizde kent ve sefer sayis1 1 azalacak ve geriye kalan ortamda yine cevrim
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bulunmayacak ve dolayistyla tek sefer bulunan bir kent olacaktir. Bunlar1 da gézardi
edelim v.s. sonunda 2 kent ve bir sefer kalacak. Demek ki, baslangicta da sefer sayisi
kent sayisinin bir eksigi, yani 2006 imis.

Cevap E

Soru 17:

Yan yana yazilmig olan 123456789 rakamlarindan bazilarinin arasia “ + “ isareti

koyularak olusturulan bir toplam asagidakilerden hangisi olamaz? (UIMO-2008)

a) 144 b) 153 c) 189 d) 375 e) 486

Coziim:
1+2+3+......... +9=45=0 (mod 9)
oldugundan “ +  isareti hangi rakamlarin arasina konulursa konulsun toplam daima
9 ile boliiniir. 375 sayis1 9’a tam boliinmediginden toplam 375 olamaz. Olusturulan
toplam asagidaki sekillerde diger sayilara esit olabilir:
1+2+34+5+6+7+89=144
12+34+5+6+7+89=153
1+23+4+5+67+89=189
1+2+3+456+7+8+9=486

Cevap D
Soru 18:

Baslangigta tahtaya -1, 2, -3, 4, -5, 6 sayilar1 yazilidir. Her adimda tahtaya yazili
olan herhangi a ve b sayilarin silip onlarin yerine 2a + b ve 2b + a sayilarini
yazarsak (0,0,0,3,-9,9),(0,1,1,3,6,-6),(0,0,0,3,-6,9),(0,1,1, -3, 6, -9),
(0,0,2,5,5, 6) altililarindan kag tanesini elde edebiliriz? (UiMO-2014)

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5
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Coziim:

(0,0,0,3,-9,9) altilisinin elde edilebildigini gosterelim;
(-1,2,-3,4,-5,6)

(0,3,-3,4,-5,6) 1. adim

(0,3,0,4,-5,9) 2. adim

(0,3,0,3,-6,9) 3.adim

(0,0,0,3,-9,9) 4. adim

Cevap A

Soru 19:

Baslangicta ellerinde 5, 10, 15, 20, 25 seker bulunan bes 6grenciden her adimda biri
elindeki sekerlerin bir kismini diger dgrenciler arasinda esit olarak paylastiriyor. En

az kag adimda 6grencilerin ellerindeki sekerlerin sayis1 esitlenebilir? (UIMO-2011)

a)4 b) 5 c) 6 d) 7 e)8

Coziim:
Son hamleden 6nce 4 dgrencinin seker sayilart ayni olmak zorundadir. Sondan bir
onceki hamleden Once en az 3 Ogrencinin seker sayisi ayni olmak zorunda v.s.
Dolayisiyla 4’ten az sayida hamlede sekerlerin sayisi esitlenemez.
Once ikinci dgrenci birer seker dagitirsa, seker sayilar1 6, 6, 16, 21, 26 olur.
Ardindan tigiincii 68renci ikiser seker dagitirsa durum 8, 8, 8, 23, 26 olur.
Sonra dordiincii 6grenci tiger seker dagitirsa 11, 11, 11, 11, 31 olur
Son olarak besinci 6grenci dorder seker dagitirsa seker sayilari esitlenmis
olur.

Cevap A

Soru 20:

3x3 satrang tahtasinin dokuz karesinden her birinde baglangicta 0 yazilidir. Her

adimda, ortak bir kenara sahip iki kare secilerek, iistlerindeki sayilardan her ikisine
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birden ya 1 ya da -1 eklenmektedir. Sonlu sayida adim sonunda, karelerdeki sayilarin

hepsini birden 2 yapmanin miimkiin olmadigimi gosteriniz. (UIMO-2006K1)

Coziim:

Bir adimdan 6nce karelerdeki sayilar sekildeki gibiyse
(a+c+e+g+k)-(b+d+f+h)

Farki bu adimdan sonra degismez, ¢iinkii bu adimda her iki parantezdeki toplama

I’er eklenecek veya cikarilacaktir. Baslangigta bu toplam 0 oldugundan hep 0

kalacak, dolayistyla bu farkin 2’ye esit oldugu, tiim sayilarin 2 olma durumu elde

edilemeyecektir.

Soru 21:

Bir masa tstiindeki 24 tane bardaktan tam olarak ii¢ tanesi ters c¢evrilmistir. Her
islemde herhangi dort bardagi cevirebiliyoruz. En fazla 100 islem yaparak biitiin
bardaklar1 diiz hale getirebilir miyiz? (UIMO-2008K1)

Coziim:

Her islem sonucu ters ¢evrilmis bardak sayisi ¢ift say1 kadar degisiyor. Baslangigta
tek sayida ( 3 ) bardak ters ¢evrilmis oldugundan ters ¢evrilmis bardak sayisini sifira

getirmek miimkiin degildir. Cevap: Getiremeyiz.
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