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ABSTRACT

DIAMOND ALPHA DYNAMIC INEQUALIES ON TIME SCALES

EKER, Mustafa
MSc in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ahmet YANTIR
August 2016, 93 pages

Inequalities are very practical part of mathematics. They give us an idea about
the size of the quantities and provide an accurate estimate. In many areas of applied
mathemetics they also provide us a knowledge about the location of the things. One
of the most practical part of the inequalities that it is usually far easier to satisfy
assumptions involving inequalities that it is for those involving equations. When
derivatives and inequalities are combined, we refer to them as “differential
inequalities” and they are vey useful in the analysis of solutions to nonlinear
differential equations.

In this thesis, diamond—a Opial dynamic inequalities are considered. Also
Diamond-a forms of the Holder, Cauchy-Schwarz inequalities which are impottant
inequalities of mathematical analysis, Diamond-a Hardy type inequalities and
Diamond-a Jensen inequality are stated and proved. Finally several generalizations
on Diamond-a Opial Inequalities are presented.

Keywords:Time Scale, Diamond—o Derivative, Diamond—o Integral, Dynamic

Inequalities, Opial Inequalities



OZET
ZAMAN SKALASINDA DiIAMOND ALFA TIiPI ESITSIZLIKLER

Mustafa EKER
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Damismani: Yrd.Dog¢.Dr.Ahmet YANTIR
Agustos 2016,93 sayfa

Esitsizlikler matematik biliminin ¢ok énemli konularindan biridir.Bize herhangi
bir niceligin biyiikliigli hakkinda fikir verir ve hassas tahmin imkani
saglar.Uygulamali matematigin bir¢ok alaninda niceliklerin yerleri hakkinda bilgi
sabibi olmamiz1 saglar.Esitsizliklerin en 6nemli kullanishiliklarindan biri esitsizlik
iceren sartlarini saglamanin esitlik iceren sartlarini saglamaktan cok daha kolay
olmasidir.Esitsizlikler ve tiirev birlestirildiginde elde edilen yapiya “diferansiyel
esitsizlik” denir ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin

analizlerinde ¢ok faydalidir.

Bu tezde, diamond—a Opial dinamik esitsizlikleri ele alinmistir. Ayrica
matematiksel analizin en Onemli esitsizliklerinden olan Holder, Cauchy-Schwarz
esitsizliklerinin Diamond-at halleri, Diamond-a Hardy tipi esitsizlikler ve Diamond-
a Jensen esitsizlikleri ispatlari ile verilmistir. Son olarak literatiirde ¢alisilmis olan
Opial tip esitsizliklerin Diamond-a halleri ele alinmis ve ¢esitli genellemeler

verilmistir.

Anahtar sozciikler: Zaman Skalasi, Diamond-a Tiirev, Diamond—o Integral, Dinamik

Esitsizlikler, Opial esitsizlikler



TESEKKUR

Bu c¢aligmanin belirlenmesi ve yiiriitilmesi esnasinda ilgi ve alakasini
esirgemeyen, ortaya c¢ikan her tirlii bilimsel problemin ¢oziimiinde devamli
yardimlarint gordiigiim degerli hocam Yrd.Do¢.Dr.Ahmet YANTIR ayrica bana
daima destek olan esim Tuba EKER’e tesekkiirii bir borg bilirim.

Mustafa EKER
[zmir,2016
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER DiZiNi

Sembol Aciklama

R Reel Sayilar

y/ Tam Sayilar

T Zaman Skalasi

N Dogal Sayilar

C Kompleks Sayilar

Q Rasyonel Sayilar

R/Q Irrasyonel Sayilar

o Ileri sigrama operatorii
p Geri sigrama operatorii
1) Ileri sigrama fonksiyonu
I Hilger (Delta) tiirev

fv Nabla tiirev

Af Ileri fark operatdrii

\%i Geri Fark Operatorii



C Sagda yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cu Solda yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi

foa Diamond—a tiirev



1 GIRiS

Esitsizlikler matematik biliminin ¢ok kullanilish konularindan biridir. Bize
herhangi bir niceligin biiylkligi hakkinda fikir verir ve hassas tahmin imkani
saglar.Uygulamali matematigin bir¢ok alaninda niceliklerin yerleri hakkinda bilgi
sabibi olmamizi saglar.Esitsizliklerin en onemli kullanighliklarindan biri esitsizlik
igeren sartlarmi saglamanin esitlik iceren sartlarimi saglamaktan c¢ok daha kolay

olmasidir.

Esitsizlikler ve tilirev birlestirildiginde elde edilen yapiya “diferansiyel
esitsizlik” denir ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin

analizlerinde ¢ok faydalidir.

Opial esitsizlikleri Opial’m 1960 yilinda yazmis oldugu makaleye
dayanir.[15] Bu ¢alismada Opial,f € C[0,h], f(0) = f(h) = 0ve (0, h) iizerinde
f > 0 sartin1 saglayan f fonksiyonu i¢in

h h h
[ ror@iac<g [ rore, (L)
0 0

e e . h .
esitsizligini elde etmistir. Burada 5 €N uygun se¢im olarak sunulmustur.

Olech (1.1) ile verilen esitsizligi £(0) = 0 ve f, [0, h] araliginda mutlak stirekli

olmast kosullar1 altinda,

h h h
[ ror@iacss [ o
0 0

seklinde gelistirmistir.[14]

Opial esitsizlikler ayrik halde de literatiirde sikga calisilmistir. Caligmalar
Beesack [3], Lasota [13] ve Wong’un [24] makaleleri ile baslamis olup bir ¢ok
matematikci tarafindan gelistirilmistir. Lasota ¢alismasinda {x;},, xo = xy =0

sartin1 saglayan bir dizi olmak iizere,

N-1 N—1

1[N +1 ,
leiAxil < E[T] Zleil ,
i=1 i=1



esitsizligini ispatlamistir. Burada A ileri fark operatéri ve [-] tam deger
fonksiyonudur. Opial tipi esitsizliklerin siirekli ve ayrik halleri hakkinda daha fazla
bilgi [1] ve [17-23] ¢alismalarinda bulunabilir.

Zaman skalas1 kavramini ilk olarak 1988 yilinda Stefan Hilger doktora teziyle
tanitmis [10] ve Aulbach ve Hilger tarafindan bilim diinyasina sunulmustur. Zaman
skalasi, “’Bilinmeyen fonksiyonun yeni tiirevlerini iceren diferensiyel denklemler
tanimlayarak ve yeni kalkiiliisii kullanarak alistigimiz diferensiyel denklemler
teorisini ve diskrit denklemler (fark denklemleri) teorisini birlestiren ve genellestiren
bir denklemler (dinamik denklemler) teorisi gelistirilebilir vurgusu yapilarak
olusturulmustur.[4,6,11] Kisacasi zaman skalast kavrami altinda yatan ilk amag

stirekli analiz ile ayrik analizi birlestirmektir.

Yukarida verilmis olan Opial ve Lasato tipi esitsizlikler zaman skalasinda dinamik
esitsizlikler olarak tek cat1 altinda toplanabilir.

Bohner ve Kaymakgalan [5]f € C;([0, ]y, R) ve £(0) = 0 sartlar1 altinda

h h
j (72| At < h j (FH2(0at, (12)
0 0

dinamik esitsizliginin saglandigini ispatlamislardir. Bu esitsizlik hem ayrik hem de
stirekli halleri kapsamaktadir. Zaman skalas1 lizerinde Opial tipi esitsizlikler ve
uygulamalar1 Saker, B.Karpuz, Zhao ve arkadaslari tarafindan verilmistir. [12,22,25]
(1,2) nin V tiirevli hali de

h h
f (FDY(O)| vt < f (FH2(0)ve
0 0

Bohner ve Kaymakgalan [5] tarafindan verilmistir.



2 ZAMAN SKALASINDA ANALIZ
2.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde ilerideki ¢aligmalarda temel teskil edecek olan zaman skalasinin
tanimi, delta tiirevi, delta integrali ve temel 6zellikleri ile nabla tiirevi, nabla integrali

ve temel 6zellikleri hakkinda bilgi verilecektir.

Tamm 2.1. Zaman skalas1 (Time scale) reel sayilarin bos olmayan kapali keyfi bir alt
kiimesidir ve T ile gosterilir.
R,Z,N,N, = NU {0}

kiimeleri sirasiyla, reel sayilar, tam sayilar dogal sayilar ve negatif olmayan tam
sayilar olarak adlandirilir ve zaman skalasina 6rnek olarak verilebilirler. Farkli olarak
[0,1] , [2,3] , NU [0,1] ve Cantor kiimesi gibi kapali alt kiimeler de birer zaman
skalasidir.

QR/Q,C (0,1)
kiimeleri zaman skalasi degildir. Bir T zaman skalasi, reel sayilarin standart
topolojisine sahiptir. T {lizerinde fdelta tiirevi
(1) Eger T=Risef®=f"
(i)  Eger T=Zise f* = Af; seklinde tanimlanir.
(1) deki tiirev bilinen reel sayilardaki adi tiirevdir. (ii) deki tiirev ise, tam sayilar

uzerindeki fark tiirevidir.

Tammm 2.2. T bir zaman skalas1 olmak {izere, t € T i¢in 0: T — T ileri sigrama
operatoru

o(t) ==inf{s € T:s > t}
ve p: T — T geri sigrama operatorii

p(t) =sup{s € T:s < t}
ile tanimlanir. Eger t noktasi, T zaman skalasinin maksimum noktasi ise o(t) = t, t
noktast T nin minimum noktasi ise p(t) = tolarak tanimlanir. Eger a(t) > tise t
noktasinasag sagilmis nokta, eger p(t) < tise t noktasina sol sagilmis nokta denir.
tnoktas1 hem sag sacilmis nokta hem de sol sagilmis nokta ise ayrik(izole) nokta adini

alir. t <supT veo(t) =tiset noktasina sag yogun nokta, eger t > infT ve

3



p(t) = t ise t noktasina sol yogun nokta denir. Hem sag yogun hem de sol yogun

noktalara yogun nokta adi verilir. Bu nokta tanimlar1 asagidaki gibi gosterilebilinir:

® ty: yogun
51 pt) =t=0(t)
® L t,:  sol-yogun, sag-sagilmis
[ pt) =t <a(t)
® o ts: sol sacilmis, sag-yogun
ts pt) <t=oa(t)
® ® ® ty: sacilmis
Ly p(t) <t<a(t)

Tanecik fonksiyonu;
u: T — oo

t — u(t) == o(t) — tbiciminde tanmimlanir.

Tkiimesinden tiiretilen T* kiimesi

T* — {’IF — maxT, maxT < oo ve maxTsol sagilimli ise
- T, diger durumlar

seklinde tanimlidir. (Baz1 fonksiyonlarin zaman skalasi lizerindeki tiirevi, tiim zaman
skalalar lizerindeki her noktada 6zellikle zaman skalasinin sonlu en kiigiik tist sinir
noktasinda tanimli olmayabilir. Bununla birlikte, T* nim tiim noktalarinda zaman
skalas1 tiirevi tamimlidir. ileride verecegimiz zaman skalasinda tiirev igin T*

kiimesine ihtiyacimiz olacaktir)

Ayrica f: T — R bir fonksiyon olmak iizere f?: T — R fonksiyonu vt € T
i¢in

fe@ = f(a®)

seklinde tanimlanir.
Burada f? = f o o seklindeki bileske fonksiyondur.



Ornek 2.3. R ve Z kiimelerine o, p, 4 operatdrlerini uygulayalim.
(1) T = Rolsun. vVt € Rigin
o(t) =inf{s€eR:s >t} =inf(t,0) =t
p(t) ==sup{s €T:s <t} =sup(—oo,t) =t
ut)y=oc)—t=t—t=0
p(t) =t = a(t) oldugundan ve Vt € R igin saglandigindan R tiim noktalarinda yogundur
ve her zaman u(t) = 0 dir.
(i) T =Zolsun. vVt € Z igin
o) =inflseZ:s>t}=inf{t+1,t+2,...,0}=t+1
p(t) =sup{s € Z:s <t} =sup {—,...,t —2,t—1}=t—1
pt) =) —t=((+1)—-t=1
veVt € Zigin p(t) <t < a(t) oldugundan Z tim noktalarinda sagilimlidir ve her zaman
w(t) = 1dir.
Yukaridaki iki durumda da tanecik fonksiyonu sabittir. Tanecik fonksiyonu zaman
skalasinda tiirevlerde kullanilir. Sabit ya da degisken olmasi farkli sonuglar olusturacagi icin

tanecik fonksiyonunun zaman skalasinda ayr1 bir 6nemi vardr.

Ornek 2.4. Asagida tanimlanan her birT zaman skalasi i¢in o, p,u operatorleri

asagidaki gibi bulunur.

i teT={2":n€Z}uU{0}olsun. t = 2™ i¢in
(i) ¢
o(t) = inf{s € Z:s > t} = inf {2"*1,27"%2 oo} =27+l = 22" = 2t

1 t
p(t) = sup{s € Z:s < t} = sup{—oo, ..., 2772, 2""1} = 211 = 5.2” =3
uit) =o(t)—t=2t—t=t
.. 1 1. . 1
@i T= {;:nEZ}U{O}Ve vt € T olsun. t=—iginn = - olur.
(t) = inf{s € Z:s > t} = inf ! ! _r _t
o(t) = inf{s 'S = in {n—l'n—Z""}_n—l_l_l_1—t
t
©) = (sELis<t) = { 1 1}_1_1_t
PR = SUPE E B S U= Sl 2+ U " n+1 141 14¢

t



t2+t—1

,u(t)=a(t)—t=ﬁ—t— T:

(i) T={¥n:nezZ}u{0}vevteT olsun.t = Yniginn = ¢3 olur.
o(t) =inf{sEZ:s>t}=inf{?i/n+1,i/n+2,...}= Vn+1= m
p(t)=sup{s€Z:s<t}=sup{...,3\/n—2,§/n—1}= Yn—-1= m
u®) =) —t=Jt3+1—t

(iv) T ={n3:neZ}u{0}vevte Tolsun.t=n3icinn = 3/t olur.
o(t) =inf{s € Z:s > t} = inf{(n + 1)3,(n + 2)3, ..} = (n+ 1)3 = (Vt + 1)3
p(t) =sup{s € Z:s < t} =sup{..,(n—2)3,(n—1)3}=(m-1)° = {t-1)3
pt) =) —t=RFt+1)>3 -t

2.2 Zaman Skalasinda Tiirev

Tamim 2.6. Kabul edelim ki; f: T — R fonksiyon ve teT*olsun. O zaman Ve > 0

vet’ninbirU = (t —6,t+6) N'T (6§ > 0) komsulugunda ki her s elemani i¢in

I[f(c(®) = F(&)]| - F2O.[0(t) —s] < e.lo(t) — s

olacak sekilde bir f2(t) sayis1 mevcut ise, bu sayiya f  fonksiyonunun t
noktasindaki delta tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Bununla birlikte VteT¥ icin f2(t)

tiirevi mevcut ise fye T* da delta tiirevlenebilirdir denir.
f4TE - R
fonksiyonu f’nin T* da ki tiirevi (delta tiirevi) olarak adlandirilir.

Ornek 2.7. 2 nin iyi tamml oldugunu gosterelim.

Bir fonksiyonun iyi tanimliligini kullanarak ispatimizi yapalim. Bunun i¢in f nin

6



bir t noktasinda delta tiirevi oldugunu kabul edelim. O zaman t nin bir U komsulugu

ve > 0 i¢in f fonksiyonu delta tiireve sahip oldugundan,

[f(e(®) = )] = FA®).[0(®) — 5| < % lo(®) —sl, (a(®) #s)

ve

[f(e(®) = )] = fAO).[0(®) = s]| < ; lo(®) —sl, (a(®) #s)

yazilabilir. Bu esitsizliklerden hareketle,

f(o@®) - f(s) . fla(@®) - f(s)

o(t)—s o(t)—s -ffo

IFA@®) - FA@)| = |20 -

fle@®) - f(s) fle@®)—-f(s)
<€ &
_E+E
=¢

olur. Buda f2(t) = f2(t) demektir. O halde delta tiirevi iyi tanimlidir.

Ornek 2.8. Cogu zaman f2(t), t € T\T¥ noktalarinda da tanimlanabilir. Boyle
noktalarda Tanim 2.6 nin aynisi kullanilabilir.

f:T—R
fonksiyonunun t € T\T* noktalarinda herhangi & € R sayisi igin tiireve sahiptir.

t € T\T*noktas1 maksimum ve sol yayilmistir. Yani

- )
t t
seklinde bir nokta olup a(t) = t dir.
rd _+2
Ohalde s e U = (?, 3t2t ) icin bu aralikta sadece t sayisi1 vardir.

Boylece



[f(c@® —f())]—a.(c@® =) =1f®) = f®O —a.(t-t)| =0
< e&. |t —t|=e.0=0

olup, Ve > 0 igin bu noktada delta tiirev keyfi bir « € R sayisidir.
Ornek 2.9. Eger,
(i) f: T — R fonksiyonu her te T igin f(t) = a seklindeyse,
A =0
dir. Gergekten delta tiirevin tanimindan, Ve > 0 i¢in,
lf ((a(®) —f(s) = 0.(c(t) —s)| =la—al =0 <e&.[o(t) — 5]
olup, Vs € T i¢in yukaridaki esitsizlik dogrudur.
(i)f: T — R fonksiyonu her te T i¢in f(t) = t olarak tanimlanirsa,
A =1
yazilir. Gergekten de bu durumda € > 0 igin,
[f(e(@®) = f(s) = 1.(a(®) = 5)| = la(t) —s — (a(t) — 5)|
=0 <e.|o(t) — s|dir
Ornek 2.10.
(1) f:T— R vef(t) = t? olarak tammlanan fonksiyonun vVt € T igin delta

tirevini bulalim.

Ve>0,Vs€(t—¢t+¢), o(t) # s igin;



f(e(®) = f() = FA®). [(6(®) = ]| = |[(@*®) = 7)) = fA®). (a(t) = 5)
< ela®) = sl =1o(6) = sl.|(0(®) = 5) = FA(B)]| < e.lo(®) —s|
=|(e® -9 - fAO)|<e

dur. € keyfi pozitif bir say1 oldugundan mutlak deger 6zelliginden f2(t) = o(t) +t

olarak bulunur

(i)  Vt €T igin, t > 0 olmak iizere,g(t) = v/t fonksiyonunun delta tiirevini

bulalim.

vt € T icin, t > 0 olmak iizere, g(t) = v/t fonksiyonu tanimlandigina gore Ve > 0
icinuygun 6 > 0 ve

1
A = —
7 4 Vt +Ja(t)
i¢in
az(t)—sz—; (a(t) —s)| = la(t) —s| ! — !
Vi+Jo® ) Vo) +vs Vi+4/o(®)

<e&.|la(t) —s|

yazilir. Buradan

g =

1
Ve+4/a(t)
olur.

Ornek 2.11.Tanim 2.6.yardimi ile t € T*(t # min T) i¢in,g(t) = t < o (t) nin



saglandigini, fakat o sigrama operatoriiniin t de delta tiirevinin olmadigini gosterelim.

Ve > 0i¢indd > Ovardirkis € U = (t — §,t + &) oldugunda

|(c(c(0) = () = 74 (®). (o(t) = 5)| < . 1o (t) — 5]

olur. Ancak s € (t — 6, t]ise

(c(c() = 0()) = F2(®). (0(t) = 5)| < &.lo(®) — 5]

ifadesinde o(s) = s — t olur. se[t,t +6) ise a(s) =s — a(t) >t olur. Boylece;
o®(t) degeri, sagdan ve soldan yaklasildiginda farkli degerler aldigindan

t € T*(t # min T) igin o (¢) nin delta tiirevi olmadigini bulmus oluruz..
Teorem 2.11. Kabul edelim ki; f: T — R bir fonksiyon vet € T* olsun. O zaman;

(i) f, t de tiirevlenebilir ise f, t de stireklidir.

(i)  f,t de stirekli ve t sag yayilmis ise o zaman f, t de

fle®)-f®
u(t)

A =

seklinde tiirevlenebilir.

(i)  Eger, t sag yogunise f , t de tiirevlenebilir olmasi ancak ve ancak,

Y f@®) = f(s)
im——————=

st t—s

limitinin sonlu olmasi ile mimkiindir. Bu durumda

HORSIO)
—S

A - .
fAO) = lim=—

dir.

(iv) f,tde tirevlenebilirisef(a(t)) = f(£) + u(t). FA(t)dir.

10



Ispat: (i). Kabul edelim ki f,t de tiirevlenebilir olsun. & keyfi pozitif bir say1

oldugundan € € (0,1) alalim ve £* sayisini,

e = e[1+ |20 +2u®)]|]”

seklinde tanimlayalim. Bu durumda, €* € (0,1) dir. Tanim 2.6.ya gore Vs € U igin,

f(e@®) = f(s) = [o(®) = s]. fA(O)| < e".|a () — 5|

olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. Bundan dolay1 Vs € U N (t — &%, t + €7)

i¢in

If &) = f&I = [{f(a(®)) = f(s) = f2(0). [0 () — 5]}
—{f(e(®) = £(©) —u@®).FAO} + (t = 5). f2(8)|
< e |o(t) —s|+e.u) + |t —s|.f201)
<& [u@® + 1t —sl+ |20
<e (14|20 + 2u®)]

=
yazilir. Bu da f nin t de siirekli oldugunu gosterir.

(if) Varsayalim ki f, t noktasinda siirekli ve t sag yayilmis nokta olsun. Siireklilikten

I fle®) =16 fla@®)—=f(s)  fla@®)—f(s)
im = =

s>t o(t)—s o(t)—s u(t)

dir. Buradan € > 0 verildiginde Vs € U i¢in,

fle@®)=f(s) f(a@®)—f(s)
- <e
o(t)—s u(t)
olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. Dolayisiyla Vs € U igin,
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flo(®) - f(®
u(t)

a(t) —s| <e.|a(t) —s]|

[f(a(®) = F()] -

gerceklenir. Bunun anlami

fle@®)-rF®
u(t)

o) =

demektir.

(iii) Farzedelim ki f,t de tiirevlenebilir. t sag yogun ve € > 0 verilsin.f, t noktasinda

tiirevlenebilir oldugundan, Vs € U igin,
[[f(e@®) = ()] = £2®).[6(t) = 5]| < e |o(t) — 5]
olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. Vs € U i¢ino(t) = t oldugundan,
[[f(e@®) = F()] = 2. [t =s]| < et — 5]

yazilir. Burada s € U, t # s oldugundan yukarida ki esitsizligin her tarafini |t — s| ye

bolersek

f@&) —f(s)

— fA))] <
N ACIEE
oldugunu goriiriiz. Bu da,
_ f@®)—f(s)
Ay —
O Lllrtl t—s

esitligini verir.
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(iv) Eger o(t) =t ise
ut) =o)—t=t—t=0
dir. Ayrica
fle@®) =f®) =) +u@®).f4(0)

yazabiliriz. Diger taraftan eger o(t) > t ise 0 zaman (ii) den

fle®)-f®

f(0®) = £ = F(O) + (- F4O) = F(O) + (O ==

= f() + n(®). f2(t)

olur ki bu da (iv) ispatin1 tamamlar. m

Ornek 2.12. Teorem 2.11 in (iii) ifadesinin tersini ispat edelim. Kabul edelim ki

t € T* sag yogun olsun. Eger

y f@®)—f(s)
m———-—-
s—t t—s

limiti sonlu ise f, t de tiirevlenebilir ve

fA(t) — Llllgf(t) :i(s)

t

dir.
t € T* sag yogun ve

i L0~ (8
1mT

=a(t) <o
lim— (©)
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olsun. O zaman Ve > 0 i¢in 38 > 0 vardir. Oyle ki |t — s| < § oldugunda

f® =)

a(t)| < ¢
P— ®)

veya
If(®) = f() —a(®).(t = s)| < e |t = 5]
yazilabilir. a(t) = t oldugundan a(t) = f2(t)bulunur.

Ornek 2.13. T = R veya T = Z durumlaria bakalim.

(i) Eger T = R ise Teorem 2.11 (iii) den teR i¢in

f'=1 = fA(t)

st t —

- f@®) = f(s)
m—
S

limitinin var olmasi delta tiirevlenebilir oldugunu ifade eder. O halde f nin delta
tiirevi

016 _,

A _ .
O =l
olarak bulunur.

(i) Eger T = Zise f:Z — R fonksiyonu t € Z de delta tiirevlenebilir ve

— 1) —
oo OISO _JCXDTO_ 41y - gy = a0
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Ornek 2.14. Teorem 2.11 yardimiyla f: T = R fonksiyonu i¢in asagidaki tanimlari
kullanarak f2(t) yi bulalim.

Q) f®=a(), T: = {%:ne N}u{O}, t € T\{0} icin her nokta izole

oldugundan sag yayilmistir.

© = 1 ot
? R 1 T 1-t
t
+2
t) =o()—t=
uO) =00 —t=—
o t
t = 1 =
a(o() -t 1-2¢
1-t
olur. Teorem 2.11 in (ii) kismindan,
t t
O'A(t) — O-(O-(t)) — O-(t) — 1-2t B E — t
u(t) R 1-2.t
1-t

bulunur. Ozel olarak t=0 igin

N

o) = i SO 2 i T = 2

olur.
1
(i)  f(@®) =t3T: =N? ={Yn:n €Ny}, t € T kiimesine ait her nokta izole olup,

Teorem 2.11 (ii) den

o(t) =+t?+1

ut) =o)—t=+t2+1-t
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pon fle®)=f@®  fle®)-f®
fFO="—% = a®

CfVE+1)-f@)  tP+1-¢
VEZ+1 -t VEZ+1 -t
=t+t?+1

bulunur.

(i) f(&) =t4T: = {g in € NO}, t € T her noktada izole olup Teorem 2.11 (ii) den

2t+1
t) =
a(t) >
2t+1 1
t)=o(t)—t = —t=Z
u(®) = o(® _ -

t+1)2
gy L@ 0 (5 -
u(t)

dir.

1
(iv)  f@®=t3T: =N:={¥n:neNy}, t €T, hernokta izole olup Teorem 2.11 (ii)

den

o(t) =Vt3+1

pu) =a(t) —t
T
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_ fle®) - f® _ (Ve3 + 1)3 —¢3
u(t) Vee+1—¢

A

2 1
=3+ 13+ (3 +1)5.t + t2
olarak bulunur.

Teorem 2.15. Kabul edelim ki; f,g: T = R fonksiyonlar1 t € Tk de tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda

(i) f+g:T >R, tde tiirevlenebilir ve (f + g)2(t) = f2(t) + g*(t) dir.
(i)  Va sabitiicin af: T = R fonksiyonu t de tiirevlenebilir ve

(af)2(t) = a. fA(t)dir.

(i)  f.g:T - R fonksiyonu t de tiirevlenebilir ve

(f- ") = fA@®).g(®) + f(a(®). g°(®)
= f(@©).g*®) + 2. g(c(®))
dir.

(iv) Eger f(1). f(o(£)) # 0 ise, ]lc, t de tiirevlenebilir ve

N fA()
(f> O == o7 e®)

dir.

(V) Eger f(t).f(a(t)) + 0 ise, 5, t de tiirevlenebilir ve

(z)A o =090~ f©.8°®)
g 9(®).9(e®)

dir.
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Ispat: Kabul edelim ki; f, g: T — R fonksiyonlar1 t € T* de tiirevlenebilir olsunlar.

(i) & > Oolsun. Bu durumda, Vs € U, icin (fnin delta tirevlenebilirliginden),
£(0(®) = £5) = 14®). (0() = 9)| £5.10(®) = 5]
vevs € U, igin (g nin delta tirevlenebilirliginden),
9(o(©) — 9(5) = g*(®). () = 9)| < 5. 1o(®) = s
olacak sekilde t, U, ve U, komsuluklari vardir. U = U, N U, olsun. O zaman tiim
s € Uigin
[+ D(E®) = + D) = [P0 + g*(©)). (0(0) = 5)|
= [f(0(0) = () = F4(0). (0() = ) + g (o(D)) = g(5) = g*(©)- (0 (©) = 5)|

< |f(a@®) = f() = fA®). (6(®) = )| + [g(a(®) — g(s) = g*(®). (¢(t) = 3)|

<Z.lo(®) —s| +§. lo(t) — s

N m

=¢&.|o(t) —s]|
yazilabilir. Boylece f + g: T — R, t de tiirevlenebilir ve t de

(f + 9)2(t) = f2(t) + g2(¢) saglanur.

(i) f delta tiirevlenebilir oldugundan tanimdan Ve > 0 igin t nin bir U komsulugu

vardir ki ¢ # 0 igin
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[f(e@®) = f() = FA®). (a(®) = 9)| < % lo(t) — sl

yazilabilir. Tiirevlenebilir iki fonksiyonun c¢arpiminin delta diferensiyellene-

bilirliginden (Burada « y1 sabit bir fonksiyon gibi diisiinebiliriz.)
|(@f)-(6@®) = (af)(s) = (af)*(®)- (e (©)) — 5]

= |a(a(®)). f(0(®) — a(s). £ (5) — a®(®). FA(®). (o (®) = )|
= |a (f(e(®) = £()) = 0.f2(O)- (a(®) =)
= lal.|f(a(®) = £(5)]

_ Ial.%. l6(0) — s| = &.|6(6) — s

dir. Burada a(o(t)) = a,a(s) = a ve a®(t) =0 dir. Bu da (af)2(t) = a.f2(t)

oldugunu verir.

(i) e € (0,Dalahm  ve e*=.[|If (O + |g(a(®)]| + |gA(t)|]_1 seklinde €*
tanimlayalim. Bu durumda €* € (0,1) olur ve asagidakiler olacak sekilde t nin Uy,U,

ve Uz komsuluklari vardir. Tiim s € U; igin

[f(a(®) = f(s) = fA@®)- (0(t) = 5)| < &".|a () — 5]
ve tiim s € U, i¢in

|9(a(®)) = g(s) = g*(®). (0(t) = 5)| < &".|a () — |
dir. Teorem 2.11 nin (i) kismindan, tim s € U3 igin

fO-fs) ¢

yazilabilir. Simdi U = U; N U, N U3 ve s € U alalim. Bu durumda,
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|F)(e®) = (F9)(s) = [fA () g(a(®)) + fF()g* ()] (a(t) - 5)|
=|[f(e(®) = f(5) = F2®. (0(®) = 9)]g(o(®))
+[g(a(®)) = g(s) = g*(®). (a(t) = 9|f(®)
+[g(e@®) — g()g*@®). (a(t) — 9)]. [ (s) — ()]
+(a(t) = ). g*(0). [f () = fF(B)]]|
<& o) —sl|g(e@®)| + & 1o (®) = sl.IfF )] + & la(t) — 5|
+ &% o) — sl. |g2 (@)
=¢&"|a(t) = s|.[|gle®)| + If O + & + [g°®)]]
<& o) —sl.[1+|g(c@®)|+ IF©OI + |g*®)|] = €. 10(t) — s

olur. Bu da t noktasinda (fg)* = f2g + f°g* esitligini verir.

(iv) f,t noktasinda tiirevlenebilir ise

O~ F5) _
s S ®

dir. Buradan

1 1 _ fle®)-£()

IGO0 e lim L@/ ©

s-t t—s st o(t)—s

_O.f@@ﬂ—ﬂﬂ)(. -1 )

= ( lim A lim——————
sot  o(t)—s s—t f(a(t)).f(s)

___ e
F(e®).f©

yazilir.
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(v)

esitligi yardimiyla teoremin (ii) ve (iv) siklarini géz Giine alirsak,

DY o=(r) o
- r0.(2) @+ 0 (

g4 ()
9(c®). 9

g°(t) ) A
@90 O

W ). g(@®) — f(©). g ()
g(®).g(c@®)

1
m) °(a(®))
1
g(o@®)
1
g(e(®)

= f(®). (— ) + fA@.

= —f(t)-<

elde edilir.

Ornek 2.16. x, v, z fonksiyonlar1 t de tlirevlenebilir ise t noktasinda

0,0,

(xyz)® = xPyz + xy*z + x9y°z
oldugunu gosterek bu durumu n tane fonksiyon i¢in genellestirelim.

(xyz)* = (xy)*z + (xy)°z*
= (x%y + x°yMz + x7y°z2
= x%yz + x%ytz + xy°z"

dir.

Simdi bu formiilii n tane fonksiyonun ¢arpimai i¢in genellestirelim.
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(X1xp%x3 . o ) = XD x5, o oy +x0x5.  xp . +xIxS. L xO_ xh

olur. Bunu daha da kisa olarak,

(1) -E(he)=(11

seklinde gosterebiliriz.

Ornek 2.17. Teorem 2.15 in (iii) stkkin1 kullanarak f fonksiyonunun (n + 1) inci
dereceden tiirevini bulalim.

Teorem 2.15 (iii) den,

=N =fAf +fof2=( +fOf" (2.1)
bulunur. Buradan n € N i¢in

(P = £4 3 (PR
k=0

elde edilir.

Teorem 2.18. a keyfi bir sabit ve m € N olsun.

(i) f(t) = (t — a)™ise
m—1
fA(t) = Z (c(t) —a)’.(t —a)™ V1
v=0

dir.
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(ii).

g(t) = C—om
ise
m-—1 1
9% = - ; () =)™t — )"
dir.

Ispat: (i) Bu teoremin ispatini tiimevarim yontemiyle yapalim.
m = 1igin f(t) = t — a fonksiyonunun tiirevi

ffO=@t-at=1

oldugu goriiliir. Simdi f(t) = (t —a)™ ninm — 1 igin

A = Z (o(t) — a)?.(t —a)™ V!
v=0

Saglandigini kabul edelim ve bunun m i¢in saglandigini gosterelim. Burada

F(t) = (t—a)™"! = (t —a)f(t)

Seklinde F fonksiyonunu gozoniine alalim. Teorem 2.15 in (iii) kismindan;

FA@) = f(o@®) + (£ — ). (D)

m—1

=) —a)™+ (t —a) Z (c(t) —a)’.(t — a)m—v—l
v=0
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m-1

= (6(D) —a)™ + 2 (6() — ). (t — @)™

m

_ Z(J(t) — ). (t — @)™
v=0
oldugu gortiliir.
(ii1) g(t) fonksiyonu
© = 11
O I ()

seklinde olup Teorem 2.15 in (iv) kismindan, (t — a)(o(t) — @) # 0 olmak {izere,

A
A T e——
9O = rr®
I — @) - i
P RCOEDE

Z (t— a)”“(a(t) —a)mv

v=0
yazilir.
Ornek 2.19. t? nin delta tiirevi (t2)2 =t + o (t) ve % nin delta tiirevi

A

(%) - L al(t)

seklinde bulunur.
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Ornek 2.20. Teorem 2.18 yardimiyla, verilen fonksiyonlarin tiirevlerini bulalim.

1

(i) Verilen f(t) = t2, fonksiyonu T = N2, o(t) = VtZ + 1

0’
f(t) = (t —0)?
formunda yazilirsa, m = 2, « = 0 olur. Bu durumda
m-1
PO = Y 00 - ).t - aymtr

v=0

formiiliinde istenenler yerine yazilirsa,

1
FAO = () = ) (o) = 0)V. (¢ — 0>
v=0

(W)” A

1
=0

v
=t++t2+1

olarak bulunur.

(i) () = ¢2, ']1‘=%N0, o(t) = t+§, m=2 a=0

m—1

O = (= ) (@0(® = 0. (£ = 0
v=0

et

v=0
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olur.

1

(i) ) =63, T=N},m=3,a=0,00) =V +1

m-—1

O = () = ) (0(0) = 0. (¢ — O

2
_ 2 (W)".tz-v
v=0

=2+t Y3+ 1+ Y +1)2
olur.

Tanmm 2.21. Bir f: T - R fonksiyonunun ikinci delta tiirevinden bahsedebilmek
icin, f2 nin (T*)k = T** deki delta tiirevinden bahsedecegiz. f2 nin (T*¥)* = T+
deki delta tiirevi 22 = (£2)2: T¥* > R seklinde tanimlanir. Benzer sekilde daha

yiiksek mertebeden tiirevler, f A% Tk" 5 R seklinde tammlanir. Ayrica t € T igin,

a(a(t)) = o2(t)

ve

p(p(®) = p*(®)

veya genel olarak n € N igin p™(t) ve o™ (t) yukarida ifade edildigi gibi tanimlana-

bilir. Ayrica yukaridaki tanimlamalar i¢in,
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p°(t) =o’(t) =t

esitlikleri vardir.

Ornek 2.22. Verilen fonksiyonlarin ikinci tiirevlerini bulalim.
L
() f(©) =T = Nj, o(t) =VeZ+1
A =t+Vt2+1

FA1) = £2%(8)

= [ ®1°
= (t +/t2 + 1)A

=+ (VEZF+ 1)

1
- (Vez+1).(Vez + 2)

_\/t4+3.t2+2+1
Vtr +3.t2 + 2

(i) (o) = t?, Tz%NO, fA(t):2t+%, a(t)=t+%
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0 = 1P
1 A
=2t +5]

-Gt (3)
=2+0=2

Ornek 2.23. Keyfi bir zaman skalas1 i¢in asagidaki fonksiyonlarin ikinci mertebeden

tirevlerini bulalim.

. 2 A

(i) F) =1 FAB =0, f2°®) = (£2©®) =0

.. 2 A

(i) (=t FAO=1 @ =(F0) =®F=0

(i) £(6) = 22, £ = £+ 0(0), £22(0) = (FA®) = [t +0(®]° = 1+ a%(®)

Ornek 2.24. f ve g fonksiyonlar1 ikinci mertebeden tiirevlenebildikleri halde f.g

carpim fonksiyonu genelde ikinci mertebeden tiirevlenemeyebilir. Carpimin tiirevi,

f.9"=rfg+r°g"

seklinde idi. Eger f ve g fonksiyonlar1 ikinci mertebeden tiirevlenebilir ve f€

tirevlenebilir ise
((f. 9N = (g +fo.gM°

— fAA-g + an.gA +fcrcrlgAA
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— fAA.g + (fAJ +f°A).gA + faa'gAA

yazilir. Burada f A% icin f4 kisaca ¢ ve A nin iistel kombinasyonlar1 seklinde

gosterilir.

Teorem 2.25 (Leibniz Teoremi). S,En) ile k tane g, n —k tane A igeren tiim

kombinasyonlarin kiimesini gosterelim. Eger, VA € S ,E") icin A mevcut ise vn € N

i¢in,
n
k
9" =) D e 22)
k=0 \ pes(™
saglanir.

Ispat. (2.2) esitligini tiimevarim yontemiyle gosterelim.

n=1icin (f.g9)%" = (f.9)% = f2g + £°. g*oldugu goriiliir. Burada n = 0 ise

2"

Ae)

olarak kabul edelim. Simdi n = m € N igin,

(f.g>“”=kz: AszA g
- ESk

esitliginin dogru oldugunu kabul ederek, n = m + 1 € N i¢in (2.2) esitliginin dogru
oldugunu gosterelim. Bunu gdstermek i¢cin Teorem 2.15 in (i) ve (i) siklarini goéz

Ontine alacagiz.
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k=0 \ pes(™
- ( o A
=z< Z A ga 4 Z £A gAkl
k=01 Aes™ Aes™ )
m+1
— fAO' gAk

k=0 \ pes™ AesS™ Aes{™
m
k
S5 5
k=1 \ pes(™ Aes™

m+1
= D> e g
Aes{mi D) Aes{mHY
m m+1
k k
A A" A A
w2l 2 met=2 2 e
k=1 AES,EmH) k=0 AES,(CmH)

Buda (2.2) ninn = m + 1 € N igin dogru oldugunu gosterir.

Ornek 2.26. Eger, T = Rise VA € S,En) icin f4 = f=0 olacaktir. Burada f™, f

fonksiyonunun klasik n. tiirevi olarak ifade edilir. Bu durumda S,E") kiimesi

|
s8] = (Z) ~ —nk)!.k!

seklinde olacaktir. Dolayisiyla
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z A = z FOK) = fk) 2 1= (Z)f(n—k)

) ) n)
A€s); A€sy, A€s);
olarak bulunur. O halde,

n

Fm = > gAk=i(Z)f(""‘)g(")

k=0 Aesl((n) k=0

olur.

Ornek 2.27.vn € N i¢in, H, = 0 ve

ifadesi Harmonik sayilar olarak adlandirilir. Buna gore zaman skalas,
T ={H,:n € Ny}

seklinde alalim. O zaman Vn € N i¢in

U(Hn) = Hn+1
p(Hn) = Hn—l
p(Hy) = H,

.u(Hn) = G(Hn) —H,
1 1 1 1 1 1 1
= (1+—+—+...+—+—>—(1+—+—+...+—>

2 3 n n+1 2 3 n
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n+1

olur. Simdi T {izerinde tanimlanan f: T — R fonksiyonunun tiirevine bakalim.

fle@®)-fF®
u(t)

o) =

Bu esitlikte t yerine H,, yazilirsa
f(U(Hn)) - f(Hn)
u(Hy)
_ fHp1) = f(Hy)
> 1

fA(Hn) =

(o0(Hy) = Hys1)

n+1
= (n+ DAf(Hy)
olur. Burada A fark operatorii ve
f(Hni1) — f(Hp) = Af (Hp)

bigimindedir. Simdi de zaman skalasi i¢in 6rnekler tablosu olusturalim.

u(t) o(t) p(t)
R 0 t t
1 t+1 t—1
hZ. h t+h t—h
v | (@-1D.t qt q
2N t 2t t/z
No | aErl | (Ve+)t | (VE- 1)
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Ornek 2.28. (Cantor Kiimesi) : K, = [0,1] araligmi gozoniine alalm. Bu
araligionce li¢ esit parcaya boliip orta acik kismini atalim. Daha sonra geriye kalan
araliklar tekrar, li¢ esit parcaya ayirip ortada kalan agik kisimlari atalim. Benzer
sekilde geriye kalan her araligi {i¢ esit parcaya ayirip ortada kalan agik kisimlari
atalm. Bu sekilde devam edildiginde [0,1] kapali araliginin alt kiimelerinin

bir{K, }nen, yakinsak dizi elde edilir. Bu durumdan yararlanarak C, Cantor kiimesini

_ ﬂ K
n=0
Seklinde kapali kiime olarak tanimlariz. Bundan dolay1 T = C bir zaman skalasidir.

Vvx € [0,1] igin

(o]

Z—’;(ak €{0,1,2},k € N)

k=1

dir. Biitiin sol a¢ik araliklar kaldirarak L kiimesini tanimlayalim.

m
(0% 1
L={ 3k+3m+1:mENveake{O,Z},lskSm}
k=1
Bu durumda L c T dir. Biitiin sag ag¢ik araliklar1 atarak R kiimesini olusturalim.
m
(085 2
R ={ 3—k+3m+1:mENveak €{0,2},1 SkSm}
k=1

Burada da, R c T dir. Bu yapilardan dolayz,

ay
t= + €L

O-(t) =t+ 3m+1 ’ 3k 3m+1

dir. vt € T\Lnoktasi, t nin her komsulugundakl T nin diger noktalarina sahiptir.
Boylece o(t) = t saglanir. Hepsi birlikte,

m
k .
— €Lise
k m+1
o(t) = t+3m+1, egert = kz=: 3
k t, egert € T\L ise

Ve benzer seklide
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I{ 1 i ay + 2 cRi
p(t) = 4 t= 3m+1’ egert = 3 3m+1 Lse

k=1
Lt, egert € T\R ise

bulunur. Cantor kiimesinin y pargacik fonksiyonu
m
Z € Lise

= +1
u(®) = o(t) —t = t+3m+1, egert ] 3m
k t, egert € T\L ise

Seklinde bulunur. Bundan bagka L, T nin sag saginimli noktalarindan olusur ve R de
T nin sol saginimli noktalarindan olusur. Boylece T, hi¢bir izole nokta icermez.

Cantor kiimesini su sekilde gosterebiliriz.

¢ ¥ Ko
0 1
’ ' ’ 'k,
0 § g 1
-— — — —
0 1oz 1 A

9 9 3 3 9 9

2.3 Zaman Skalasinda integral

Tamim 2.29. Eger f: T — R fonksiyonunun T deki tiim sag yogun noktalarda sag
tarafli limitleri var(sonlu) ve T deki tiim sol yogun noktalarda sol tarafli limitleri

var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna regulated fonksiyon denir.

Tamm 2.30. Eger f: T — R fonksiyonu, T deki sag yogun noktalarda siirekli ve T
deki sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise bu f fonksiyonuna rd- siirekli
fonksiyon denir. f: T — R fonksiyonlarin kiimesi

Cra = Crd(T) = Crd(’]rf R)

34



ile gosterilir. f: T — R fonksiyonlarin kiimesi, tiirevlenebilir ve tiirevi rd-siirekli
fonksiyonlardir. Bu kiime ise,

C'ra = C'ra(T) = C'4(T,R)
seklinde ifade edilir.

Ornek 2.31. o, p, u operatorleri i¢in
0] Stirekli midir?
(i) rd-stirekli midir?

(iii)  Regulated midir?

o operatoril igin:

0] o(t) = inf{s € Z : s > t} her zaman siirekli degildir.

(i) Sag yogun noktalarda a(t) = t oldugundan o (t) nin sag yogun noktalarda
stirekliligi vardir. Sol yogun noktalarda ise a(t) sonlu olup o (t)rd-siireklidir.

(iiiy  o(t) € T oldugundan sag ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahiptir. Bu

ytizden o (t) regulateddir.

p operatdrii igin:

0] p(t) = sup{s € Z: s < t} her zaman siirekli degildir.

(i) Sag yogun noktalarda p(t) < t oldugundan siirekli degildir. Sol yogun
noktalarda ise o(t) = t olup p(t)rd-siirekli degildir.

(iiiy  p(t) € T oldugundan p(t) regulateddir.

poperatori igin:

0] u(t) = a(t) — tolup o(t) her zaman siirekli olmadiginda u(t) her zaman
stirekli degildir.

(ii) u(t) sag yogun noktalarda siirekli ve u(t) = 0 dir. Sol yogun noktalarda ise
o(t) —t < oo olmasindan u(t) < oo sonlu limite sahiptir. u(t) rd-stireklidir.

(@iii)y  wu(t) regulateddir.
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Teorem 2.32. f: T — R bir fonksiyon olsun.

(i) f siirekli ise rd-siireklidir.

(i)  f rd-siirekli ise f regulateddir.

(ili) o operatori rd-siireklidir.

(iv)  Eger f regulated veya rd-siirekli ise 0 zaman f¢ ayni 6zelliklere sahiptir.
(v) f'stirekli olmak iizere g: T — R fonksiyonu regulated veya stirekli ise f 0 g

bileske fonksiyonu ayni 6zellige sahiptir.

ispat.

0] f siirekli ise her noktada sonlu limiti vardir. Dolayisiyla rd-stireklidir.

(i) f rd-siirekli ise f nin sol yogun noktalarda sonlu limiti var ve sag yogun
noktalarda siirekli fonksiyonun siirekli oldugu noktalarda sonlu limiti olacagindan f
regulateddir.

(iiiy o operatoriiniinrd-siirekli oldugu 6nceki drnekte gosterildi.

(iv)  f regulated ise sag ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahiptir. Sag yogun
noktalar i¢in a(t) = t oldugundan, f(t) = f(o(t)) yazilabilir ve f = £ olur.
Dolayistyla f¢ de sonlu limite sahiptir. Sol yogun noktalar i¢in t sol yogun nokta
olsun. Bu durumda o (t) ya sag yogun ya da sol sagilimlidir. o(t)sag yogun ise f
regulated oldugundan £°(t) = f(o(t)) < o olur,

(v) f siirekli ve g regulated olsun. tsag veya sol yogun ise g(t) < oo dur ve

f(g(®)) < o olup f o g bileske fonksiyonu siirekli veya regulated olur.

Tamim 2.33. f/: T — R fonksiyonu, D (Tiirevlenebilme Bolgesi) de siirekli olmak
lizere, T*\D kiimesi sayilabilir ve sag yayilmis nokta igermiyorsa f ye t € D de pre-

tiirevlenebilir denir (D c T*).

Ornek 2.34. T:=P,,ve f/: T — R de

0 U3k3k+1
£o) = U
t—3k—1 ,te[3k+13k+2]k€N,

seklinde olsun.
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Bu durumda D boélgesi
D =T\ U{Sk +1)
k=0

seklindedir.

Ornek 2.35. f T de regulated ise, f T de rd-siirekli ise, f pre-tiirevlenebilir ise, f
nin pre-tiirevlenebilir D bolgesi bulunabilirse asagidakiler vardir:

(i) T nin her bir noktasi izole olmak {izere, f T de tanimli olsun. Her nokta izole
oldugundan sol yogun nokta yoktur. Boylece f T de regulated olur. Benzer sekilde

rd-siirekli olur. f nun tiirevi

_fle®)-f® _

f ="
olup D = T dur.
(i) T =Rve
0 ,t=0
f@ = % |t € R\{0}

olsun. O halde t = 0 noktas1 yogun noktadir. Bu nokta sag yogun nokta olarak
dikkate alinirsa f'nin t — 0% i¢in

tli>r(r)1+f )= tlgtr)l’f?
degeri sonlu degildir. ¢ = 0 noktasi sag yogun nokta alinirsa

Jip = Jig.

degeri sonlu degildir. Bdylece frd-siirekli degildir. Dolayisiyla pre-tiirevlenebilir

degildir.
(iii)
1
T=N0U{1——:nEN}
n
ve
0.teN
f@® _{ t teéN

t = 1 noktasi sol yogundur. Sag yogun nokta mevcut degildir. Ayrica
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lim f(t) =1
sonlu degere sahiptir. Boylece f regulated olur. Sag yogun nokta olmadigindan f, rd-
siirekli ve D = T* = T de pre-tiirevlenebilir olur.
(iv) T =Rvef(t) =]|t|,t € R olsun. f regulated, rd-siirekli olup D = R\{0} da pre-
tirevlenebilir olur.
(v) T =P, q,ve

(t)_{ 0 ,t=2k+1keN,
f@) = t—3k—1 ,t€[2k2k+ 1],k €N,

f nin sag yogun noktalardaki limiti 0 ve sol yogun noktalardaki limiti 1 olup f

regulated olur. f sag yogun noktalarda
f(to) = lim f(t) =0
t—>t0
olup siireklidir. Boylece frd-siirekli olur. Ayrica a(t) = t ise

fla(®) -7 ®

fA - slil>nt o(t)—t
veya o(t) > tise
fA:fwaD—f@)

u(t)
ile delta tiireve sahiptir. Buradan D = T* = P, ; olur.
(vi) T=P;,vete][2k2k+1]keN,
fO =k
fsabit fonksiyonu sonlu limite sahiptir. Ayrica sol yogun ve sag yogun noktalarda
mevcuttur. Dolayisiyla f regulated ve rd-stireklidir. f(t) = k sabit fonksiyonunun
tiirevi 0 dir.Vt € T i¢in
0

fA

dir. f pre-tiirevlenebilirdir ve D = T* = P; ; olur.

Teorem 2.36. Kompakt bir aralik tizerinde taniml1 her regulated fonksiyon sinirlidir.

Ispat. Farzedelim ki  f:[a,b] R fonksiyonu sinirli olmasin. Vn € N igin
|f(t,)| >n olacak sekilde t, € [a,b] vardir. {t,:n € N} C [a,b] oldugundan

{tn, Jken seklinde yakinsak bir alt dizisi vardir. Yani 3ty € [a,b] icin
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limy_,0 t,, =ty oOlur. T kapali ve {tnk: k € N} c T olmasindan ¢, €T

k
dir.limy_,e t,, =to oldugu igin t, izole nokta olamaz ve dolayisiyla bu ¢, noktasina
alttan ve ya Ustten yakinsayan birer dizi vardir. Bu durumda t — ¢, i¢in, f(t) nin

regulated olmasindan sonludur. Bu da bir ¢eliskidir.

Teorem 2.37.(Ortalama Deger Teoremi) Kabul edelim ki,f ve g fonksiyonlar1 T de
tamiml1 ve ikisi de D de pre-tiirevlenebilir reel degerli fonksiyonlar olsunlar. Bu
durumda VvVt € D igin
IFA®] < g®

denvVvr,s € T,r < s i¢in,

If(s) = fI < g(s) —g()
esitsizligi saglanir.
Ispat. ¢ > 0,r < sver,s € Tolsun. [r,s)\D = {t,:n € N} kiimesini tanimlayalim.

Simdi tiimevarim yoluyla Vr,s € T i¢in

SO 1fO - FOI < g®) = gt +e( =1+ ) 27"

tn<t
esitsizliginin saglandigin1 gosterelim. Biz iddia ediyoruz ki ortalama deger teoremi
saglanir. Simdi Teorem 2.7. nin dort sikkini saglatalalim.
0] S(r) asikar olarak saglanir.
(i) t sag sagilimli nokta alalim ve farz edelim Ki S(t) saglanir. O zaman t € D ve
[f(e®) = fOI =f®) +u@®f*©) = fF@)

<u®[FAO[+1f®O - £

<u®g*®O +gt)—gr) +¢ (t —r+ Z 2‘”)

ta<t

=g(c®)— g +elt—r+ z 2-n

th<o(t)

< g(a(t)) —gr)+elo()—r+ Z 27n

th<o(t)
olup S(a(t)) saglanir.
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(iii)  Farzedelim ki S(t) saglanir ve t # s sag yogun yani a(t) = t dir. Bu halde
t € Dvet ¢ D durumlar s6z konusudur. Ik olarak t € D durumunu alalim. Bu

durumda, f ve g, t de tiirevlenebilir ve bundan dolay1 tim T € U igin
€
F® - f@ - fFAOE-o]<5lt =1l
ve
€
19() - g() - g* Ot -l <t — 7|
olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. Boylece tim t € U igin
€
F© = @I < IF* @15 It =l
ve
€
9O —g@® - g* @O -1 =2 -5t —7l
dir. Buraya kadar yapilanlardan dolay1 tim = € U N (t, o) i¢in
f@O-fMI<If@-fOI+I1f©O - f(I
A
<[Irt@I5]le =l +1£@© - FOI

S [lgA(t)Ig] lt—tl+ g(t) —g(r)+e|lt—1+ z 2"

th<t

- A - 1) +§|t—r| + g —g) +e(t—1)+¢ Z 2—n

th<t

=g - g+t =TI+l —Tl+ g@©) - g() + £t = 1)

2
+ez 27"
to<t
< g@)—glr)+e T—T+ZZ‘” (t — tigin)

th<T
yazariz. Boylece tim T € U N (t, o) igin S(7) saglanir.
Ikinci olarak t € D oldugunu kabul edelim. O zaman bazi m € N igin t = t,,

olur. fveg pre-tiirevlenebilir olduklarindan her ikisi de siirekli ve VT € U igin

f@=fOI<52™ ve 9@ -g®OI <52
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olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. Boylece VT € U i¢in

£
9D -g® = -2
olur ve buradan

f@-fOI<If@-fOI+ 1 = f()I

€
SEZ_m+ gty —gr)+¢ t—r+22_n

th<t

&

£
22‘m+g(r)+§2‘m—g(r)+e r—r+z 27"

th<t

=e2M+g(@)—gr)+ ¢ T—T‘+z 27"

tn<T

< glt)—gr)+e r—r+22‘”

th<T
olur. Buda tim 7 € U N (t, ) i¢in S(7) nin saglandigmi gosterir.
(iv)  Simdi de ¢ nin bir sol yogun nokta ve tim T < t i¢in S(7) nin dogru oldugunu

kabul edelim. O zaman

lim |£(0) = F()] < lim. {g(r) — g + e(r—r £ z)}

tn<T
< lim sg(@)—g) +elt—1+ 27"

S(t) saglanir. Dolayisiyla f ve g siireklidir.

Sonug 2.38. Farzedelim ki f ve g, D bdlgesinde pre-tiirevlenebilir olsun.

(1) Eger U ug noktalari r, s € T olan kompakt bir aralik ise o zaman

F© -l <{ sup [#©|f1s 1

TeUKND
dir.
(i) Vvt € Digin f(¢) = 0 ise, f sabit fonksiyondur.
(iii) Vvt € Dicin f2(t) = g2(t) ise, 0 zaman Vt € T icin
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g)=f(@®)+C
dir. Burada C sabittir.
ispat.

(i) Kabul edelim ki f, D bolgesinde pre-tiirevlenebilir ve r < s ve r,s € T i¢in
g() = { sup IfA(T)I} It — 7
t€[r,s]¥nD

seklindeg fonksiyonu tanimlarsak, o zaman t € [r, s]¥ N D igin

g'® = suwp [FA@|=|fA®)]

€[r,s1¥nD
olur. Ortalama Deger Teoreminden tim t € [r,s] i¢in

lf@®) —f@I<g®) —g()
dir. Boylece

If(s) =f(@] = g9(s) —g()

=g(s)
= { sup |fA(r)|} |s — 7]
t€[r,s]¥nD
bulunur.
(i)
i =0
olsun. t € Digin (i) den
A <o

yazilabilir. Buradan r,s € T, r < s i¢in

If(s)—f()|<0-0=0

olur. Ayrica mutlak deger 6zelliginden
0<If&)—fM =0 f(s)=f(r)
olur ki bu da f (t) nin sabit fonksiyon oldugunu gosterir.
(ilf) VvVt € Digin
fi® =g
olsun. Ayrica h, g, f fonksiyonlar1 D bolgesinde pre-tiirevlienebilir olsun.

h(®) = f(©) —g(@®)

esitliginde her iki tarafin delta tiirevini alalim.
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hA () = (F(1) — g ()" = f2(1) — g°(®)
ve (i) den
|RA®)|=0=>h()=C
idi. O zaman
C=f®)—-g®)=9@®)+C=f(1)

olarak bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.39.(Pre-Anti Tiirevin Varhg) Kabul edelim ki f regulated olsun. O
zaman Vt € D icin,

FA(t) = f(¢)
olacak sekilde D diferensiyellenebilme bolgesine sahip pre-diferensiyellenebilen bir F

fonksiyonu vardir.

Tamm 2.40. Kabul edelim ki f: T — R fonksiyonu regulated olsun. O zaman Pre-
Anti Tiirevin Varligi ndan F fonksiyonuna f nin pre-anti tiirevi denir. Bu durumda,

bir regulated f fonksiyonunun belirsiz integrali,
j f(t)At=F(t)+C

seklinde tanimlanir. Burada C keyfi bir sabit, F de f nin pre-anti tiirevidir. Cauchy

integralini Vr,s € T i¢in

S

[ f®At=F(s)-F(r)

r

olarak tanimlayacagiz. Bir F: T — R fonksiyonu, Vt € TX i¢in

FAH) = f(0)
sagliyorsa F fonksiyonuna f: T — R fonksiyonunun anti tiirevi denir.
Ornek 2.41. T = Z ve a # 1 olmak iizere

J atAt

T = Z oldugundan f2(t) = Af(t) yazilir. Buna gore a # 1 sabiti i¢in

belirsiz integralini hesaplayalim.
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esitligi yardimiyla

at
fatAt= +C
a—1

olur. Burada C keyfi bir sabit sayidir.

Ornek 2.42. Eger T=7Z , k#1 ve a € R olmak iizere asagidaki esitsizlikleri
gosterelim.
(i)

(t+a)k+1
t kat=————+(C
f(”) kr1

Delta tiirevi igin,

(t+a)*\  (t+a+ D —(t+a)?
k+1 ) k+1

:ﬁ[(t+a+1)k—((t+a)(t+a—1)(t+a—2)...(t+a—k))]

W [N

=m[(t+a+1)(t+a)(t+a—1)...(t+a—k+1)

—(t+a)t+a—-—1D(t+a—-2)..(t+a—k))]
1

:k—_l_l[(t+a)(t+a—1)...(t+a—k+1).((t+a+1)—(t+a—k))]

=k—+1[(t+a)(t+a—1)...(t+a—k+1).(k+1)]

= (t + a)*
esitligini yazariz. Bu esitligin her iki tarafinin integralini alirsak,
(t +a)tt

k —_— ———
f(t+a)At 1 ¢

bulunur.

(i)
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Yukaridakine benzer sekilde,

t \_ (t+1 t o\ _ e+t t*t (t+ Dt —t*(t —a)
A(a+1)_<a+1)_(a+1>_ Ta+2) T(a+2) T'(a+2)
_(e+Dt*  (a+1p* "t
_F(a+2)_(a+1)F(a+1)_F(a+1)_<a>

esitliginden ifadenin saglandigini goriiriiz.

Teorem 2.43.(Anti Tiirevlerin Varhgi) Her rd-siirekli fonksiyon anti tiireve sahiptir.

Ozel olarak t, € T ise, t € T i¢in f fonksiyonunun anti tiirevi olan F fonksiyonu

FA():= | f(DAT
J

seklinde tanimlanir.

Ispat. Kabul edelim ki f rd-siirekli olsun. Teorem 2.32nin (ii) sikkindan £ regulated
olur. Boylece Teorem 2.40 tan Vt € D igin
FA(t) = f(¢)
olacak sekilde F nin varligi garantilenir. Bu da F fonksiyonunun D de pre-
tiirevlenebilirligini verir. Bu durumda Vt € T¥ igin
FA) = f(0)
oldugunu (bu durum, Vt € T*\D deki tiim noktalar1 icerir) gostermeliyiz. Kabul
edelim ki, vt € T*\D olsun. O zaman t sag yogundur. Ciinkii T*\D kiimesi sag
yogun nokta igeremez. f rd-siirekli oldugundan, f, t de siireklidir. € > 0 olmak tizere
Vs € U igin,
If(s)—f@Ol<¢
olacak sekilde t nin bir U komsulugu vardir. T € T i¢in,
h(7) = F(7) = f(). (7 — to)
tanimlansin. Bu durumda, h fonksiyonu D de pre-tiirevlenebilirdir ve YVt € D igin,
@) =F@ - f©) =f@) - f(©)
yazariz. Boylece Vs € U N D igin,
W@ =1f(s) - f® <e

olur. Bundan dolay1
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sup |hA(s)| <€

seDNU
dir. Boylece Sonug 2.38 yardimiyla r € U i¢in,

|F(¢) = F(r) = f(©).(t = )| = [h(t) + f(©)(t = to) — [R(r) + fF(O)(r = to)]]
= |h(t) = h()]

< { sup |hA(s)|} [t — 7|

SEDNU

<éelt—r]|
olur. Buda F nin t de

FA(®) = f(t)

tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.

Bazi 6nemli 6rnekler su sekilde verilebilir:

T R Z
a(t) t t+1
p(t) t t—1
u(t) 0 1
A f'® Af (D)
b b b-1
[ roac [ f© (@<b)
a a t=a

Teorem 2.44. Eger f € C,4 ve t € T* ise asagidaki esitlik saglanir.
a(t)

| r@ae=uoro
t
Ispat: Bir 6nceki teoremden f nin F gibi bir anti tiirevi vardir ve

A F(a(t)) — F(¢) B )
(F ) = rFOMCE f®

o(t)

f F@aT = F(o(©) - F©) = n(OF (D) = u(®f (O
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Teorem 2.45. Eger a,b,c € T,a € Rve f,g € C,4 iSe 0 zaman
(i)
b b b
f [f (&) + g(O]At = f f®)At + f g(t)At
a a a

(i)
b b
[@noac=a | roac
(iii) ‘ ‘
b a
ff(t)At = —Jf(t)At
a b
(iv)
b c b
ff(t)At = ff(t)At + ff(t)At
v)
b b
[ re@)g*wac = Go® - 9@ - [ r*©gwar
(vi)
b b
[ g @ac = Go®) - Go@ - [ r*ogle)ar
(i)

f FOAt =0

(viii) Eger, [a, b) tizerinde |f(t)| < g(t) ise asagidaki esitsizlik dogrudur:
b b

< f g(At

a

j F(OAL

(ix)  Vt € [a,b)iginf(t) = 0 ise asagidaki esitsizlik dogrudur:
b

j FOAL >0
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Teorem 2.46. Eger a,b € T ve f € C,4 Olsun.

(i) Eger T = R ise

b b
f F(OAL = ] f(t)dt

dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

(i)  Eger [a, b] yalnizca izole noktalar igeriyorsa,

Z u@®)f () a<bise

b te[a,b)
ff(t)At = 0 a=bise
a | — Z u@®)f(t) a>bise
k te[a,b)
(ili)  Egerh > 0i¢in T = hZ = {hk: k € Z} ise,
( %_1
Zf(kh)h a <bise
b k=%
[rwac={ o a=bise
a %—1
—Zf(kh)h a>bise
P

\

(iv) Egeri¢in T = Z ise

( b—1
) f) a<bise
t=a
[ rwac=1 o o= bise
p a—1
— z f) a>bise
\ t=a

dir.
Ornek 2.47. a € T alalim. Burada, T keyfi bir zaman skalas1 olamk iizere,
t
J1A5=t—a (t—a)=tt—-at=1-0=1)
a
dir. Ayrica t € T olmak iizere T = R ise
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dir. T = Z ise
t t-1
fsAs = z s=0+1
a s=0
dir. T = hZ ise
t %_1 %‘1

fsAS=

p k=0

t t1 1
— h2(_ _ S —
_h(h 1)h2 x (L= ht
dir.

T =[0,1] U [2,3] ise

olarak bulunur.

f(shh= ) sh* =

t— 1)t
+2+---+(t—2)+(t—1)=( z )
-1
t
h225=h2<0+1+2+---+<ﬁ—1>>
k=0

Teorem 2.48. f, f2, fV fonksiyonlar siirekli olsunlar. Bu durumda asagidaki

ifadeler;
(i) _
f f(t,s)As
(ii) __a _
f f(t,s)As
(iii) :a _
f f(t,5)Vs

S IA

1A

= f(o(t), ) + f £5(t,5)As
1V .
= f(p(®), p(O)) + J £V (t,s)As

= f(0(0),0(0) + f £4(t$)As
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(iv)

\%

[rwsws| =rw.0+ [ 17 @svs

olarak tanimlanir.

2.4 A ve V Ustel Fonksiyon

Bu kisimda zaman skalasi iizerine tanimlanan genellesmis A — ve V —iistel
fonksiyonlarin tanimlarint ve Ozelliklerini verecegiz. Zaman skalasinda {istel

fonksiyonlarla ilgili sonuglar [10,17] da mevcuttur.

Tanmim 2.49. h > 0 i¢in Hilger karmasik sayilar
G=frecze-))
h =<4 . Z A

ile tanimlanir. h = 0 ise C, = C ile verilir.

Tanim 2.50. h > 0 i¢in
I I
Zn={zeC _E<Z<E}
ile tanimlanir. h = 0 ise Z, = C ile verilir.

Tanim 2.51.h > 0 olmak tizere silindir ve v —silindir dontisiimleri:

() &n:Ch — Zyicing,(z) = ~Log (1 + zh),

(i) &u:Cn — Znigindy(2) = — 1 Log(1 = zh),

ile tanimlanirlar. h = 0 i¢in Vz € C olmak iizere &,(2) = &,(z) = z dir.
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Tamm 2.52.
(i)  Eger p: T — R fonksiyonu ¢t € T* igin
14+ u®)p() #0
kosulunu sagliyorsa p(t) fonksiyonuna regresif denir. Tiim rd-stirekli ve regresif
fonksiyonlari ailesi R ile gosterilir. p € R ise s,t € T igin genellesmis A —iistel

fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanir:

e,(t,s) = exp JEH(T)(p(r))AT

(i)  Eger q: T — R fonksiyonu t € T icin

1—v(t)q(t) #0
kosulunu sagliyorsa q(t) fonksiyonuna v — regresif denir. Ttim ld-siirekli ve v —
regresif fonksiyonlarin ailesi R, ile gosterilir. ¢ € Rises, t € T igin genellesmis

V —iistel fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanar:

ey(t,5) = exp j & (4(D)Vz

Tamm 2.53.
(1) p € R icin birinci mertebeden lineer y2(t) = p(t)y(t) dinamik denklemine
regresif dinamik denklem denir.
(i)  p € R, i¢in birinci mertebeden lineer y'(t) = p(t)y(t) dinamik denklemine
v-regresif dinamik denklem denir.
Teorem 2.54.
(i) to, € T ve y2(t) = p(t)y(t) dinamik denklemi regresif olsun. Bu durumda
A — iistel fonksiyonu e, (¢, to)

Y1) =p®y (1), y(ty) =1
baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
(i)  to € Tvey’(t) = p(t)y(t) dinamik denklemi v-regresif olsun. Bu durumda
V — iistel fonksiyonu &, (t,ty)

Y =p®y©®), yt) =1

baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiidiir.
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Teorem 2.55.

(i) p fonksiyonu stirekli ve regresif olsun. Bu durumda
ep(t,tg) =& o (t,tp),
1+pPv

(i) g fonksiyonu siirekli ve v-regresif olsun. Bu durumda

éq (tl tO) =e q° (tl tO)

1+q%p

esitlikleri saglanir.

Teorem 2.56. p € R N R,o0lsun. Bu durumda
(i) ef(tty) =

(i) &)t ty) =1 —p(O)v(t)é,(t to) ve &) (to, to) = 1 — p(te)v(to)

esitlikleri saglanir.

1

o _ 4
ep(t, to) Ve ey (Lo, to) = 1+pP (to)v(to) ’

1+pP(t)v(t)

25 Diamond-a Tiirev

Tamm 2.57. T bir zaman skalasi, f: T — R bir fonksiyon ve t € TXolsun. Bu
durumda « € [0,1] olmak iizere Ve > 0 verildiginde 3§ > 0 igin t noktasinin bir U

komsulugundaki her s elemani igin py = a(t) — s ve v¢s = p(t) — s olmak lizere

lalf@) = F()ves + (1 = I[P @) = F()ttes — f PO mesVes < €lptesVes]

esitsizligi saglamirsa f%(t) ifadesine T¥ iizerinde f fonksiyonunun diamond-a tiirevi
denir.[16]

Diamond-a tiirevi A ve V tiirevlerinde oldugu gibi iyi tanimlidir. Gergekten
Ve > 0 verildiginde t’nin U; ve U, komsuluklarindaki her bir ¢,(t) ve ¢,(t)

degerler olmak lizere Vs € U; i¢in

lalf?(®) = f()ves + (1 = )P () = F()]pes = P1(D)hesVes| < €lesves]

ve Vs € U, igin

lalf?@®) = f()ves + (1 =) [ () = f()]ues = P2(O)pesVes| < €lpesvesl
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yazilabilir. Ve > Oi¢ing, = %olsun. Bu taktirdevs € U = U; N U, igin

|1 (t) — ¢2(t)||ﬂtsvts| = |1 (O phesVes — P2 (t).utsvts|
= 1a[f7() = f()]ves + (L = ) [fP () = F($)]pes — P1(OptesVes
—(alf?@) = f()]ves + (1 = ) [fP (&) — f()]pes — P2 (O tesves)|
<la[f?() = f()]ves + (1 = )[fP () — f()]ues — P1(O)esVes]
+Halfo@®) — f($)]ves + (1 — ) [fP (&) — f($)]ttes — P2 (O pesves|
< &ltesVes| + elbesves| < €lptesves]
elde edilir. Boylece |, (t) — ¢, ()| < & ve e = 0 iken ¢p;(t) = ¢, (¢t) olur. [21]

Teorem 2.58. a € [0,1] olmak iizere f fonksiyonunu t € T de hem A hem de V
tirevlenebilsin. Bu durumda f fonksiyonu t de ¢, tiirevlenebilirdir ve
fle®) = af*® + A - a)f"(®)

seklindedir. [16]
Ispat:f2(t) ve fY(¢t) tiirevleri mevcut olsun. Boylece Ve > 0 verildiginde ¢ nin U,
ve U, komsuluklarindaki Vs € U; igin

[F7®) = f()] = FAOes| < elpes
ve Vs € U, icin

ILFP(®) = ()] = FY(O)ves| < elves]
yazilir. Bu takdirde Vs € U; i¢in

|a[fa(t) - f(s)]vts - afA(t)Vts.utsl < ael.utsvtsl
ve Vs € U, i¢in
|(1 - a) [fp (t) - f(s)]ﬂts - (1 - a)fv(t).utsvtsl < (1 - a)gl.utsvtsl
elde edilebilir. Boylece Vs € U = U; N U, icin
|alf7() = f()]ves + (1 = @[fP (1) — F()ues — [af () + (1 = @) f¥ (D) ]pesves|
< |a[fa(t) - f(s)]vts - afA(t)vts.uts|
+ (1 = a)[fP(t) = f()]pes — (1= ) fV () hesVes]
< ag|pesVes| + (1 — a)elpesves| < €lptesves

olur. Buradan f%«(t) tiirevi vardir ve f%«(t) = af2(t) + (1 — a)f"(¢) bulunur.
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Tamm 2.59.( Diamond-a Tiirev)

T bir zaman skalas1 ve f(t), T lizerinde A — ve V — tiirevlenebilir olsun. Bu
durumda 0 < a < 1 olmak iizere t € T icin f(t) fonksiyonunun f%«(t) tiirevi

fla(@®) = aft(®) + (1 —a)f"(t)

olarak tanimlanir. Boylece fdiamond-a tiirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter
kosul f fonksiyonunun A — ve V — tiirevlenebilir olmasidir.[4]

Bu tanimdan a = lalmirsa,f % (t) = f2(t) ve a = 0 alinirsa, fo(t) = fV(t)
bulunur. Bu da @ = 1 i¢in diamond-a tiirevinin A —tiirevine , a = 0 i¢in diamond-a

tirevinin V —tiirevine esit oldugunu gosterir. Ayrica « =% oldugunda, kombine

dinamik tiirevler, herhangi bir ayrik zaman skalas1 lizerinde bize merkezi bir formdil

Verir.

Sonug¢ 2.60. t € T noktast yogun olsun. Bu durumda f'(t) varsa
fle@® =fAO =f'® = f'@®
seklindedir.

fE+n)-f (@)
h

Ispat: t € T noktas1 yogun ve f'(t) = lim,_, sonlu bir deger olarak limiti

mevcut olsun. t noktasimin yeterli kiigiik bir U komsulugundaki Vs,t € U igin

h = s — t alinirsa

£(6) = lim

h—-0

olur. Bu da f2(t) , ayn1 zamanda fV(t) demektir.
£ igin
fle@® =af* O+ A -a)f'®) =af' ®)+ A —a)f'(t) = f'(t)

bulunur.

f+h)—f® . fO-f6)
A = l1m

s—t t—s

Teorem 2.61. f,g: T — R birer fonksiyon ve t € T noktasinda ¢,— tiirevlenebilir
olsunlar. Bu durumda
(1) f 4+ g: T — R fonksiyonu t € T noktasinda ¢,—tilirevlenebilirdir ve
(f +9)%(t) = fP=(t) + g*=(t)
seklindedir.
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(i) ¢ herhangi bir sabit say1 olmak tizere, cf: T — R fonksiyonu t € T

noktasinda ¢, —tiirevlenebilirdir ve

(cf)P(t) = cf *=(t)
seklindedir.
(iii)  f.g: T — R fonksiyonu t € T noktasinda ¢,—tiirevlenebilirdir ve

(f-9)'(t) = fP=()g@®) + af () g () + (1 — ) fP () g" (t)
seklindedir.

(iv) gt)g?()gP(t) # 0 olmak iizere é : T — R fonksiyonu t € T noktasinda

0,— tiirevlenebilirdir ve

(1)% (0 = O+ g°M)g% — ag”(Dg"(®) — (A~ ))g?(O)g"(®)
g()g?(t)gr(t)

seklindedir.

(v) g)g?(t)g”(t) # 0 olmak iizere g : T — R fonksiyonu t € T noktasinda

0 o —tiirevlenebilirdir ve

(f ><>a (0 = [0 O ® — af O O W = (1= O (Vg° 5" ®)

g g g° () gP ()
seklindedir.[4]

ispat:
() F+Dl® =a(f +9)"O+ Q-+ 9@
=af*'®) +ag® O+ 1 -a)f"@®) + (1 —a)g"(t)
=af*®+ A -a)f'() + ag’(®) + (1 —a)g"(¢)
= fla(t) + g% (¢)
(i) (N = alcH®) + A — ) (cNHT ()
= acf*(®) + (1~ @)ef7(®) = ¢ (af (D) + (1~ )f" () = ef *(0)
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(i) (f)'(®) = a(fP*®O) + 1 - )P (®)

= af*()g®) +af (g + (1 — ) f' () g(t)

+ (1 - a)fP g
= fl®g® + af° g + (1 - ) fP (g (1)

()
1\ %« A 1Y
(5) ©=q(;) ®+a-a() ©
O S PR O
9097 9097

g® - g® L 9'®
“Sore Y9500 T T Y5000
g'(®) g @) g (@)

~ U@ Y509 ® T g0 ®
gt +0-ag"®) ag*®+ A -a)g"®)
g@®)ge(t) g)gr(t)
ag®(®g’(@®) + (1 - a)g"(£)g”(t)
gt)g?(t)gr(t)
_(g7® +9°®)g°*(®) — ag®()g°() = (1 = a)g" (g (1)
g(®)g?(t)gr(t)

v)

f e B 1\
(3) (t) = (f-g) ©
1 1\2 1,2
=0 +a@(3) O+ a-oro ;) O
= Foe(t)= ()
g
bon (7)) + gP () g% (t) — ag®(D)g°(t) — (1 — a)g" (t) g° (t)
tafo o) FOLAOLE0)

) (9705 + 9P(D)g°(8) — gt (Dg”(©) — (1 — a)g"(DgP (©)
(1= a)ff) MOYAOr R0
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_fl®g’®g”®

(g’ (gr®

af?(O[(g°@® + g7 () g°«(®) — ag* () g’ (1) — (1 — ) g" () g” ()]
+

gt)g?(t)gr(t)
N A-)fPO(g°®) + g7 () g% () — ag”(©)g° (©) — (1 —a)g"(®) g” ()]
g(t)g?(t)gr(t)
_ _f°“(t)g"(t)g” (&) —af ()g? g @) — (1 —a)fP(t)g? () g"(t)
g(®)g?(t)gr(t)

Teorem 2.62. f: T — R bir fonksiyon ve t € T noktasinda ¢,—tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda asagidaki tiirevler;

Q) O =af*"O+A-a)f"®

(i) V@O =af®+ A -a)f"(®)

(i)  f2%(6) = af** @) + (1 — ) f "V (O)vef = (t) # fO<4(1)

(iv)  fY(®) = af"@®) + (1 —a)f "V (Ovef e (t) # [V (1)

v)  fld%(t) = a? A +a(l - a) (f B +f A‘7(t)) + (1= a)?f7 ()
# a?f4() + (1 —a)? 7 (0)

bigimindedir.[6]

Teorem 2.63.f:T—R , [ab] iizerinde siirekli ve [a,b) lizerinde

0, —tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(a) = f(b) ise

fla(®) <0 < fle()

esitsizligini saglayan t', T € [a, b) noktalar1 vardir.[6]

Teorem 264. /:T— R , [ab] ilzerinde siirekli ve [a,b) ilizerinde

0 ,—tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda

fle@)(b—a) < f(b) — f(a) < fle(@)(b—a)

esitsizligini saglayan t', T € [a, b) noktalar1 vardir.[6]

Sonu¢ 2.65. f: T — R, [a, b] iizerinde siirekli ve [a, b) lizerinde ¢ ,—tiirevlenebilen

bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vt € [a, b) igin;
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(i) fO«(t) > 0 ise f artan bir fonksiyondur.
(i)  f(t) < 0ise f azalan bir fonksiyondur.
(iii)  f(t) = 0ise f azalmayan bir fonksiyondur.

(iv)  f%(t) < 0ise f artmayan bir fonksiyondur.

2.6 Diamond-a Integral

Tamm 2.66. a,t € T ve h: T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢, integrali

a € [0,1]igin

fh(r) 0, T=«a f h(t)At+ (1 — a) f h(t)Vt

seklinde tanimlanir. ¢, integral A — ve V — integrallerinin lineer kombinasyonudur.

Genelde t € T i¢in

t Oa
j h(D) 0, r) = ()

saglanmaz.[8]

Teorem 2.67. a,b,t e Tvec € R, f,g: T — R olsun. Bu durumda

()
[r@+g@leer=[ @ oet+ [ 9@ 0
. . | . | ,
fcf(r) 00 T =cff(r) 00T
(iii) ) )

ff(T)OaT=—faf(T)<>aT
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) t b t
!f(r) <>ﬂ=aff(f) OaT+bff(T) 0o

(v) .
ff(r) 0,7=0
bi¢imindedir.[8]
Ispat: Integral tanimindan;
(I) t t t
[ @+ 9@l eer=a [IF@ + g@lac+ 1 - [17@ + g@17r
= aff(r)Ar + afg(r)Ar + (1 - a)ff(r)Vt +(1—-a) f gVt
= aff(r)Ar +(1- a)jf(r)Vr + ajg(r)Ar +(1—-a) f gVt
~ [r@oet+ [ 9@ o
(i)
t t t t t
fcf(r) 0T = fo(‘L’)A‘L’ + f cf(n)Vr = c< f(D)AT + ff(r)Vr)
- [r@ o
(iii)

ff(r) OaTZ(Xff(T)AT-I—(l—a)ff(T)VT

- —aff(r)AT—i-(1—a)faf(T)|7T=—ff(T) 0q T
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(iv)
ff(r) OaTZaff(T)AT-l-(l—a)ff(T)V‘[

b t b t
aaff(‘r)AT+abff(T)AT+(1—a)aff(‘r)l71+(1—a)bff(T)VT

b b t t
al|l fOAt+(A—-a) | fOVt+a | f(DAT+(1—a) | f(D)VT
/ o] /

b t
=!f(r)oar+!f(r)<>af

(V) a a a
ff(‘r)()at=aff(T)AT+(1—a)ff(r)|7‘r=a.0+(1—a).0=0

Yardimc1 Teorem 2.68. f ve g, [a, b] iizerinde stirekli fonksiyonlar olsunlar. Bu

durumda

(i)  EgerVt € [a,b] icin £(£) = 0 ise

b
Jf(r)OaTZO

esitsizligi vardir.

(i)  EgerVt € [a,b] icin f(t) < g(t) ise
b b
[r@ocrs[o@ o

(iii)  Eger Vt € [a, b] i¢in f(t) = 0 oluyorsa, bu durumda f(t) = 0 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

b
ff(r)()a‘r=0

olmasidir.[9]
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Teorem 2.69. f, a noktasindan b noktasma A — ve V — integrallenebilen bir

fonksiyon olsun. Bu durumda f, a noktasindan b noktasina ¢,—integrallenebilir ve

t t t

ff(r) Oarzaff(r)AT+(1—a)Jf(r)VT

a a

bi¢imindedir.[5]

Sonug 2.70. a, b € T olsun. Bu durumda,;
0] a < bolsun. f: T — R her sabit fonksiyon a noktasindan b noktasina

0 ,—integrallenebilir ve

b
jf(r) 0g7=c(b—a)

seklindedir.

(i) [a,b] tzerinde f: T — R i¢in her monoton fonksiyon a noktasindan b
noktasina ¢, —integrallenebilirdir.

(i)  [a,b] tlzerinde f:T — R i¢in her siirekli fonksiyon a noktasindan b
noktasina ¢, —integrallenebilirdir.

(iv) [a, b] tizerinde f: T — R i¢in sadece sonlu sayida bir ¢ok siireksiz noktalarda
her sinirli fonksiyon a noktasindan b noktasina ¢ ,—integrallenebilirdir.

(V) [a,b] {tizerinde f: T — R icin her diizenli fonksiyon a noktasindan b
noktasina ¢, —integrallenebilirdir.

(vi) [a, b] tizerinde f: T — R i¢in sinirh bir fonksiyon, a noktasindan b noktasina
0,—Iintegrallenebilir olsun. Bu durumda f, [a,b] nin her [c,d] alt araliginda
0,—Iintegrallenebilirdir.

(vii)  f, a noktasindan b noktasina ¢,—integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda |f| fonksiyonu da ¢,—integrallenebilirdirdir ve

b b
[r@oet|< [ 11 0.r

seklindedir.[5]
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2.7 Diamond-a Ustel Fonksiyon

Tamm 2.71.(Kombine Ustel Fonksiyon) Diamond-a dinamik denklemler,A — ve

V — dinamik denklemlerin bir konveks kombinasyonudur. Biz burada diamond-a

dinamik denklemler de {istel fonksiyonu tanimlayabilmek i¢cin A — ve V —iistel

fonksiyonlarin kombinasyonunu tanimlayacagiz. Bu kombine iistel fonksiyonu i¢in

iki farkli fonksiyon tanimlayacagiz. Bu fonksiyonlar ,E, ve ge, ile gosterelim.
PERNR,, tt, € Tve a € [0,1] olsun. Bu durumda

Birincisi ve en ¢ok bilinen tanim:

aEp(t; tO) = aep (tl tO) + (1 - a)ép(t' tO)

seklindedir. Ornegin;
1 3\¢
T = Zvep(t) = > olsun.t, = 0 alirsake, (t,0) = (E) :
yA(t) = % y(t), y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii olur. Ayrica

é,(t,0) = 2¢, yV(t) = %y(t), y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminin tek ¢ozimii

olur. Bu durumda konveks kombine {istel fonksiyon t € Z olmak iizere

t

oEp(£,0) = a(%) +(1-a)2t

seklindedir.

Ikincisi ve A — ve V —iistel fonksiyonlara benzeyen tanim:

er(tt0)=em| @ [ Eunp@)sr+ 1= @) [ bop@)7e
to to

seklindedir ve bu tanimdan bazi sonuglar elde edebiliriz:
L aep(t to) = ef(t, t0)eS V(L t) ;
ii. In(qe,(t,t)) = aey(t, ty) + (1 — a)é,(t, ty);

iii.  gep(t,s) gep(s,tg) = qep(t,to)

oEpVe 4, fonksiyonlarmin her ikisinde de @ = 1 alindiginda A —ustel

fonksiyon, a = 0 alindiginda V —iistel fonksiyon olusur. e,veé, baslangi¢ deger
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problemlerinin birer ¢oziimidir. Ancak ,E, Ve e, lstel fonksiyonlari bir dinamik

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii degildir
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3 ZAMAN SKALASINDA BAZI DIAMOND-a DINAMIK
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde zaman skalasinda Holder, Cauch Schwarz, Hardy Tipi ve Jensen

esitsizliklerinin diamond-a durumlarini inceleyecegiz.

3.1 Halder ve Cauchy-Schwarz Esitsizlikleri
3.1.1 Bir Boyutlu Hélder Esitsizligi

Teorem 3.1T bir zaman skalasi, a,b € T ve a < b olsun.

f,g € Clla, blt, [0,)) olmak tizere

b
f F()g1(x)0x > 0
ve
Z4S=1, 1<
P q P
dir. O zaman
b b Yo /b Yq
[regeoa = [ rraee | | [ groe
dur.

Ispat:a,b € R" olmak iizere

ao.pa <42

dur.
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Durum 1:

b b
_ﬁﬂ@P%x jm@nwﬂ — 0

oldugunda

b
ﬁﬂ@P%x=0

veya

b
jM@N%ﬂ=0
a

dir. Bu durumda esitsizlik saglanir.

Durum 2: Varsayalim ki

b b
_ﬁﬂ@W%x fmunwu £0

ve

N 4ol by - 9G"
PIfPogx 219001900

olsun. a ve b arasinda esitsizlik elde etmek i¢in integral alinirsa;
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f f@l gl
2 ([Feoroa) ” {lgemou)
b b
= afal/p(x).bl/q(x)oax SJ(?-{—%@)O(X}C

b b
f 1Lyer o f 1 lgolr
I P [1f (0)[POgx q [ 1g(x)|90.x

a

b b
1 lf ()P 1 lg()?
= — e ——— Oa - o
paf [ IfGOIPOgx “*a Plgltogx

a

+ = = 1 esitligi saglandigindan;

SR
Q |-

1 1
b b /v /b /q

[ regoa < [ reoa | | [ 970

esitsizligi saglanir.

Ozel olarak p = g = 2 alimirsa asagida ki teorem de gosterilen Cauchy-Schwarz

esitsizligi elde edilir. Bu teoremin ispatit Holder esitsizliginin ispatiyla aynidir.

Teorem 3.2.(Cauchy-Schwarz Esitsizligi) T bir zaman skalasi, a,b € T vea < b
olsun. f, g € C[[a, b]y, [0, )) olmak {izere

b b b
[ regeoe < || [ireroe || [l

esitsizligi saglanir.
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3.1.2 iki Boyutlu Hélder Esitsizligi
Teorem 3.3. T bir zaman skalasi, a,b € T ve a < b olsun.

£,9,h:[a,b] x [a,b] » R ve 0, tiirevlenebilir bir fonksiyon, %+ % =1vep>1

dir.. Bu durumda;

b b
f f 1hCx, ) £ y) 906 )] Oax Oy

l/p 1/q

b b b b
< f f 1hCe, Y11 (5, Y)[POu Oy f f Ih(x, )1 19 (6 )1 %00x Ogy

esitsizligi saglanir

3.2 Diamond-a Hardy Tip Esitsizligi
Teorem 3.4 T bir zaman skalasi, a,b € T ve a < b olsun.

K:TXxT->R, f,g:T->R, o:T—> Rvey: T - R negatif olmayan fonksiyonlar

11 .
olsun. ;+ pha 1 ve p > 1 olmak iizere

b

F(x) = f K )0 () Oy

a

b
GQy) = f K(x,y)p™%(x) Oqx

a

ile tanimlansin. Bu durumda
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b b
f f K, y)f(x)g()0ax Oy

1/q

b Yo /b
< ( f <pp(x>F<x)fp(x><>ax> ( f wq(wG(y)gq(y)oay) EE)

a
ve

b b p b
f GP )Y (y) < f K, y)f(x)oax> Oay < f 0P COF ()P (1)0gx ... (3:2)

a a a

esitsizlikleri saglanir ve birbirine denktir.

Ispat: Oncelikle (3.1) esitsizligini ispatlayalim.

v(y)
(p (x) <>O(x<>0(y

b b b b
_ @ (x)
af ] K G ) f ()9 ()0ex0ay = j j KGenf 2 590)

esitligine zaman skalasinda Holder esitsizligi uygularsak

b b
f f K (6, 9) F ()9 (7)0ex0cy

b b 1 b b 1/q
[ [ f(x)cp( )) ) (f [ e (g(y)¢(y)) Oaxoay>

b /p
(f fp(x)<pp(x)< KC,yp~ ”(y)<>ay><> x> :

<
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b b Yq
( f gr Yy < f K(x, y)<pq<>ax> <>ay>

a

b Yo /b Yq
- ( | rreercorm <>ax> . ( [ s 0w 60) <>ay>

a a
elde edilir. Simdi de (3.2) esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim.
b p-1
g») =GPy PP () (J K(x, Y)f(x)%x>

a

seklinde tanimlayalim.

(3.1) esitsizligini ve % + 5 = 1 ifadesini kullanirsak;

b p-1 /1
G'P().YP(y) ( j K (x,y)f(x)%x> ( J K (x,y)f(X)OaX> Oy

a

QR@

a

b b
= j J K, y)f(x)g(y) 0ax0qy

b Yo /b /q
s(f (P”(x)F(x)fp(x)Oax> (f wfI(y)G(y)gQ(y)oay) 3.1)

a a

bulunur.

b

(p-1)q
gl(y) = GO Pa(y).ypPi(y) ( f K(x,y)f (x)<>ax>

a

b

p
= G7P(y).yp P (y) ( f K,y f (x)<>ax>

a
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ile tammlayalim. g9(y) ifadesini esitsizlikde yerine yazarsak;

b b
f f K, 7)f ()9 () 0axOuy

b Yoo /b b P Yq
< <J. PP (X)F(x)fP(x) Oax> (f GP). YY) (f K(x,y)f(x)()ax> <>a)’>

a a a

elde edilir. Esitisizligin her iki tarafini

) b p Ya
( j G'P().YP(y) ( j K(x, y)f(x)oax> an>

a a

ile bolersek;

26090 (J2 K y)f()0ax) Ouy
Y
(12 6?9 0) ([ K f)0ex) 0y)

b Yo
< < [erer@rr@ <>ax>

a

b b P Yo
< J G'P().YP(y) ( f K (x,y)f(x)OaX> <>ay>

a a

b Yo
< < [oor@rre <>ax>

a

bulunur. Her iki tarafin p inci kuvveti alinirsa

b b p b
j P (3. PP () ( f K(x, y)f(x)oax> 0uy < j POF ()P () Oox

a a
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bulunur.
(3.1) ve (3.2) esitsizliklerinin denk oldugunu gosterelim.

(3.2) esitsizligini kullanarak (3.1) esitsizligini ispatlayalim.

b b
f f K, y)f(x)g(y)0ax0qy

b
f K (e ) f 0 g0 )P ()GAY)E 1(r)0ex0y

b

6 q(y) < f K (x,y)f(x)oax>g(y)Gé(y)w(y)an

/
gk

1 1

b b p P b P
< < [vroreaw ( | K(x,y>f(x)<>ax> <>ay> ( | gQ(y)G@)w%y)oay)

1

b b p P b
=< f PP () ( f Kt y)f () o x) <>ay> ( f gQ(y)G(y)sz(y)oay)

a

(3.2) Egsitsizliginden;

b > /b .
< ( [ oror@pre <>ax> ( | gq(y)G(y)wq(y)Oa'y>

elde edilir. (3.1)ve(3.2) esitsizliklerinin denk oldugu goriiliir.
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3.3 Jensen Esitsizligi

3.3.1 Bir Boyutlu Jensen Esitsizligi

Teorem 3.5. T bir zaman skalasi, a,b € T ve c¢,d € R olmak iizere;

g:la, b] = (c,d) sag yogun ve siirekli, F:(c,d) - R konveks fonksiyonlardir. Bu

durumda;

b
4 (ff g(t)%t) B JF(g(t>)<>at

b—a b—a

a

dir.
Ispat:x, € (c,d) icin [2] den 38 € R vardir. Oyle ki;

F(x) — F(xg) = B(x —x0), Vx € (c,d) olur. g sag yogun siirekli ise
b
[ 9@ o

a

integrali tanimlidir.

b
J,, 9(0)0q7
Yo = b—a

fonksiyonu iyi tanimlidir.

fogde sag yogun oldugundan F(x) — F(x,) = B(x — xy) esitsizligi x = g(t) igin

uygulanabilir.

F(g(t)) — F(xo) = B(g(t) — xo)
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H fb ()04t .
fF(g(t))Oat —(b- a).F( a l;g_ a“ ) = fF(g(t))()at — (b —a).F(x,)

b b
= [ (Fla®) = Fa)) 0et = [ (900 = x0)00t

b b b
= p ( f 9(O)0t — (b - a>x0> = p. ( f 9()0t - f g(t><>at>

b I g()0qt

jF(g(t))O“t —(b— a)'F< af— aa ) >0
‘ b
fF(g(t))Oat >(b—a).F <fa l;g(_t):at)

j’F(g(t))oat . (ff g(t)oat)

b—a b—a
dir.

3.3.2 ki Boyutlu Jensen Esitsizligi

Teorem 3.6. t;,t, E Rve —0 <m <n < w dyleki f: R —» (m,n) siirekli, 0q,,0q,

& (fcd f:f(xl,x2)0a1x10a2x2> < fcd f; & (f (1, %2)) 0, X100, X2

d b d b
fc fa <>o¢1x1<>on2xz fc fa <>oc1x1<>o¢2xz

esitsizligi saglanir.
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Ispat:t, € m,n i¢in 38 € R vardir ki;
() — d(to) = B(t —to)dir. (3,3)

d b
_ fc fa f (1, %2) 0, %1 0q, X2

d b
fC fa Oalxloazxz

0

seklinde tamimlanirsa, t, icin gpof de (3,3) esitsizligini saglar. (t = f(xy,x;))

¢(f(x1,x2)) — ¢(to) = B (f (x1,x3) — to)dir. (3,4)

d b
fc fa f(x1:x2)<>a1x1<>a2x2>

d b
fc fa Qg X100, %2

d b
[] ¢><f(x1,x2>><>a1x1<>a2xz—(b—a)(d—c)¢><
d b d b
Zf j ¢(f(x1:x2))<>a1x1<>a2xz _J f ¢(t0)0a1x10a2x2
d b
:f f [¢(f(x1,x2))—¢(t0)]0a1x10a2x2

d (b
= ﬁf f (f (x1, x2) = £0)0 X100, %2

d b
B( [ ] remo, mom, - @ —c)(b—a)to) -0

olur.
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4 Diamond-a Opial Dinamik Esitsizlikleri

Bu boliimde zaman skalasi lizerinde Opial tipi Daiamond-a dinamik esitsizlikleri
ele alacagiz.Literatiirde bir ¢ok yazar tarafindan [12,22,25] elde edilmis Opial tipi

delta esitsizliklerin diamond-a tiirevi ile verecegiz. Bu boliimde verecegimiz sonuglar
x%a%(t) + p()x(t) = 0

ikinci derece diamond-o dinamik denkleminin ¢6ziimlerinin sifirlarinin dagilimi

hakkinda yararl olacaktir.

4.1 Zhao ve Arkadaslarinin Genellestirmelerinin Sonug¢lari

Bu bolimde Zhao, Xu ve Li [25]tarafindan elde edilen bazi delta Opial

esitsizliklerin diamond-a tiirevli hallerine genellemelerini inceleyecegiz.

4.1.1 Sifir Baslangi¢c Kosulu
Oncelikle £(0) = 0 durumunu inceleyelim.
Teorem 4.1. w(t), (0,h) lizerinde fohwl‘q(t)At < oo ,q>1 sarti1 saglayan

pozitif ve siirekli bir fonksiyon olsun. f:[0,h] - R ve f(0) = 0 sartim1 saglayan

tiirevlenebilir f fonksiyonu igin

2 2

h h 7/ rh 7
f |(f+f")fA|AtS<f wl‘th> <f WIfAlpAt>
0 0 0

esitsizligi saglanir. Buradap > 1, % + % = 1’dir. Esitlik durumu baz1 ¢ sabitleri i¢in

f=cf Ot wl79At durumunda saglanir[25, Teorem 4.1].

75



Teorem4.2.p>1, q= p/(p _ 1) @€ [0,1], h € (0, ),

ve w € C([0, k], (0,)), f € CL([0,h]y,R) olsun.

Eger af® > 0,(1 —a)f’ = 0ve f(0) = 0 ise, bu durumda

n h
ot f FOA@ At + (1 — @) f NRXONG
0 0
h 7/ h
< f wl=4(£)0,t f w(®)|fo«(t)|” Out (4.1)
0 0

esitsizzligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.1 den

2 2

h h 7/ rh >
[ |(f2)A(t)|AtS< [Fwewm)([wolrora). @2
0 0 0

Elde edilir. Ayn1 sekilde nabla tiirevi i¢inde asagidaki esitsizlik gecerlidir.

2 2

h h 7/ rh >
j |<f2>V<t)|\7ts< j wl-q(t)w) ( j w(t)|fV(t)|P\7t>. (4.3)
0 0 0

af® = 0ove(1 — a)f’ = 0 oldugundan f°« tanimindan.
|laf2|” < | vel(1 — a)f¥IP < || (4.4)

esitsizlikleri bulunur.
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Notasyonda basitlik i¢in asagidakileri tanimlayalim;

h h
a= afo wl=(t)At, b=(1- a)j; wl=q(t)Vt,

h

h
c= afw(t)|f<>a(t)|”At, d= (1—a)JW(t)|f°a(t)|p vt

0

(4.2),(4.3), (4.4) esitsizlikleri, Holder esitsizligi ve
4 2 + (1+p) 2
= — p)—
q p
kullanilarak

25 2 2 2

h h
a4f |(f2)A(t)|At +(1- a)4f|(f2)v(t)|vt < gt bids
0
0

<(a*+ bz)%(c2 + dz)% < [(a+ b)z]%[(c + d)z]%

2 2
= (a+b)i(c+d)r
elde edilir. a, b, c, d yerine yazildiginda ispat tamamlanur.

Uyar: p ¢ift dogal say1 ise; Teorem (4.2) deki af® > 0, (1 — a)f" = 0 sartlar
a(1—a)f2fV = 0 sart1 ile degistirilebilir.

Sonug 4.3.a € [0,1],h € (0,),w € C([0, hly, (0,)) ve f € CL ([0, h]ly, R)
olsun.Eger a(1 — a)f2fY > 0 ve f£(0) = 0 ise
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h h
ot f IFDA)|AL + (1 — a)* ] (P (o) vt
0

ROt h 0 2
= ([, vy (J, weolrcor o)

esitsizligi saglanir.
Teorem 4.2 de eger agirlik fonksiyonu w(t) = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4.p > 1,9 = p/(p _1)-@€[01], he (0,)rvef e ¢ ([0, hly, R)

olsun. Eger af® > 0,(1—a)f¥ = 0 ve f(0) = 0 ise

2

h h 2 h » 7
ot f |FHA® At + (1 - a)* j |(f2)V(t)IVtsm<j |F ()] oat)
0 0 0

esitsizligi elde edilir.
Eger p = q = 2, ise bu sonug asagidaki hale doniisiir.
Sonug 4.5.a € [0,1], h € (0,)y ve f € C;. ([0, h]y, R) olsun. Eger

a(l—a)f2fV=0ve f(0) =0ise

h
h h
ot j I(FA)|At + (1 — a)* j I(F)Y(0)IVE < h f 1Fo ()] Ot
0 0 0

esitsizligi elde edilir.
Eger o = 1 alinirsa bu sonug asagida ki hale donisiir.

Sonug 4.6. Varsayalim ki h € (0,) ve f € C}; ([0, h]r, R)olsun.
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Eger f(0) = 0 ise

h h 5
[love@lse<n [ |rofac.
0 0
sonucu elde edilir.

4.1.2 Keyfi Simir Kosullar:

Simdi de £(0) ve f(h) nin keyfi sabitler oldugu durumlar1 ele alalim.
Teorem4.7.1<p<2,q=p/p—1 ,a€[01], h € (0,00)r,
wE C([O, h]’]l": (O, OO)) ’ f € C}a([oi h]Tl R) olsun.

Eger af®>0,(1—a)f¥ > 0ise

n h
« [l @lac+ a -t 10 @
0 0

2 h P
< < [(welrsof Oat> +27(a* + (1 - D) (F() — F(0))
0

(4.5)
esitsizIgi saglanir.

Ispat: Keyfi u € [0, h]y alalm. Oncelikle Teorem 4.1 i g = f — £(0) fonksiyonuna

uygulayalim. Bu durumda
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ot f (F22)|At + (1 — ) f RXOLL
0 0

u

= ot j (9220 + 2£ () F2(0)| At

0

- j G2 (O) + 2 ()7 (D)|Ve

<at j g0 [At + (1 - a)* j (9?7 (D) |Vt
0 0

+2a*|f(0)] flfA(t)IAt +2(1 - a)*f(0)] flfv(t)IVt
0 0

<[ [ wta(e)o,t W(t)|g°a(t)|p<>at>
([ (]

0

+2y(a* + (1 - )" (fw) - £(0))

< (vw))e ( J w(t)| f<>a(t)|”<>at>p
0
+2y(a* + (1 - )" (f(w) - £(0))

elde edilir. Benzer sekilde

h h
ot j (F2 )AL + (1 - @) f RXOLL

2

2/ (h .\
< (v(w))e <f w(@®)|fO«(®)] Oat>
+2y(a* + (1 - ) (f(h) - fFW)

bulunur. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanir ve a,b = 0,r > 1 igin a” + b" <

(a + b)" esitsizligi kullanililirsa (4.5) esitsizliginin saglanir.

80



Uyari:p > 2 oldugunda Teorem 4.7 nin son kisminin ispatinda a,b >0 ve 0 <r <

1 igin gegerli olan a” + b™ < 217" (a + b)" esitsizligi kullamlabilir. Bdylece (4.5)

2
esitsziliginin sag tarafindaki ilk terime gelecek 2'7p ek carpani ile de saglanir. Ayni

durum p > 2 oldugunda delta ve nabla tiirevli esitsizlikler i¢in de gegerlidir.
Eger @ = 1, ise Teorem asagidaki sekilde indirgenir. [25,Teorem 4.3]
Sonu¢ 4.8. Varsayalmkil <p <2, q=p/(p—1), he€ (0,0),

w € C([0, h]t, (0,0)), f € CH([0,h]r, R) olsun. Eger f2 > 0 ise

2

h 2 h P
f |(FHA(0)|at < e (J W(t)|fA(t)|pAt) +2y(f(R) - £(0)),
0 0

u h
fB == min max {f Wl_q(t)At,f wl=q(t)At }
0 u

u€lo,h]r
ve
y = max{|f(0)],[f (M)}
Eger f(0) = f(h), ise teorem asagidaki sekilde indirgenir.

Sonu¢ 4.9. Varsayalm ki 1<p<2,q=p/(p—1), a€[0,1], he (0,0)
,w € C([0,h]y, (0,)), f € C([0,hly, R) olsun. Eger a*f* >0,(1—a)f" =0
ve f(0) = f(h) =0ise

2

h h 2 h p P
a* f |FHA®]At + (1 — a)* f I(FA)Y()|Vt < Ba ( f w(®)|fO ()] <>at>
0 0 0
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u h
f = min max{] Wl_q(t)Oat,j Wl_q(t)oat}
0

u€lo,h]t u
dir.
Eger w(t) = 1 ise Teorem 4.7 asagidaki sekilde indirgenir.
Sonu¢ 4.10. Varsayalim ki; 1<p <2, q=p/(p—1), a€[0,1], h € (0,00)

, C([0, hly, (0,0)), f € C} ([0,h]y, R) olsun. Eger a*f* >0 ve(1 — a)f¥ = 0ise

h h
ot f (F2@)|at + (1 - @) f (F7 (0) |Vt
0 0

2 h p
< gi ( [ foa(t)|p<>at> +2y(@t + (1 - a)(f(h) - £(0)),
0

B = min max{u,h —u}ve y:=max{|f(0)],[f(R)[}

Uu€lo,h]
dir.
Eger p = q = 2 ise bu sonug asagidaki sekilde indirgenir.[7,Teorem 3.2]
Sonug 4.11. Varsayalim ki a € [0,1], h € (0,00)p Ve f € Cola([O, h]t, R) olsun. Eger

a*fA>0 ve(1—a)f’=0ise

h h
ot j (FHA )AL + (1 — a)* f (P ()|t
0 0
h 2
<p f |Fo () 20gt + 2y (a® + (1 — a®)(f(h) — F(0))
0

pi= min max{u,h—uve y:=max{|f(O)If(M]}

Uu€lo,h]
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dir.
Eger a = 1 ise bu sonug asagidaki sekilde indirgenir. [17, Teorem 6.27]

Sonug 4.12. Varsayalim ki h € (0,00) ve f € Cola([O, h]t, R) olsun.

Eger f2 >0 ise

h h
f (P8 0)|at < B f F2O At + 2y (f(B) — £(0))
0 0

B = min max{u,h —u}ve y :=max{|f(0)],[f(R)[}

Uu€lo,h]

4.2 Basak Karpuz ve Arkadaslar1 Tarafindan Sonuclarin Genellemeleri

Bu béliimde, Karpuz, Kaymakcalan ve Ocalan [12] tarafindan elde dilen bir
agirhik fonksiyonu ile bazi delta Opial esitsizliklerin diamond-a durumunda
genellemelirini inceleyecegiz. Baslangic noktasi olarak asagida sonucu verilen
teoremi alacagiz [12].

Teorem 4.13. ([12,Teorem 3.1] Varsayalimki € T, b € (a, ),

w € Crq([a, blt, (0,)) ve f € Cl4([a, blr, R) olsun. Eger f(a) = 0 ise
b b 2
[ wolg*ac <k [ rofa,

dir. Oyle ki;

K

b
\/Zf w2(t)(a(t) —a)At.
dir.
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Ispat:[12]

Amaglarimiza ulagsmak i¢in, sonraki islemimizi takip etmenizi tavsiye ederiz.Bu

islem, Teorem 4.13 iin en 6nemli bolimiidiir.

Teorem 4.14. Varsayahm ki €T , b € (a,9)1,w € Crq([a, blr, (0,20)) ve
f € C};([a, b]r, R) olsun.Eger f(a) = 0 ise

b b 2
f w(O|(FD8at < K f 2o ae,

dir. Oyle ki;

b
K= jj w2(t)hA(t)Atve h(t) = (t — a)?dir.

Ispat: g(t) = fat| f A(s)|2As olarak tanimlansin.

O zaman g(a) = 0, g2(t) = |f2(t)|? ve
FOI=1F© - f@l = |[ r©as

<Vi—a f IFA(s) (285 = (E = Dg (O

< f |F2(s)|as

dir. Zaman skalasinda Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanildiginda [4,Teorem 6.15]

@) = |(£® + £(6®)) £20)|
< (If@1+1f(es@)DIF®]

= (Vt —ayg(®) +yo(®) —a /g(a(t))>x/gA(t)

<Jt—a+o() - a\/g(t) +g(a(®)V g2 ()
= VhA(DY (gDA()

dir. Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanildiginda, sonug olarak
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b b
f w(O|(F)ae < f OV ONCOLON:

b b
sjf wz(t)hA(t)At\/f (g»)2(t)At

b
=K\ g?(b =Kg(b)=K] |fA(t)|2At,

O zaman zaman skalasinda Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak istenilen sonug
elde edilir.

Benzer sekilde, asagidaki teoremde nabla icin de ayni sonucu bulabiliriz.

Teorem 4.15. Varsayalm ki, € T , b€ (a,®)r,w € Ci4([a, blr, (0,)) ve
f € ¢i,(la, bly, R) olsun. Eger f(a) = 0 ise

b b
f w(OI(fDYIVt < Lf IFV(0)|2Ve,

dir. Oyle ki;

b
L= \/J w2(t)hV(t)Veve h(t) = (t — a)?dir.

Simdi asagidaki diamond-a esitsizligi ispatlamak i¢in haziriz.

Teorem 4.16. Varsayalim ki; ,a € [0,1],a € T, b € (a, ) ,w € C([a, b]t, (0,))
ve f € Cy_([a, b]y, R) olsun. Eger a(1 — a)f2f¥ = 0 ve f(a) = 0 ise

b b b
at f w®)|(FHat + (1 - a)* j wOI(FA"IVE <A ] [0 0t

a

dir. Oyle ki;

A

b
\/f w2(t)ha(t)0,tve h(t) = (t — a)?dir.
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Ispat:Teorem 4.14 ve Teorem 4.15 den

b b
a [ wolata + @ - [ wolrive
a b , a b
Sa“’Kf IFAO| At + (1—a)4Lf IFV(t)|?Vt
ab , a b
=a2Kf laf2(®| At + (1—a)2Lf (1 —a)fY(t)|?Vt
ab 2 % 2
Sasz | (0| ac + (1—a)2Lf |f%(0)| Ve
b

b
= (aK) <aj |f<>a(t)|2At) + (1-a)L) <(1 — a)J |f<>a(t)|2Vt>

b 2 b 2
< Ja?K?2 + (1 — a)?l? <af |f<>a(t)|2At> + ((1 - a)f |f<>a(t)|2Vt>

b 2
< oK+ (1 - a2 j ( | |f<>a(t)|2<>at>

b
= Kf |F0(0)]*0t,

Cauchy-Schwarz esitsizligi ve

A=a?K? + (1 - a)2l2

b b
= azj w2(t)hA(t)At + (1—a)2J w2(t)hV(t)Vt

b b
< af w2(t)hl(t)At + (1 —a)f w2(t)ho(t)Vt

b
= jf w2(t)hoa(t)0,t = A,

kullanilarak ispat tamamlanir.

Onceki sonuglarin ispatlarindaki adimlari izleyerek asagidaki teorem ispatlanabilir.
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Teorem4.17. @ € [0,1], € T, b € (a, ), w € C([a, blr, (0,)) ve

f € Cy_([a, b]y, R)olsun. Eger a(1—a)f*f" = 0ve f(b) = 0ise
b b b 2
« [ wolglae + -t [ wolrd e <a [ | o

dir. Oyle ki;

b
Q= jj w2(t)h%(t)0,tve h(t) = (b — t)?dir.

Asagidaki teorem Teorem 4.16 ve Teorem 4.17nin birlesimidir.
Teorem 4.18.¢ € [0,1] ,€ T, b € (a, ), w € C([a, blr, (0,)) ve

f € C5 ([a,b]y, R) olsun. Eger a(1—a)f*f¥ = 0ve f(a) = f(b) = 0ise
b b b 2
ot j wO|(FHAt + (1— a)* j w(OI(F)T|Ve < B j IFoe 0t

dir. Oyle ki;

b= uerflallg]r v

ve

u b
v(w): = max j J w2(£)h (£)0gt j J w2(t)hy®(£)0qt

a

dir. ¢ € T sabit sayis1 i¢in h.(t) = (t — ¢)? tanimlanr.

Ispat: u € [a, b]y keyfi sayisin1 alalim. Teorem 4.16 dan
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a4f w(®)|(F)*]at + (1—a)4f w7Vt sv(u)f TRIR

a a

Teorem 4.17 den

b

b b 2
@ [ wolglae + =@t [ WOl e < v [ 1] o

u u u

esitsizliklerine sahibiz. Bu iki esitsizligi toplarsak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

b b b 2
a [ wolgHlae + (- [ woIgIve < o0 [ [ ot

a a

u € [a, b]piizerinde minimuma gegersek, ispat tamamlanir.
4.3 Saker Tarafindan Sonuclarin Genellemeri
Bu boliimde, iki agirlik fonksiyonu ve Saker [22] tarafindan elde edilen bazi

delta Opial esitsizliklerin diamond-a tiirevli hallerine genellemelerini inceleyecegiz.

Baslangi¢ noktamiz asagida verilen teorem olacaktir.[22]

Teorem 4.19. ([18, Teorem 1]) :a € T, b € (@, ®)¢,7,s € Crq([a, blr, (0,0)) ve
f € ¢X4([a, b]lT, R) olsun.

Eger f(a) = 0 ise

b b 2
f s(t)|(f2)A(t)|Ats1<f HOIIEGIWY:

a

esitsizligi vardir. Oyle ki

— bsz(t) t As ,Ll(t)S(t)
o \/ZL r(®) <Ja 7”(5)> art asteb r(t)

bi¢iminde tanimlanir. Buradaki ,T zaman skalasinda tanecik fonksiyonudur.
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Teorem4.20.a € T, b € (a,©)t,7,s € Crq([a, b]r, (0,)) ve

f € ¢Y([a, blt, R)olsun. Eger f(a) = 0 ise
b b 2
[ solevolac<k [ rolrola

esitsizligi vardir. Oyle ki;

b t A
K=\/f s2(t)(R?)A(t)Atve R(t) =f %

dir.

Ispat: g(t): = fatr(s)| f A(s)|2AS fonksiyonu tanimlaniyor. g(a) = 0 i¢in

g2 (®) = r(®|f2(®)| dirBuradan [£2(t)| = gr((: JRE(O)g2(t) bulunur.Ayrica

F(O1 = IF®) - f(@) = < f £A(s)As

fth(s)As

t 1
- f JT (Vr@lfe)])as < j f =) j f r(s)IfA(s)[2As
= JROY9(®

bulunur. Zaman skalasinda Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

2@ =|(F©) + £(o()) FA®)
< (IF@1+ | (e@)NIrA®|

< (\/R(t) 900 + JR(a(t))Jg(a(t)))JRA(t)gA(t)

< \/R(t) +R(a(t)) \/ g(©) + g(a(0))VRA(D)gA (L)
= VRHADV(g)A(®)

bulunur. Cauchy-Schwarz esitliginden ve yukarida ki ifadeden;
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b b
f SOFYAD)] At < f SO ROV (G (DAL
b b
< j f s2(8) (RPA(DAE J j (gD (DAt = KygZ(®) = Kg(b)

b 2
=Kf r(O|FA®| At

bulunur. Burada son kez zaman skalasinda Cauchy-Schwarz esitsizligi kullandik ve

Ispat1 tamamladik.
Benzer sekilde, asagidaki teoremde nabla icin de ayni sonucu bulabiliriz.

Teorem 4.21.a € T, b € (a,®)t,7,s € Ci4([a blr, (0,)) ve f € Ciy([a blr, R)
olsun. Eger f(a) = 0 ise

b b
[ soirroivesi | roiror

esitsizligi vardir. Oyle ki;

Vs

b t
szj s2(t)(S2)V(t)Vtve S(t) =J m

dir.
Simdi bu esitsizliklerin diamond-« tiirevi igin ispatini yapabiliriz.
Teorem4.22.2 € [0,1], a € T, b € (a,»)r,7,s € C([a, b]r, (0,)) ve

fe C&a([a, b]r, R)olsun. Eger a(1 — a)f2f¥ > 0 ve f(a) = 0 ise

b b b 2
@ [ solrrolac+ -7 [ s IV [ @)oo

a

esitsizligi vardir. Oyle ki;
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b t
A:\/f s2(t)(T2)%(t)04t ve T(t):f fg:)

dir.
ispat:Teorem 4.20 ve Teorem 4.21 den;
a® J:S(t)l(fz)A(t)l At +(1—a)® fabS(t)I(fz)V(t)I vt
< 5K L Ol Ot + (- @)L Ja OO
= a3KLbr(t)|afA(t)|2At +(1—-a)’L fabr(t)l(l —a)fY(D)|?Vt
< a’K Lbr(t)|f°“(t)|2At +(1-a)’L Jabr(t)|f<>of(t)|2 vt
= (a2K) <a fa br(t)| an(t)|2At)

b
+«1—wﬁ001—wfrﬁﬂﬂ%wfw>

b 2 b 2
<A <a J r(t)lan(t)IzAt> +<(1—a) f r(t)|f<>a(t)|2w)

b 2 b 5
sKj(f r(t)|f°a(t)|2<>at) =Kf r(®)|f ()| Oqt

dir. Cauchy-Schwarz esitsizligini ve

A= a*K?+ (1 - a)*l?

b b
= ja‘*J s2(t)(RHA(HAt + (1 —a)4j s2()(S2)V(t)Vt

b b
< jaf s2(t)(T2)%(t)At + (1 —a)f s2(t)(T2)%(t)Vt

b
=jfs%oan%aWJ=A
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ifadesini kullanirsak,
a?(R?)2 < (TH) ve(1 — a)3(S?)? < (T?)% (4.6)
bulunur. Ispat1 tamamlamak i¢in (4.6) nin dogru oldugunu gosterelim.

[18,Teorem 5.37] yi de dikkate alirsak,

1 1
A _ ¢V vV _ A
Ré=s"== RV =—vest=—

ve bunlarin biitiin pozitif tiirevleri bulunabilir. Bu iliskileri ve zaman skalasi

kurallarini kullanarak,

R+ RP S+5° R+ R°
RZV: , SZA: , RZA:
(R =~ (=", @Y=
S+S° S R° S RP
§AY = ——, RS ==+ —, RSV = — + —
=2 RP=4, R =S4

ve bunlarin pozitif tiirevleri bulunabilir. T = aR + (1 — a)S oldugundan,asagidaki

islemler yapildiginda,

(T?)% = a(TH* + (1 — a)(TH"
= a(a?(R®)* + 2a(1 — a)(RS)® + (1 — @)?(5%)?)
+ (1 —a)(@?*R?»)Y + 2a(1 — a)(RS)V + (1 — a)?(5H)Y)
=a3(R>)*+ (1 - a)3(5H)" + 2a?(1 — a)(RS)A
+2a(1 — a)?(RS)Y + a(1 — a)?(S?)* + a?(1 — a)(R?)"

bulunur. Yani (4.6) esitsizliginin dogrulugu gériilmiis olur.Bu da ispati tamamlar.Bu
teoremlerin ispatlarim1  kullanarak asagidaki teoremleri de ispatlayabiliriz.Bu
teoremlerdan asagidaki teoremlerin de varligi bulunmus olur.

Teorem4.23.2 € [0,1], a € T, b € (a,»)¢,7,s € C([a, b]r, (0,)) ve

fe C&a([a, b]r, R)olsun. Eger a(1 — a)f2f¥ > 0 ve f(a) = 0 ise
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b b b 2
@ [ sOlEH*@lac+ 0 -@® [ sOIET©Ive< 0 | 1@l o

esitsizligi vardir. Oyle ki;

b0,s

r(s)

b
Q=jf S2(t)(T?)%(t)0,t ve T(t) =J

dir.

Teorem 4.22 ve Teorem 4.23 in birlesiminden asagidaki teorem elde edilir.
Bu teoremin ispati Teorem 4.18 in ispatiyla aynidir.
Teorem4.24.a € [0,1], a €T, b € (a, )1, 7,s € C([a, b]r, (0,)) ve

f € C5 ([, b]y, R) olsun. Eger a(1—a)f*f¥ = 0ve f(a) = f(b) = 0 ise
b b b 2
@ [ solrr@lac -7 [ s OIve<p [ r@lfeol o

esitsizligi vardir. Oyle ki;

Bi= iy, v

i¢cin

u b
v(u) = max j [ sro@pee@on. j | sro@pemod

dir. T, fonksiyonu ise ¢ € T sabit sayisi i¢in T.(t) = f;% bi¢iminde tanimlanir.
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