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Tez Damsmani; Yrd. Dog. Dr. Sule AYAR OZBAL

Haziran 2016, 31 sayfa

Bu tez esas olarak yedi bdlimden olusmaktadir. Birinci bélimde tez
konusu tamtilmis ve ikinci boliimde tezi anlamada kolaylik saglayacak olan bazi
temel tanim ve ozellikler verilmistir. Uglincii béliimde MV-cebirlerinde tiirev
tanimi ,dordiincii boliimde MV-cebirlerinde f-tiirev tanimi , besinci béliimde ise
MV-cebirlerinde simetrik ikili tiirev tanim verilerek  giiniimiize kadar bu
konularda yapilmis olan galigmalarin kisa bir 6zeti verilmigtir. Altinci béliimde
MV- cebirlerinde simetrik ikili tiirev tammindan esinlenerek simetrik ikili f-tiirev

tanim yapilmig ve ilgili 6zellikleri MV-cebirlerinde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: MV-cebri, ideal, tiirev, simetrik ikili tiirev, simetrik ikili f-

tiirev.
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This thesis consists essentially of seven chapters. In the first and second
chapter, thesis subject is introduced and related definitions and properties that will
make easier to understand the thesis are given, respectively. In the third and fourth
chapters, notions of derivation and symmetric derivations on MV-algebras are
given and a short summary of the studies which until now has been made on these
issues are mentioned. In the fifth chapter, the definiton of symmetric f-bi-

derivation on MV-algebra is given and related properties are studied.
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1.GIRIS

MV-cebirleri, 1920 lerde Lukasiewicz tarafindan tamitilan ¢ok degerli
tarafindan Lukasiewicz lojigini ¢alismak icin tanimlanmustir.
Chang (1958, 1959) su tamlik teoremini kanitlamistir:

‘[0,1] aralig tizerindeki (standart) MV-cebirinde gegerli her MV-cebiri
denklemi her MV-cebirinde dogrudur.”’

Bunun denk bir ifadesi sudur: ‘*“MV-cebirleri [0,1]-totolojilerinin kiimesi

Onermeler lojiginin — baglacim iceren sinirh, degismeli BCK-cebirleri
simifi ile gakisan MV-cebirleri matematigin gesitli alanlarinda yofun bigimde

calhisilmaktadir; rnegin, topolojik uzaylar, modal lojik ve bilgisayar bilimleri gibi.

Giintimiizde genel kabul géren MV-cebir tamimi P. Mangani’ye aittir.




2.0N BILGILER

Bu boliimde, tezin okunabilirlifini kolaylastirmak icin bazi temel tanimlar ile
yapilacak kanitlarda cok sik kullanilacak olan MV-cebirlerinin  kapsadigi

igslemlerin dzellikleri homomorfizma ve idealleri verilmistir.

2.1 MV- Cebirlerinde Temel Tanimlar

Tanmm 2.1.1 Bir M MV-cebri @ ikili igslemi ve = birli islemi ve O sabit
ile her a, b €M icin asagidaki aksiyomlari saglayan bir yapidir ve (M,@,* ,0) ile

gosterilir.

MV1) (M, ,0) bir degismeli monoid,
MV2) (a*) =a,
MV3) 0'@a=0"

MV4) (a*®b)'® b= (b"®a) ® a (Rasouli ve Davvaz 2010).

Bir (M,®,*,0) MV-cebri evrenini M ile gdsteriyoruz. {0} kiimesinin bir
MYV-cebrine agikar bir ek olusturdugu acgiktir. M evreni birden ¢ok elemana

sahip bir MV-cebrine asikar olmayan MV-cebri denir (Mundici , 2007).
Ornek 2.1.2 M=[0,1] gercel aralig olsun ve her x,y € [0,1] icin
x@y =min{1,x + y} ve x* = 1 — x tanimlarin1 yapalim. O zaman

([0,1],6B,*,0) bir MV-cebridir (Mundici , 2007).

Bir M MV-cebrinin bir X alt kiimesi M nin sifir elemamm iceriyorsa ve M

nin X e kisitlanan iglemlerine kapali ise M nin bir alt cebiridir (Mundici , 2007).

Ornek 2.1.3 [0,1] deki rasyonel sayilar ve her bir n = 2 tam sayisi icin n

elemanh
Xn={0,i,i,,..,n—_2,1} kiimesi [0,1] in alt cebirlerine Ornektir
n—-1"n—1 n-1
(Mundici , 2007).



Ornek 2.1.4 M bir MV-cebri ve X bir kiime olmak iizere @, islemleri ve
0 elemani tanimlandiginda tim f:X —M fonksiyonlarimn M* kiimesi bir MV-
cebridir. [0,1] den [0,1] e siirekli fonksiyonlar [0,1]1%1] MV-cebrinin bir alt
cebiridir (Mundici , 2007).

Her bir M MV-cebri lizerinde 1 sabiti ve ® , © islemleri
1=0% xQy = (x"®y")", x &y = xOy” olarak tanimlanir (Alshehri ,2010).

Bu tamimdan sonra 0 # 1 ise bir MV-cebri agikar degildir diyecegiz.
Asagidaki esitlikler MV?2) aksiyomunun sonuglaridir :

MV5) 1" =

MV6) x@y = (x"Oy")’

Bunun iizerine MV3) ve MV4) aksiyomlan asagidaki gibi yazilabilir :

MV3') x®1 =1

MV4') (x © y)®y = (y © x)Dx elde edilir. MV4) de y = 0" yazilirsa

MV7) x®x* = 1elde edilir.

Uyar1 2.1.5 [0,1] MV-cebrinde x®y =max {0,x +y — 1} ve
x © y =max {0,x —y} oldugu goriilebilir (Mundici, 2007).

Asagidaki teorem hir MV -cebri {izerinde bir siralama olanagi verir :

Teorem 2.1.6 M bir MV-cebri ve x, y EM olsun. O zaman asagidakiler
denktir:

 xdy=1,

ii) xOy* =0,

iii) y=x®(y S x),
iv) x@z = y olacak sekilde bir z €M vardir (Chang ,1958)




Tamm 2.1.7 M bir MV-cebri ve x,y €M olsun. Teorem 2.1.6 min denk
kosullarim saglayan x <y bagmtisina M nin dogal siralamasi denir (Cignoli ve

Mundici ,2000)

Onerme 2.1.8 Bir M MV-cebri iizerindeki dogal siralama bir kismi
siralama bagintisidir (Cignoli ve Mundici ,2000)

Kamt :

Yansima MV7) ye denktir; ters simetri Teorem 2.1.6 i1) ve iii) den;
gecisme Teorem 2.1.6 iv) den sonuglandirilir. Bir MV-cebrinde < bir kismi
siralama bagintis: her x,y € M MV-cebri icin x <y olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul x Ay = x olmasi seklinde tanimlanir (Alshehri ,2010).

Eger M iizerinde tamimli < siralama bagintisi total ise M dojrusal
siralidir denir. Herhangi bir M MV-cebri igin B(M) kiimesi

B(M) ={x € M:x®x =x} = {x € M\:xOx = x} olarak
tanimlandiginda (B(M), ,*,0), M nin en biiyiik alt cebri bir Boolean cebridir
(Alshehri ,2010).

Teorem 2.1.9 M bir MV-cebri olsun. Her bir a € M i¢in a*,

{ Zgi f é denklemlerinin tek x ¢éztimiidiir (Cignoli ve Mundici ,2000).
Kanit :

Teorem 2.1.6 1) ve ii) dikkate ahndigmda a®Px =1, a* < x ve

a®x =0, x < a® yazilir. Buradan a™ < x < a*, yani a* = x elde edilir.

Bir MV-cebri iizerinde doZal siralamanin bazi 6zellikleri asagida kanitsiz

olarak verilmigtir :

Teorem 2.1.10 Her M MV-cebrinde dogal siralama agagidaki dzelliklere
sahiptir:

Dx<y & y"<x*,

if) x < y ise her bir z EM icin xBz < yBz ve xOz < yOz dir.

i) x@Qy <z < x < y*@z (Cignoli ve Mundici ,2000).




Onerme 2.1.11 Her bir MV-cebri iizerinde dogal siralama bir kafes yapisi
belirler. Daha agik olarak x ve y elemanlanmin x V y birlesimi ve x A y kesigimi

agagidaki gibidir :
xVy=xQy)®y=xSy)®y .

XAy =(x"Vy") =xO"@y) Mundici, 2007).

Onerme 2.1.12 Asagidaki denklemler her MV-cebrinde gecerlidir :

) xO@yVvz) = (xOy) Vv (x0z) ,
i) x®y A z) = (x®y) A (xBz2) ,
iii) (x ©® y) A (x © z) = 0 (Cignoli ve Mundici ,2000).

Teorem 2.1.13 M bir MV-cebri ve x, v,z €M olsun.
O zaman asagidakiler gecerlidir :

NDxB0=x,08x=0,x6x=0, 10x=x", x651=0,
xQy<xAy<x , y<xvy<x®y,

iii)x@y=0ise x=y=0 ve x@1=xdir.

ivyx@y=y & xAy*'=0,

v)x@y = y gerek ve yeter kosul x®@y = x dir.

vi) xOQy = xOz ve x®y = xBz ise y = z dir (Davvaz ,2012).

Onerme 2.1.14 M bir dogrusal sirali MV-cebri olsun . O zaman

her x,y,z € Micin x@®y = x®Dz ve x@z # 1ise y = z dir (Chang ,1958).




2.2 Homomorfizma ve Idealler

Tamim 2.2.1 M ve X MV-cebirler olsun. Asagidaki kogullar1 saglayan bir

f :M— X fonksiyonuna bir homomorfizma denir.

H1) h(0) =0 ,
H2) h(x®y) = h(x)Bh(y) ,
H3) h(x*) = h(x)*

h bire-bir ise h ye bir injektif homomorfizma, orten ise siirjektif
homomorfizma denir. Bir injektif ve slirjektif homomorfizmaya bir izomorfizma
denir.

Bir h: M — X homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Ker(h)=h~%(0) = {x € M: h(x) = 0} kiimesidir (Mundici, 2007).

Tanmm 2.2.2 M bir MV-cebri ve I, M nin bir alt kiimesi olsun.
Asagidaki kosullar saglandiginda I ya M nin bir ideali denir.

I1)0el ,

I2)xel,yeMvey <xisey €ldr.

I3)xel ve y€el ise (x@y) €1 dir.

I4) M deki herbirx ve yicin (x & y) €l ve (y B x) €1

Kosullar1 saglaniyorsa I ya bir asal idealdir denir. M nin hi¢bir 6z ideali

tarafindan kapsanmayan bir idealine maksimal ideal denir (Mundici, 2007).

Onerme 2.2.3 M ve X MV-cebirler olsun ve ~:M— X bir homomorfizma

olsun. O zaman asagidakiler vardir :

i) X in her | ideali igin h™*(] )={x € M : h(x) € J} M nin bir idealidir.
Ozellikle Ker(h), M nin bir idealidir ;

if) h(x) < h(y) & (x © y) € Ker(h) ;

iii) h injektiftir & Ker(h)={0} ;




iv) Ker(h)# M < X asikar degildir ;
v) Ker(h) M nin bir asal idealidir ancak ve ancak X agikar defildir ve X
in bir alt cebiri olarak A(M) bir MV-cebridir (Cignoli ve Mundici ,2000).

Onerme 2.24 M bir MV-cebri ise M nin tim 6z idealleri asaldir
(Cignoli ve Mundici ,2000).

Sonug¢ Teorem 2.2.5 Bir MV-cebrinin her 6z ideali asal ideallerinin bir

kesigimidir (Cignoli ve Mundici ,2000).

Sonu¢ Teorem 2.2.6 Her asikar olmayan MV-cebrinin bir maksimal

ideali vardir (Cignoli ve Mundici ,2000).

Onerme 2.2.7 M ve X MV-cebirler ve M , X in bir maksimal ideali

olsun. O zaman asagidakiler vardir :

1) Her h: M — X bir homomorfizmasi i¢in h~*(M) ters goriintiisiit M nin
bir maksimal idealidir.

2) X 1in herhangi bir S alt cebiri icin SNM , S nin bir maksimal idealidir
(Cignoli ve Mundici, 2000).



3. MV-CEBIRLERINDE TUREV

Tiirev kavrami cebirsel sistemlerin yapisimin ve 6zelliginin arastirilmasim
kolaylagtirir. Burada halkalardaki tlirev kavramimi MV-cebirlerine uygulanmig ve

ozelliklerinden bazilar arastirilmigtir.

Tamm 3.1 M bir MV-cebri ve d:M—M bir fonksiyon olsun.
Eger her x,y € M igin
d(x ©y) = (d(x) Oy) ® (x ©d(y)) ise
d:M—-M fonksiyonuna M nin bir tiirevi denir (Alshehri , 2010).

Ornek 3.2 M={0,a,b,1} ve @, * islemleri Tablo1l ve Tablo2 deki gibi
verilsin, O zaman (M, @, *,0) bir MV-cebridir.

0; x=0,a,1ise,

tanimlansin.
a; x=b

d:M — Mdéntsiimi d(x) = {

’

®l0 a b 1
00 a b 1 +0 a b1
a |la a 1 1 ‘1 b a 0
b b 1 b 1 (Tablo 2)
1 1 1 1
(Tablo 1)
d(a®b) = 0 ve

d(a®b) = (d(a)Ob)B(a®d(b)) = (00b)B(a®a)(0da) = a
oldugundan d, M nin bir tiirevi degildir (Alshehri ,2010).

Ornek 3.3 M bir MV-cebri ve d:M-M , x - d(x) =0 olarak

tammlansin. O zaman d , M iizerinde bir tiirevdir ve d ye sifir tirev denir (Lia-

Xia ve Kun-Lun,2008).



Ornek 3.4 M=(0, x;, x5, x3, 1} olsun ve Tablo3 ve Tablo4 ele alindiginda
(M, @, *,0) bir MV-cebridir. d: M — M doniisiimii

0; x=0,x,x5 ise,

. B : olacak sekilde tanimlandiginda d nin M nin
Xy X=Xaka, 1 ISE,

d(x) ={

bir tiirevi oldugu kolayca gorilebilir (Lia-Xia ve Kun-Lun,2008).

B0 x5 x5 x5

*|0 X1 Xo X3 X4 1
|1 % x: 2, % O

=

[y®]

=

[ (%]

&2

i

=

3¢

[EY
o R R R

S EQ S
GRS W G G O I

(Tabla 4)

(Tablo 3)

Onerme 3.5 M bir MV-cebri olsun. Her x, y €M igin asagidakiler denktir:

Dx=sy,
ii) y@x* =1,
iii) x®y* = 0 (Alshehri , 2010).

Asagidaki onermede M iizerinde bir tiirevin 6zellikleri ele alinmistir.

Onerme 3.6 M bir MV-cebri ve d, M nin bir tiirevi olsun. O zaman her
x€M icin asagidakiler saglanir:

i)d(0) =0,

idx)Ox"=x@d(x") =0,

iii) d(x) = d(x)®(x©d1) ,

ivid(x) <x ,

v) Eger T ,M MV-cebrinin bir ideali ise o zaman d(I) € I dir (Alshehri , 2010).

Kamt :
i) Tamim 3.1 de x = 0 yazilirsa

d(0) = d(0®0) = (d(0) ®0) @ (0 Od(0))=0P0 = 0 elde edilir.



ii) x€M olsun . O zaman
0=4d(0) =d(xOx") = (d(x) Ox") ® (x @d(x*)) Teorem 2.1.13 iii) den
d(x) Ox*=0=x ©d(x") elde edilir.

iif) x€M olsun. O zaman

d(x) = d(xO1) = (d(x)ODB(xOd1) = d(x)D®(xOd1)

iv) Once x@x*=0 oldugunu animsatalim.
Simdi d(0) = d(xOx") = (d(x) Ox™) @ (x Od(x*)) yazilir .
i1) den d(x) ©x*=0ve d(x) < x elde edilir.

v) y € d(I) olsun. O zaman bir x € [ i¢in y = d(x) dir.
iv) uyarmca y = d(x) < x sonuglamir. I bir ideal oldugu icin y €1 ve

dolayisiyla d(I) €1 elde edilir.

Tanim 3.7 M bir MV-cebri olsun . Onerme 2.1.11 de belirlenen dagilmali
kafese 0, 1 ekleyelim ve bunu L(M) ile gosterelim. L(M) nin tiim tiimlenmis
elemanlarnnin kiimesine M nin Boole merkezi denir. B(M) ile gosterilir (Alshehri ,

2010).

Onerme 3.8 M bir MV-cebri olsun. O zaman her x € M icin asag@idaki
kosullar denktir :

1) x € B(M),

2) xVx*=1,

3) x Ax"=0,

4) x®x = x,

5) xOx = x,

6) Hery eMicinx@y =xVy,

7) Hery e Micin xOy = x Ay (Cignoli ve Mundici ,2000).
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Onerme 3.9 M bir MV-cebri ve d, M nin bir tiirevi olsun. O zaman

i) d(B(M)) € B(M) ,

ii)Her x,y € B(M) icin d(x Ay) = (d(x) Ay) V (x Ad(y)) (Cignoli ve
Mundici ,2000).

Kamt:

i) ¥ € B(M) olsun. O zaman y = d(x) olacak sekilde x € B(M) vardr.
Onerme 3.8 5) den d(x) = d(x®x) = (d(x)Ox)D(x@d(x)) yazabiliriz.
x € B(M) ve d(x) < x oldugundan x®@d(x) = x A d(x) = d(x) dir.

Ohalde d(x) = d(x)®d(x) , yani y = d(x) € B(M) elde edilir.

ii) x,y € B(M) olsun. O zaman &nerme 3.8 7) den
d(x Ax) = d(xQy) = (d(x)OY)B(xOd)=(dx) Ay) V (x Ad(y))

yine Onerme 3.8 6) nin sonucudur.

Sonu¢ Teorem 3.10 M bir MV-cebri ve B(M)={0,1} olsun. d , M
lizerinde bir tiirev ise o zaman d(1) = 0 yada d(1) = 1 dir (Cignoli ve Mundici
,2000).

Kamt:

B = {0,1} ise 6nerme 3.9 i) den d(1) € B dir. O halde d(1) € {0,1},

d(1) =0 yada d(1) = 1 verir.

Teorem 3.11 d , M bir MV-cebri iizerinde bir tiirev olsun. O zaman

x Ad(D)A(d(x))" =0 vedolayisiylax Ad(1) Ax* =0 dir (Davvaz , 2012).

Teorem 3.12 d bir M MV-cebri iizerinde bir tiirev olsun.

O zaman asagidakiler vardur:
1) x<d(l)ised(x) =x ve x € B(M) dir.

2) d(1) < xise d(1) < d(x) dir.
3) d(d1) = d(1) dir (Cignoli ve Mundici ,2000).
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Tanim 3.13 M bir MV-cebri ve d:M—M bir fonksiyon olsun. Her
X, YEMigin x <y , d(x) <d(y) yi gerektiriyorsa d ye bir izoton veya

monoton ya da sira koruyan fonksiyon denir (Alshehri , 2010).

Ornek 3.14 M, Omek3.4 teki gibi verilen bir M'V-cebri olsun.
Buradan d, M nin bir izoton tiirevidir (Alshehri , 2010).

Onerme 3.15 d , MV-cebrinin bir tiirevi ve x, y € M olsun.

Eger x < y 1se o zaman asagidakiler saglanir:

)dx®y")=0,
i)dy*) <x*,
iii) d(x)®Od (y*)=0 (Alshehri, 2010).

Onerme 3.16 M bir MV-cebri ve d M nin bir tiirevi olsun.

O zaman her x € M i¢in asagidakiler saglanir:

Ddx)Od(x") =0,
ii) d(x*) = (dx)* olmas: icin gerek ve yeter kosul d nin M iizerinde

birim doniisim olmasidir {Alshehri , 2010).

Onerme 3.17 M bir MV-cebri ve d M nin bir tiirevi olsun.

Eger her x € M igin d(x*) = d(x) ise asafidakiler saglamr :

Dd(1)=0,

ii) d(x)©d(x) =0,

iii) Eger d M nin bir izoton tiirevi ise o zaman d sifir doniisiimiidiir. Yani
her xeM icin d(x) = 0 dir (Alshehri , 2010).
Kamt :

i) d(x*) =d(x) oldugundan d(1) = d(0*) =0ise d(1) =0 dir.

ii) Onerme 3.16 i) den d(x)®@d(x*) = 0 = d(x)©Od(x) = 0 dur.

fix<1Ad(1)20=dx)<dD))=0=dx)<0A0<dx) =
d(x) =0 dur.
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Asagidaki teorem M iizerinde izoton bir tiirevin temel 6zelliklerini vermektedir,

Teorem 3.18 d bir M MV-cebri iizerinde bir tiirev olsun.

O zaman her x,y € M icin asagidakiler denktir :

1) izoton,

2) d(x)<d(1),

3) d(x) =d(1)Ox ,

4) dxAy) =dx)AdQ) ,

5) dxvy) =dx)vd®) ,

6) d(x®y) = d(x)Dd(y) ,

7 d(xQ@y) = d(x)Od(y) (Davvaz, 2012).

Kamt :
1) = 2) : Agiktir.

2)=3) :d(x) £x nedeniyle d1@d(x) < d1@x dir. Ote yandan
d(x) =dl ve dle€ B(M) oldufundan d1®d(x) =d1 Ad(x) =d(x) elde
edilir. Boylece x©d1 < d(x)®(x@d1) = d(x) < x©Od1 ve buradan her x EM
icin d(x) = x©d1 e ulagilir.

1): x <y olsun. O zaman x©Odl < y©d1 dirve 3)den d(x) < d(y)

elde edilir.

3) = 4): dl € B(M) oldugundan
dxAy)=d1lOxAy) =dlA(xAY)={dIAX)A(dIAY) =d(x)Ad(Y)
elde edilir.

4)=1): x <y olsun. O zaman x Ay = x ve buradan da

d(x Ay) = d(x) ve4)den d(x) Ad(y) = d(x) yani d(x) < d(y) clde edilir.
3) = 5) : L(M) dagilmali bir kafes ve d1 € B(M) oldugu igin

dxvy)=dlO@Vy) =diAa(xVvy)=({dlAx)Vv(dlAy)=d(x)Vd(y)
elde edilir.
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5)=3): Kamit4) = 1) in kamtina benzerdir.

Teorem 3.19 M bir MV-cebri ve a € B(M) ve her x,y €M olsun.

O zaman asagidakiler vardir :

Dan(x®y)=(aArx)B(ary)
iav (x®y) =(avx)B(aVy) (Jun,1998).

3) = 6) : Simdi Teorem 3.15 i) den
d(x®y) = d(1)O®y) = (d(1)Ox)P(d(1)Oy) = d(x)®d(y) sonuglanr.

6) = 2): MV3) x®1=1dend(1) =d(x®1) = d(x)Dd(1) yazilir.
O halde x € Migin d(x) < d(1) elde edilir.

3)=7):
d(xQy) = d10(x0Oy) = d1Od10xQy = (d1Ox)O(d10y) = d(x)Od(y)

elde edilir.
7)=2): d(x) = d(x01) = d(x)©Od(1) < d(1) elde edilir.

Teorem 3.20 d:M—M bir MV-cebrinin bir izoton tiirevi olabilmesi igin
d nin bir kafes tiirevi yani d(x Ay) = (d(x) Ay) V (x Ad(y)) ve dM)S B(M)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur. Teoremdeki d(M)C B(M) kosulu kaldirihirsa
izoton bir d MV-cebri tiirevi bir kafes tiirevidir. Fakat d izoton olmazsa bir kafes

tiirevi bir MV-cebri tiirevi olmayabilir (Davvaz , 2012).

Sonug Teorem 3.21 d bir M MV-cebri tiirevi olsun. Eger d izoton ise
her x €M igin d(d(x)) = d(x) dir. Ayrica d(M)C d(B) dir .

Bu sonucun tersi genelde dogru degildir (Cignoli ve Mundici ,2000).
Tanim 3.22 M bir MV-cebri ve d M nin bir tlirevi olsun.

Eger her x,y e M igin d(x®y) = d(x)Pd(y) ise d ye bir toplamsal tiirev denir
(Alshehri , 2010).
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Kamt
i)x€eM icin
d(0) = d(x@0) = (d(x)Of (0B (KIDA(0)) = f(x)Od(0)
x = 0 alimirsa d(0) = f(0)®Od(0) = 0 ise d(0) = 0 elde edilir.

ii) x € M olsun. O zaman
0 =4d(0) =dxOx") = (d(x)Of (x)NS(f (x)Od(x"))
Buradan (d(x)®f(x™)) = 0ve (f(x)Od(x*)) = 0 elde edilir.

iii) x € M olsun. O zaman

f homomorfizma oldugundan ii) den (d(x)®f (x*)) = 0ise d(x) < f(x) dir.

(iv) x € M olsun. O zaman

d(x) = d(x01) = (dx)Of (1))®(f (x)®d1) = d(x)D(f (x)®d1) olur.

Teorem 4.5 M bir MV-cebri ve d, M iizerinde f izomorfizma olacak
sekilde f -tirev ve I M nin bir ideali olsun. O zaman d(I) € f(I) dir (L. Kamah
Ardekan ve B. Davvaz, 2013).

Kamt:

vy € d(I) ise y = d(x)olacaksekilde x € Ivardir.

Teorem 5.4 iii) deny = d(x) < f(x) € f(I) elde edilir. f(I) idealdir.

O halde y € f(I) dir. Yani d(I) € f(I) dir.

Teorem 4.6 d, M MV-cebri iizerinde f-tiirev ve x, y € M olsun.

Eger x <y ozaman
) dxOy*) =0,
i) d(x) < f(y)ved(y*) < f(x),
iii) d(x)©d(y*) = 0 dir (L. Kamali Ardekani ve B. Davvaz, 2013).
Kamt:

i) x <yisex@y* =0dir. d(x®y*) = d(0) = 0 olur.
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5) = 3): Kamt4) = 1) in kanitina benzerdir.

Teorem 3.19 M bir MV-cebri ve a € B(M) ve her x,y € M olsun.

O zaman asagidakiler vardir :

Dan(x®y)=(arx)Blany)
ii)aVv (x®y) = (avx)®(aVy) (Jun,1998).

3) = 6) : Simdi Teorem 3.151) den
d(x®y) =d(DOE®yY) = (d(1)Ox)B(d(1)Oy) = d(x)Bd(y) sonuglamr.

6) = 2): MV3)x®1 =1 den d(1) = d(x®1) = d(x)Dd(1) yazilr.
O halde x € Micin d(x) < d(1) elde edilir.

3) = 7):
d(x@y) = d1O(xOy) = d10d1ExOy = (d10x)O(d10y) = d(x)Od(y)

elde edilir.
7)=2): d(x) =d(x©1) = d(x)Od(1) < d(1) elde edilir.

Teorem 3.20 d:M—M bir MV-cebrinin bir izoton tiirevi olabilmesi igin
d nin bir kafes tirevi yani d(x Ay) = (d(x) Ay) V (x Ad(y)) ve dIM)S B(M)
olmasi icin gerek ve yeter kosuldur. Teoremdeki d(M)S B(M) kosulu kaldirilirsa
izoton bir d MV-cebri tiirevi bir kafes tiirevidir. Fakat d izoton olmazsa bir kafes

tiirevi bir MV-cebri tiirevi olmayabilir (Davvaz , 2012).

Sonug Teorem 3.21 d bir M MV-cebri tiirevi olsun. Eger d izoton ise
her x €M igin d(d(x)) = d(x) dir. Ayrica d(M)S d(B) dir .

Bu sonucun tersi genelde dogru degildir (Cignoli ve Mundici ,2000).

Tamm 3.22 M bir MV-cebri ve d M nin bir tiirevi olsun.
Eger her x,y € Mi¢in d(x@y) = d(x)@d(y) ise d ye bir toplamsal tiirev denir
(Alshehri , 2010).
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Ornek 3.23 M Ornek 3.4 teki gibi verilen bir MV-cebri olsun.
Kolayca goriilityor ki d M nin bir toplamsal tiirevidir (Alshehri , 2010).

Teorem 3.24 d M MV-cebrinin sifirdan farkli toplamsal doniisiimii
olsun. O zaman d(B(M)) € B(M) dir (Alshehri , 2010).

Kamt :
y €d(B(M)) ,y =d(x) ve x € B(M) olsun.
y®y = d(x)®d(x) = d(x®x) = d(x) = yise y € B(M) dir.

Teorem 3.25 d M dogrusal sirali MV-cebrinin bir toplamsal sirali tiirevi

olsun. O zaman d(x) = 0 veya d(1) = 1 dir (Alshehri , 2010).

Onerme 3.26 M bir dogrusal sirali MV-cebri ve dy, d, M nin tiirevleri
olsun. Her x € M d;d,(x) = d;(d,(x)) olacak sekilde tamimlansin.
Eger did,(x) = 0ise d;(x) = 0 veya d,(x) = 0 (Alshehri , 2010).

Onerme 3.27 d bir dogrusal sirali MV-cebrinin sifirdan farkli toplamsal
tiirevi olsun. O zaman her x € M icin d(x©x) = x@x dir (Alshehri , 2010).

Teorem 3.28 M bir dogrusal sirali MV-cebri ve d , M nin sifirdan farkli
bir toplamsal tiirevi olsun. O zaman d~'(0) = {x € M / d(x) = 0} kiimesi M
nin bir idealidir (Alshehri , 2010).

Kamt :

d(0) = 0 dir. O halde 0 € d~*(0) dir. x,y € d~*(0) olsun.
d(x®y) = d(x)Bd(y) = 000 = 0 yani xPy € d~1(0)
x € d71(0) ve y < x olsun. d izoton bir tiirev oldugundan d(y) < d(x) dir.
O halde d(y) < d(x) = 0 yani d(y) < 0ve 0 < d(y) yani d(y) = 0 dir.
Buradan y € d~(0) elde edilir.
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4. MV-CEBIRLERINDE f~-TUREVLER

Bu bolimde, MV-cebirlerinde f-tiirev tanimi verilmis ve ilgili baz

ozellikleri MV-cebirlerinde incelenmistir.

Tamm 4.1 M bir MV-cebri ve d: M — M bir fonksiyon olsun.
Egerher x,y € Micin d(x Oy) = (d(x) Of ()) ® (f(x) Od(¥))
olacak sekilde bir f: M— M fonksiyonu varsa d déniisiimiine M iizerinde bir

J-tiirev denir (L. Kamali Ardekani ve B. Davvaz, 2013).

Ornek 4.2 M Ornek 3.2 deki gibi verilen bir MV-cebri olsun.
Ornekte verilen d M nin bir tiirevi degildir.

M tizerinde f: M — M doniigiimii

0, x=0

) = b, %= olacak sekilde tamimlansin
a x=b ‘
1, =1

Goriilityor ki, d M de bir f tiirevdir (L. Kamali Ardekam ve B. Davvaz, 2013).

Ornek 4.3 M Omek 3.4 deki gibi verilen bir MV-cebri olsun. d nin M

nin bir tiirevi oldugu kolayca goriilebilir. O zaman f: M — M fonksiyonu

O’ x = 0! ] .
1 S seklinde tammlansin.

y X=X, %,

re =1
Ayrica d, M de bir f tiirevdir (L. Kamali Ardekam ve B. Davvaz, 2013).

Onerme 4.4 M bir MV-cebri ve , d M nin bir f -tirevi olsun. O zaman

her x € M igin asagidakiler saglanir:

) d0)=0,

i) dx)Of(x") = f(x)@d(x") =0 ,

i) d(x) < f(x),

iv) d(x) = d(x)®(f (x)©d1) dir (L. Kamali Ardekani ve B. Davvaz,
2013).
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Kamt
i)x eM i¢gin
d(0) = d(x©0) = (d(x)Of(0))®(f (x)Od(0)) = f(x)Od(0)
x = 0 almirsa d(0) = f(0)®d(0) = 0ise d(0) = 0 elde edilir.

ii) x € M olsun. O zaman
0=d(0) = d(xOx") = (d(x)Of (x)NS(f (x)Od(x™))
Buradan (d(x)®f(x")) = 0ve (f(x)®d(x")) = 0 elde edilir.

iii) x € M olsun. O zaman

f homomorfizma oldugundan ii) den (d(x)Of(x™)) = 0ise d(x) < f(x) dir.

(iv) x € M olsun. O zaman

d(x) = d(xO1) = (d(x)Of ())®(f (x)Od1) = d(x)B(f(x)@d1) olur.

Teorem 4.5 M bir MV-cebri ve d, M iizerinde f izomorfizma olacak
sekilde f -tiirev ve I M nin bir ideali olsun. O zaman d(1) € f(I) dir (L. Kamali
Ardekani ve B. Davvaz, 2013).

Kamnit:

v € d(I) ise y = d(x)olacaksekilde x € I vardir.

Teorem 5.4 iii) deny = d(x) < f(x) € f(D) elde edilir. £(I) idealdir.

O halde y € f(I) dir. Yani d(I) € f(I) dur.

Teorem 4.6 d, M MV-cebri iizerinde f-tiirev ve x, v € M olsun.

Eger x <y o zaman

i) dxOy") =0,
i) dix) < f)ved(y") < f(x)",
iii) d(x)©d(y*) = 0 dir (L. Kamali Ardekan1 ve B. Davvaz, 2013).

Kamt:
i) x <yisexOy* =0dwr. d(x®y*) = d(0) = 0 olur.
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i) i)den 0 =d(0) = d(x®y") = (dX)Of¥))B(f (x)Od(y"))
d(x)Of(y™) =0 ve f(x)Od(y*) = 0 elde edilir.
Buradan d(x) < f(y) ve f(x) < dy ise d(y") < f(x)* elde edilir.

iii) f bir homomorfizma oldugundan x < yise f(x) < f(y) dir.
Teorem 5.4 iii) den d(x) < f(x)ise d(x) < f(x)) < f(¥) olur.
O halde d(x)Od(y") < f()Ody* < f()Of(y*) =0 dur.
Ohalde d(x) <d(y) ise d(x)@d(y*) = 0olur.

Teorem 4.7 d , M MV-cebiri {izerinde f -tiirev olsun. O zaman

i) d(x)Od(x") =0,
ii) d(x*) = (d(x))* olmas: icin gerek ve yeter kosul d(x) = f(x) olmasidir (L.
Kamali Ardekam ve B. Davvaz, 2013).

Kamnit:
i) Teorem 4.6 iii) den d(x)Od(y*) = 0 dir.
y = x yazilirsa d(x)©Od(x") = 0 olur.

ii) d = f olsun.

Her x € M icin f homomorfizma oldugundan f(x*) = (f(x))" dir. Yani
d(x™) = (d(x))" dur. Tersine olarak , d(x*) = (d(x))* olsun. d(x*)Od(x) =0,
F(x)O(d(x))* = 0 gerektirir. O halde f(x) < d(x) dir. Bunun yammnda
d(x) < f(x) dir. Sonug olarak d(x) = f(x) dir.

Onerme 4.8 d, M MV-cebri iizerinde f-tiirev olsun.

Egerher x € M i¢cind(x™) = d(x) ise o zaman
i) d(1)=0,

i) d(x)Od(x) =0,
iii) d izotonise d(x) = 0 dir (L. Kamali Ardekani ve B. Davvaz, 2013).
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Kamit :
i) d(1) = d(0*) =d(0) = 0 dur.

ii) Teorem 4.7 i) den d(x)©d(x*) = 0 ise d(x)Od(x) = 0 elde edilir.

ili) Her x €M icin x <1 ve d izoton oldugundan her x €M igin
d(x) €dl=0dr Yani d(x) = 0 dir.

Onerme 4.9 d, M MV-cebri iizerinde f-tirev olsun.

O zaman d(B(M)) € B(M) dir (L. Kamali Ardekam ve B. Davvaz, 2013).

Kamt :
y € d(B(M)) olsun. O zaman y = d(x) olacak sekilde x € B(M) vardir.
y@y = d(x)@d(x) = d(x®Bx) = d(x) = y dir. Yani y € B(M) dir.

Teorem 4.10 d dogrusal sirali bir MV- cebrinin toplamsal f-tiirevi olsun.

Ozaman d(0) = Oveya d(1) = 1 dir (L. Kamali Ardekami ve B. Davvaz, 2013).

Kamt :

d dogrusal sirali bir MV- cebrinin toplamsal f-tiirevi ve d(1) # 1 olsun.
O zaman her x € Migin d(1) = d(x®x") = d(x)@d(x™) dir. Bunun yan1 sira
d(1)=d(x® 1) = d(x)®d(1) dir. MV-cebirlerinin sadelestirme 6zellifinden
d(1) # 1 oldugundan d(x*) = d(1) dir. x = 1 alinwrsa 0 = d(0) = d(1) dir.

Ohaldeherx e Migin, 0 =d(1) = (x® 1) = d(x)Bd(1) = d(x) dir.

Teorem 4.11 M dogrusal sirali bir MV-cebri ve [ bir izomorfizma olsun.
Aynica dy, d, Mnin f-tirevleri olsun. Her x € M i¢ind, do(x) = dy(d5(x))
olacak sekilde tanimlansin.

Eger did,(x)=0 ise, o zaman d;(x) = 0 veya d,(x) = 0 dir (L. Kamali
Ardekani ve B. Davvaz, 2013).
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Kamt:
did,(x)=0 ve d,(x) # 0 olsun.
0 =dy dy(x) = dy(dy(x)) = d1(dy (X)B(f (x)Od; (1)) Teorem 5.4 iv) den
0 = did,()®d; (f (x)O1) = dyd, (x)Bd, (f(x)) dir. Buradan
did;(x) =0 ve d, (f(x)) =0 elde edilir. O halde , f bir izomorfizma
oldugundan her x € M igin d; (x) = 0 dir. Yani d; = 0 dir.

Teorem 4.12 Dogrusal sirah M MV-cebrinin her sifirdan farkli toplamsal
f -tiirevi izotondur (L. Kamali Ardekani ve B. Davvaz, 2013).

Kamt:

d dogrusal sirali M MV-cebrinin sifirdan farkli toplamsal f-tiirevi ve her
%,y € M olsun.

Eger x <yise x*®y = 1dir. Teorem 4.10 den d # 0 oldufunda
d(1) = 1 dir.

O halde 1 =d(1) = d(x"®y) = d(x")@d(y) ise (d(x™))" < d(y) dir.
Ayrica Teorem 4.3 iii) den d(x*) < (f(x))* dir. Yani f(x) < (d(x*))* dir.

Bu yiizden f(x) < (d(x*))" <d(y) dir. Aynica Teorem 4.3 iii) den
d(x) < f(x) dir. O halde d(x) < f(x) < d(y) dir.

Yani d(x) < d(y) dir.

Teorem 4.13 M dogrusal sirali MV-cebri ve d sifirdan farkli toplamsal
f-tirevi olsun. O zaman d~*(0) = {x € M: d(x) =0} M nin idealidir (L.
Kamali Ardekam ve B. Davvaz, 2013).

Kamt:
Teorem 4.3 1) den d(0) = 0 dir. O zaman 0 € d~1(0) dur.
x,y € d~*(0) olsun; o zaman d(x®y) = d(x)®d(y) = 080 = 0 dur.
Yani x®y € d~1(0) dir.
x € d7*(0) ve y < x olsun. O zaman d(x) = 0 dur.
Teorem 4.12 den d(y) < d(x) =0 dir. Yani d(y) =0; y € d~*(0) dir
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5. MV-CEBIRLERINDE SIMETRIK iKiLi TUREV

Teorem 5.1 M bir MV-cebri olsun. D:M XM — M doniisiimii her
x,y €EM igin D(x,y) = D(y,x) ise D ye simetrik doniisiim denir (Hasret
Yazarli , 2011).

Tamm 5.2 M bir MV-cebri olsun. D: M X M = M simetrik déniigiimii
icin d(x) = D(x,x) olacak sckilde tammh d: M — M déniisiimiine D nin izi
denir (Hasret Yazarh , 2011).

Tanmm 5.3 M bir MV-cebri ve D: M X M —» M simetrik doniisiim olsun.
Eger her x,y,z €M i¢in  D(xQy,z) = (D(x,2)Oy)®(x@D(y,2)) ise D ye

M iizerinde bir simetrik ikili tiirev denir (Hasret Yazarh , 2011).

M iizerinde bir simetrik ikili tiirevin her x,y,z € M igin

D(x,y®©z) = (D(x,y)02)B(yO®D(x,2)) yisagladif agiktur.

Ornek 5.4 M={0, a, b, 1} olsun ve Tablo1 ve Tablo2 ele alinsin.
O zaman (M, @,*, 0) bir MV-cebridir. D: M X M - M déniisiimii

b, (x,y)=(bb)(b1),(1,b)

0, aksi halde olacak sekilde tanimlansin.

D(x,y) ={

O zaman D, M nin bir simetrik ikili tirevidir (Hasret Yazarl , 2011).

Onerme 5.5 M bir MV-cebri ve D , M nin bir simetrik ikili tiirevi ve ,
d, D nin bir izi olsun. O zaman her x € M igin

i)d(0)=0,

i) d(x)Ox" =xE@d(x*) =0,

iii) d(x) = d(x)®(x@D(x, 1)) dir.

iv) d(x) <x ,

v) Eger I, MV-cebrinin bir ideali ise d(I) € I dir (Hasret Yazarh , 2011).

21



Kamit :
i) Her x € M igin

D(x,0) = D(x,000) = (D(x,0)O0)®(0OD (x,0)) = 060 = 0 dir.
d , D nin izi oldugundan

d(0) = D(0,0) = D(000,0) = (D(0,0)00)®(0GD(0,0)) = 060
Yani d(0) = 0 dir.

ii) Her x € M icin,

0=D(x,0) = D(x,x0x") = (D(x,x)Ox")B(x @D (x,x"))
= (d(x)Ox")B(xOd(x™)) = 060 = 0 dir.

Ve boylece d(x)®x™ =0 ve x®d(x") =0 elde edilir.

iii) Her x € M igin
d(x) = D(x,x) = D(xO1,x) = (D(x, ) OD(x@D (1, %))
d(x) = D(x,x) = D(x,0)®(x®D(x, 1)) = d(x)®(xOD(x, 1)) dir.

iv) Her x € M icin
1=0"=([@dx)0x")" = [(dx")B("))]" =d(x")®x
O zaman , Teorem2.1.6 i)den d(x")®x =1 = d(x) < x dir.

(v)y € d(I) olsun. O zaman x € I igind(x) =y dir.
iv) den d(x) <x dir vey €1 ve 1, M nin bir ideali oldugundan d(I) € I dir.

SONUC :
Herx € M icin,
x®D(x,x*) =0 oldugundan D(x,x*) <x*ve x < [D(x,x")]" dir.
Herx,y € M icin ,
0=D(0,y) =D(xOx"y) = (D(x,y)Ox")®(xOD(x",7))
Teorem 2.1.6 i1) den
D(x,y)Ox*=0= D(x,y) < x ve xOD(x",y) = 0= D(x*,y) < x* dir.
Benzer sekilde , her x,y €M icin D(x,y) <y ve D(x,y") < y*elde
edilir (Hasret Yazarli, 2011).
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Onerme 5.6 M bir MV-cebri , D M nin bir simetrik ikili tiirevi ve d, D

nin izi olsun. Eger her x,y € M i¢in x < y ise asagidakiler elde edilir.

) dxOy*) =0,
i) diy’) <x",
iii) d(x)Od(y*) = 0 (Hasret Yazarli, 2011).
Kamt :
i) Herx,y e Miginx <y ise xOy* = 0 dir.
(Teorem 2.1.6 ii) den) x@y* = 0 ise d(xOy*) = d(0) = 0 duir.

i) 0=D(0,y") = D(xOy",y") = (D(x,y)Oy)B(xOD (", ")
ise (D(x,y")Oy*) =0ve (x®D(v*,y*)) = xOd(y*) =0 olur. Teorem 2.1.6
ii) den D(x,y*) <y ve x < d(y) elde edilir. O zaman d(y*) < x* dir.

iii) Her x,y € Micin x < yise d(x) < d(y) ve d(x)Od(y") = 0 olur.

Onerme 5.7 M bir MV-cebri olsun. D, M nin bir simetrik ikili tiirevi ve

d, D ninizi olsun. O zaman agagidakiler elde edilir.

Dd(x)OQd(x") =0,
if) d(x*) = (d(x))" olmas1 igin gerek ve yeter kosul d nin bir M {izerinde

birim déniisiim olmasidir (Hasret Yazarli , 2011).

Kanit :
dx) <xised(x)Qd(x*) < xOd(x*) =0
0 zaman d(x)®d(x*) = 0 olur.

i) xOd(x") = xO(d(x))" =0
Onerme 3.6 ii) den x < d(x) ve d(x) < x oldugundan d(x) = x elde
edilir. Yani d,M lizerinde birim doniisiimdiir. Eger d,M {izerinde bir birim

doéniistim ise her x € M icin d(x™) = (d(x))" dur.
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Tamm 5.8 M bir MV-cebri ve D, M tizerinde bir simetrik ikili tiirev
olsun. Eger her x,y,z € Micin x <y oldugunda D(x,z) < D(y, z) oluyorsa
D ye izoton denir (Hasret Yazarl , 2011).

d, D ninizive D izotoniseherx,y € M i¢in x <y ise d(x) < d(y) dir.

Ornek 5.9 M Omek 5.4 de verilen bir MV-cebri olsun.
D:MXM— M déniisiimii
0, (x,y) € {(0,0), (a, 0), (0,a)(b, 0)(0, b), (1,0),(0,1), (a, b), (b, @)}

b () € ((b,b), (1, b), (b, 13}
Py =14 (63 € (@ a), (1,a), (a,1)}
1, (6y) € (L1}

olacak sekilde tanimlansin.

D nin M iizerinde bir izoton simetrik ikili doniigim oldugu agiktir.

Onerme 5.10 M bir MV-cebri olsun. D , M nin bir simetrik ikili tiirevi
ve d, Dnin izi olsun. Eger herx € M icind(x*) = d(x) ise asafidakiler
saglanir :

d(1) =0,

if)d(x)@d(x) =10,

iii) D tizerinde izoton ise d(x) = 0 dir (Hasret Yazarli , 2011).

Tamim 5.11 M bir MV-cebri ve D, M iizerinde bir simetrik ikili tiirev
olsun. Eger her x,v,z € Micin D(x®y,z) = D(x,2)®D(y,z) ise D ye ikili

toplamsal doniisiim denir (Hasret Yazarh , 2011).

Teorem 5.12 M bir MV-cebri , D M iizerinde bir toplamsal simetrik ikili
tirev ve d, D nin izi olsun. O zaman d(B(M)) C B(M) dir (Hasret Yazarli,
2011).

Kamit :
y € d(B(M)) olsun. O zaman x € B(M) igin y = d(x) dir. Ayrca
y®y = d(x)®d(x) = D(x, )®D(x,x) = D(x®x,x) = D(x, %) = d(x) = y
O halde y € B(M) dir. Yani d(B(M)) S B(M) dir.
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Teorem 5.13 M bir MV-cebri , D M iizerinde bir toplamsal simetrik
ikili tiirev ve d , D nin izi olsun. O zaman d(0) = 0 yada d(1) = 1 dir (Hasret
Yazarh , 2011).

Kamt :
Herx € Micin x®x* =1 ve x @ 1 =1 oldugundan
d(1)=D(1,1) =d(x®x*,1) = D(x, D®D(x* 1) ve
d(1)=D(1,1) = D(x®1,1) = D(x,1)®D(1,1) = D(x, 1)&d1
Eger d(1) # 1 Onerme 2.1.14 den D(x*,1) = D(1,1) = d(1) dir.
x yerine 1 yazilarak d(1) = 0 elde edilir. Her x € M igin,
0=4d(1) =D(x,1)Bd1l = D(x,1) ve
D(x,1) =D(x,x® 1) = D(x,x)BD(x,1) .0 zaman D(x,1) = d(x) =0 dir.

Teorem 5.14 M bir dogrusal sirali MV-cebri D; ve D, M iizerinde bir
toplamsal simetrik ikili tiirev ve d, ,d, sirasiile Dy , D, nin izi olsun,
Eger her x € M icin (dyd,)(x) = d1(d,(x)) olmak iizere ,
di(d;(x)) =0 ise di(x) =0 yada d,(x) = 0 dir (Hasret Yazarh , 2011).

Kamt :

did,(x) = 0 ve d,(x) # 0 olsun. Bu yiizden d,(1) =1 dir.
Her x € Micin 0 = (dyd,)(x) = di(d;(x)) = d; (dz(x)EB(xG)D(l,l)))
Ayrica d,(1) = 1 oldugundan
D,(x,1) = D,(x®1,1) = (Dy(x,1)O1)B(x®D,(1,1)) = D,(x, 1)Dx dir.
Teorem 2.1.13 v) den x®D,(x,1) = x elde edilir.
Boylece 0 = d{(d,(x)®x) = D;(d,(x)Dx, d;(x)Dx)

= Dy (dy(x), d2(x))®D1(d, (x), x)B®D; (x, dy (x))BD; (%, x) den

Dy(dy(x),x) = 0 veyad(x) = 0 dir.

Her x € Micin D;(d,(x),x) = 0 olsun.
x yerine 1yazilarak D;(1,1) = 0 yani d;(1) =0 elde edilir.
Her x € M i¢in,

0=d;(1)= D;(x®1,1) = D;(x, 1)®d; (1) ve Di(x,1)=0 elde
edilir. O halde 0 = D;(x,1) = Dy (x, x®1) = d;(x)®Bd; (1) = d,(x)
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6. MV-CEBIRLERINDE SIMETRIK iKiLi ~TUREVLER

Bu béliimde, MV-cebirlerinde simetrik ikili f-tiirev tanumi verilmis ve

ilgili baz1 ozellikleri MV-cebirlerinde incelenmistir.

Tamm 6.1 M bir MV-cebri ve D : M XM—-M bir simetrik doniigiim
olsun. Her x,y,z € M icin
D(x®y,2) = (D(x,2)0f (1))®(f (x)OD (¥, 2))
olacak sekilde bir f: M—>M fonksiyonu varsa D:Mx M —M doniisiimiine

M iizerinde simetrik ikili f-tiirev denir.

M iizerinde simetrik ikili f-tiirevin her x,y,z € M icin

D(x,y®z) = (D (x,v) G)f(z)) @ (f(y) ®D(x, z)) bagintisini da sagladiga
aciktir,

Ornek 6.2 M={0, a, b, 1} olsun ve Tablol ve Tablo2 ele alinsin.
O zaman (M, @, *,0) bir MV-cebridir. D:M XM = M déniisiimii MV-cebri

izerinde
_(1; x#yise, . _ y
D(x,y) = {0; eyl o olacak sekilde tamimlandiginda
®lo a b 1
0lo0 a b 1 «]0 a b 1
ala a 1 1 |1 b a0
b|lb 1 b 1 (Tablo 2)
LT 3 & %
(Tablo 1)

D(b®b,a) = (D(b,a)Ob)B(bOD(b,a)) = (10D (bO1) = (b®b) = b #
# D(b®b,a) = D(b,a) =1

oldugundan D, MV-cebri iizerinde bir simetrik ikili tiirev degildir.

Ancak D, her x €M i¢in f(x) =1 tamimlanan f déniigiimii ile bir

simetrik ikili f-tirevdir.
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Onerme 6.3 M bir MV-cebri ve d , M nin D simetrik ikili f-tiirevinin izi
olsun. Eger f(0) =0 ise

i) d(0) = 0 dur.

ii) Her x € M icin d(x)Of (x*) = 0 = f(x)®D(x, x*) dir.
iif) Her x € M icin d(x) = d(x)®(f(x)®OD(x, 1)) dir.
iv)Her x € Migin d(x) < f(x™)" dir.

Kamt :
i) x € Mve f(0) = 0 olsun. Buradan

D(x,0) = D(x,000) = (D(x,0)Of (0)D(f(0)OD(x,0))
= (D(x,0)00)B(00D(x,0)) = 060 =0 dir.
d , D nin izi oldugundan
d(0) = D(0,0) = D(000,0) = (D(0,0)0£(0))B(f(0)®D(0,0))
= (D(0,0)00)®(0GD(0,0)) = 00 = 0 elde edilir.

ii) x € M olsun.
0= D(x,0) = D(x,xOx*) = (D(x, )Of (x))B(f (x)OD(x,x%)) dur.
Yani, 0=dx)0 flx)B(f(x)OD(x,x")) dir. Buradan d(x)® f(x*) =0
ve f(x)OD(x,x*) =0 elde edilir.

i) x € M olsun.
d(x) = D(x,x) = D(x,x01) = (D(x, x)Of (1))D(f (x)©OD(x,1))

= (d(x)ODB(f(x)OD(x, 1)) = d(x)®(f(X)OD(x, 1)) dir.
Yani, d(x) = d(x)®(f(x)OD(x,1)) elde edilir.

iv) x € M olsun.
1=0"= (d@Of (")) = [(dE)Of ('))]=dx)®f (x*)* dur.
Yani, 1=d(x)®f(x")* = f(x*)* & d(x)* dir.

O halde Teorem 2.1.61) den d(x) < f(x*)* dur.
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Sonug¢ 6.4 Her x € M igin ,
f(x)OD(x,x*)=0 oldugundan D(x,x*) < f(x)* ve f(x) < D(x,x™)* dur.
Ayni zamanda, her x,y €M icin
0=DxOx*y) = DxOf(x))B(f(x)OD(x*,y)) oldugundan
D(x,y)Of(x™) =0 ve f(x)OD(x* y) =0 elde edilir.
O halde, D(x,y) < f(x*)* ve D(x*y) < f(x) dur.

Onerme 6.5 M bir MV-cebri , f M iizerinde sira koruyan bir doniistim
olmak iizere f(0) =0 ve D, M nin simetrik ikili f-tiirevi olsun.

Eger her x,y € Micin x < y ise asafidakiler saglanir :

D) d(f()Of(»)") =0,
i) d(y)" < f(x)* ,
iii) d(x)©Od(y)* = 0 dir.

Kanit :

i) x,y €M igin x <y olsun. f swra koruyan oldugundan f(x) < f(v)
dir.
(7) den FOF(Y)* < FHOF ()’ =0 dir. O halde fFHRIOF(Y)* =0 elde |
edilir.

d(0) = 0 oldugundan d(f(x)Of(y)*) = 0 dir.

ii) x,y € Micinx <y olsun. f sira koruyan oldugundan f(x) < f(y) dir.
(7) den f(x)Od(Y)" < f(Y)OAY) < f(MOf(y)" =0 elde edilir.
Yani f(x)@d(y)" =0 dir ve d(y)* < f(x)* dir.

iii) x,y €M icin x <y olsun. f sira koruyan oldugundan f(x) < f(y)
dir. Ohalde, d(x) < f(x")" < f(y")* dir.

Yani d(x) < f(y*)* dir.
Ohalde d()O(AM)) < f)'OEW) < fF)OF () dr.

Buradan d(x)®d(y)* = 0 elde edilir.

28



7. SONUC

Bu calismanin amact MV-cebirlerinde simetrik ikili f-tiirev icin yapilan
calismalardaki bosluklarin kapatilmas: ve diger tirev tammlan ile MV-
cebirlerinin yapisimin incelenmesidir. Bu tezde Once tezi anlamada kolaylik
saglayacak bazi tamim ve ozellikler sunulmustur.Uclinci bolimde MV-
cebirlerinde tiirev, dordiincii boliimde simetrik ikili tiirev ,besinci bolimde f-
tiirev konulariyla ilgili bugiine kadar yapilmis olan ¢alismalarin 6zeti verilmistir.
Altincr  bolimde MV-cebirlerinde dordiincii béliimde verilen simetrik ikili tiirev
tanimindan esinlenerek MV-cebirlerinde simetrik ikili f~tiirev tamm verilmis ve

ilgili 6zellikleri MV-cebirlerinde incelenmistir.

Bundan sonra farkli tiirev cesitleri ve bunlarin 6zellikleri MV-cebirlerinde

caligilabilir.
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