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OZET

q-LAPLACE DONUSUMU

Sirelgin ALBAY
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Bolimu
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR
Temmuz 2016, 47 sayfa

Laplace doniisiimii linecer sabit katsayili diferansiyel denklemleri ve belli
integral denklemlerini ¢ozmek icin etkili bir metottur. Z-doniisimii ise Laplace
donlistimiiniin ~ ayrik formudur ve lineer fark denklemleri ve beli toplam

denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilir.

q-Laplace doniisiimii Laplace ve Z doniisiimlerinin tek catr altmda toplanarak
genellenmesi durumudur. g — 0 limit durumunda Laplace doniisiimiine ve g — 1 limit
durumunda ise Z-donisiimiine indirgenir. g-Laplace doniisimii g-diferansiyel
denklem ¢oziimlerinde kullanilir.

Bu tezde g-Laplace donisimiiniin temel Ozellklerini ve gq-diferansiyel

denklemlerin ¢oziiminde nasil kullanildigimni gahstik.

Anahtar Kelimeler: g-analiz, g-tstel fonksiyon, laplace doniisimii, g-Laplace

doniisiimi.



ABSTRACT

q-LAPLACE TRANSFORM

ALBAY, Sirelgiin
M.Sc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Ahmet YANTIR
June 2016, 47 pages

The Laplace transform provides on effective method for solving linear
differential equations and certain integral equations. The Z-transform can be
considered as a discrete version of Laplace transform and suitable for linear difference

equations and certian summation equations.

q-Laplace transform is unfied form of Laplace and Z-transform and reduces to
Laplace transform as g — 0 and reduces to Z-transform as q — 1 and is used for

solving linear g-differential equations.

In this thesis we study basic properties of g-Laplace transform and we show

how it is used for solving g-differential equations.

Key words: g-calculus, g-exponential functions, Laplace transform, g-Laplace
transform.
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1 GIRIS

q-diferansiyel denklemler {izerine calsanlar gegen yiizyillin baglarmda ozellikle F.H.
Jackson [13], R.D. Carmic [8], T.E. Mason [16], C.R. Adams [2], W.J. Trijizinsky [18]
tarafindan baglatimis ve Poincere, Picerd ve Ramanujan gibi {inli matematik¢ilerin de
ilgisini ¢ekmistir [5].

80’L yilarda ise yogun ve biraz da sasmtict ilgi bu yeni fark analizi, ortogonal
polinomlar, g-kombinatorikler, g-aritmetik ve g-integrallenebilir sistemler ve g-
verqasqonel sistemler gibi matematigin bir ¢ok alannda konularinda toplanmistir [9].
g-analizin tarihi ashnda 18. yiizyila Leonard Euler’e dayanr. Euler “q” terimini Unli
kitab1 Introductio de tanimlamistir. g kuwvet serileri ise Cristoph Gudermann ve Karl
Weierstrall tarafindan tanmlanmistir. Oliver Heaviside da g analizin kurulmasina
katkida bulunan bir diger ilinli matematik¢idir.

Biz bu tezde g-Laplace Doniisiimii tizerinde c¢alstik. g-Laplace donisiimii ve
Ozellikleri  tantilmistr. g-tirevin g-Laplace doniisimii  verilerek g-differansiyel
denklemlerin Laplace doniisimii yardmm ile ¢Oziimleri i¢in bir adim atidmigtr. Bu
amagla g-analizin temel konular1 2. ve 3. bolimde 6zet olarak verimistir. g-analiz ile
ilgili daha detayl bilgiler i¢in okuucular [1, 3, 6,7,9,12, 13, 21] numarah referanslari
inceleyebilirler.



2 q-ANALIZ

Tezin bu boluminde g-Laplace doniisimii igin gerekli olan g-analizi tanimlarini
verecegiz. Bu boliimde swrasiyla g-tlrev, polinomlar icin g-Taylor formull, g-uUstel
fonksiyonlar,  g-trigonometrik  fonksiyonlar, g-integral, g-gamma ve Q-beta
fonksiyonlarinin  tammlar1  ve temel Ozellikleri verilmistir. Bu bolimde [21]
referanslarindan faydalanilmistir. gq-Analiz ile ilgili detayh bilgiler [7, 9, 11, 16, 21]
nolu referanslarda bulunabilir.

2.1 q- TUREV

Tamm 2.1. f (x): R — R herhangi bir fonksiyon ve g > 0ve q # 1 bir reel say1 olmak
Uzere,

d, f(x) = f(gx) — f(x) (2.1)
ifadesine g-diferansiyel denir [21].
2.1.1 1iki Fonksiyonun Carpiminn g-Diferansiyeli

f(x) ve g(x) herhangi iki fonksiyon olmak (zere iki fonksiyonun ¢arpmmnin g
diferansiyeli

dy (f)g(x)) = f(gx).g(qx) = f(x).g(x)
= f(qx).g(qx) — f(x).g(x) + f(qx).g(x) — f(gx).g(x)
= f(qx).(9(gx) — g(0)) + g(0).(f (gx) = f(x))
= f(gx).d,; g(x) + g(x).d, f(x) (2.2)

ile verilir.



Tamm 2.2. f (x):R — R herhangi bir fonksiyon ve g > 0ve q # 1 bir reel say1 olmak
tzere, f fonksiyonunun g-tirevi

_dgf) _ flgx)-f(®)
D, f(x) =4 = (2.3)

dq x qx—x
olarak tanmlanir [21].

Tamm 2.3.n € Z* olmak Uzere [n] = ‘2_—_11ifadesine n ‘nin g-benzeri denir.

[n] =qn‘11=1+q+qz+---+q”‘1 (2.4)

biciminde de ifade edilir [21].
2.1.2 Iki Fonksiyonun Carpimimn ve Béliimiiniin g-Tirevi

Herhangi iki fonksiyon f(x) ve g(x) olmak (zere, (2.3) denkleminden yararlanarak
(f.g9)(x) fonksiyonunun g-tirevi

d, (f()g(x))

dqx

Dy (f)g() =

_ fgx).dg g0 + g(x).dy f(x)

x(q—1)
d d
= Fa0 I+ g0 L0
= f(gx).Dy g(x) + g(x).D,, f(x) (2.5)
seklinde elde edilir. Simetriden dolayz,
D, (f)g() = g(qn).D, fF(O) + f(x).D, g(x) (26)



esitligi de saglani.
Iki fonksiyonun bolimiiniin g-tlirevi ise

D, (502 2) = p,

960
90 0, (L )+ 255 b, g =, )
o )21 g
() = e @)
seklindedr.

q-Tirev de genelde zncir kural yoktur. Ancak o, sabitler ve u(x) =« x#, olmak
uzere f(u(x)) bileske fonksiyonunun g-tiirevi icin zncir kural

f(oc xﬁqﬁ) f(oc xﬁ)
x(q—1)

D, (f(u(x)) =D, (f(oc xﬁ))

_ f(ocxfqP)— f(x xF) o xFqf—oc xF
- xxPqP—occxP " ox(g—1)

_f(qPu) — F(w) u(qx) —u(x)
 qfu-u " x(g-1)

D, (f(u(x)) = (Dqﬁf)(u(x))Dq u(x) (2.8)

elde edilir.



2.2 POLINOMLAR iCIN GENEL TAYLOR FORMULU

Teorem 2.4. o« herhangi bir say, D‘de polinomlar uzaymda lineer (dogrusal) bir
doniigim olsun.

(Py(x),P,(x),...) polinomlar dizisi,

1. Pj(a)=1wveP,(a)=0, n>1
2. derP,(x)=n
3. DXx)=P,_,(x) V,>1icin D(1)=0

kosullarin1 saglasm. Derecesi N olan herhangi bir f(x) polinomu icin genel Taylor
formaild

f(x) = E3-o(D" ) (@) Py (x) (2.9)
bigiminde tammlanir [21].
Ispat: V derecesi N’den biiyilkk olmayan polinomlarin bir uzayr olsun. boyV = N + 1

olacaktr.  (P,(x),P,(x),...,P,(x)) polinomlar1 lineer bagmsizdirlar.  Herbir
P;(x),0 <i < N polinomlarinin derecesi farkidr (kosul 2).

f(x) = Rz cPrc (%) (2.10)
Buradaki c,, katsayilar1 tek tirli belirlenir.
f(x) = cyPy(x) + ¢, Py(x) + -+ + cy Py (%)
X = aicgin,
f(a) = cyPy(a) + ¢, Pi(@) + -+ cyPy(@)
elde edilir.

(Kosul 1)’den dolayr f(a) = ¢, olur.



(2.10) esitliginin her iki tarafina n defa D lineer operatorini uygularsak

N

(D" = 6Peen(®)

n=0

elde edilir. Bu esitlikte x = a yazarsak 0 < n < N i¢in
(D"f)(a) = c,Py(a) + ¢,y Pi(@) + -+ c,Py_,(a) =c,

elde edilir. Buldugumuz bu ifadeyi (2.10) da yerine koyarsak,
N
) = ) N (@P)
k=0

elde edilecektir.
Omek 25.D = ;—X,Pn(x) = (x;—‘f)n esitliklerini genel Taylor formili (2.9)’da yerine

yazarsak

() =) P*H(@P)
k=0

N

d*f(a) (x—a)*
f<x>=z dx* k!

k=0

N _ Nk

fe=Y i@ S
k=0

Boylece f(x) fonksiyonunun x = a etrafindaki genel Taylor formiiliinii elde etmis
oluyoruz.



2.3 POLINOMLAR ICIN ¢g-TAYLOR FORMULU

Tamm 2.6. ¢ herhangi bir say1 ve f(x) mertebesi N olan bir polinom olmak uzere,
Taylor formilinin g-benzeri

£ = BV o(DLF)( )ﬂq (2.11)

— . - 1 n=20
biciminde ifade edilir [21]. Burada [n]!_{[n][n—l] L[] n=1,2,3...} ve

1 n=20).
(x — a)f; = {(x —)(x—qa)..(x—q"'a) n>1 ile tanmlanir.

2.3.1 Gauss Binom Formuli

n, negatif olmayan bir tam say1 ve a herhangi bir say1 olsun.

f(x) = (x + a)y fonksiyonunun x = 0 etrafindaki g-Taylor formulunden

(x — o)}
1!

e —Z(D’f)( )

elde edilir.
j < nigin j. mertebeye kadar g-tirevler asagidaki gibidir.
D, f(x) =I[n].(x + )"

D; fx)=[n]l.[n—1]. (x + a);l—z

D! f()=[n].[n—1l.[n—2] ..[n—j +1].(x + @)}’
x = 0 i¢cin j. mertebeden g-tirev degeri

Dé fO)=[n].[n-1.[n-2]..[n—j +1].(a);”’

7



seklinde elde edilir.
x+a)l=x+a).(x+qa)..(x+q" ()] )

acthminda x = 0 yazlrsa,

m(m-1)
apt =aqa..q" ta=a"q 2

olacaktr. Buna gore,
D] f(0)=[n].[n—1].[n—2]..[n— j + 1].a""/ g~ D-/=D)/2
elde edilir. Sonug olarak f(x) = (x + a)7 fonksiyonunun g-Taylor formdil

(x+a)l =3, [”]-[“‘1]'["[;]2']"-““1' 1) (=) (=j=D/2,gn=] ]

n
(x+a) = 2 m q=D=j=1)/2_gn=_yj
j=0
seklindedir. j yerine n — j yazarsak
n_ \m n JU-1/2 4] Ln—j
(x+a) = j=o[j]q .al.x

elde edilir.

Bu formile Gauss Binom Formiilii adi verilir.

(2.12)

(2.13)

2.3.2 Kuvvet Serilerii¢in g-Taylor Formulii ve Heine’nin Binom

Formula

Y o Cex™ kuvvet serisinin  yakmsaklik arahgmm merkezZi ¢ =0 noktasidr.

Yakmsaklik yarigapt R olmak Uzere |x| < R de seri yakmsaktir. Bu kuvvet serisi x =
0 noktasi etrafinda f(x) fonksiyonuna yakmsamaktadir. f(x) fonksiyonu x = 0
noktasi etrafindaki genel Taylor formiiliinii (2.9) ifadesinden yararlanarak yazlabilir.



[oe]

Df(x) = z c kxk1

k=1

[00]

D2f(x) = z ek (k — 1)xk=2

k=2

[o0]

D"f(x) = Z cohe(k — 1)k = 2) oo (k — n + 1)xk™

k=n

(n+ 1)! (n+2)!
—1! X cn+2—2! X<+

=c,nl +c 4
Yukaridaki ifadede x = 0 alnwsa c,, katsayilar:

_ D"f(0)

n!

D"f(0)=c,n! = c, (n=0,12..)

ile bilirlenir. O halde
) =) (DN
k=0

Taylor serisi elde edilir.

Bu ifadenin x = 0 etrafindaki Taylor a¢ihminin g-formu ise
k
f(x) = EZ-o(Dg ) (0)% (2.14)

seklindedr.



1
(1-x)g
formal kuwwvet serisidir. Bu seri x = 0 noktasi etrafinda yakmsak oldugu icin g-Taylor
serisinide x = 0 noktas etrafinda gostermeliyiz.

Omek 2.7. f(x) = fonksiyonunun g-Taylor formiilinii bulahm. f(x) bir

L
f&o) = (Déf)(o)ﬁ
1
Pof )= Do —5m
—D,.(1—x)g

(1-x)g7.(1—qx)g

_ .- gopt
(1—05.(-q0]

_ M -g090-¢°x)..(1-q"*qx)
1-2)7.(1—gx)(1—q%*x)..(1—q"'qx)

_ [n]
(1-x)7.(1—q"x)

[n]

(1—x)ptt

Bu sekilde devam ettigimizde j. mertebeden g-tirev

[n].[n+1]...[n+j —1]

D) =
olarak elde edilir
x = 0 igin
DIf(0) = [n].[n+1]..[n+j —1] G=1)

1
(1-x)gq

bulunur. Sonug olarak, f(x) = fonksiyonunun g-taylor agiimi

10



1

_ o [nlIn+1]..[n+j-1] j
or = 1+ X (2.15)

L

seklindedr.

1

(1-x)q

Bu ifade fonksiyonunun Taylor formilinin g-benzeridir. Bu formiile Heine’nin

Binom Formili denir.
2.4 q-USTEL FONKSIYONLARI

Gauss ve Heine binom formillerinin n — oo i¢in limitlerini ahrsak

© _ Yoo j(j=1)/2 x! _
1+x)7 =X20q G@IC—a? -ah (2.16)
1 oo o
(1-x)g T 4j=0 (1-¢).(1-q?)..(1-q /) (217)

Iki ifade sonsuz ¢arpmdan sonsuz toplama gitmektedir. g = 1 icin toplamlardaki her
bir terim tanims1z olacaktr. Bu yiizden g = 1 icin bir g-benzer degildir. Iki ifade Gauss
ve Heine’den daha once yasamus olan Euler tarafindan bulunmustur. Bu ifadelere
(2.16) ve (2.17) srastyla Euler’in birinci ve ikinci benzerlkleri denir ve E; ve E, olarak
adlandrilir. (2.17) denkleminden,

. X ] X J
% x! __yw ) __ yw ) (2.18)
J=0 (1-¢).(1-¢?)..(1-q)) 1-0(1:_3)_(11—__?)_"(11—};) J=0 )
esitligi elde edilir. Bu ifade Ustel fonksiyonun Taylor formiliine benzemektedir.
er =y Lo pxrEy Ty (2.19)
J=0 ji 21 3l )
Tamm 2.8. e* Ustel fonksiyonunun g-benzeri,
eX =y X (2.20)

qa = ~j=0yy

biciminde tanmlanir [9, 21].

11



(2.16) ve (2.17) denklemlerinden

5 _ge & 221
e T 4= T ooy '
bulunabilir. (2.17) denkleminden yararlanarak,
pX—yo ¥ 1 (2.22)
q JEOL T -(1-)0F
sonucuna ulasilir.
Ustel fonksiyonun bir baska g-benzeri ise,
- j
Ef =XV = (1+ (1 - 9)0)F (2.23)

seklindedr.

Ustel fonksiyonun g-tiirevi de kendisine esittir.

ve

_Njg-ne U1
_qu(f )/ W

j=1

j-1

[ — 1]

_ z qU=DU-2)/24 (D)
j=1

12



_N -0 X pax
! T
j=0

Sonug olarak,
D,ey =e;ve D,Ey =E]* (2.24)
elde edilir. (2.22) ve (2.23) yararlanarak
eXEX =1 (2.25)

q-q

elde edilir. (2.16) ve (2.17) ifadelerini kullanarak,

N (o]
TN (A (e

(U= (-1.q.q%¢% g g
prs (1-¢q).(1—q?)...(1 —q’).(-1).q/

B (1-— q)_xj_qj(f—l)/Z
41-9.0-q)..(1-q)

=E} (2.26)

Ozellikleri elde edilir. [9, 21]

2.5 q-TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR

q-trigonometrik fonksiyonlar

2% SIN, x = 2o (2.27)

2 2i

e

smq X =

13



—ix ix | i

cos, x = 4"% COS, x =22t (2.28)
q 2 q 2

ile tanimlanir. (2.26) denklemi kullanilarak sin ve SIN (benzer sekilde cos ve COS)

fonksiyonlar1 arasmda

—ix

- etjq ~€1/q _ .
SINgx = — o sing ;4 X
ve
etq + €1/
COS, x = > = COSy/q X

iliskileri kurulabilir [9, 21].
Tamm yardmu ile g-trigonometrik fonksiyonlarin g-tirevieri asagidaki gbi elde edilir.
. eix_e—ix
1. Dgsingx =Dy (J?L)
1 . 3
= Z (Dq eg‘ - Dq eq‘X
1, ix 4 so—ix
== (ieq + ieg™)
eix+e—ix

=9 9
2

= C0Sq X (2.29)

Benzer sekilde,

2. Dy cosgx = —sing X (2.30)
3. Dg SiNgx = COS, x (2.31)
4. D, COS x = — SIN, x (2.32)

2.6 q-ANTITUREV
Eger D, F(x) = f(x) ise F(x) fonksiyonuna f (x)’in g-antitirevi denir ve

F(x) = [ f(x)d,x (2.33)

14



ile gosterilir.

Bilinen analizde antitirev tek degidir. Analizde antitirevinin tekligi sabitlerin
eklenmesine kadardr. Ciinkii bir fonksiyonun tiirevinin sifir olmas1 igin gerek ve yeter
sart fonksiyonun sabit olmasidr. Bu durum g¢-analizde daha karigiktir. Ciinki
D, ¢(x) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart p(gqx) = ¢(x) olmasidrr ki burda ¢(x)
fonksiyonun sabit olmasi gerekmez. Eger ¢(x) fonksiyonu sabit bir fonksiyon ise
x = 0 noktasmda siirekli olacaktr. Bir fonksiyona ¢(x) fonksiyonunu eklersek bu
fonksiyonun g-tiirevi degismeyecektir. Eger ¢(x)’in bir kuvvet serisi olarak almak
istersek, @(gx) = @(x) sartmin saglanmas1 i¢cin n > 1 ve c,, x™ nin katsayis1 olmak
uzere ¢, = q™c, olmaldir. ¢, = 0,n > 1 oldugu zaman @(qx) = @(x) = ¢, =sabit
olacaktr. Eger,

flx) = i a,x"

bir kuwwvet serisi ise f(x) in sabit terime kadar tek bir tane g-antitiirevi vardir.

n+1

JFO) dyx=3Y5 " —+c (2.34)

n=0 [n+1]

[qA, A] araliginda ¢ (x) sabit bir fonksiyon ise
F,(x)—-FE(x) =c F,(x)=F,(x)+c
f(x) fonksiyonun g-antitiirevin tek olmasi i¢in, g-antitirevin x = 0 noktasinda surekli

olmalidir. Aksi taktirde g-antitirev x = 0 noktasmda siirekli degilse, f(x)
fonksiyonun birgok g-antitirevi olacaktir.

a, B sabitler olmak (izere u = u(x) = ax? ve D,F(x) = f (x) olsun.
ff(u)dq u=F(u) = F(u(x))

Herhangi bir g’ igin zincir kurah (2.8) yardimiyla

15



F(u(x)) =fquF(u(x))dqfx
:f(Dq,B F)(u(x))quu(x)dqfx

=f (Dq,B F) (u(x)) dg, (%)
q' = q'/# olarak secersek D w5 F=DyF = f olacaktrr.

Jfd, u=F(ux)) = [ f(ux))d,s u(x) (2.35)

Bu formilin anlamu ise, f(w)’'nun g-tlrevierinden birinin  f (u(x))D /5 u(x)

oldugunu gostermesidir [21].
2.7 JACKSON INTEGRAL

f(x) herhangi bir fonksiyon olsun. f(x)’in g-antitirevini elde etmek igin
M, (F (x)) = F(qx) seklinde tanmlanan M, operatdriinii ele alahm. Bu durumda g-

tirev M operatori cinsinden

< 1 (M, - I)) F(x) = Hax-F@ _ f(x) (2.36)

(g-Dx x(q-1)

formilu ile ifade edilir. Bu esitlikten

(1+M,+Mp+-)
(g — Dx

(M, —DFx) =1 +M, +Mz+ - )f(x)

—F(x)
(@— Dx

=(1+M,+Mp+-)f(x)

F)= (1 —xf(x)(1+M,+ Mgz + )

bulunur. Sonug olarak,
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[ F@dgx = FG) = (1= 00 @)+ axf @0 + Pxf (70 + -

F(x) = [f()d,x =1 —xX20q’f(q'x)
Bu seriye f(x)’in Jackson Integrali denir.

Daha genel formilu
[ 1D9@dx = - @x Y aTf @0 Dyg@n)
j=0

g(a’x) — g(q’*'x)

- (- q)x; RO o i

[ FOdg9(x) = T2 f (@' %) (9(a'x) = g(a’*'x))
Tamm 2.9. [21] 0 < a < b ise g-integral
[P fF)dgx=(1-b¥2,q'f(q’b)
veya
[P Fedgx = f) f)dgx— [} f()d,x
bi¢iminde tanmlanmaktadir.

2.7.1 q-integralin Geometrik Anlam

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

q-integralin geometrik anlami; [a,b] arali@in1 sonsuz g¢oklukta aralklara bolinmis

dikdortgen alanlarmin toplamudwr. Belirli integralin tanimma benzemektedir.

Eger g —» 1i¢in limit alrsak,
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lim (1 - q)bzoqfﬂqu)

J

Ifadesinde dikdodrtgenlerin genisligi sifira yaklasacak ve bu durumda bu limit Riemann
toplamina yakmsayacaktr. f(x),[a, b] aralgmda siirekli ise,

lim ) fGodyx = [ f(x)dx (2.41)

(2.39) ifadesinde b — oo igin

qJ ] q1+1

ff(x)dqx=}f(x)dqx—f f(x)d,x

+1
q]

=(1- q)z qj+kf(qj+k) -(1- q)z qj+k+1f(qj+k+1)
k=0 k=0

dir.

Sonug olarak,

[5G f Gy =(1— q) ¢'F (") (2.42)

elde edilecektir.
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Tamm 2.10. [21] f(x)’in [0, o) arahgindaki has olmayan g-integrali

o g
[rdz= 3 [ rood,x 0<q<1
0 j=—oo0 gJtt

0 o qj+1

ff(x)dqxz Z f f(x)d,x q>1
0 j=— g

biciminde tanmmlanirlar.
2.7.2 q-Analiz’in Temel Teoremi

Teorem 2.11. [21] Eger D, F(x) = f(x) ve F (x) fonksiyonu x = 0 noktasinda siirekli
ise,

[ f()d,x=F(b)—F(a) 0<a<b<oo (2.43)
Ispat: D,F (x) = f(x) ve F(x) fonksiyonu x = 0 noktasmda siirekli olsun. O halde

F(x) fonksiyonu Jackson formiilii ile sabit bir terim eklenene kadar asagidaki sekilde
ifade edilebilir.

FG) = (1=)x ) a'f (/%) + F(0)
j=0

J
(2.39) ifadesinden vyararlanarak,
[r@dx=-a) df(@'a) = F@ - F©)
0 j=0
elde edilecektir. Benzer sekilde sonlu bir b icin,
b o)
[ rede=a-apY ar(a’s) = F®) - F(O)
0 j=0
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elde edilecektir. Sonug olarak,
b b a
ff(x)dqx = ff(x)dqx — ff(x)dqx = F(b) — F(a)

olacaktrr.

Teorem 2.12. [21] f(x) ve g(x) herhangi iki fonksiyon ve bilinen tirevieri x =0
noktasmin komsulugunda tammli ve x = 0 noktasmda siirekli olsun. Bu durumda

[P f(0)d, g () = F(b)g(b) - f(@)g(a) - [7 g(qx)d, f(x) (2.44)
elde edilir. Bu formiile parcali g-integrasyonu denir.

Ispat. f(x) ve g(x) fonksiyonlarmm g¢arpmmmin q diferansiyeli
D, (F(09(0)) = f () (Dgg(x)) + g(qx) Dy f(x))

idi. Esitligin her iki tarafin1 a’dan b’ye integralledigimizde

b

b b
fDq(f(x)g(x))z ff(x)Dqg(x)dqx+fg(qx)(qu(x))dqx

a

b

b
FBgb) - F@9(@ = [ f@)d 900 + [ g(ar)dyf @)

a

sonucuna ulagilir.
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2.8 q-GAMMA ve g-BETA FONKSIYONLARI
Gamma fonksiyonu asagidaki interpolasyon probleminin ¢oziimii olarak gorlebilir:

"y = (x — 1)! bagmtist ile verilen (%, y) (X'in tamsayr degerleri i¢in) noktalarini
birlestiren diizglin egri nedir? "

ik birkag faktoriyel ile elde edilen noktalarn ¢izimi bdyle bir egrinin cizilebilecegini
ortaya koymaktadr. Fakat egriyi acik¢a belirleyen ve islem sayismin x’in biiytikligiine
bagh olmadig1 bir formiile ihtiyag vardw. En basit formil faktoriyel
x! = 1 X 2 X .. X x formiilidir ancak x’in tamsayr olmayan degerleri i¢in
kullanilamaz. Fakat boyle degerler i¢cin de integral ve limit kullanarak bir faktoriyel
formiiliine ulagmak miimkiindiir. Bu problemin ¢6ziimii ise Gamma fonksiyonudur.
Tamm 2.13: Gamma ve Beta fonksiyonlarin1 srayla
r@) = f, x*'e *dx (t > 0) (2.45)
B(t,s) = [; x*71(1 - x)* ldx (s,t > 0) (2.46)
biciminde tanmlanir. [1]
Tamm 2.14 Herhangi bir t > 0 icin,
L, =[x E;%d,x (2.47)
fonksiyonuna g-Gamma fonksiyonu denir [21].

Ozellik: (2.23) denkleminden E;’ =1 ve (2.20) ve (2.25) ifadelerinden
1
E7* =1lim —=0

q X
X— 00 ep

olacaktrr.
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(2.24) ifadesinden ve (2.44) ile tammlanan pargah g-integrasyondan,

[,t+1)= f xtEq_qxdqx

0

= —f xthE;xdqx
0

— t -
——fx quqx
0

(00}

— —qx t
= j E, dqx
0

— —qx t
—f Eq qu dqx
0

t>0igin T, (t+1) = [¢]T,(¢) (2.48)

elde edilir.

Ozellik: n negatif olmayan herhangi bir tam say1 icin,

o 0

r,(1)= j E;%d,x=—E;* . =-E;°+E} =1
0

,(1+1) =[1], (1) =1=T,(2)

r,2+1) = [2I1,(2) = [2] = T, (3)
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r,3+1) = [3,(3) = [3]! = [,(4)

I,(n+1) = [n]! (2.49)
Tamm 2.15. Herhangi bir t,s > 0 igin,
B,(t,s) = f01 x"H 1= qx)ytdyx (2.50)
fonksiyonuna g-Beta fonksiyonu denir [21].

Ozellik: g-integral ve improper g-integral tanmindan yararlanarak 0 < g < 1 olmak
Uzere

1

B,(t,) = f xH1 = qr)gdgx

0

=(1-¢q) Z @) (1=a");
j=0

(-9 Y @@ 1)

j:—OO

=j xH 1 —gx)gd,x
0
elde edilir.
I, (t) ve B, (t,s) arasmdaki iliskiyi gosterelim.

ax

_ 0 - . _1— _ o)
Ej =(1+(1-q)x)g olduguna gore E, "~ = (1 — qx)g olacaktr.
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Bq(t,00)=Jxt"l(l—qx)f;dqx=jxt"1Eq g, x

0 0

Bu esitlkte x = (1 — q)y donilistimii yapilirsa

B, (t, ) = f (1— ) Y E Y (1= q)d,y
0

— (1 _q)tf Eq—qyyt—ldqy
0

esitligi ve sonug olarak,

_ B (t,00)
r, @ =222 (2.51)

elde edilir.

Onerme 2.16. [9, 21] t > 0 ve n pozitif tam say ise,

1-q)(1-q)p "
B =——d 2.52
q(t,n) (1_qt)g ( 5 )

Ispat: g-gamma fonksiyonunu (2.52) ifadesinin n — oo igin limitini alrsak

Q-9 -9y
Palb) = o

Buldugumuz bu ifadeyi (2.51)’de yerine koyarsak

(1-9(1-q)g
-~ 7 779
Iq O (1-qH7° (1-)* (2.53)

elde edilir.
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Onerme 2.17.[9,21] t,s > 0 ise,

(1-9)(1-q)g (1-q")7 254
(1-¢H7°(1-q57 (2.54)

B,(ts) =

Ozellik: g-Beta fonksiyonunun tve s icin simetriktir. Yani B,(t,s) = B,(s,t) olur.

(2.53) ve (2.54) ifadelerini kullanarak g-Beta fonksiyonunu g-Gamma fonksiyonu
cinsinden ifade edebiliriz.

1-9A -7 A —q"*)7
(1-gH7 1 —q%)7

Bq(t,s) =

__ 0-970 -0 -)™ (1 -q™)7
1-"'A=-¢H7A - "1 -¢7 (1 -

T, ®I,(s)
T T+ )

sonuc olarak,

T (0T (s)
B (t5) =L L= (2.55)

elde edilir.
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3 q-LAPLACE DONUSUMU
3.1 TEMEL OZELLIiKLER
Tamm 3.1. t > 0i¢in £, t’nin bir fonksiyonu olsun. f’nin Laplace doniisiimii
LIF()}=F(s) = [ e~ f() dt (3.1)

ile tanmlanir ve L{f(t)} veya F(s) bigiminde gosterilir. Esitligi verilen integralin
yakmsak olmasi gerekir. [4]

Tamm 3.2. g-Laplace doniisimii s > 0 icin
F(s) = L, (f(1) = [, E,(—qsO)f()d,t (32)
seklinde tanmlanir [9].

Ozellik: g-Laplace doniisiimii lineer (dogrusal) bir doniisimdiir. a ve 8 sabit sayilar
olmak Uzere,

£, (af 0+ p9() = | By (-ast)(af (0 + Bg(0)d, ¢

_ f E, (—qs0)(af (£))d, t + f E, (—qs0)(Bg(0)d, t

—q f E, (~qs)f(Dd, t + B J E, (~qs0)g(t)d, t
0

0

= aL, (F(0) +BLy(g(0)) (33)

elde edilir.
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Omek 3.3t > 0icin f(t) =1 ise

[ee]

£{1) = f o5t dt

0

A
= lim | e~Stdt
A—>00
0
-st |A
= I}im —
— 00 S 0
= ji_r)rgof(l —e~) =< (3.4)

s > 0O ise integral yakmsak, s < 0ise integral wraksaktir.

Ornek 3.4.s > 0icin £, (1) = édir.

[o¢]

L, (1) =JEq (—gst)d,t

0

[oe]

= j D,E, (—St)dqt

0

= j? dg,E,(—st)

1 0¢]
= _;Eq (—St)

0

(3.5)

“ R
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Omek 3.5.t > 0icin f(t) =t ise,

[oe]

L{t} =fe_5ttdt

elde edilir.

Ornek 3.6. s > 0icin L, (t) =

1
s2

Ly (®)

A
= lim | e Stt dt
A—>00
0
A
) 1
= lim |——e~ +—f e Stdt
Ao | s s
0
t 1 4
= lim [——e~%t —Ze_“]
A-oo | S S 0
1 —SA
:[}1_1:[;10 _S_Z_ SZ (SA+ 1)]
1
=3 (3.6)

[oe]

= f E,(—gst)td,t

/
/

thEq(—st)dqt

td, E, (—st)
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[o'e) [oe]

1
. +;j E,(—gst)d,t

0

=3 3.7)

Omek 3.7. @« € R ve a > —1 olmak (izere,

[oe]

L, (%) = j E,(—gst)t*d,t

0

(ee]

u®1
=f Eq(—qu)s—a;dqu

0

[00]

1
= f E,(—quu“d,u

0

1
=s“+1 Fq(a+1)
a =n € N ise,
[n],!
Lq (tn) = Sa+1rq (a+ 1) = Sn+1
elde edilir.

Ornek 3.8.s > 0igin £, (1+5¢t) = §+ siz elde edilir.

Ornek 3.9. L, (t‘i) = S% r (1) =2 T, G) bulunur.

=41 4\2 Vs
' 1 1 3 r (3)
Ormek 3.10. £, (tz) = I r, (E) = [Z]q;@? bulunur.
q2
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Omek 3.11. t > 0 icin f(t) = e® ise,

[oe]

L{e%} =fe_5teatdt

=— (3.8)
elde edilir.

Ornek 3.12.

Lq(eq(at))=qu(—qst)eq(at) d,t
0

= i [Z]n !Oj-o E,(—gst)t"d,t

_ 5(1%) =L (3.9)

Omek 3.13.s > —3/i¢in £, (e, (—3t)) = ﬁbulunur.
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Ormek 3.14.

L, (Eq (at)) = f E,(—qst)E, (at) d,t

@ 1y () gn
= D% %" 1% q! ¢ qu(—qst)t”dqt

[00]

_ Z (_1)nq(1’21)an I,(n+1)

Sn+1

n
G) <
n+1

Ormek 3.15. t > 0icin f(t) = sin at ise,

[0¢]

L{sinat} = J e St sin at dt

A A
. e St cosat S st
= lim |— —— | e St cosat dt
A—oo a a
0 0
(0]
S t
=———| e Stcosat dt
a a
0

31
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Boylece

. 1 s*
L{sin at} = — — — L{sin at}
a a

L{sinat} = oz (5>0) (3.11)
elde edilir.
Ornek 3.16.

ot (_1)na2n+1 4 A
[le]q'f Eq (—qst)t dqt

n=0 0

Lq (sinq at) =

[oe]

B Z (=D)"a®"*' T, (2n + 2)
B [2n+1],! s#*2

n=0
_ %i (_1)11 (§)2n+1
n=0
a
1.5
T+ ()

=1 (3.12)

s% +a?

2
s%+4

Ormnek 3.17. £, (sin, 2t) = 5— bulunur.

Omek 3.18t > 0icin f(t) = cosat ise,

o]

L{cosat} = f e St cosat dt

0
A
= lim je‘“ cosat dt
A—>o0
0
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t o A A
~ |etsinat s st
=lim |[——| 4+—| e S'sinat dt
A—00 a g ¢
0
_ o0 [oe)
s| e Stcosat s o
=—|——| ——| e Stcosat dt
a a 0 a
0

Q|w

(1 s ot
———| e S*cosat dt
a a

- 0

Boylece

St
L{cosat} = — — — L{cosat}
az a

s
s +a?

L{cosat} = (s>0) (3.13)

elde edilir.

Ornek 3.109.

© (_1)na2n Oo
Lq (COSq at) = Z [ZT](I',[ Eq (—qst)tzn dq t
n=0 0

[ee]

_Z (-D"a*"T,(2n+ 1)
- [2n] ! g2n+1
n=0 q
1 = a2n
== —-Nn(=
52,0
n=0
1 1
T s a\?
1+(3)
=5 (3.14)
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bulunur.

Turev fonksiyonunun g-Laplace doniistimlerini bulabilmek i¢in asagidaki esitliklere
ihtiya¢ duyariz:

2 (—1)nga)
E,(—gst) = z %q"s”t“
n=0 a

© (—1)g(2)
- > ERE o - Dt
n=0 a

S L s gl
=(q—1)Z[n_—1]q!S t +ZTLI!S t

Z, (—1)ngle) 2 (—D)ng)
=—(q - 1)stz CLa [r)l] q| qms"t" +z gz [r)z] q' s
n=0 a: n=0 q

=—(qg—1)st Eq(—qst) +E, (—st) (3.15)
Boylece, (3.15) ifadesinden
E, (—st) = Eq(—qst) + (g — 1)st E, (—gst)

E,(=st) = E,(—qst)[1+ (q — 1)st]

E,(—st)

1
E, (—qst) = ————
a(=ast) 1+ (g—1)st

! -1
= (1 + (q — 1)St)(1 + (q — 1)q_1St) Eq (_q St)

_ 1 .~k
_(1+(q-1)st)(1+(q-1)q—lst)...(1+(q-1)q—kst)Eq( q~"st) (3.16)
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bulunur.

q-Laplace doniiglimiiniin  tanmundan yararlanarak tiirevin g-Laplace

doniisimi
hesaplanabilir.

D, (f(0g(6) = ait (Fg®)
q

af (t) ag(t)

e g + f(qt) e
q q

= (Daf()g(D) + f(at)(Dyag(D)) (3.17)

_1)71
[ ; qnsntn

Q

D, Eq(—qst) = az m

@) —1yn LD

q Sn_tn

Il
s
L)
=
o))
~

n-1

_ i q(g)(—l)"q"sn

[n—1],!

n=0 [n]q! (318)

elde edilir.

O halde

£,(Dof®) = [ Do((0) By (—as0) d, ¢
0
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(]

= [ D, ©) Ey(—ast) gt = [ FaOD,(E (-as0))dy

0

= f(t) E, (—gst)| - f f(qt)Dq( Eq(—qst)) dgt
O 0

n+1

-~ - | szq (1), “ rand,t
0

(o]
n=0

n+

=—f(0) +s Zq v an mHstf(qtd,t

S G PN
= —£(0) +si q@)(_nnf nShEnf (D), t
L [n] /

= F(0)+s f £©) E, (~qst)d, t

= —f(0)+ s L, (f(®)) (3.19)

elde edilir.

Eger f(t) yerine D, f (t) yazarsak,

£, (D2F®) = ~(De£)O) +5 [ (D () Ey(-a()dyt
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= _(qu)(o) +5s L,(D,f ()

=—(D,f)0) +s ((=f(0)+s L, (f(D)))

= —(D,f)(0) = sf(0) + 5% £, (f (1)) (3:20)
elde ederiz
Bu islemin devamnda
L, (f(n)(t)) =s" L, (F(£)) = Xt st F@(0) (3.21)
elde edili.
FO () = (%) f(t) = D2f(t)

F(0) = F® (o) |t _,dr

Teorem 3.20. f,f’,...,f(n'l), (0, 00) arahginda tstel smrli ve sirekli fonksiyonlar
ve £ (¢) ise (0, 0) araliginda parcah siirekli ise

l:q (f(n) (t)) =g [’q (f(t)) _ E Sn—1—if(i)(0)
esitigi dogrudur. Burada
a n
(n) _
F @) = (—aq"t) £

ile verilir. [9]

Simdi ise t™f(t) biciminde verilen bir fonksiyonun g-Laplace doniisiimiinii elde
edelim. Bu amagla asagidaki s degiskenine gore g-tiirevleri ele alahm,
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0F(q™"s) _ j <a_qEq (—st)>f(t) dqt

E)qs 6qs

co

— ¢ f E, (~qs)f (D) dgt = —t £, (F(©))

= — £, (tf(D) (3.22)

Benzer sekilde 2. mertebeden kismi tiirev

9, \° AV
q(ﬁ) F(q—25)=q<aq—qs) f E,(=q7'st)f (t)d,t

1 0

= ((T) Eq<—qlst>>f<t>dqt

‘ 2 (—1)ng)
— f(_l)z (Z ( [T)l] q' anntn> tzf(t)dqt
0 n=0 ar

(o0}

= (17 [ B (a0 (©) dyt = (1707 £, (£(0)

0
= (-1D* L, (*(®) (3.23)

lle bulunur. Bu sekilde devam ettigimizde genel hali ise

£, (t"F(0) = (~1)"q() (i%)n F(g"s) (3.24)

0 qs
seklinde bulunur.

Omek 3.21.n € N igin g-tiirevlerinin déniisiimiinden
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9, \" [
L, (t"e,(at)) = (-Dq () <aqs> j E,(—q "*'st)e,(at)d,t

= (—1)nq@ (%) <q—”i - a)

0l g
s—a)(qgls—a)..(g s —a)

n+1
_ q_( 2 )[n]q!
(s—a)(q7's-a)..(q "s—a)

(3.25)

Ve

a‘l’l

- L, (t"f (D)

[n],!

£, (e, (@) f () = Z

n=0

=y ﬂq(’i) <i‘1;>nF(q “ng) (3.26)

Sonug 3.22. n € N i¢in asagidaki esitlk dogrudur.

aqs

[ee) _ n n a n
L, (e (@) f(®) = Z ([n?' q(2) <_q> F(q™"s)
n=0 a

Ozel olarak, n € N igin f(t) = t™ ise

_(TL+1

a2 ),
s—a)(qg7ls—a)..(qg"s—a)

L, (t"e,(at)) = C

seklindedir.
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a ve 3, (0,00)da pargah siirekli ise, integral tanimmin1 f * g 6zel bir carpmla belirtilir.
(f* 9)(@® = [, f(s)g(t—s)ds (3.27)

Bu ¢arpma konvoliisyon ¢arpmu denir.

Simdi ise f ve g’nin konvolisyon ¢arpminin g-benzerini ele alahm.

a,f >0 olmak izere f,(t) =t% g(t) =tF~* obun. f ve g fonksiyonlarinin gq-
konvolisyonu asagidaki integral ile verilir.

(fi* 9O = [} fi(5)g(t— gs)d,s (3.28)

g(t—qs) = (t—qs)5 " esitsizligini (3.28) de yazarsak

(@O = [ 5t =095 ds

0

elde edilir. s = rt donisimi ile

(fixg9)(@) = tf(rt)“(t— qrt)g_1 d,r

t
= t**h fr“(l —qr)f~td,r

0
=t"*FB (a+1,B)

_ T @ DB g (3.29)
Tq(a+B+1) )

bulunur. (3.29) esitliginden

L,(fi*g) =B,(a+1,p) f E,(—qst)t“*F d t
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1
= Bq(a+1,ﬁ)ml"q(a+ﬁ+1)

- () () e
carpminda ulasiriz. Ayrica
£,(f) = (52, £,(9) = (%52 (3:31)
oldugundan
L,(fixg)= L,(f) L, (9) (3.32)

konvoliisyon ¢arpminin g-Laplace doniisiimii bagmtis1 elde edilir.

f(x)’nin (3.28) denklemini sagladigmi kabul edelim. Bu durumda g(t) = t#~* olmak
Uzere

fro=[@=sf M F(9)ds

= tf(t— qro)f 7 f(rt)d, r
0
=T/ (f(x)
burada TZ (f) = [(t — qs)f ™' f(t)d, s ile tanmh operatordiir. O halde
L,(TE(F@) = L,(fg) = L, (D) L, (@) ="5P £,(f)  (3393)

esitligine ulasilir.

Eger f(t) = ; a;t% ise bu durumda
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L(fx9) =) a; Ly (% x g)

4

= > £,*) £,(9)

l

= L, (Zaito‘i> L, (9)

-
= £,(F) £,(9) (3.34)
O halde asagidaki teoremi elde etmis olduk.
Teorem 3.23. Eger f(t) = X, a,t% ve g(t) = tP~!
Ly(f*g9) =Ly (f) £L,(9)
B =1icin T, f(t) = T;f(¢) ile tanmlayalim.
L, (Tysing t) = L, (sing t * 1)

= L, (singt) L£,(1)

- ()0 =

ve

L, (T sing t) = £, ([ sings d,s) (3.36)
olarak bulunur. (3.35) ve (3.36) esitliklerinden
L, (fot sin, s dqs) =—— (3.37)

s(s?+1)

esithgi elde edimis olur.
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t
L, f(l —cosgs)d,s | = L, (Tq(l — cosqt))
0

= L, ((1 — cosqt) * 1)
= L,(1—-cos,t)L,(1)

=(3-2)i=3 (3.38)

s s2+1)s  s2(s2+1)

Ve

t

L, f(s —singt)d,s | = £, (Tq (t— sin,, t))

= L, ((t - sinqt) * 1)

= L, (t—sin, t)L, (1)

_ (X __s \1_ 1
= (52 s2 +1)S - s3 (SZ+1) (339)
esitligi dogrudur. u(t —a)
1, t>a
u(t_a)_{O, 0<t<a

(3.40)

ille tanimlanan Heaviside fonksiyonu olmak fizere

[o0]

L, (u(t — a)) = f E,(—gst) u(t—a) d,t = f E,(—qst) d,t

a
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(o) a

=j E,(—qst) dqt—qu (—qst) d,t

0 0

a
1
=;—qu(—qst) d,t

0

1 & (—1)ngle) n ( n
:;—Z [n]q! (gs) ft dqt

0

11 . (—1)"q(g)s”a"
‘§+§; [n], !

1 = (_1)nq(g) .
= ;; —[Tl]q! (as)
= qu (—qas) (3.41)

elde edilir. Dolayisyla asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.24. [9] u(t — a) Heaviside fonksiyonu olmak (zere
1
L, (wt—a) = ;Eq (—qas)

elde edilir.
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