YASAR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

BOYAMA YONTEMI VE UYGULAMALARI

AHMET SINAN PEKCAN

TEZ DANISMANI: PROF. DR. RAFAIL ALIZADE

MATEMATIK BOLUMU

SUNUM TARIHI: 26.12.2016

BORNOVA / IZMIR
ARALIK 2016



Bu tezi okudugumuzu ve kapsam ve kalite bakimindan Yiiksek Lisans/Doktora tezi

olarak uygunlugunu onaylivoruz.

Jiiri Uyeleri:

Prof. Dr. Rafail ALIZADE (Danisman)

Yasar Universitesi

Prof. Dr. Engin BUYUKASIK

[zmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii

Yrd. Dog. Dr. Sule Ayar OZBAL

Yasar Universitesi

Fen Bilimleri Enstiti Muduri



0z
BOYAMA YONTEMI VE UYGULAMALARI
Pekcan, Ahmet Sinan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii

Danisman: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
Aralik 2016

Bu calismada; boyama yonteminin degisik matematik sorularinin ¢éziimiinde nasil
uygulanabilecegi  gosterilmistir. Ayrica ulusal ve uluslararast matematik

olimpiyatlarinda boyama yontemi ile ilgili ¢ikmis sorularin ¢6ziimii verilmistir.

Tezin matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grenciler ve bunlar calistiracak

Ogretmenler i¢in faydali olacagi diigiiniilmektedir.



ABSTRACT
THE COLORING METHOD AND APPLICATIONS

Pekcan, Ahmet Sinan
MSc in Department of Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Rafail ALIZADE
December 2016

In this thesis we show how to apply the coloring method for solving various
mathematical problems. Furthermore we give the solution of the problems in national

and international mathematical olympiads by coloring method.

We hope that this thesis will be helpfull for high school students that take part in the

mathematical olympiads.
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BOLUM BIR
GIRIS

Ortaokul ve lise 6grencileri icin yapilan Matematik Olimpiyatlar1 dort ana
daldan olusmaktadir: Analiz, Sayilar Teorisi, Sonlu Matematik ve Geometridir. Sonlu
Matematik sorularinin etkili ¢6ziim yontemlerinden biride Boyama Yontemidir. Bu

yontemin nasil ¢alistigini basit bir 6rnek tizerinde gosterelim.

Ornek. 3x3 boyutlu tablonun hanelerine sekildeki gibi 1, 2, 3, . . . 9 rakamlar
yaziliyor. Herhangi bir haneden baslayarak, ortak kenari bulunan baska bir haneye
gecilerek, bir haneye birden fazla kez ugramadan bir sayir olusturuluyor. Verilen

kosullarla olusturulabilecek en biiyiik say1 nedir?

4 9 3
8 6 5
2 1 7

Coziim. En biiyiik sayiy1 elde etmek icin 9 veya 8 ile basladigimizda, ilk bakista
anlagilmayan bir nedenle 9 basamakli bir sayiya ulasamadigimizi, en fazla 8
basamakli bir say1 olusabildigini goriiyoruz. Bunu nedenini anlamak, ciddi kanitini
vermek ve en biiyiik sayiya nasil ulasabilecegimizi gormek i¢in tabloyu satrang

tahtas1 seklinde boyayalim.

Kurallara uygun sekilde say1 olusturmak i¢in haneleri dolastigimizda siyah haneden
beyaz haneye, beyaz haneden de siyah haneye geciyoruz. Siyah hanelerin sayisi
beyazlardan bir fazla oldugu i¢in 9 basamakl: bir say1 elde etmek i¢in siyah haneyle
baslayip siyah haneyle bitirmemiz gerekiyor. O halde baslayabilecegimiz en biiyiik

rakam 7’dir. Sayinin en biiyiik olmasi i¢in bundan sonra 5 ve 6 aliriz. Fakat bundan



sonraki hamlede 9 veya 8 alirsak tablo iki parcaya boliiniir ve sadece bir pargaya
ulasabiliriz ve dokuz basamakli bir say1 elde edemeyiz. Boylece tek secenek kaliyor:

756128493.

Bu ¢oziimde basit bir boyamayla durum tamamen netlesti, kanit ve dogru
cozlime ulastik. Genelde, tezde verecegimiz O6rneklerden de goriilecegi gibi boyama
yontemi diizlem {iizerinde bir ¢okgenin belli bir sekillerle kaplanamayacagin1 veya
nasil kaplanabilecegini gostermek i¢in kullaniliyor ve daha ¢ok satrang tahtasi
sekilde boyamak yeterli oluyor. Fakat bazi problemlerin ¢6ziimiinde ikiden fazla renk

veya daha karigik bir boyama sekli gerekebilir.

Bu tezde boyama yontemiyle ¢oziilebilen sorularin ¢éziimlerini inceledik ve
degisik boyama sekillerine yer verdik. Tezden 6zellikle matematik olimpiyatlarina
calisan dgrencilerin, bununla beraber matematik 6gretmenleri ve diisiinme yetenegini
geligtirmek isteyen ilk ve orta &gretim ve lise Ogrencilerinin yararlanacagini

umuyoruz.

Tezin ikinci bolimiinde satrang tahtasi seklinde iki renk boyamayla ¢6ziilen
sorular anlatilmistir. Uglincii boliimde ikiden fazla renk kullamldigi sorular ele
alinmistir. Dordiincti bolimde degisik boyama yontemleriyle ¢oziilen problemler
incelenmistir. Besinci boliimde 6zel sekiller yardimiyla kaplama yapilan sorular ele

alinmistir.



BOLUM iKi
iKi RENK KULLANILARAK BOYAMA YAPILMASI

Bu boliimde verilen sekilleri iki renk yardimiyla satrang tahtasi bi¢iminde boyayip

sorularin ¢oziimiine ulasacagiz.

Ornek 1:

Bir satrang tahtasini domino taslari ile kaplamak miimkiin miidiir?

Coziim:

Bir satrang tahtas1 64 adet kareden (sekiz karelik
sekiz satir) olusmaktadir.32 tane domino her satirda

4 adet yatay domino olmak iizere kaplayabiliriz.

Ornek 2:

Bir satrang tahtasinin bir kdsesini ¢ikardigimizda domino taslart ile kaplamamiz

miumkin mudir?

Coziim:

Satrang tahtasindan bir kose aldigimizda geriye kalan
sayist tektir. Domino taslar1 2 kareden olustugu igin
geri kalan satrang tahtasini ikili domino taslar1 ile

kaplayamayiz.



Ornek 3:

8x8 boyutlu bir satrang¢ tahtasinin karsilikli zit iki késesinden birer birim kare
¢ikartiliyor. Kalan 62 birim kareyi 31 adet 1x2 boyutlu domino ile kaplamak

mumkiin mudir?

Coziim:

Ayni renge sahip karsilikli zit olan iki birim kare
satran¢ tahtasindan ¢ikartilmistir. Bir domino tasi bir
siyah birim kare ve bir beyaz birim kare
kaplamaktadir. Sekilde goriildiigii gibi 30 beyaz birim
kare ve 32 siyah birim karemiz vardir. Dominolarla

kapatilabilen beyaz ve siyah hanelerin sayis1 esit

olacagindan kaplama yapilamaz.

Ornek 4:

8x8 boyutlu tablonun sol alt kosesindeki hanede bir dama bulunmaktadir. Her
adimda dama bulundugu hanenin komsusundaki haneye gotiiriilebilir.(Bir ortak
kenar1 bulunan birim karelere komsu iki hane denir.) 2017 adim sonucu dama

sag Ust kosedeki hanede bulunabilir mi?

Cozim:

Tabloyu satrang tahtasi seklinde diislindiigiimiizde dama
her adimda siyah haneden beyaz haneye, beyaz haneden
siyah haneye ge¢mektedir. Baslangigta siyah hanede
bulunan dama ¢ift sayida adim atarak siyah hanelere
ulagabilir. 2017 adim sonucu dama beyaz hanede kalir.
Siyah renkli hanemiz sag {iist koseyi kapattigi igin

damamiz oraya ulagsamaz.



Ornek 5:

Bir cember 6 es pargaya ayriliyor. Saat yoniiniin tersi olarak es pargalara sirasiyla 1,
0, 1, 0, 1, 0 yaziliyor. Her bir adimda komsu es parcalar 1 artiyor. Birbiri ardina

yapilan adimlar sonucunda biitiin sayilar birbirine esit olur mu?

Coziim:
Cemberin es parcalarim1 sirasiyla siyah ve beyaz renge

boyayalim. Siyah ve beyaz pargalara yazilan sayilarin

toplamlarin1 bulalim. Siyah parcalardaki sayilarin toplami 3 ve
beyaz parcgalardaki sayilarin toplami O olur. Aradaki fark 3’tiir.
Komsu es parcalar 1 arttiginda ayni anda siyah ve beyaz parcalardaki sayilar 1 artar.
Aradaki fark aymi kalir. Bundan dolay1 birbiri ardina yapilan adimlar sonucunda

esitlik saglanamaz.

Ornek 6:

3%3 boyutlu bir tablonun herhangi bir karesinden (A hanesinden) ¢ikan ¢ekirge her
adimda bulundugu haneden, bununla ortak kenar1 bulunan bir diger haneye
sigrayarak ve tiim hanelerde bir kez bulunarak sonunda B#A olmak iizere B hanesine

geliyor. Tiim miimkiin (A, B) sirali ikililerin sayis1 kagtir?

Coziim:

Tabloyu yandaki sekildeki gibi boyayalim. Cekirge her adimda

siyah haneden beyaz haneye veya beyaz haneden siyaha sigrar. 5

siyah ve 4 beyaz hane oldugundan, ¢ekirge tiim hanelere ugramak

icin, siyah haneden baslayip siyah hanede bitirmesi gerekir.

Herhangi iki siyah hane A ve B olarak alindiginda A’dan ¢ikip B

ye gelen bir rota kolayca bulunur. O halde, A hanesi 5, B hanesi de 4 yolla

secilebilir, yani (A, B) sirali ikililerin sayis1 5-4=20 dir.



Ornek 7:

5x5 boyutlu bir levhanin hanelerine 1, 2, 3, ... 25 sayilann yazilarak
yerlestirilmistir. Ardisik sayilar ortak bir kenar1 paylasan birim hanelerde yer

alacak bicimde yazildiginda bir satirda en fazla kag asal say1 olabilir?

Coziim:

Levhayr yanda gordigiimiiz sol alt kdse siyah
olacak sekilde satran¢ tahtasi boyama big¢iminde
boyayalim. Tablonun 13 hanesi siyah 12 hanesi
beyaz renkte olmustur. En kii¢ciik asal sayimiz 2
ve ondan bagka ¢ift asal say1 olmadig1 i¢in siyah

hanelere tek sayilar1 yerlestirdigimizde bir satirda

en fazla asal sayiya ulasabiliriz.

Yandaki seklimizde goriildiigii gibi en az iki beyaz
karemiz var ve bir tane ¢ift asal sayimiz var.
Dolayisiyla bir satirda en ¢ok dort asal sayi

olabilir.

Ornek 8: (UMO-2011)
1,2, 3, ... 4022 sayilar1 2x2011 bir satrang¢ tahtasinin birim karelerine, iki say1 ayni
birim karede olmamak ve ardisik olan sayilar ortak bir kenari olan birim karelerde

yer almak kosuluyla kag farkli bicimde yerlestirilebilir?

Cozim:
Tahtay1 satrang tahtas1 seklinde siyah ve beyaz renklere boyarsak 1 ve 4022 sayilari

farkli renklerde olan karelerde yer alacak.




Sekil 1’de goriildiigii 1 beyaz karedeyse 4022 siyah karede olacak. 1 ile 4022’yi
tahtaya yerlestirdigimizde diger sayilar1 tek bir sekilde yerlestirebiliyoruz. 1 ile
4022’nin birlikte ilk ve birlikte son siitunda oldugu 4 durum var.

1 ve 4022 ayni siitunda degilse 1 ile 4022°nin ayni siitunda olmadigr durumlari
hesaplayalim:

1’1 4022 kareden her birine koyabiliriz, 4022 ile 1 farkli renklerdeki karelerde yer
alacagi icin, 4022°ye 2011—1 = 2010 farkl: siitun kaliyor. Yine rota tektir: Ornegin
asagidaki tabloda gibi: 4022x2010=8084220 durum vardir.

Toplam: 8084220+4 =8084224
Ornek 9: (UIM0O1996)

101x101 kareden olusan kare seklindeki bir tablonun tizerindeki bir tasi bir hamlede
bulundugu kareden bu karenin sagindaki, solundaki, iistiindeki ve altindaki bitisik
karelerden herhangi birine gotiirebiliyoruz. Tahtanin sol alt kosesindeki karede

bulunan bir tagin tam 100 ardisik hamle sonunda ulasabilecegi karelerin sayis1 kagtir?

Coziim:

Tabloyu satrang tahtasi seklinde siyah ve

beyaz renklere boyayalim.

0. Hamlede Siyah kareye

1. Hamlede Beyaz kareye

2. Hamlede Siyah kareye

100. Hamlede siyah kareye ulasir.



2n sayida ardisik hamlelerin sonunda siyah karelere ulasildig goriilmiistiir.

Dolayisiyla tagin 100 hamle sonucu ulasabilecegi kareler, tasin

2n< 100 olmak tizere

2n adima ulasabilecegi siyah kareler olacak. Bu da kosegenin sol altindaki siyah

karelerin sayisidir (Kosegendeki kareler dahil).

Bu karelerin sayis1 n=0 i¢in 1, n=1 i¢in 3 vs. n=50 i¢in 101°dir.

(1+101)x51_
Buda, 1+3+5... +1012f— 512=2601
Ornek 10:
Yandaki sekil, 14 sehri baglayan bir yol haritasini 4
gosteriyor. Her sehirden tam bir kez gegen bir yol
var m1?
Coziim:

Satrang tahtasinda oldugu gibi sehirlerimizi sirastyla G
siyah ve beyaza boyayalim. Komsu sehirlerin
renkleri  birbirinin  ziddi  oldugu  sekilde
goriilmektedir. 14 sehirden gegen her yolun S-B-S-
B-S-B-S-B-S-B-S-B-S-B veya B-S-B-S-B-S-B-S-B-

S-B-S-B-S renklerini almaktadir. Boylece yol yedi

O

siyah ve yedi beyaz sehirden gecer. Fakat
haritamizda alt1 siyah ve sekiz beyaz sehrimiz boyali oldugu goriilmektedir. Bundan

dolay1 her sehirden tam bir kez gecen bir yol bulamayiz.



Ornek:11

Fare, 3x3x3 boyutlu (27 kiiglik kiipten olusan) kiip seklindeki bir peynir parcasini
yiyor. Fare bir kiiciik kiipii yiyip bitirdikten sonra komsu (ortak yiizii bulunan) kiigiik

kiipii yiyor. Fare merkezdeki kiipilin disinda tiim kiipleri yiyebilir mi?

Coziim
Kiigiik kiipleri, ortak yiizii bulunan kiipler L7 4
farkli renkte olacak sekilde, beyaz ve siyah L - y 4

renklere boyayalim.

N
R,

Kiiciik kiipleri sirasiyla beyaz ve siyah renklere boyadigimizda 14 tane siyah ve 13
tane beyaz kiigiik kiipe sahip oldugumuzu goriiyoruz. En son merkezdeki kiip
kalacag1 i¢in bunu yok sayabiliriz. O halde 14 tane siyah ve 12 tane beyaz kiiciik kiip
olacak. Fare komsu kiigiik kiiplere gidecegi icin siyah kiipten sonra beyaz, beyaz
kiipten sonra siyah kiip yemek zorunda. Bu durumda siyah ve beyaz kiip sayisi
arasindaki fark en fazla 1 olur. Siyah ve beyaz kiipler arasindaki fark 2 oldugu i¢in

istenen saglanamaz.

On Yiiz Orta Yiiz Arka Yiiz

Ornek 12:
1x1x4 boyutundaki 54 tuglayr 6x6x6’lik kutuya doldurabilir misiniz? Tuglalarin

yiizleri kutunun yiizlerine paraleldir.



Coziim:

6x6x6 boyutlu bir kiip 2x2x2 boyutundaki 27 & 4
alt kiipten olusur. Onlar1 satrang tahtas1 boyama L : A / :

seklinde  swrasiyla  siyah  ve  beyazla 4 :

renklendirelim. Sonra 14 kii¢iik kiip siyaha, 13 : % ( /
kiigiik kiip de beyaza boyanacak, yani, 112 et / )
siyah ve 104 beyaz birim kiip olacak. Herhangi ' : /

bir 1x1x4 tugla, 2 siyah ve 2 beyaz birim kiipii

kaplar. 54 tugla 108 beyaz birim kiip ve 108 siyah birim kiip kaplar. Fakat sadece

104 beyaz birim kiip mevcut.

On Yiiz Orta Yiiz Arka Yiz

10



BOLUM UC
IKiDEN FAZLLA RENK KULLANILARAK BOYAMA YAPILMASI

Bu boéliimde bir zeminin ikiden fazla renk kullanilarak boyanmasi ile soru ¢oziimiine

ulasilacak.
Ornek 1:

8x8 boyutlu bir satrang tahtasinda birim karelerden birinde bulunan bir bocek her
adiminda yukar1 komsu, sag komsu veya kosegen boyunca sol asagidaki birim
kareye gidebiliyor. Bocek baslangigta sol asagi kdsedeyse, her birim karede tam

olarak bir kere bulunmak sartiyla tiim birim kareleri dolasabilir mi?

Coziim:

Bocegin yonii li¢ farkli yon oldugundan Tahtay1
sekildeki gibi Siyah (S), Beyaz (B) ve Mavi (M)
renklere boyayalim. Bocegin hareket yoniine gore,
siyah birim karede bulunan bir bdcek, beyaz birim
kareye, beyaz birim karede bulunan bir bocek,
mavi birim kareye ve mavi birim karede bulunan

da siyah birim kareye gidebiliyor.

S~ BB?MM™S

O halde bocek nasil giderse gitsin ugrayacagi hanelerin renkleri hep
SBMSBMSBM... seklinde siralanacak.

Siyah hanelerin sayis1 21, beyaz hanelerin sayist 22 ve mavi hanelerin sayis1 da 21
oldugundan bocek biitiin haneleri dolagsmak istiyorsa beyaz haneden baslamasi
gerekir. Sol alt kdse siyah oldugu i¢in bdcegin bu kdseden c¢ikip biitiin haneleri

dolagmas1 miimkiin degildir.

11



Ornek 2:

9x9 satrang tahtasinin birim karelerine 65 tane karinca yerlestirilmistir. Ayn1 anda ve
ayni hizla yapilan her hamlede her karinca, bulundugu birim karenin yatay veya
dikey komsularindan birisine ge¢mektedir. Birim karenin merkezine gelen her
karinca 90 derecelik donme agisi1 ile satrang tahtasinin disina ¢ikmadan hareketine
devam eder. Karincalar sonlu hamle sonunda en az bir karede en az iki karincanin
bulunacagini ispatlayiniz.

Coziim:

Tabloyu yandaki sekilde gibi 4 farkl
renk ile boyayalim. Tahtada 25 tane A
karesi, 20 tane C karesi, 20 tane B ve 16

tane de D karesi vardir. Giivercin yuvasi

prensibine gore 65=32x2+1

oldugundan A ve D’de en az 33 tane

karinca ya da B ve C de en az 33

=B I =-H I =N - == - I == B =]
oo o alolgololalo
=TI =-N I =l =N I - == R R I -~ B i =]
sIN=-1Na 1N -1Na TN -1 N1l =]
b= I =-N I =l =T I == = == i =]
Al e o e o n o n
R PR R B
Ao o oo o n ol n
== R RN o

karinca vardir. Ikinci durumda bir adim

sonra A ve D’de en az 33 karinca vardir. Her hamlede karincalar yoniini
degistirdiginden A’daki her karinca iki hamle sonra D’ye gider. Giivercin yuvasi
prensibine gore A’da 17 karinca ya da D’de 17 karinca olmalidir. Bu ise bize ayni

karede iki karinca olacagini ispatlar. Ciinkii D’nin kare sayis1 16°dir

Ornek 3:

16 tane 1x4 karo ile 8x8 boyutlu bir zemin kaplanabilir mi?

Coziim:

8x8 boyutlu zemini 1, 2, 3, 4 diye tablodaki gibi dort farkli

af1[2]3]af1[2]3
renkle boyayalim. Bu durumda 1x4’liik karoyu nasil ; : : i ; : : i
yerlestirirsek  yerlestirelim dért kare de farkhh rengi |[1[2[314]1]2]3]4

al1|2]3]af1|2]3
kaplayacaktir.Dolayisiyla her renkten 16 karo olmalidir. Her |3 |4[1/2]3/4]1/2

2[3fa]1]2]3]a]|1
renkten 16 karomuz bulundugu igin kaplama yapilabilir. 1[2]3]a]1[2]3]a

12



Ornek 4:

Bir kenar1 n birim olan bir kare, n? tane birim kareye béliiniiyor ve her kare kirmizi,
beyaz ya da maviye boyaniyor. Bdyle bir boyamada, bu karenin bir satir veya
siitununda ayn1 renkte en az {i¢ tane birim kare olmasinin kaginilmaz olmasi i¢in, n

degeri en kiiclik ka¢ olmalidir?

Coziim:

N =6 i¢in boyama tabloda goriilmektedir. K [m[B [k [m [B
Bu durumda n’in 6 ve daha kiigiik degerleri i¢in 77 T Tk M IB |K
istedigimiz boyamayi elde edemedik. B lKIMIB |K M
Giivercin yuvasi prensibinden yardim alarak n=7 [ mle |k | M | B
degerini deneyelim. 7x7’lik tabloda 49=16x3+1 [ B [k | M| B |K
oldugundan ayn: renkte en az 17 birim kare [g [k [M | B |k | M

bulunmaktadir.
Buradan yola ¢ikarak, 17=7x2+3 oldugundan, ayn1 prensip bize elimizdeki 7 satirdan

en az birinde, en az ii¢ tane ayni renkte birim kare olmas1 gerektigini sdyler

Ornek 5:

250 adet 1 x1x 4 tuglanin, 10x10%10 kutuya doldurmanin bir yolu var m1?

Coziim:

Kutunun hiicrelerine verilen degerler(X, y, z),

1<Xx Y, z<10 dur. Hiicreleri 0, 1, 2 ve 3

tarafindan belirtilen 4 renge boyayalim.

Eger x+y+z =i mod 4 ise, (X, Y, 2) hiicresine

I rengi segilir.

Bu boyama, 1x1x4’likk bir tuglanin kutuya

Rinlwelkrn|wle|k|n

Rinlwelkrn|wle|k|n

Rinlwelkrn|wle|k|n

ol ew o|lm(mw|o|=
bt ([ | D2 | WS |
Wlolprplw|o| W e
o|lRrimiw alk|m w ol
bt ([ | D2 | WS |
Wlolprplw|o| W e
ol ew o|lm(mw|o|=

nasil yerlestirilirse yerlestirilsin daima her

renkten bir hiicreyi doldurma 6zelligine

sahiptir. Sekil 1

Nitekim eger kutu 250 tane 1x1x 4’liik tuglalarla doldurulsaydi, sirasiyla 0, 1, 2
ve 3 hiicrelerinde her renkten 250 tane olmak zorunda olurdu. Bu gerekli

doldurmanin olabilirligini gérelim.
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Sekil 1°de rengiyle karsilig1 olan en diislik seviyede hiicreleri gosterir. Sirasiyla
0, 1, 2 ve 3 renkleriyle 26, 25, 24 ve 25 hiicreleri mevcuttur. Sonraki katmanin
rengi, mod 4’te 1 ekleyerek ilerleyen katmandan elde edilir. Boylece ikinci
katman sirastyla 1, 2, 3 ve 0 renklerinden 26, 25, 24, 25 hiicrelerine sahiptir.
Ugiincii katman ise sirasiyla 2, 3, 0 ve 1 renklerinden 26, 25, 24 ve 25
hiicrelerine sahiptir. Dordiincii katman sirasiyla 3, 0, 1 ve 2 renklerinden 26, 25,
24, 25 hiicrelerine sahiptir ve boyle devam eder.

Boylelikle, 0 renginden (26+25+24+-25)-24+26+25=251 kadar hiicre mevcuttur.
Nitekim 1x1x4°lik tuglalarla 10x10x10’luk kutu doldurulamaz.

Ornek 6:
7%7 boyutlu kare 16 tane 3x%1 ve bir tane 1x1 boyutlu karo ile dosenmistir. 1x1

boyutlu karo hangi hanelerde bulunabilir?

Coziim:

Haneleri ¢apraz bicimde 0, 1 ve 2 renkleriyle

..
-
-
o
-~
-
—
v
-~
-

boyayalim. O zaman her 3x1°lik karo her rengi bir
kez doldurur. Sekil 1 de 17 “0”, 16 “1” ve 16 “2”

-9
P
-
e 12

-
-
—~
& -
e 157

—
-

e L2V
e L2V

-
-

mevcuttur. 1x1 boyutlu karo, “0” olarak boyanan

e 1 57
e 127 )
-
-

210 210 7.
karelerden birini doldurmalidir. Ayrica, tahtayr 90 i loli 2ol
derecelik a¢1 ile dondiiriirsek bir “0” renkli hane 0111210111210
yine o renkli haneye denk gelmelidir. O halde
Sekil 1

miimkiin pozisyonlara gelince, Sekil 1 de sadece
merkez kare, dort kdse ve dis kenarlarin merkezi kalacaktir. Bunlarin olabilecegi
kolayca kontrol edilir.

Farkli bir boyama farkli bir ¢6ziim saglayacaktir. Sekil 2°de oldugu gibi 0, 1 ve 2

olarak 3 rengi kullaniriz. Yani, O rengindeki haneler

O1111jop1r111o
merkez, dort kose ve dis kenarlarin merkezi TR ERERE
olacaktir. 3x1°lik karolar iki tiirdiir, “0” renginin bir 21211121211
hanesini ve “1” renginin iki hanesini dolduranlar; [Of 1/ TJOJT]1]0

21211121211
“1” renginin bir hanesini ve “2” renginin iki IR EERE
hanesini dolduranlar. “0” renginin tim hanelerinin | Q| 1|1 (O]1]1]0
3x1 karolarla dolduruldugunu varsayalim.

Sekil 2

14



1.tiirden 9 karo ve 2.tlirden 2 karo olacaktir.

“1” renginden 9:2+7=25 hane ve “2” renginden 7-2=14 hane dolduracaklardir. Bu
celiski, 0 rengine ait hanelerden birinin 1x1 karo ile dolduruldugunu kanitlar.

1x1’lik karo, merkez kare ve kosedeki dort kareyi dolduracaktir. Buna gore 1x1°lik

karoyu 5 farkli durumda yerlestirebiliriz. Asagidaki sekillerde 2 durum gosterilmistir.

%1

1 x1

15



BOLUM DORT
DEGIiSIK BOYAMA YONTEMLERI iLE BOYAMA YAPILMASI

Bu boéliimde satrang tahtasi boyama seklinde ¢6zemedigimiz sorulari degisik boyama

yontemleri yardimiyla ¢ozecegiz.

Ornek 1:

5x5 boyutlu satrang tahtasinin bir karesine —1 ve diger 24 kareye +1 yazariz. Her
adimda a>1 olmak {izere axa boyutlu bir kare alinarak bu karedeki tiim sayilarin
isaretleri tersine cevrilebilir. Baslangicta —1 sayist hangi hanelerde bulundugu

durumda bu islemlerle tiim sayilar +1 yapilabilir?

Coziim:

Tahtayr Sekil 1 gibi boyayalim. Alinan kareler cift
sayida siyah kareyi barindiriyor. Eger —1 siyah
karede olursa, siyah karelerde daima —1°li tek sayilar

olur.

Sekil 1
Tahtayr Sekil 2 deki gibi 90° dondiirdiigiimiizde —1’in
sadece merkez kare {izerinde olabilecegini gosterir.

Eger —1 merkez hanede ise 5 hamlede tahtadaki biitiin

sayilar1 agagidaki hamlelerle +1 yapabiliriz.

a. 3 x 3 boyutlu sol alttaki kare
b. 3 x 3 boyutlu sag lstteki kare Seldl 2
C. 2 x 2 boyutlu sol iistteki kare

d. 2 x 2 boyutlu sag alttaki kare

e. 5 x 5 boyutlu kare

16



Ornek 2: (AUO 1989)
23x%23 boyutlu bir zemin 1x1, 2x2 ve 3x3 lik karolarla kaplanmak isteniyor. En

az sayida gereken 1x1°lik karo sayisini1 bulunuz.

Coziim:

I1x1’lik karolara ihtiya¢ duyulmadigini ——-
varsayalim. Kare satirlarim1  yandaki o
sekildeki gibi doniisiimlii olarak siyah ve .
beyaz renk ile boyayalim. Siyah birim T
kareler beyaz birim karelerden 23 fazla

olacaktir. 2x2’lik bir karo bir¢ok siyah RN
ve beyaz birim kareyi esit olarak .
dolduracaktir. 3x3’liikk bir karo ise bir ===
renkteki birim kareyi diger renktekinden m o
3 fazla dolduracaktir. Dolayisiyla siyah

ve beyaz birim karelerin farki 3 ile boltinebilirdir. Fakat 23, 3’e boliinemez.

Dolayisiyla varsayim yanlistir. O zaman en az bir tane 1x1’°lik karoya ihtiyag

—
-

vardir.

o
e

Sekil 1’de 12x11°lik dikdortgen 2x2 ve 3x3’liikk karolarla kaplama Ornegi

verilmigtir. Sekil 2 de, 23x23’liikk zeminin 1 tane 1x1’lik karo ve 4 tane
12x11°lik dikdortgenden olugsmaktadir. Her dikdortgeni 6 tane 2x2 lik karo ve 12
tane 3x3’liik karolar olusturur.

Gergek bir uygulamada en az sayida gereken 1x1°lik karo sayisinin 1 oldugunu

gOstermis oluruz.



3 3 3 2
3 [ ]2 12> 11| 11X12
5 |2
N X1
3 12
| |2 11x12 | 12X 11
3 2
3 3 3 2
Selkil 1 Selil 2
Ornek 3:

10x10 boyutlu karenin birim karelerine rastgele 1, 2, 3... 100 sayilar1 yaziliyor.
Icerdikleri sayilarin farkinin 5’ten biiyiik oldugu iki komsu karenin bulundugunu

kanitlaymiz.

Coziim:
Farz edelim ki yukaridaki durum gegerli degildir. iki komsu birim kareye yazilan
sayilarin farki en fazla 5°dir. Tahta {izerindeki en kiigiik ve en biiyiik say1 1 ve 100

diir. Bu sayilar asagidaki sekilde gosterildigi gibi 19 tane komsu birim kare olarak
dizilebilir.

Her bir komsu birim kareye yazilan sayilar1 asagidaki gibi belirtelim.
a;=1,aaz,...,ak=100, k<19

Ucgen esitsizligini kullandigimizda celiskiyi gérmiis oluruz.

99 = lak —a1l =|(ak —ar-1) # (k-1 —ak-2) + - +(az —ai)|
< lak —ax—1l+lag—1 —af—2|++laz —a1l

<5k —-1)<5-18=90

18



Ornek 4:
Dikdortgen seklindeki bir zemin, her biri 2x2 veya 1x4 boyutunda olan karolarla
kaplanmistir. 2x2 boyutlu karolardan biri kirildi. Kirilan karo yerine 1x4

boyutlu karo alinarak oda yeniden désenebilir mi?

Coziim:

Dikdortgen zemini yandaki sekilde oldugu gibi boyarsak
herhangi bir durumda 1x4’liik karo yerlestirildiginde her
zaman 0 veya 2 siyah haneyi kapatacak. 2x2 boyutlu
karo her zaman 1 tane siyah haneyi kapatacak.

Dolayisiyla ayni1 miktarda ayni kaplama yapilamiyor. Bu

sebeple 2x2’lik ya da 1x4’liik karolar birbirinin yerine

kullanilamaz.

Ornek 5:
(2n+1)%(2n+1) boyutlu satrang tahtasinin bir kosesi ¢ikarilir. Hangi n degerleri igin
kalan kareleri 2x1 dominolarla dyle doldurabilirsiniz ki dominolarin yaris1 yatay

olsun?

Coziim:

Satrang tahtamiz1 yandaki sekildeki gibi boyayalim.

Satran¢ tahtamizda 2n? +n beyaz kare,2n? + 3n

siyah kare ve toplamda 4n? +4n tane Kkare

vardir. 2n*+2n tane domino kareleri kaplamak igin

yeterlidir. Dominolarin yaris1 yatay olacagi igin

n?+n tane yatay ve n?+n tane dikey dominomuz

olacaktir. Her dikey domino bir siyah ve bir beyaz

kareyi kaplar.
Biitiin dikey dominolar1 yerlestirdigimizde n?+n beyaz kare ve n?+n siyah kareyi
kaplar. Kalan n? beyaz kare ve n?+2n siyah kare yatay dominolar ile kaplanmak
zorundadir. Yatay domino sadece ayni renk kareleri kaplar. n? tane beyaz Kareyi
kaplamamiz i¢in n’in ¢ift say1 olmasi gereklidir. Kolayca goriildiigii gibi kaplamayi

yapmak i¢in gerekli olan bu durum yeterlidir.
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Bundan dolay1 gerekli kaplama (4n+1)x(4n+1) tahta i¢in mimkiin ve
(4n—1)x(4n—1) tahta i¢in miimkiin degildir.

Ornek 6:

11x12 boyutlu bir dikdortgen 19 tane 1x6 veya 1x7 boyutlu dikdortgenler ile

kaplanabilir mi?

Coziim:

11x12 boyutlu bir dikdoértgeni yandaki sekilde

gosterildigi gibi siyah ve beyaz renklere

boyayalim. Oyle ki ayn1 anda iki siyah birim

|
l

kare 1x6 veya 1x7 boyutlu dikdortgen ile

kaplanamasin. Sekilde 20 tane siyah birim kare

vardir. Siyah kareler 19 tane 1x6 veya 1x7

boyutlu dikddrtgenler ile kaplanamaz.

Ornek 7:

Bircok 1x1 kareye sahipsiniz. Kenarlarin1 4 renkten biriyle boyayabilir ve ayni
rengin kenarlar1 boyunca yapistirarak birlestirebilirsiniz. Amaciniz bir mxn
dikdortgenine sahip olmaktir. Hangi m ve n i¢in bu miimkiindiir?

Coziim:

Sonug: m=n (mod 2) ise, onlart m x n dikddrtgeninde birlestirebiliriz.

(@ m ve n ikisi de tek sayidir. Sekil 1 de oldugu gibi bir 1 x n dikdortgeni
yapabiliriz. Bu seritlerden Sekil 2 deki gibi bir dikddrtgen olusturabiliriz.

(b) m ve n ¢ift sayidir.

Dikdortgenleri sirasiyla (m —1) x (n — 1), 1 x (n —=1), (m —1) x 1 ve 1x1 boyutlarinin
tek say1 kenar uzunluklariyla diisliniin. Bunlar m x n dikdortgeninde toplanabilirler.
() m ¢ift sayidir ve n tek sayidir. Problemin kosullarmni karsilayacak bir mxn
dikdortgeni olusturmayr basardigimizi varsayalim. Dikdortgen kenarlarindan birini
tek sayr uzunlugunda oldugunu diisiinelim. Kirmiziya boyandigni varsayalim.
Karelerin kirmiz1 kenarlarinin toplam sayisini sayalim. Dikdoértgenin ¢evresinde n’ler
vardir, i¢ginde ise bir ¢ift say1 vardir ¢linkii bir diger kirmizi komsu, karenin kirmizi
bir kenarma aittir. Boylelikle kirmizi kenarlarin toplam sayis1 tek sayidir. Karelerin
toplam sayis1 kirmizi kenarlarin toplam sayisiyla aynidir, 6rnegin tek sayidir. Diger

yandan, bu say1 m n’dir, yani, bir ¢ift sayidir. Celigki!
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Ornek 8:

Her birinde +1 ve —1 yazilan 200 adet 1x2 boyutlu kartla 4x100 boyutlu
dikdortgeni, her satirdaki ve her siitundaki sayilarin ¢arpimi pozitif olacak sekilde

kapatmak miimkiin miidiir?

Coziim:

Miimkiindiir. 4x5 boyutlu dikdortgen yandaki sekildeki
4 #H |4 [ #H |

gibi kapatilabilir. 4x100 boyutlu dikdoértgen de 25 tane

4x5 boyutlu dikdortgene boliinerek kapatilabilir .

+ -4 + -1 +

Ornek 9:
nxm boyutlu bir dama tahtasinin bazi karelerini siyaha, geri kalan karelerini ise
beyaza boyamak istiyoruz. Oyle ki, boyama islemi tamamlandiginda her siyah
karenin ¢ift sayida siyah komsusu, her beyaz karenin ¢ift sayida beyaz komsusu
olsun (Bir kareye ¢aprazdan da olsa temas eden karelere o karenin komsular1 diyelim
ve karenin kendisini de komsular1 arasinda sayalim). Bu islemin hangi (m, n) ikilileri

icin yapilabilecegini belirleyiniz.

Coziim:

nm’nin ¢ift oldugu durumlarda ¢6ziim vardir. Genelligi kaybetmeden satir sayist olan
N’nin ¢ift oldugunu varsayalim 1. ve 2. satirlari siyaha, 3. ve 4. satirlar1 beyaza, 5. ve
6. satirlar1 siyaha... boyarsak istenilen tiirden bir boyama elde ederiz. nm tek ise
bdyle bir boyama miimkiin degildir: Eger miimkiin olsaydi siyah kare sayis1 veya
beyaz kare sayist tek olurdu. Genelligi kaybetmeden beyaz kare sayisinin tek

oldugunu varsayalim. Her beyaz kare i¢in bir kdse ve komsu olmayan her iki beyaz
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kareye tekabiil eden koseler arasinda bir kenar barindiran ¢izgeyi olusturalim. Bu
cizgenin tek sayida kosesi ve her koseden g¢ikan tek sayida kenar olacaktir. Bu

miimkiin olmadigi i¢in ¢eliski elde ederiz.

Ornek 10:

Baglangigta tiim birim kareleri beyaz olan nxn boyutlu satrang tahtasinin birim
karelerinden k tanesi siyaha boyanmistir. Boyama islemi nasil yapilirsa yapilsin,
koseleri siyah karelerin merkezinde bulunacak sekilde bir paralel kenar bulunmasini

garanti edebilmek i¢in k’nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Coziim:

Satrang tahtasinin herhangi bir satir ve herhangi bir siitununda g

yer alan tiim kareler siyaha boyandiginda, istenen tiirde bir
paralelkenarin ¢izilemeyecegi agiktir. Bu durumda, toplam
2n—1 siyah kare vardir ve k<2n iken, paralelkenarin varligini E

garanti edemeyiz.

Simdi, herhangi bir sekilde 2n karenin siyaha boyanmis oldugunu kabul edelim. iki
veya daha fazla sayida siyah kare bulunduran satirlarin sayisint m ile gosterelim.
Genelligi bozmadan, bu tir satirlarin, ilk m satir1 oldugunu kabul edebiliriz. Bu
satirlarin her birisi i¢in, satirdaki siyah kare ile diger siyah kareler arasindaki dl¢tilen
uzakliklar bir listeye kaydedelim.

Ornegin, yandaki sekilde, birinci satir icin 3, ikinci satir o=

icin 5;7;lclincli satir i¢in 6; dordiincli satir i¢in 4,5 ve m

besinci satir i¢in 2, 4, 6 degerleri kaydedilmis olacaktir.

=1

Tanim geregi, kaydedilen bu degerler 1 ve n—1 arasinda
degerler alabilir.

Her birisi en fazla bir tane siyah kare bulunduran satirlardaki siyah karelerin toplami
en fazla n—m oldugundan, iist m sirada yer alan siyah karelerin sayist en az
2n—(n—m)=n+m olur. Bu karelerin m tanesi her siradaki siyah kare olup, diger
kayitli en az n tane say1 yer alir. Bu sayilar 1 ile n—1 arasinda deger alabildiginden,
en az ikisi esittir. Boylece, iki farkli satirda, satirin ilk siyah karesinden esit uzaklikta
iki siyah kare bulundugu anlasilir. Bu siyah kareler bu karelerin bulundugu satirlarin

ilk siyah karelerinin merkezleri bir paralelkenar tanimlar.

22



Ornek 11:
2nx2n’lik bir tahtanin her i. satirinda ortadaki 2(i—1) tane birim kareyi siliyoruz.
Tahtanin geri kalanina {ist liste gelmeden veya tahtanin digina ¢ikmadan en fazla kag

tane 2x1 ve 1x2’lik dikdortgen yerlestirilir?

Coziim:
2nx2n’lik tahtadan geri kalan kareleri sekildeki gibi

siyah ve beyaz renk ile boyayalim. Gri renkli kareler

silinen kareler olsun.1x2 ve 2x1’lik dikdortgenler

nasil yerlestirilirse yerlestirilsinler bir siyah ve bir

beyaz kareyi kaplayacaktir. Bu dikdortgenlerin sayist

en fazla kalan karelerdeki siyah veya beyaz karelerin

say1s1 kadardir.

Kalan karelerin olusturdugu sekli iki pargaya bdlelim. Sag taraftaki siyah karelerin
sayist 6 beyaz karelerin sayis1 9 oldugundan en fazla 6 dikdortgen kullanabiliriz. Bu
dikdortgenleri ilk satirin ortasindaki 2 kareyi bos birakarak yerlestirebiliriz. Sol taraf
i¢cinde aynis1 s6z konusu oldugu i¢in 2x6=12 dikdortgen yerlestirebiliriz.

Yani n=2k+1 igin

23K o2k + 1)=2k(k+1)+1=2k2+2k+1

Ayni sekilde n=2k i¢in 2k?+1 elde edilir.

Ornek 12:
4x4°1ik satran¢ tahtasinin herhangi iki satir ve herhangi iki siitun kesisiminde
bulunan dort karenin ayni renkte olmayacak sekilde iki renk ile boyanabilecegini

gosteriniz. 5x5’lik satrang tahtasi icin inceleyiniz.

Coziim:

Yandaki boyama 4x4 i¢cin yapilmstir.

5%5 i¢in inceleyelim. Genelligi bozmadan siyah karelerin

sayist beyaz karelerin sayisindan fazla olsun. S ile siyah
karelerin say1si, B ile beyaz karelerin say1si ifade edilmek iizere; S>B ve S>13 diir.

l.satirdaki siyah karelerin sayis1 x;, 2. Satirdaki siyah karelerin sayis1 x,,... ve 5.
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satirdaki siyah karelerin sayis1 x5 olmak {izere; genelligi bozmadan

X1>Xp>. . Xs> olsun.

5x; = S>13ise x; = 3 elde edilir. Benzer sekilde x;+4x,> S >13 ise

4x,>10 ve x,>3 elde edilir.

Benzer sekilde x3> 3 dolayisiyla x4 + x5, + x3 = 9 olur. Bu ii¢ satir1 inceleyelim
X1,X2,X3 = 3 oldugunda ilk satir1 nasil boyarsak boyayalim alt satirdaki bir siyah
kare ile iist satirdaki bir siyah kare alt alta gelecektir. Diger siyah karelerden ikisi
daha alt alta gelirse istenen sartlarda boyanamayacagi anlasilir. Bu sebeple ikinci

satirdaki diger siyah kareler beyaz karelerin altina gelsin.

2. satirdaki siyah karelerin sayisi 3. satirdaki siyah karelerin sayisindan biiytik esit
oldugundan 3 tane siyah nereye gelirse gelsin kesisimler farkli olmaz.

x; = 4ve x; =5 ic¢inde istenen sartlarda boyanamayacagi goriiliir.

Ornek 13:

5x5°lik bir satrang tahtasinin biitiin birim karelerine 0 yaziliyor. Her hamlede iki
komsu birim kare se¢ilip bu karedeki sayilarin her biri 1 artiriliyor veya 1 azaltiliyor.
n hamleden sonra her satirdaki ve her siitundaki sayilarin toplamlar1 ayn1 olduguna

gore N in ¢ift oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

Satrang tahtamizin karelerini yandaki gibi boyayalim.

n tane hamleden sonra her siitun ve satirdaki sayilarin

toplam1 a olsun. Toplam 5a olmak fizere, siyah siitundaki

sayilarin toplami 2a’dur.

Ik olarak yatay komsu kareler ile yapilan hamlelerin sayisini diisiinelim. Her bir
yatay hamle sonucunda siyah siitunlardaki bir karede yazan say1 1 artar veya azalir.
Dolayisiyla iki siyah siitundaki sayilarin toplaminin ¢ift olmasi i¢in ¢ift sayida yatay
hamle yapilmasi gerekmektedir.

Boyama islemini yatay sekilde yaparak dikey hamleler i¢inde aym sekilde ¢ift hamle

yapilmasi gerektigi anlasilir.

Ornek 14: (Akdeniz Mat. Olimpiyat 1998)

Bir koridorun, boyutlar1 2x11 m? olan koridorun 1x2 m? olan dikdortgen
bigimindeki tabani, boyutlar1 1x2 m? olan aym tiir hallarla, halilar birbirinin
herhangi bir kismini1 6rtmeksizin, kaplanmak isteniyor. Bu is kac farkli bigimde

yapilabilir?

Coziim:
1 n-1

2

Koridoru kaplarken, birinci sekildeki gibi 1x2 boyutlarindaki halilardan
a tane ve ikinci sekildeki gibi 2x2 kare bigimindeki halilarindan b tane

kullandigimizi varsayalim. Bu durumda a+2b=11 olmalidur.
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Bu denklemin negatif olmayan tam sayilardaki (a, b) ¢oéziimleri (11,0), (9,1), (7,2),
(5,3), (3,4), (1,5) dir.
(11,0) durumunda tek tiirlii ortiilebilir.

11
Bunu [0 } =1 ile gosterelim.

(9,1) durumunda 9 tane birinci tiir hali ve 1 tane ikinci tiir(kare) hali kendi arasinda

10! _ 10 B o -
9111 (1 =10 yollu yer degistirebilir.

. o 9! (9 3
(7,2) durumunda yer degistirmelerle birlikte ﬁ: ) =36 farkli kaplama yapilabilir.

8! (8
(5,3) durumunda yer degistirmelerle birlikte ﬁ: 3 =56 farkl1 kaplama yapilabilir.

70 (7
(3,4) durumunda yer degistirmelerle birlikte mz 4 =35 farkl1 kaplama yapilabilir.

6!

(1,5) durumunda yer degistirmelerle birlikte 1'—é'= 5 =6 farkli kaplama yapilabilir.

Toplam1+10+36+56+35+6=144 farkli kaplama yapilabilir.

Ornek 15: (2000 OSS)

16 kiigiik kareden olusan I. seklin her satir

ve her siitununda bir ve yalmiz bir kiigiik

kare karalanarak II. sekildeki gibi desenler

elde edilmektedir. Bu kurala gore, en ¢ok

kag farkli desen elde edilebilir? I Selal IL Sekal

Coziim:

1.slitundan bir kare, 4 satirdan 4 farkli bigimde segilebilir.

2. siitundan bir kare, ayn1 satirda birde fazla kare olmayacagi i¢in kalan 3 satirdan 3

farkli sekilde secilebilir.
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3.siitundan bir kare kalan 2 satirdan 2 farkli bicimde segilebilir.
4 siitundan bir kare kalan 1 satirdan 1 farkli bi¢imde segilebilir.

Carpma kuralina gore 4x3x2x1=24 farkli desen elde edilir.

Ornek 16: (Oyak Matematik 2003)

Tim birim kareleri beyaz olan nxn’lik bir satrang tahtasinin bazi birim kareleri
siyaha boyanacaktir. Boyama sonrasinda, satrang tahtasi iizerinde alinabilecek her
3x3’liik karenin en fazla 5 beyaz birim kare igermesi isteniyor. Boyle bir boyamanin
gerceklesmesi icin

a) n=300

b) n=100

durumlarinda en az kag birim kare siyaha boyanmalidir?

Coziim:

a) 300x300°lik kareyi 3x3’lik 10.000

ayrik alt kareye ayirdigimizda, bu alt —

karelerin her birisinde en az 4 birim

kare siyah olacagindan, tahtanin

tamaminda, siyaha boyanmis olan —
karelerin sayis1 40.000°den az olamaz. T T A N O
Yandaki sekilde tam 40.000 karenin —

siyaha boyanmasi ile istenen tiirden bir

boyamanin gergeklestirilecegi goriiliir
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b) 300x300°liik karede yapilan iglemlere -
benzer sekilde 99%99’luk bir karede

siyaha boyanmis olan karelerin sayisi en ---
az 4x33%x33=4356 olur. Bu durumda
100100 Liik bir karenin sol iist —

boliimiinde yer alan 99%99’luk karede I I AN
en az 4356 birim kare siyaha boyanmis
olacaktir. Asagidaki sekil 100x100’lik -
bir karenin de 4356 birim karenin siyaha

boyanmasi ile istenen tiirden

boyanabilecegini gosterir

Ornek 17: ( Oyak Matematik 2008)

Alisildik sekilde boyanmis nxn boyutunda bir satrang tahtasinin sol iist kosesindeki
kare siyahtir. Her hamlede, i¢inde tam olarak 3 tane beyaz kare bulunan 2x3 ya da
3%2 boyutunda bir dikdortgen secilip bu dikdortgendeki karelerin tamami siyaha
boyaniyor. Bu bilgiler 1s1¢inda hangi n tam say1 degerleri i¢in ardisik hamleler

sonucu tahtanin tamamen siyaha boyanabilecegini bulunuz.

Coziim:

(@) n cift ise, ilk durumda satrang tahtasinin yarisi siyah yarist beyaz karelerden

2
olusmaktadir. Yani tahtada toplam n? adet beyaz kare vardir. Burada sadece

tam olarak 3 adet beyaz kare barindiran dikdortgenlerin tamamini siyaha
boyayabildigimizden, biitiin karenin siyaha boyanabilmesi i¢in 3’{in tahtadaki

beyaz kare sayisini bolmesi gerekir. Yani
2
3 |n7 —> n=6k
olmahidir. Dolayisiyla bu formdaki n tam sayilari i¢in tahtanin tamamen
siyaha boyanabilecegi aciktir. 3x2 boyutunda li¢ dikdortgen altina tekrar 3x2
boyutunda iki dikdortgen eklendiginde 6x6 boyutunda bir kare

olusturulabilir. Sonra bu kareler bir araya getirilerek n=6k durumlari i¢in

¢Oziimler bu sekilde olusturulabilir.
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2
(b) n tek ise, sol iist kare siyah oldugu igin tahtada toplam n? adet beyaz kare

vardir. Bu durumda 6nceki durumdaki gibi

n“—1
2

3] =—> n=6k+1 ya da n=6k—1 olur.

Simdi n=5 ve n=7 durumlar i¢in ¢oziimleri belirtip genel ¢6ziime (N=6k+1
ya da n=6k—1) nasil ge¢ilecegini gosterecegiz. Burada dikkat edilecek nokta,
n tek oldugu ve sol iist kare siyah oldugu i¢in tahtanin ortasindaki karenin
siyah renkte olacagidir. Dolayisiyla geri kalan kareler i¢in uygun bir
boliimleme bulmamiz yeterlidir.

Bu durumda n= 5 igin bdliimleme asagidaki gibi yapilabilir.

n=7 i¢in ise boliimleme asagidaki gibi yapilabilir.

T, txt bir satrang tahtasi olmak {izere n=t+6 igin ise bolimleme Sekil 1 gibi
yapilabilir.
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e vosasefoccions cecteccllecafacelleccfaciton.

............................

Sekil 1

Boylece tahtanin txt’lik bolimii T’nin tamamen siyaha boyanabilmesi durumunda
(t+6) x(t+6)’lik tahtanin da tamaminin boyanabilecegi goriilmiis olur. Sonug olarak

n=6k+1 olmak sartiyla tiim nxn’lik tahtalar tamamen siyaha boyanabilir.

Ornek 18: (UMO 2002)

Baslangigta biitliin birim kareleri beyaz olan mxn bir tahtayr sonugta ortak kenara
sahip herhangi iki kareden biri siyah biri beyaz olacak sekilde boyamak istiyoruz.
Boyama isleminin her adiminda tahta {istlinde 2x2 bir kare segilerek, beyaz birim
kareleri siyaha, siyah birim kareleri beyaza boyaniyor. Asagidakilerden hangi (m, n)

siral ikilisi i¢in, tahta istenilen bigimde boyanabilir?

A) (3,3) B)(2,6) C)(4.8) D)(5,5) E)Hicbiri

Coziim:

Cevap C sikkidir. 4x4°1iik bir karenin kii¢iik karelerini numarandiralim.
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[k adimda (1, 2, 5, 6) ve (11, 12, 15, 16) karelerini siyaha boyayalim, (Sekil 1).

flk adimda (2, 3, 6, 7) ve (10, 11, 14, 15) karelerinde beyaz kareleri siyaha, siyah
kareleri beyaza boyayalim, (Sekil 2).

Ucgiincii adimda (5, 6, 9, 10) ve (7, 8, 11, 12) karelerinde beyaz kareleri siyaha, siyah
kareleri beyaza boyayalim, (Sekil 3).

Ornek 19: (UMO 2004)
Sonsuz bir satrang tahtasinda 25 kare nasil se¢ilirse segilsin ortak kdsesi olmayan n

tanesi bulunabiliyorsa, n en ¢ok kag olabilir?

A)7 B)8 C)9 D)10 E)11

Coziim:

Tiim satir ve siitunlari,, asagidan yukariya ve soldan saga, tam sayilarla
numaralayalim. Her kare, a, satir numarasinit ve b de siitun numarasini gostermek
tizere (a,b) koordinatlar ile gosterilecek. B segilen karelerin kiimesini asagidaki 4
ayrik kiimeye ayiralim:

TT ={(a, b) € B: a tek sayidir, b tek sayidir},

TC ={(a, b) € B: a tek sayidir, b ¢ift sayidir},

CT ={(a, b) € B: aift sayidir, b tek sayidir},

CC={(a, b) € B: aift sayidir, b ¢ift sayidir}.

Secilen kareler 25 tane oldugundan bu kiimelerden en az 7 eleman igeren biri
bulunacak. Bu kiimenin elemanlarinin birbiriyle ortak kdsesi bulunmadigi agiktir.
Diger taraftan, birbirinden uzak 6 tane 2x2 boyutlu “biiyiik” kare ve 1 tane 1x1
boyutlu kare segilirse, her 2x2 boyutlu “biiyiik” kareden sadece bir kare alabiliriz

dolayisiyla ortak noktast bulunmayan en fazla 7 secilmis kare bulunur.

Gergek bir uygulamada en fazla 7 secilmis kare oldugunu gosterelim.

a) 2x2=4 kareden ortak kosesi olmayan 1 kare segilebilir.
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b) 2x2 lik karelerden 6 tanesi yan yana olmak tizere 25 kare segelim.

"“m " w " a"

Sekilde ortak kosesi olmayan 7 kare vardir.

C) (4x6)+1 kare secelim.

Ortak kdsesi olmayan en ¢ok 7 kare var.

d) (3x8)+1 kare secelim.

=" ="

7 kare var

e) 5x5°lik ii¢ kare secelim.

Soruda 25 kare nasil segilirse segilsin olanagi verildiginden n en ¢ok 7°dir.
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Ornek 20: (UMO 2013)
1, 2, ... 49 sayilar1 7x7 bir satran¢ tahtasinin birim karelerine, ardisik sayilar ortak
bir kenar paylasan birim karelerde yer alacak bigimde yazildiginda bir satirda en

fazla kag asal say1 olabilir?

Coziim:

Satrang tahtasinda siyah bir kareye tek say1 yerlestirirsek, bir sonraki(¢ift) say1, beyaz
kareye gelecek. Yani 1 sayist hangi renkte karedeyse, diger tiim tek sayilar o renkte
karede olmali. Bir satirdaki 7 karenin, 4’ti ayni1 renktedir. O zaman bir satirda en
fazla 4 kareye tek sayr gelebilir. Yani bir satira en fazla 4 tek asal sayi
yerlestirilebilir. 2 ¢ift bir asal oldugu i¢in, bir satirda en fazla 5 asal say1 olabilir.

Bundan sonras1 5 asal sayimin yer aldig1 bir 6rnek bulmak kaliyor.

Ornek 21 :( Rusya Matematik Olimpiyat 2000)
200%200 hiicreli bir tablo siyah ve beyaz renklerine boyanmistir. Tablodaki siyah ve
beyaz hiicrelerin sayilar1 farki 404°diir. Tablodaki 2x2 boyutlu en az bir karenin tek

say1l1 siyah birim karelere sahip oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

Tablodaki 2x2 boyutlu biitiin karelerin ¢ift sayida -

siyah ve beyaz renklere sahip oldugunu varsayalim. o

Tablodaki ilk siitunda b siyah hiicrelerin sayis1 ve w :

beyaz hiicrelerin sayisi olsun '“'
b-+wW=200 —

Varsayimimiza gore ikinci siitiinii ya ayni sekilde EREEERNEE

boyayacagiz ya da zit renkli boyayacagiz. —

Bu boyama yontemimiz biitiin tabloda ayn1 sekilde '“' E

devam eder.
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Tablodaki boyamamizi ilk siitunun benzer rengi olarak boyadigimiz siitiin sayisini X
ile gosterelim.

Tablodaki boyamamizi ilk siitunun zit renk olarak boyadigimiz siitun sayisini y ile

gosterelim.
X+y=200
Tablodaki siyah hiicrelerin sayis1 Xb4+yw ve beyaz hiicrelerin sayist Xw+yb olur.
Boylelikle
(xb+yw)—( xw+yb)=404 Buradan hareketle
(2) (X=y)(b—w)=404
Diger taraftan X+y=b+w=200 bize x, y ve ayr olarak toplamlarini ¢ift kabul

ettigimiz b, w ayni esitlige sahiptir.

X—=y=2m b —w=2n olarak m ve n tamsayuilar.

(2) esitligini kullanirsak 4mn=404 elde ederiz. mn=101
[m],|n]<100 ve 101 asal say1 oldugu i¢in ¢eliski bulunur.

Ornek 22:
10x10 boyutlu bir satrang tahtasinin 9 tane hanesi enfeksiyon kapmistir. Bir zaman
biriminde, en az iki enfeksiyon kapmis komsu hanesi (ortak kenari olan) bulunan

hanelerde enfeksiyon kapiyor. Enfeksiyon biitiin satrang tahtasina yayilabilir mi?

Coziim:

Sirasiyla 2, 3 ve 4 tane enfeksiyon kapmis komsu hanesi bulunan bir saglikli haneye
baktigimizda enfeksiyon kapmis alanin ¢evre uzunlugunun artmadigini goriiyoruz.
Enfeksiyon kapmis alanin ¢evre uzunlugu en fazla 4x9=36 dir. Boylelikle 4x10= 40
uzunluguna ulasamaz. Bundan dolay1 enfeksiyon kapmis alan biitiin satrang tahtasini

kaplayamaz.
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8

Enfeksiyon kapmis komsu iki haneye sahip normal hane degisimi sonucunda

=

enfeksiyon alan ¢evre uzunlugu sabit kalmistir.

Enfeksiyon kapmis komsu ii¢c haneye sahip normal hane degisimi sonucunda

=

enfeksiyon alan ¢evre uzunlugu 2 azalmistir.

Enfeksiyon kapmis komsu dort haneye sahip normal hane degisimi sonucunda
enfeksiyon alan ¢evre uzunlugu 4 azalmstir.

Ornek 23:

1, 2, 3, ... 81 sayilan rastgele olarak 9x9’luk bir tahtaya yaziliyor. Bu tahtada
bulunan 2x2’lik kiigiik karelerden en az birinin i¢indeki sayilarin toplaminin

137°den biiyiik oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

Tahtamizda 8 -8 =64 tane 2 x2 lik kii¢lik karemiz
vardir.

Yandaki sekilde goriildiigii gibi 2 x2’°lik kiigiik
karelerin sol {ist birim kareleri siyah karelerin

i¢inde olmak zorundadir.
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Kiigiik karelerin igerisindeki sayilart toplamini sirasiyla Sg < Sy < - -+ < Sgs jle

gosterelim.
Problemin yargisinin dogru olmadigini varsayalim.

Toplamlarinin en biiyiigiiniin Sg4 <137 oldugunu varsayalim.
Bu ayni zamanda S1 + Sp + - - - +Sg4 < 64 - 137 = 8768 esitligini gdsterir.

Yukaridaki dizilimdeki sayilarin toplamlar1 bazen 1, 2 veya 4 defa sayilmaktadir.

Yanda goriilen sekilde siyah karelerde yazilan - -

sayilar bir defa sayilmustir.

Yanda goriilen sekilde siyah karelerde yazilan

sayilar iki defa sayilmistir.

Yanda goriilen sekilde siyah karelerde yazilan

sayilar dort defa sayillmistir.

Alt sinirimiz1 hesapladigimizda

S1 +Sp 4 +S64 > 1(81+80+79+78)+2(77 +76 ++50) +
A(49 4+ 48 + - - - + 1)

=8774
Yukaridaki celiskiyi elde ettikten sonra en az bir 2 x 2’lik kii¢iik kare igine toplami
137 den biiyiik say1 elde edilebilecegini gostermis olduk.
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Ornek 24: (OIM 2004)

1001x1001 boyutlu bir tahtamiz var. Baz1 kareleri asagidaki sartlara gére boyamak
istiyoruz.

-Iki kare ortak kenara sahip ise en az biri boyanacak.

-Eger 6 kare ardisik ise (dikey ya da yatay) altt kareden en az ardisik iki kare
boyanacak.

Bu sartlara gore boyanabilen minimum kare sayisini bulunuz

Coziim:

5%1 boyutlu parcayi ele alalim.

2 boyal1 hane 1. maddeyi saglar. Ama bu parcaya bir kare daha ekleyip 6x1 boyutlu

parca elde ettigimizde 2. sartin saglanmasi i¢in bir karenin daha boyanmasi gerekir.

ii B

O zaman 5x1 boyutlu her parcanin sartlar1 yerine getirmesi icin alttaki sekilde

boyanmasi gerekir. Yani her 5x1 boyutlu par¢anin 3 hanesi boyanmasi gereklidir.

iE

Tahtamiz1 1000x1001 boyutlu, 1x1000 boyutlu ve 1x1 boyutlu karelere bdlelim. 1k

ikisi 51 ve 1x5 boyutlu parcalara boliiniir, boylelikle boyanan kare sayisi en az

3:(1001%-1)

= olur. Bu sayida bir boyamanin miimkiin oldugunu gdstermek i¢in

asagidaki durumu takip edelim.

1.

Yukaridaki sekilde oldugu gibi ilk siray1 boyamay1 soldan saga dogru yapalim. Sonra

ayni islemi gelecek sirada yapalim, sola dogru boyamay:r kaydiralim. Her 1x5

boyutlu pargada 3 kare boyanmis olur.
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Eger tabloyu belirtilen sekilde bolersek, elimize kalan soldaki kare boyali

olmayacak, bu istedigimiz durumu etkilemez. Bdylece istedigimiz say1

3:(1001%-1)
5

olur.

1000 1
mnl

1000

1001

1000 1
1001 1001 boyutlu kare
3 parcaya aynlmis

Ornek 25: (OIM Shortlist 2009)

8x8 boyutlu bir tahtanin her hanesinde bir lamba bulunmaktadir. Baglangicta her
lamba kapalidir. Her hamlede bir lamba ve dikey veya yatay olmak {izere bir
dogrultu seciliyor ve lambanin kendisinin ve iki komsusunun yanip sonme durumu
tersine cevriliyor. Belirli sayida hamle sonucunda tam olarak bir lamba agik

kalmaktadir. Bu lambanin bulunabilecegi tiim haneleri bulunuz.

Coziim:
Tahtay1 asagidaki sekilde oldugu gibi boyayalim.

Her hamle sonucu c¢ift sayili (0 veya 2) boyali hanelerdeki lambanin durumu
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degisiyor. Bu durumda sadece bir lambanin yaniyor olmast bu lambanin beyaz
hanede olmasiyla miimkiindiir.

Beyaz hanede olan her lamba i¢in bunun yapilabilirligini gostermek icin bu haneden
kenarlardan birine olan mesafenin 2 hane oldugunu dikkate alalim. Bu hane X ve

bununla bahsedilen kenar arasindaki haneler de S ve T olsun.

S| T | X

T hanesini ve uygun dogrultuyu secerek S, T, X’deki lambalarin durumunu
degistirebiliriz. S ve aymi dogrultuyu secerek S ve T’nin durumunu degistiririz.

Boylece sadece X’i yanik birakabiliriz.

Ornek 26: (Arjantin 2009)

a ve b ikiden biiyiik veya esit tamsayilar olmak iizere, axb boyutlu satrang tahtasi
seklinde boyanmis karelerden olusan bir tahtada, bir kenar1 ortak olacak sekilde
secilen iki kareden beyaz olan siyaha, siyah olan yesile ve yesil olan beyaza
boyaniyor. Bu sekilde hamleler yaparak a ve b’nin hangi degerleri i¢in tahtadaki
biitiin siyahlar beyaza ve biitiin beyazlar siyaha boyanabilir?

Not: Baglangicta tahtada yesil kare yokken ilk adimdan sonra yesil kareler

olusacaktir.

Coziim:

Tahtamizin orijinal halinde beyaz karelerin kiimesi X ve siyah karelerin kiimesi Y
olsun. Her beyaz kareyi 0, her siyah kareyi 1 ve her yesil kareyi 2 ile gosterelim.
Islemimizi her uyguladigimizda X ve Y kiimesinden 1 kare aliriz. Bdylece mod 3’te X
ve Y’deki atanmig sayilar 1’er artiyor. Hamlelerin sonunda X’lerin 1, Y’lerin 0
olmasint istiyoruz. X’lerin hepsini 1 yapmak igin gerekli hamle sayisi mod 3’te X’dir.
Benzer sekilde Y’lerin 1 azalmasi ig¢in yapilan hamle sayis1 mod 3’te —y’ye denk
olmasi gerekir. Buradan X = -y (mod3), x + y = 0 (mod3) diisiiniilebilir. Fakat X+y
toplam kare sayisidir Sonug olarak bunun miimkiin olmasi i¢in a ve b’de birinin 3’un
kat1 olmas1 gerekir.

Eger a veya b’den biri 3’tin kat1 ise, tahtayr 3x1 seritlerle bolebiliriz. Her birinin

renklerini Sekil 1 gibi degistirebiliriz.
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Sekil 1

Sonug olarak istenen degisim ancak ve ancak a ve b’den birinin 3’iin kat1 olmast ile

miimkiindiir.
Ornek 27: (Giiney Afrika 2010)

Ayrit uzunlugu 4 olan kiiplin bir koseden ¢ikan ii¢ yilizii 16 tane 1x3 boyutlu
dortgenlerle kapatilabilir mi? (Dortgen ayrit boyunca katlanabilir)

Coziim:

Kiipii sekildeki gibi boyarsak her 1x3 dikdortgeni ya R

48 :
1 ya da 3 siyah hane kapatacak. ?=16 dikdortgen

kullanilacak, dolayisiyla kapatilan siyah hanelerin

sayist ¢ift olacak. Siyah hanelerin sayis1 3x7=21

oldugu i¢in geliskiyi gostermis olduk e
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BOLUM BES
OZEL SEKILLER ILE KAPLAMA YAPILMASI

Bu boliimde asagida gosterilen sekiller yardimiyla kaplama yapilan sorular ele

alinacaktir.

Domino: iki karenin yanyana gelmesinden olusur.

Tromino: Birbirine smirdas iic kareden olusan bir sekle tromino denir. Iki cins

tromino vardir; Diiz tromino ve dik tromino.

Diiz tromino Dik tromino

Tetromino: Birbirine sinirdas dort kareden olusan bir sekle tetromino denir.

Diiz Kare L

Yamuk T

41



Ornek 1:

HEEN

Yukaridaki bes tetramino bir kez kullanilmak sart1 ile bir dikdortgen olusturulabilir

mi?

Coziim:

Her biri 4 birim kareden olusan tetraminolar ile bir dikdortgen olusturacagimizdan bu
dikdortgen mxn = 20 seklinde olacaktir.

Bu durumda elde edilecek dikdortgenler 4x5 =20 ve 2x10= 20 seklindedir.

Tetraminolardan ilk dort tanesinden her biri 2 siyah ve 2 beyaz kareyi kaplayabilir.
Geriye kalan 2 beyaz ve 2 siyah kareyi T-tetramino ile kaplayamayiz.

T-tetramino her zaman 3 beyaz 1 siyah ya da 3 siyah

1 beyaz kareyi kaplar. .
Toplamda 10 beyaz kare oldugunu unutmayalim.
8+1#£8+3#10

Oldugundan bu bes tetramino ile dikdortgen olusturulamaz.

Ornek 2:
10x10 boyutlu bir satrang tahtasinin 25 tane T-tetramino ile kaplanamayacagini

gosteriniz.

Coziim:

Yandaki sekillerde goriildiigii gibi T-tetramino ile 1

beyaz, 3 siyah ya da 3 beyaz, 1 siyah kare

kaplanabilir. 10x10’luk satrang tahtasinda 50 tane

beyaz 50 tane siyah kare olacaktir.
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Bundan dolayi satrang tahtasinin tamamen kapatilmasi i¢in esit sayida beyaz ve siyah
tetramino kullanmamiz gereklidir. 10x10 boyutlu satrang¢ tahtasin1 kapatmamiz igin

100:4=25 tane tetramino gereklidir. 25 tek say1 oldugundan bu miimkiin degildir

Ornek 3:

10x10 boyutlu bir satrang tahtasinin 25 tane diiz tetramino ile | ‘ | ‘

kaplanamayacagini gosteriniz.

Coziim:
Tahtamiz1 sekilde goriildiigii gibi dort renk ile 1121301123012
. . 3/01112{3/0(1(2|3|0
Diiz tetraminoyu tahtaya nasil yerlestirirsek ol3lol11213]0l1]2]3
yerlestirelim her renkten bir kareyi kaplar. 25tane |12 |3]0]1]2]3|0]1]2
diiz tetraminomuz ve 26 ‘1’ karemiz oldugu i¢in 0/1121310]1]121310}1
3/0/11/2(3/0(1(2|3|0
kaplama gerceklesemez. 2/3|/011(2(3|0(1|2|3
112{3(0(1(2(3|0|1]|2
0(1|12|3{0(1]2(3|0|1

Ornek 4:

8x8 boyutlu bir satrang tahtasi 15 tane T-tetramino

ve bir tane kare tetramino ile kaplanabilir mi?

Coziim:

8x8 lik satran¢ tahtasi sekildeki gibi olsun. Sekilde
goriildiigli gibi 32 tane beyaz 32 tane siyah kare vardir.
Bir kare tetramino iki siyah iki beyaz kareyi
kaplayacaktir. Geriye dolayisiyla 30 beyaz 30 siyah kare
kalacaktir. Toplam 60 kare i¢in 15 tane T-tetraminoya
ihtiya¢ vardir. Siyah ve beyaz karelerin birbirine esit
olmasi icin T-tetraminolar ¢ift sayida olmalidir. 15 sayisi tek oldugu i¢in kaplama

gergeklestirilemez.
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Ornek 5:

8x8 boyutlu satrang tahtasinin, diiz trominolar ( |:]:]j) ile kaplanabilmesinin,

birim karelerden hangisinin ¢ikarilmasi ile miimkiin olacagini belirleyiniz.

Coziim:

Satrang tahtasinin her birim karesini, yandaki sekilde
goriildiigii diizende iic renkten (beyaz, gri, mavi)
birisiyle boyayalim. Her diiz tromino, bir beyaz, bir
gri ve bir mavi kareyi kaplar. Beyaz karelerin sayisi

21, mavi karelerin sayis1 21 ve gri karelerin sayis1 da

22 dir. Dolayist ile kaplama isi nasil yapilirsa
yapilsin, kaplanmayan birim kare, gri karelerden
birisi olacaktir. Bir birim kare ¢ikarildigi zaman kaplama isi yapilabiliyorsa, satrang
tahtasinin yatay ve dikey simetri eksenlerine gore bu karenin simetriginde yer alan

kareler ¢ikarildiginda kaplama isi yapilabilir.

Ote yandan bir kaplama, satrang tahtast 90 derece

dondiiriilse de satrang tahtast kaplanmali. Doksan

derecelik dondiirmeyle gene gri bir kareye doniisen gri - -

karelere siyah kare diyelim. Demek ki sadece siyah

karelerden biri ¢ikartildiginda kaplama yapilabilir. Bu . .

karelerden dort tane vardir.

Simetriden dolayr dordii de esdegerdir. Sadece birini ele

alalim.
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Ornek 6:
8x8 boyutlu bir satrang tahtasindan bir tane kare c¢ikartiliyor.
Geriye kalan kareler yandaki sekilde oldugu gibi yeteri kadar dik

trominolar ile kaplanabilir mi?

Coziim:

8’in 23 e esit oldugunu dikkate alip her n>0 dogal sayis1 i¢in 2™ x 2™ boyutunda bir

satran¢ tahtasindan herhangi bir kare ¢ikarilirsa, tahtanin geri kalan karelerinin dik

trominolarla kaplanabilecegini kanitlayacagiz.

n=1 igin 21x 21 lik satran¢ tahtasmin bir karesi ¢ikartilirsa kalan kareler

bir tane dik tromino ile kaplanabilir.

n=2 icin, yani 4x4’liikk bir satran¢ tahtasini ele

alalim. Once satran¢ tahtasinin tam ortasindan

biri yatay biri dikey olmak {iizere iki dogru

gecirerek satrang tahtasmin dort esit parcaya

bolelim. Dort tane 2x2°lik satranc tahtasi elde  cikarilan kare
) . _ bu bolgede olsun
ederiz. Cikardigimiz karenin sol alt taraftaki

2x2’lik satrang tahtasinda oldugunu varsayalim.

Simdi bir dik trominoyu, satrang tahtasinin ortasina ve eksik

bolgeye girmeyecek bigimde, yandaki sekildeki gibi gbbege

yerlestirelim.

Geriye, bir karesi eksik 4 tane 2x2’lik satrang tahtasi kalir. (Bunlardan tigiiniin birer

karesi ilk yerlestirdigimiz dik trominoyla kaplanmus,

digerinin ise gercekten c¢ikmis.) Bu dort eksik kareli

2x2’lik satrang tahtasinin her birini dik trominolarla

kaplayabilecegimizi biliyoruz. Dolayisiyla 4x4 boyutlu

satrang tahtasini da trominolarla kaplayabiliriz. Iste sonug:
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(Sol alt kosedeki 2x2’°lik satrang tahtasi ¢ikarilmig olan karenin konumuna gore dik

trominoyla kaplanacak.)

n=3 icin, yani 8x8’lik bir

satran¢ tahtasin1 ele alalim

Once satrang tahtasmi tam

ortadan dikey ve vyatay

dogrularla 4 tane 4x4’lik

satran¢  tahtasina  ayiralim.

Eksik kare gene sol alt tarafta

- Eksik kare bu bolgede
olsun (diyelim). Ancak yanda oloun e bu bolgede

sekilde gosterildigi gibi tam
orta kismina bir tane dik tromino tas yerlestirilirse her birinden bir tane birim kare

eksilmis olur.

Kalan kareler dik tromino seklinde tas yerlestirilirse her birinden bir tane birim kare

eksilmis olur. Kalan kareler dik tromino taglari ile kaplanabilir.

Ornek 7:

9x9 boyutlu satrang tahtasi 1x1 boyutlu 6 kareden olusan -  seklindeki bloklarla

kapatilmaya ¢aligiliyor. Bloklar aralarinda kesigmiyor ve tahtanin digina ¢ikmiyorlar.
Bloklarin sinirlari tahtadaki karelerin kenarlari boyunca gidiyor. En fazla kag kare

kapatilabilir?
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Coziim:

Tahtanin kenarindaki iki komsu karenin (ortak kenarlari

bulunan) aym1 zamanda kapatilamayacagl agiktir.

Dolayistyla en az 16 tane kare kapatilamayacagi aciktir.

Her blok 6 kare kapattigindan ve 10-6<81-16<11-6

oldugundan en fazla 10 blok kullanabiliriz. Yandaki

sekilde bunun yapilabilecegi gosterilmistir. Dolayisiyla

en fazla 60 kare kapatilabilir.

Ornek 8:
Asagidaki sekilleri kullanarak nxn’lik bir satrang tahtasinin sekiller {ist tiste
binmeyecek sekilde kaplanabilmesi icin gerekli en kiiciik n pozitif tam sayisini

bulunuz.

ve

Coziim:

Her iki sekilden de k tane kullandigimizi disiinelim. Bu

durumda bu pargalarla 4k+5k=9Kk’lik bir alan1 kaplariz yani

n?=9k olur. Dolayisiyla n? sayis1 9 ile n sayis1 ise 3 ile °

boliinebilir. n=3 ise 3x3 satrang tahtasim1 bu sekillerle

kaplamamiz gerekir ancak bunun olamayacag agiktir.

Sonug olarak n>2-3=6 olmalidir ki zaten 6x6 satrang¢ tahtasi icin O6rnek yandaki

sekilde verilmistir. Cevap 6’dir.

Ornek 9:
5x7’lik bir satrang tahtasini sinirlarin1 gegcmeden, her karede ayni miktarda kat olma

kosulu ile birden fazla kat yapabilerek L-tetraminolar ile kaplayabilir miyiz?

Coziim:
Bu sekilde kaplamamiz imkansizdir. Her karede Kk tane kat olacak sekilde tahtayi
kaplayabildigimizi kabul edelim. Satirlart 1, ... 5 olarak siitunlari 1, ... 7 olarak

adlandiralim ve tek sayili siitun ve satirlarin kesisimindeki 12 kareyi diisiinelim.
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Bu karelerden her biri k tane L-tetramino ile kaplanmali yani en az 12k tane L-
tetramino kullaniliyor olmali. Ama bunlar 3-12k>35k tane kare kaplar ve bir ¢eliski

elde edilir.

Ornek 10:
Asagidaki sekillerden ayni sayida kullanarak nxn bir satrang tahtasinin sekiller {ist
iiste binmeyecek sekilde kaplanabilmesi i¢in gerekli en kiiglik n pozitif tam sayisini

bulunuz.

ve

Coziim:

Her iki sekilden de k tane kullandigimizi diistinelim. Bu durumda bu pargalarla
4k+3k=7k ik bir alam1 kaplariz yani n*=7k olur. Dolayisiyla n? sayis1 7 ile yani n
sayist 7 ile boliinebilir. n=7 ise 7x7’lik satrang tahtasini bu sekillerle kaplamamiz
gerekir ancak bunun miimkiin olamayacagi kolayca goriilebilir. Eger 7x7 satrang
tahtasini asagidaki gibi boyarsak, 4 kutudan olusan her sekil iki tarali iki de diiz kutu
kaplayacaktir. Dolayisiyla 3 kutudan olusan sekillerin 28 —14=14 tarali 21 —14=7 diiz
kutu kaplamas1 gerekir; yani her 3 kutuluk seklin, 2 tarali kutu kaplamas1 gerekir
ancak her satirda 7 kutu oldugundan bunun olmayacag asikardir. Bu bilgiler 151ginda

n >2-7=14 olmasi gerektigi agiktir.

Dolayisiyla 14x14 satrang tahtasini sekildeki gibi kaplayabilecegimize gore, istenen

kaplama tiirti en kiiciik n=14 i¢in vardir.

i i
! i
L I
r I
L I

M-

i
i
3
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Ornek 11:
m, n tamsayilar olmak iizere mxn birimlik dikdortgenler sekildeki 3 birimlik
parcalarla kaplanmak istenmektedir. Dikdortgenlerin tamamen kaplanabilmesi igin m

ve n hangi degerleri alabilir.

Coziim:

Dikdortgenlerin 3 birimlik pargalarla tamamen kaplanabilmesi i¢in alaninin 3 {in bir
tam kat1 olmasi gereklidir. 3mn ise 3m veya 3n Ayni zamanda 3 birimlik parganin
seklinden dolay1 m, n >2 olmalidir. Genelligi bozmadan kabul edelim:

n tek say1 olmak tizere 3xn lik bir dikdortgen n adet parca ile kaplanmalidir. Sekilden
de gortilebilecegi gibi tek say1 indeksli, iistteki ve alttaki birim karelerden herhangi
ikisi bir parga ile kaplanamaz ve bunlarin sayis1 n+1 dir. Dolayisiyla bu dikdortgen n

parca ile tamamen kaplanamaz.

n=2k olmak tizere 3x2k’lik dikdortgenler k adet 3x2k’lik dikdortgen ile kaplanabilir.
M >3 ve 3m olmak iizere 31 x2k’lik dikdortgenler kl adet 3x2’lik dikdortgen ile
kaplanabilir. n tek ve n >3 ise, 61 xnlik dikdortgenler, 61 x3’lik

ve 6lx(n—3)’lik iki parcaya ayrilir. Bu pargalar ise tamamen kaplanabilir.

Son olarak n>5 ve n tek olmak tizere, (61+3)xn lik dikdortgenleri inceleyecegiz.
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Bu dikdortgenleri 9x5°1ik, 9x(n—5)’lik ve 6x(1 —1) xn’lik ii¢ pargaya ayirir.

Onceki durumlardan 9x5’lik haricindekilerin kaplanabilecegi asikardir. 9x5°lik bir
dikdortgen ise sekildeki gibi kaplanabilir.

Sonug olarak m, n >2 ve 3|mn olmak {izere, m ve n sayilarindan biri 3 digeri ise tek

say1 olma durumu disindaki biitiin hallerde dikdortgenler tamamen kaplanabilir.

Ornek 12: (2012 YGS)

Taban alan1 16 birim kare ve yiiksekligi 3 birim olan kare prizma bigimindeki bir
tahta blokun tiim yiizeyi boyaniyor. Daha sonra, bu tahta blok kesilerek 48 tane birim
kiip elde ediliyor. Bu sekilde elde edilen birim kiiplerden kag¢ tanesinin yalnizca iki

yiizii boyalidir?

Coziim:

r

_________________

Kare prizmanin hacmi: 16x3=48 br3

Birim kiipiin bir kenar uzunlugu: a olsun.

Birim kiipiin hacmi: a® olur

48 tane birim kiip elde edildiginden, 48=48xa3 a=1 br olur.

Kiipiin yiizey alam=2x16+4x(4x3)=80 br?

Kesildikten sonra

3 yiizii boyali kiipiin sayisi= 8 boyali alan =3x8=24 br?

2 yiizii boyali kiipiin sayis1 =k olsun boyali alan =2xk br?

1 yiizii boyal: kiipiin sayis1 =2x4+4x2=16 boyal1 alan = 1x16 =16 br?
24+2k+16=80 olacagina gore, k=20 bulunur.

Buna gore elde edilen birim kiiplerden 20 tanesinin yalnizca iki yiizli boyalidir.

50



Ornek 13: (UIMO-2002KI)

Yandaki sekli keserck EJ ve L] sektinde

]
parcalara ayiriyoruz. Bunun sonucunda 1 seklindeki

pargalardan kag tane olusabilecegini bulunuz.

Coziim:
Birinci pargadan m, ikinciden n tane alinirsa 3m+4n=22 esitligi saglanacak.
22-3m

n= pozitif tam say1 oldugundan m sayis1 2 ve 6 disinda baska bir deger

alamaz. Bu durumlarin gercekten olabilecegi sekilde gosterilmistir

Ornek 14: (IMO Shortlist 2002)
(2n—1)x(2n—1) boyutlu bir tahta asagidaki sekiller ile kaplanmak isteniyor. Birinci

sekilden en az 4n—1 kullanilacagini ispatlayniz.

Coziim:
Satirlar1 ve stitunlar1 1’den 2n—1’e kadar numaralandiralim. Tek satir ve tek siitunlar
i¢indeki haneleri siyah renk ile, geri kalan haneleri beyaz renk ile boyayalim. n? tane

siyah hane ve 3n2—4n+1 tane beyaz hanemiz vardur.
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Birinci seklimiz 2 tane beyaz hane ile 1

siyah hane veya 3 tane beyaz hane kaplar. Geri

kalan sekiller her zaman 3 tane beyaz hane ve

bir siyah hane kaplar.

Bir siyah hane kaplayan birinci sekil sayis1 A, 3

beyaz hane kaplayan birinci sekil sayisi B, diger

sekillerin sayis1 da C olsun. O halde A+C=n?

olur.

Bir siyah hane kaplayan birinci sekil 2 beyaz hane, diger sekiller de 3’er beyaz hane
kapladigindan 2A+3B+3C = 3n?—4n+1 elde ederiz.

Bu durumda

4n—1 = 3n? — (3n?-4n+1) = 3(A+C)—(2A+3B+3C) = A-B< A+B. Buradan birinci

sekilden en az 4n—1 kullanilacagini gérmiis olduk.

Ornek 15: (VMEO 1993)
Asagidaki sekilleri kullanarak 1993x2000 boyutlu bir tahtayr kaplamak istiyoruz. Ik

iki seklin kullanilma sayis1 “S” olsun. “s” nin en biiyiik olas1 degerini bulunuz.

Coziim:

Tablonun satirlarini siyah renkten baglayarak
doniistimlii  olarak siyah ve beyaza :—:
boyayalim. Tabloda siyah birim kareler

beyaz birim karelerden 2000 fazla olur. :—:

Bagtaki iki sekli olusturan siyah ve beyaz
renkli birim karelerin sayis1 esit olur. Ugiincii
seklimiz her zaman bir renkten 3 kare ve diger renkten 2 kare olacak sekildedir.

Bunun anlami iigiincii sekilden en az 2000 pargaya ihtiyacimiz oldugudur.
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Boylece

1993x2000—5%2000
S< 4

= 994000

Orijinal tahtamizi 1993x2 boyutlu 1000 parcaya bdlerek, iiglincii

sekilden 2000 parc¢a kullanarak kaplama yapabiliriz. Bunlarin her

birinin degisik siitunlarin en uglarina iigiincii sekilden ikiser tane

ve geri kalanlar ikinci sekil ile kaplariz. I

Ornek 16:
9x7 boyutlarinda bir dikdortgen zemin asagida gosterilen iki sekilde oldugu gibi
(karolar 3, sirastyla 4 kareden olusur ve dik tromino karolar 90 derece donebilir)

karolar ile kaplanabilir.

Kaplamada kullanilan 2 x 2 karolarin sayis1t n>0 olsun. “n” in alabilecegi degerleri

bulunuz?

Coziim:

Cevap: Oyada3

Dik trominolarin sayist “X” ve 2x2’lik

karelerin sayis1 “y” olsun. Sekilde gosterildigi

gibi dikdortgenin 20 karesini boyayalim.

Sekilde goriildiigii gibi, her parga en fazla bir

boyanmus kareyi kaplar.

Boylece, x+y > 20,

Sonug olarak 3x+3y > 60

Dikdortgenin alanini hesaplarsak 3x+4y= 63 sonucu elde ederiz.
(2) ve (3) deny < 3 ve y sayisi 3 ile boliinebilir.

Gergek bir kaplamada 3 tane 2 x2’lik karo ve 2 x2’lik karo olmayan kaplama
ornekleri verilmistir.
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Ornek 17: (OM 1999)

Biitiin acilart 90 veya 270 derece olan bir ¢okgeni ortogonal olarak adlandiririz.
Kenarlariin uzunlugu tek tam sayili olan ortogonal ¢okgenleri 2x1 domino taslari ile
kaplanamayacagini gosteriniz. Not: Cokgenler herhangi bir delik igermemektedir
(Sekil 1 bakiniz).

Sekil 1 Ortogonal ¢okgenin 6rnegi.

Sekil 1

Coziim:
Asagidaki sekilde gosterildigi gibi kenar uzunlugu tamsay1 olan ortogonal g¢okgeni
satrang tahtas1 seklinde boyayalim. Siyah hanelerin sayis1 “s” ve beyaz hanelerin

sayisini “b” ile gosterelim.
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Beyaz hanelerin siirda bulunan kenar sayisina B ve siyah hanelerin siirdaki kenar
sayisina S diyelim. Buradan 4(s—b )=S—B ifadesinin dogru oldugunu kanitlayacagiz.
Bunun i¢in ¢okgenin herhangi bir dikey seridini dikkate alalim.

Eger seritte aymi sayida siyah ve beyaz kare var ise, o halde bu seridin st ve alt
smirindaki iki yatay boliimii farkl renklerdedir. Eger bir renkten daha fazla kare var
Ise (tam olarak yalnizca bir fazla olabilir) o halde bahsettigimiz {ist ve alt yatay sinir
kenar1 o renge sahiptir. Eger dikey bir serit, cokgenin birka¢ ayrilmis bdliimiiyle
kesismis ise; bu islem her biri igin ayr1 ayr1 yapilabilir. Ust ve alt sinirdaki beyaz ve
siyah kenarlarin sayisimi sirasiyla By ve Sy ile gosterirsek, dikey seritlere gore
topladigimizda 2(s—b)= Sy — By elde ederiz. Aymi durumu yatay seritler igin
yaparak ve toplayarak 4(s—b)=S—B elde ederiz.

Simdi tek sayili kenar1 olan bir c¢okgen diislinelim. Satran¢ tahtast seklinde
boyadigimiz tiim koselerin rengi ayni olacak. Boylece tiim kenarlar o renkten bir
fazla kareye sahiptir. Bu yiizden S — B# 0’dir, dolayisiyla s — b# 0. Buradan ¢okgenin
domino taslar ile kaplanamadig elde edilir. Ciinkii her domino tam bir beyaz ve
siyah hane kapattigindan, kaplanabilme durumunda siyah ve beyaz hanelerin sayisi

esit olacakti.

Ornek 18: (Estonya 2002)
(2n+1)x(2n+1) seklindeki satrang tahtasinin bir kosesindeki — —

Ix1’lik parca kesilerek atiliyor. Kalan kismi, hangi n pozitif tam

degerleriyle yandaki sekilde verilen L—tetramino ile kaplamak

mumkuin olur?

Coziim:

n ¢ift oldugunda kaplamanin miimkiin oldugunu gosterelim.

Sekil 1 de goriildigii gibi n € Z* olmak tizere 2x4n tipindeki

yapilar1 L—tetramino ile kaplamak miimkiindiir.

Sekil 1
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. 2x (dm—4)

——————— '_J x -1”] —_—

Sekil 2

2 (dm —=4)

Sekil 3
Sekil 2, n=2 igin kaplamay1 gostermektedir. Sekil 3, n=2m kaplamasini, n=2(m+1)
durumuna nasil genisletilecegini gosterir. (2x4 boyutlu bir dikdértgeni iki
L—tetromino ile kaplayabiliriz.)
Simdi n= 2m+1 olsun. Satirlar1 degisimli olarak siyah ve beyaza boyayalim.
Tahta her birimin uzunlugu 4m +3 ' ' ' ‘ ' !
olan ¢ift sayida siitundan ve 2m+1
beyaz ve 2m + 1 siyah Kkaresi

bulunan siitundan olustugundan

hem siyah hem de beyaz haneler
tek sayidadir . Her L—tetromino, pozisyonuna bagli olmaksizin, daima, bir renkten
ti¢ kareyi ve diger renkten bir kareyi kaplar. Bundan dolay1, L—tetrominolarin toplam
sayis1 tekil olmalidir.

Ote yandan, tahta (4m + 3)2 — 1 = 16m? + 24m + 8 karelerine sahiptir. Bu say1 8
ile boliinebilir, boylece L—tetrominolarin sayist ¢ift olmalidir, bir ¢eligski. O halde n
tek say1 oldugunda tahta L—tetrominolar ile kaplanamaz.

Cevap: tiim pozitif ¢ift sayilar.

Ornek 19:

nxn boyutundaki bir satrang tahtasinin dort kdsesindeki kareler kesip atilmistir. n’nin
hangi tam say1 degerleri i¢in tahtay1 asagidaki sekilde verilen L-tetraminolar ile

kaplayabiliriz?
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Coziim:

Tahtada n2—4 tane kare vardir. Tahtay
tetrominolarla doldurmak igin n?—4’iin 4’iin kat:
olmast gerekir. Dolayisiyla n ¢ift sayr olmak
zorundadir. Ama bu yeterli degildir. Bunu gormek

i¢in, tahtay1 yandaki sekilde oldugu gibi boyayalim.

Tahtada esit sayida siyah ve beyaz kare oldugu i¢in tiim

tam doldurmalar, her tiirden esit sayida tetromino

kullanir. Boylelikle, tahtada c¢ift sayida tetromino

kullanilir, yani, n2—4’in 8’in kati olmasi gerekir. Bu

yiizden n, 4k+2 bicimine sahip olmalidir. Gergek bir

uygulamada, 4k+2 kosulunun ayni zamanda yeterli

oldugunu goérmek kolaydir.

Ornek 20:

mxn boyutlu bir dikdortgen verilmistir, (1x1 boyutlu karelerden) minimum kag¢ hanenin

boyanmasi gerekir ki bos kalan hanelere bir L-tromino yerlestirilemesin.
Coziim:

m ve n’nin ¢ift say1 oldugunu farz edelim. Her ikinci dikey seridi boyayalim. Bir

L-tromino, kalan kareler iizerinde yerlestirilemez.

Buradan daha kii¢iik sayida boyama yapmanin miimkiin olmadigin1 kanitliyoruz.

Gergekten, dikdortgeni 2x2 boyutlarinda mn/4 kareye bolebiliriz.
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Her bir karede en az iki haneyi boyamaliyiz.

Cevap mn/2.

_______ mr e
_______ e -J ] j

N’nin ¢ift say1 ve m’nin tek say1 oldugunu farz edelim. Ikinciden baslayarak tek

say1 yoniinde boyayalim. Daha kii¢iik sayidaki boyamanin yeterli olmadigim
kanitlariz. Yine de, biz boyle bir dikdortgenden her birinde en az iki haneyi
boyamamiz gereken 2x2 boyutlarinda n(m—1)/4 kareyi ¢ikarabiliriz. Bu durumda

cevap n(m—1)/2 dir.

_______ oo
_______ aa -.J ﬁle

Hem m hem de n’nin tek say1 ve N > m oldugunu farz edelim. . Her iki yonde tek say1
oldugundan, renkli hanelerden en genis olani aliriz. Boylece 1xn boyutlu (m—1)/2
seridi boyariz. Boylelikle daha az boyamanin yetmeyecegini kanitliyoruz. Problemi
daha kiigiik bir dikddrtgene indirmek yeterlidir. I¢inde bir (n —2)(m—2) dikdortgen
birakan biiyiik bir L keselim. Biiyiik L 2x2 boyutlu (m+n—6)/2 kareye ve 3x3’lik
bir kdse hanesi eksik olan kareye boliinebilir. Boylelikle kiigiik L elde etmis oluruz.

Karelerde en az m+n—6 sayida haneyi ve kiigiik L’de en az ii¢ haneyi boyamaliyiz.

Tiimevarim ile cevap olarak n(m — 1)/2’yi buluruz.
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