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OZET

BOOLE CEBIiRLERi VE BOOLE HOMOMORFIZMALARI

Bahadir CAMLI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Damigmani: Prof. Dr. Mehmet TERZILER
Haziran-2016, 36 sayfa

Bu tezde; Boole Cebirleri ve Boole Homomorfizmalan ile ilgili genel bilgiler verilerek
baz1 temel teoremler kamtlaniyor. Konunun iyi anlagilmasi igin birka¢ soru ayrintili bigimde
¢oziiliiyor.
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YEMIN METNIi

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Boole Cebirleri ve Boole Homomorfizmalan™
adli ¢aligmanm, tarafimdan bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima
basvurmaksizin yazildigim ve yararlandigim eserlerin bibliyografyada gosterilenlerden
olustugunu, bunlara atif yapilarak yararlamlmig oldugunu belirtir ve bunu onurumla

dogrularim.
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1.GIRIS

Bu baliimde Boole halkalar1 ve Boole cebirleri ele alimyor. Tanim, &zellik ve 6rnekler konu
ile ilgili kitaplarda, &megin (Birkhoff, 1967) , (Halmos, 1974), (Sikorski, 1969) da
bulunabilir. Burada yer alan bilgiler genellikle (Givant and Halmos, 2009 ) den
esinlenilmistir. Baz1 sorular (Givant and Halmos, 2009 ) den alinmus ve ¢oziimleri ayrintili

olarak verilmistir.
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¢izelgelerinden bu halkanin iki Snemli 6zelligi ortaya ¢ikar:
) Her eleman kendisinin toplamsal tersidir:
at+ta=0
(i)  Her eleman kendisinin karesine esittir
a.a=a
Bu gozlemlerden ilki degilleme isleminin (-) gereksizligini gosteriyor. Ote yandan (ii)
ozelligini saglayan elemanlara esgiiglii adi verilir. Buradan bir Boole halkasimin tanimim

yapabiliriz.

Tanim 2.1.4.

Bir Boole halkasi birimli esgiiclii bir halkadur.

Esgiicliiliik kosulu béyle halkalarin yapisi iizerinde gok gii¢lii bir etkiye sahiptir. (i) 6zelligini
saZlayan bir halkaya 2 karakteristikli denir.

Onerme 2.1.5.
(1) Bir Boole halkasi 2 karakteristigine sahiptir.

(2) Bir Boole halkasi her zaman degismelidir.

Kamt

(1) Bundan sonra a.b yerine ab yazacadiz.

Boole halkas1 tamimina gore, a’=a, b’=b ve (a+b)’= a+b dir. Ote yandan (a+b)’ = (a+b)(a+b)
= (atb)a + (atb)b = a’+ab+ba+ b®> = atabtbatb= at+b ve sadelesmeden sonra ab+ba=0
bulunur. a ve b halkanin keyfi elemanlar1 oldugu i¢in b=1 alabiliriz; o zaman a.1+ 1.a=0, yani
a+a= 0 elde edilir. O halde 2a = 0 yani Boole halkasinin karakteristigi 2 dir.

(2) (1) e gore ab, ab nin toplamsal tersidir; ama (1) de ab+ba=0, ab nin ba nmin da toplamsal

tersi oldugu goriiliir. O halde ab=ba sonucu ¢ikar. O

10
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Soru 2.1.8.
Birimli degismeli bir R halkasindaki tiim eggii¢lii elemanlarin kiimesi A olsun. A tizerinde &
toplamu islemini her a, b € A i¢in

a@b= a+b-2ab
olarak tanimlayalim (esitligin sagimdaki terim R ye aittir ve ab, a.b yi gésterir). A nin sifir ve
birim elemanlar1 R dekilerle aymidir ve ayrica A {izerindeki ¢arpma islemi R deki ¢arpma

isleminin A ya kisitlanigidir. Buna gére A min bir Boole halkas: oldugunu kamitlayin.

Kamt
A tizerindeki ¢arpma iglemini @ ile uyumlu olsun diye © ile gosterelim. O halde (A, @, ©,
0, 1) in bir Boole halkasi oldugunu kanitlayacagiz. Asagida yapilan kanitlarda R nin
kullamilan aksiyomlarini agik agik belirtmek ¢ok yer kaplayacagi igin bu kullanimlar kapali
gecistirilecektir.
Once 0.0=0 ve 1.1=1 oldugu icin 0 ve 1 esgiiglii elemanlardir ve A ya aittirler.
A kiimesinin @ ve @ islemlerine kapali oldugunu gésterelim. Her a,b € A igin
(a@®b)(a®b)= (at+b-2ab)(at+b-2ab)

=aa+ab-2ab+ba+bb-2abb-2aab+2abb+4abab

= a+ab-2ab+ba+b-2ab-2ab-2ab+4ab

= atb-2ab

= ad®b
dir ve

(a®b)(a®b)= (ab)(ab)= aabb= ab= a®b

dir. Simdi Boole halkalarr aksiyomlarinin A da gegerli oldugunu gosterelim.
R1. a®(b@c)= a@(b+c-2bc)

= atb+c-2be-2a(b+c-2bc)

= a+b+c-2bc-2ab-2ac+4abe

= at+b+c-2ab-2ac-2bc+4abe
dir. Benzer bir hesaplama

(aPb)Pc= a+b+c-2ab-2ac-2bc+4abc
ayn1 sonucu verir. O halde @ iglemi birlegmelidir.
R2. a®b=atb-2ab
= b+a-2ba
=ba

iz
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= (a®b)Oc
oldugu i¢in ® islemi birlesmelidir.
R6. a®(b®c)= (a©Ob)B(a®c) oldugunu gérmek i¢in islemler yapildiktan sonra her

iki tarafin aym sonucu verdigini gérmek yeterlidir.

a®@((b®c) = a@(b+c-2bc)
= a(b+c-2bc)
= ab+ac-2abc
(a®Ob)B(a®c) = (ab)P(ac)

= ab+ac-2aabc

= ab+ac-2abc
O halde R6 gergeklenmis olur.
R7, R6 gibi gergeklenir. R8, 1 € A oldugu igin agiktir. R deZismeli oldugu i¢in A
degismelidir. Boylece A deZismeli birimli bir halkadir, geriye A nin 2 Kkarakteristikli
oldugunu gostermek kaliyor:

aPa= a+a-2aa= a+a-2a= 2a-2a=0 O

2.2.Boole Cebirleri

X bostan farkli bir kiime ve P(X), X in kuvvet kiimesi olsun. U, N, ', P(X) iizerinde sirasiyla

kiime birlegim, kesigsim ve tiimleyen islemleri olmak iizere (P(X),uU,n,’, @, X) kuvvet kiimesi

cebirini g6z dniinde bulunduralim. Bu cebirin aritmetigi Boole halkalarimin aritmetigi ile

carpici benzerlik tasir. Kiimeler kuramindan asagidaki elemanter egitlikler iyi bilinmektedir.
A,B,CeP(X)i¢in

(HP*=X, X=0

(DANG=0, AUX=X

(3)ANX =A, Aug=A
(HANA®= g, AUA®=X
G)A=A

(6)ANA = A, AUA=A
(N(ANB)*= AU B°, (AUB)°=A°N B°
(8)ANB =BNA, AUB =BUA

(9)AN (BNC) = (ANB)NC, AU(BUC) = (AUB)UC

(10) AN(BUC) = (ANB) U (ANC), AUBNC) = (AUB) N (AUC)

14
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oldugunun bir kamitim vermistir. Bununla ilgili olarak (Terziler ve digerleri, 2013) e
bakilabilir.

Ornek 2.2.4.
En basit Boole cebiri iki elemanli {0,1} kiimesidir. V ve A islemlerinin bilinen dogruluk
gizelgeleri yaminda 0' = 1 ve 1' =0 dir. Ornek 1.1.3 ile karsilagtirin.

Ornek 2.2.5.
A, B € P(X) icin P(X) iizerinde A simetrik fark iglemi ve ° tiimleyen islemi olmak iizere,
AAB=(A\B)U (B\A)=(ANBU(A°NB)
=(AUB)\(ANB)
olarak tanimlanir. O zaman <P(X), A, N, @, X> bir Boole cebiridir.

Coziim

Once <P(X), A, @> nin bir degismeli grup oldugunu gosterelim. Bunun igin A isleminin
ozellikle birlesmeli oldugunu kolayca gostermek igin, A min tammim mantiksal baglag <& = ~
( © ) aracihifryla verecegiz. A ve B iki formiil olmak iizere A < B eger A ve B aym
dogruluk degerlerini aliyorsa dogrudur. A ¢ B ise A ve B nin farkli dogruluk degerleri
aldigin1 ifade eder. Simdi x € A A B ancak ve ancak x € A ve x € B dnermelerinden biri
dogru ise gergeklesir. Bundan dolay1 x € A AB ancak ve ancakx EA &> x € B dirr AAB=
{xeX:xEA®XxEB}.

Ote yandan 6nermeler mantifindan A & (B & C) = (A & B) & C oldugunu biliyoruz.
Buradan A ¢» (B ¢ C) = (A ¢ B) ¢ C elde edilir. O halde A islemi birlesmelidir: AA(BAC)
= (AAB)AC.

.Her A e P(X) i¢in A A @ = A oldugu iki tiirli gosterilebilir.
AAD = (A\D)U(P\A) = A

yada

AADP={xXxEX:XEA®XED}=A.
Boylece @, A isleminin sifiridir.
. A A A= oldugu yine iki tiirlii gdsterilebilir:

AAA=(A\A)U(A\A)=0Ud=0

yada

AAA={XEX:XEAPLXEA}=0

16
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2.3.2. Boole Cebirinden Boole Halkasina Gegcis
P(X) de toplama ve g¢arpma islemleri, sifir ve birim elemam nasil tamimlanmalidir ki P(X)
Boole cebiri bir Boole halkast olsun? Bu soruyu yamtlamak igin 2¥ deki halka islemlerinin
tanimlarii yakindan incelemek ve P(X) ile 2*arasindaki bire-bir eslemeyi goz 6niinde
bulundurmak yardime1 olacaktir.

A, B € P(X) ve 14, 1 karakteristik fonksiyonlar1 olsun. P(X) de toplama ve ¢arpmay1

tammlamak istiyoruz. Her x € X igin

1 1, (x) # 1z (x) ise

(Ia+1lg)X)=1a®+1g(x)= [0 1, () = 15 (x) ise

o0t = b 1 7 ke

dir. Buna gore P(X) de halka toplam ve ¢arpim
A+B=(ANB°)U(A°*NB)veA.B=ANB

olarak yazilir. A + B nin A A B ile aym oldufuna dikkat edelim. Ayrica 1¢(x) =0 ve 1x(x) =1

dir. Bu islemler altinda ve 0, 1 elemanlariyla P(X) i bir Boole halkasina doniigttigii agiktir.

2.3.3.Boole Halkasindan Boole Cebirine Gegis
2¥ halkas1 da bir Boole cebirine benzer yaklagimla doniistiiriilebilir. A, B €P(X) ve 1a(x),
1p(x), A ve B nin karakteristik fonksiyonlar1 olsun.
XEAUB&®x€EAyadax€eB
e 1lax)=1veyalg(x)=1
e 1la@#1g®)yada 14 (x) =1 (%)
Sla@X+1s®+1ax.15x=1
& (lat+lg+la.lg) (X =1
ve
XEA°Sx¢A
e lax+#£1
& 1laX)#1x )
SlaxX+1xx) =1
e (lat+tly=1
dir. Bu gozlemler 2¥de V ve ' islemlerinin
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. @ doniistimii drtendir. Bunun icin her f €2% i¢in ¢ (A) = f olacak sekilde en az bir AEP(X)
olmasi gerekir. Oysa 2* deki her eleman destek kiimesinin goriintiisiidiir, o nedenle p(A) = f
tam buna karsilik gelir.
.0 (@) =15=0ve ¢ X) = 1x = 1 oldugundan ¢, P(X) deki @ sifirm 2* deki 0 sabit
fonksiyonuna ve X birimini 2 deki 1 sabit fonksiyonuna gétiiriir; baska bir ifade ile ¢ segkin
elemanlar1 korur.
. ¢ iglemleri korur. A, B € P(X) olsun.
- Onceg(AUB)=¢ (A)V e (B)yigosterelim. 2Xde 1,V 15_ her x € X igin
(1avig)(x)=1a(x)VI1sg(x)
olarak tanimlamr. Simdi
Ila(x)Vig(x)=1e1x(x)=1yadalg(x)=1
& x€EAyadax€B
& XEAUB
oldugu i¢in
(lavig)(x)=1<x€AUB
sonuclandirilir. Bagka bir ifadeyle 15 V 1p, A U B birlesiminin karakteristik fonksiyonudur ve
¢ doniigtimiiniin verilisinden
e(la)Voe(lp)=1aVig=¢@(AUB)
elde edilir.
- 2Xde 1 A 1p fonksiyonu her x € X igin
(Ian 1) (x)=1a(x)A1R(Xx)
olarak tamimlamir. Simdi
Ia@A le (X)) =1 & 14(x)=1 ve 15 (x) =1
©XEAvex€EB
©xEANB
oldugundan
(1A 1) (X)=1<x€ANB
sonucu ¢ikar ve buradan
PA)AeB)=1aA13=9(ANB)
gerceklesmisg olur.
-Son olarak ¢ (A) ' = 15 ' = ¢ (A) oldugunda ¢ nin bir (Boole) izomorfizmas: oldugunun

kanit1 tamamlanmus olur.
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=(qVr)A(qVs).
Bdylece m kare- bagimsiz ise A bir Boole cebiri olugturur.
Kosul Gerektir: Karsit ters kanit verelim: m kare- bagimsiz degilse A bir Boole cebiri
degildir.
Bu durumda p € P igin p% m yi béler. Simdi p, hem p yi hem m/p yi béldiigii igin p, ebob
{p,m/p } yi de bbler. Bunun bir sonucu olarak ebob { p, m/p } # 1 elde edilir. Oysa 1 =TI@ ve
p A q=ebob { p, q} ve tiimleyen tanimlarindan ebob { p, m/p } #1, p A p ' # 0 anlamina gelir
ki bu bir geliskidir; burada 0, A nin sifir elemarudir, bir tamsay: degildir.
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3.2. Homomorfizmalar

Her cebirsel yapida oldugu gibi bir Boole homomorfizmas: da yap1 koruyan bir déniisimdiir.

Tanim 3.2.1.

A ve B iki Boole cebiri ve bir f: B = A doniigiimii verilsin. B nin her p,q elemanlar igin
hi. flpAq) =F(P) A F(Q)
h2. f(pva) = fp) Vv f(q)
h3. f(®") = f(p)’

ise f doniistimiine bir (Boole) homomorfizmasi denir.

Teorem 3.2.2.
B bir Boole cebirive A, Vv, Ave’ islemli keyfi bir cebirsel yap1 olsun. Eger f: B — A

h1, h2, h3 kosullarim saglayan orten bir doniigiim ise o zaman A bir Boole cebiridir.

Kanit

A nin B1 — B10 aksiyomlarini sagladig1 gostermemiz gerekiyor. B1 — B10 aksiyomlarinin
dual bigimde verildigini belirtelim , o nedenle sadece her birinin yarisim1 gergeklemek yeterli
olacaktir. A min sifir ve birini f(0) ve f(1) ile yorumlayalim. Ote yandan gergeklemeler rutin
oldugu igin bazi aksiyomlar1 yerine getirmekle yetinecegiz.

B1. 0'=1 (B de gegerli )
f£0) =f) ( f bir doniisiim )
£(0") = F(0y (h3)

FO)' = f(1)

dir. O halde B1, A da gergeklenir.

B3. pAl=p (B de gegerli)
fleAl) =f(p) (£ bir doniigiim )
f@AfQ = fp) (h1)

dir. O halde B3, A da gergeklenir.
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(ovo)Aa(qvo) =

(1y) (DSv@DHAAUD)SV(D)S)=

(zy) (avd)fabvd)f =
(o1d) ((evd)a(bvd))f=
(1Y) ((“Ab)vd)f=
(zy) (“Ab)fv (D=

(@WIfnBHv@DS=0@AqQvVvD

-mpngnpjo 119533 ununtwoAIsye
euigep (QVD)A(QVD)=(OAQ) VD ©Bp Y UNId8 ZIWOUWLISQD) "IIPIBA LIR[UBLUI[D I ©
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“Iua[a5193 Bp ' * L4 OpTey O IIp

(ey) (DA DS =(DSA(DS
(Lq) (bAdSf=,B)fA (DS
(1y) (ba DS = ((B)SV (D))
(ey) (bAdf = (bvad)]
(umsnuop 11q 3 ) (bAd)f=((bvd)S

(yae%a8op g) band= (bvd) "Le



Kamt
p+a=@Aq)VEP Aq)
fo+a)=f((Arqg)V (' Aqg))
=feAg)Vf@'Aq)
=(F@Af@NVUEPIAf@)
=(F@Af@DYVU@ Af(@)
=f® + f(q)
p=q=p'Vq
fo=a=f(p'Vva
=f®HVv (@
=f()'V (@)
=f) = f(a)

Onerme 3.2.5.

Her Boole homomorfizmasi sira koruyandir.

Kanit
f bir homomorfizma ve a < b olsun. O zaman
a<b=>aAb=a
= flaAb) =f(a)
= f@ A f(b) = f(a)
= f(a) < f(b)

3.3 Boole Homomorfizmasma Ornekler

(tanim )
( £bir déniigiim )
(h2)
(h1)
(h3)
(+ nin tamm )
(tanim )
( £ bir déniigtim )
(h2)
(h3)

( = nin tanimi ) O

(Tamm 2.1.4)
(f bir déniigtim)
(h1)

( Tanim 2.1.4)

Bu kesimde bazi homorfizma tiirlerini 6rneklerle agiklayacagiz.
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dir.

O halde f bir Boole homomorfizmasidir. Ayrica f(0) =0 A pp=0ve f(1) =1A
Do = Pp oldugu i¢in A cebiri f homomorfizmas: altinda B Boole cebirinin goriintiisiidiir ve
seckin elemanlar1 0 ve p, olan bir Boole cebiri olugturur.

A cebirine B Boole cebirinin p, elemanlarina gorelilesmesi denir ve B(p,) ile
gosterilir. f fonksiyonuna da p, tarafindan iiretilen gérecelestirme homomorfizmas: denir.

Ornek: 3.3.2 X bir kiime; B, X in alt kiimelerinin bir cismi ve x,, X in keyfi bir eleman1
olsun. O zaman

1, EPI
fiB- 2041, P F®{g 2 G p e

doniisiimii bir 2-degerli homomorfizmadir.

Kanit

f nin h1 ve h3 kosullarim gergekledigini gostermek yeterlidir. P, Q € B i¢in agagidaki
denklikler f nin verilisinden, B ve 2 deki iglemlerin tammlarindan agiktir.

hi. f(PnQ)=1 & x€PNQ
&  x€Pvexy€Q
& f(P)=1lvef(@Q)=1
e  f(P)Af@=1

O halde f(P n Q) = f(P) A £(Q) dir.

h3. f(P) =1 &  x, €PF
< Xo & P
e  f(P)=0
&  f(P)=l
O halde f(P°) = f(P)' dir. O

Asagidaki 6rnek , 6rnek 2.3.2 de tammlanan 2-degerli homomorfizmay: genellestirmektedir.

Ornek: 3.3.3
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Tanim 3.3.5

B bir Boole cebiri ve A , B nin bir alt cebiri olsun. B de bir supremumuna sahip E alt kiimesi
A dada p supremumuna sahip ise A ya B nin bir regiiler alt cebiri denir.

Teorem 3.3.6

B bir boole cebiri ve A , B nin alt cebiri olsun. A nin regiiler olmasi1 i¢in E, B de SupE=1
ozellikli bir alt kiime ise A da da Sup E = 1 olmas: bir gerek ve yeter kosuldur.

Bu teoremin bir kaniti i¢in [3] , sayfa 85 e bakilabilir.

Tanimm 3.3.7

A ve B iki Boole cebiri ve f:A — B bir homomorfizma olsun. Mevcut oldugunda tiim
supremumlari , dolayisiyla tiim infimumlari , koruyorsa f ye bir tam homomorfizma denir.

Bagka bir deyisle ; {P;} , A mn elemanlarinin bir ailesi ve Sup{P;} = P ise o zaman {f (P;)}
ailesi bir supremumuna sahiptir ve Sup{f(P;)} = f(P) dir.

Asagidaki teorem tam homomorfizmalar ve regiiler alt cebirler arasinda ilging bir baglanti
oldugunu ifade ediyor.

Teorem 3.3.8

A ve B iki Boole cebiri ve f: B — A bir monomorfizma olsun. f nin tam olabilmesi i¢in B nin
f altindaki goriintiisiiniin A nin bir regiiler alt cebiri olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Kamit

Herseyden 6nce B nin f monomorfizmasi altindaki f(B) goériintiisiiniin A mmn bir alt cebiri
oldugu agiktir; C=f(B) diyelim.

Kosul Gerektir f nin tam oldugunu varsayalim. {g;} , C nin elemanlarimin bir ailesi ve
Sup{g;} = q , C ye ait olsun. £ bire-bir oldugu i¢in

f(p) =q; ve f(p) = q olacak sekilde B de tek bigimde belirlenmis p; ve p elemanlan
vardir. Madem ki f, B den C iizerine bir izomorfizmadir , p elemam {p;} ailesinin B de
supremumudur. Hipotezden f tamdir , o halde f(p), {f(p;)} nin A da supremumudur.
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=p
Bu lemma Boole cebirlerinde tiimleyenlerin tek oldugunu kanitlar.

Hipoteze gére f doniisiimii 0, 1, A, V korudugundan bir homomorfizma olmas igin
tiimleyeni korudugu gosterilmelidir.

f@Vvi®)=fmvp) (f, Vyikoruyor)
=f(1) (B4)
=1 (f ,1ikoruyor)
ve
fF@AfF@D)=fAD) (f .Ayikoruyor)
=f(0) (B4)
=0 (f ,01koruyor)
oldugundan f@) =7f®)
dir.

Soru 3.4.3 ([3] , sayfa 100, soru 11)
Boole cebirleri arasindaki bir f bijeksiyonu

p<q o flp) <f(@ 1)

sira-koruyan denkligi sagliyorsa ille de bir Boole izomorfizmasi midir?

Kanit

Verilen &zelliklere sahip f:B —» A  doniisiimiiniin bir Boole izomorfizmas: oldugunu
kanmitlayacagiz. Bunun igin Soru 3.4.1 e gére f nin vV, A, 0 ve 1i korudugunu géstermemiz
yeterlidir.

Once bir notasyon uzlasmasinda bulunalim. E , B nin bir alt kiimesi ise E nin B deki
infimum ve supremumumunu sirasiyla Az E ve Vg E ile gosterelim.

e E, B nin bir alt kiimesi ve p =Ap E olsun.
fnin A yi korudugunu gosterelim : f(p) =A, f(E)
Dual bir akil yiiriitmeyle , ¢ =V E ise f(p) =V, f(E) oldugu gosterilebilir.
f(E) ={f(q):q € E} diyelim.
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Kosul Yeterdir (3) denkliginin gecerli oldugunu varsayalim ve f nin (2) kosullarin
yerine getirdigini gosterelim.

Bunun igin Soru 2.4.3 deki akil yiiriitmenin bir anlamda “duali” ger¢eklenecektir.

E , B nin bir alt kiimesi ve p = AgE olsun. Géstermemiz gereken , f(E) = {f(q):q € E}
olmak tizere , f(p) = V4 f(E) dir.

q € E ise o zaman p = AgE nedeniyle p < g dir;

Buradan (3) uyarinca f(p) = f(q) ¢ikar ve bu f(p) nin f(E) igin bir iist simr oldugunu
gosterir. Simdi t , f(E) nin keyfi bir {ist sinir1 olsun. f bir bijeksiyon oldugu i¢in B de f(s)=t
olacak sekilde bir s elemani vardir. F(s) , f(E) nin bir iist sir1 kabul edildiginden (3) e gore s
, E nin en biiytik alt stnir1 olmak zorundadir. Oysa p , E nin en biiyiik alt simiridir , boylece
s <pdir.Ve(3)dent = f(s) = f(p) elde edilir. Yani f(p) = Vf (E) dir.

Dual bir akil yiiriitme p = VgE ise f(p) = Asf(E) oldugunu gdsterir. Artik
fere)=f@Vf@ , fleve) =f®Af(g) ve f(0)=1, f(1) =0 oldugu

yukaridaki kanitin bir sonucudur.
Son olarak Lemma 3.4.2 den yararlanarak f nin tiimleyeni korudugunu gosteriyoruz.
0=fM=flvp)=fE)AfP)
1=f0)=flAp)=f@E)VfP)

Esitliklerini Lemma 2.4.2 uyarinca f(p’) = f(p)’ anlamina gelir. Béylece f bir dual
izomorfizmadir.

Soru 3.4.5 ([3] , sayfa 102 , soru 24)

A tamsayilarin sonlu ve tiimleyeni sonlu kiimelerinin cismi ve B , A nin ¢ift sayilarinin sonlu
kiimelerinin alt cismi olsun. A ve B izomorf mudur?

Kanit

A ve B nin izomorf oldugunu kamtlayacagiz. T tek tamsayilarin kiimesini gdstersin ve
f:A - B donistimiinii asagidaki gibi tanimlayalim:

{2n:n € P} , Psonluise
{2n:n € P}UT , P tiimleyeni sonlu ise

) ={
Her seyden 6nce P € A igin f(P) € B oldugu A ve B nin tammlarindan agiktir.

o fbire-birdir. f(P)=f(Q) varsayalim. P ve Q sonlu ise {2n:n € P} = {2m: m € Q} dir.
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