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ABSTRACT

SOME TYPES OF SETS VIA GRILL

TASDAN, Gokmen
MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Esra DALAN YILDIRIM
January 2016, 43 pages

This thesis consists mainly of five chapters. In the first chapter, the thesis
subject is introduced, and in the second one, some definitions are supplied to make

easier the reading of the thesis.

In the third chapter, the concept of a grill and examples are given, and via this
concept we introduce a type of operator that gives rise to another operator satisfying

Kuratowski’s closure axioms and thus we study topology induced by means of grills.

In the fourth chapter, we provide definitions of some classes of sets defined via
grills, and study the relationships between them. We give support with original

examples for the counterimplications.

In the fifth chapter, we investigate some types of continuity defined by using
types of sets already mentioned in the preceding chapter and give authentic

examples.
Keywords: Grill, G-a-open set, G-semi-open set, G-pre-open set, G-f-open set,d-

open set, G-a- continuous, G-semi-continuous, G-pre-continuous, G-p-continuous, ®-

continuous.



OZET
GRILL ARACILIGIYLA BAZI KUME TURLERI

Gokmen TASDAN
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Esra DALAN YILDIRIM
Ocak 2016, 43 sayfa

Bu tez esas olarak bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu
tanmitilmis, ikinci bolimde ise tezin anlasilabilirligini kolaylastirmak i¢in bazi

tanimlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde grill kavrami ve ornekleri verilmis; bu kavram yardimryla
Kuratowski kapanis aksiyomlarini1 saglayan bir diger operatdriin ortaya ¢ikmasina
neden olan bir operatdr tiirli tanitilmig ve boylece grill yardimiyla iiretilen topoloji

tizerinde ¢alisilmistir.

Dordiincti boliimde grill aracilifiyla tanimlanan bazi kiime siniflarinin
tanimlar1 verilmis ve aralarindaki iligkiler incelenmistir. Karsit gerektirmeler 6zgiin

orneklerle desteklenmistir.

Besinci boliimde bir dnceki boliimde adi gecen kiime tiirleri kullanilarak

tanimlanan baz: siireklilik ¢esitleri ¢alisilmis ve 6zgiin 6rnekler verilmistir.

Anahtar sozciikler: Grill, G-a-agik kiime, G-yari-agik kiime, G-6n-agik kiime, G-p3-
acik kiime,®@-agik kiime, G-o-stirekli, G-yari-siirekli, G-6n-siirekli, G-B-siirekli, ®-

surekli.
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1 GIRIS

Bir topolojik uzay tizerinde grill fikri ilk olarak Choquet (1947) tarafindan
ortaya atimistir. Grill, kapanis uzaylari ve kompaktlastirma teorisi gibi bazi

topolojik kavramlar tizerine daha ileri caligmalar yapmay1 saglayan yararl bir aragtir.

Roy ve Mukherjee (2007), verilen bir topolojik uzay iizerinde bir grill ve var
olan topoloji ile iligkili bir topoloji tiirii tanimlamislar ve ayrintili bigimde temel

Ozelliklerini incelemislerdir.

Hatir ve Jafari (2010) grill araciligiyla ®-agik ve G-on-agik kiime gesitlerini

tanimlamislar ve grill acisindan yeni bir siireklilik pargalanisi elde etmislerdir.

Al-Omari ve Noiri (2011), G-a-agik, G-yari-agik ve G- B-agik kiimeleri
tanimlamis ve incelemislerdir. Ayni yazarlar (2013) bu kiimelerden yararlanarak

siireklilik parcalanislarina ulagsmiglardir.

Bu tezde, s6z edilen tiim makaleler ayrintili bir sekilde g¢alisilmis, 6zgiin
ornekler saglanmis ve ayrica makalelerde karsilasilan eksikliklerin kanitlari

verilmistir.



2

ON BILGILER

Bu boéliimde tez boyunca kullanilacak olan gerekli bilgiler verilmistir.

Tamm 2.1: (X,7) topolojik uzay ve ACX olsun.
a) A C int(cl(int(A))) ise A kiimesine x-agik kiime denir.
(Njastad, 1965)
b) A C cl(int(A)) ise A kiimesine yari-acik kiime denir.
(Levine, 1963)
c) A Cint(cl(A)) ise A kiimesine 6n-agik kiime denir.
(Mashhour ve digerleri, 1982)
d) A C cl(int(cl(A))) ise A kiimesine B-a¢ik kiime denir.
(Abd EI-Monsef ve digerleri, 1983)
X deki tiim a-acik(Yar1-agik, On-acik, B-agik) kiimelerinin olusturdugu aile

sirastyla a(X) (S(X),P(X),B(X)) ile gosterilir.

Onerme 2.1:

a) Her acik kiime ayni zamanda bir yari-agik kiimedir. (Levine, 1963)
b) Her a¢ik kiime ayn1 zamanda bir a-agik kiimedir. (Njastad, 1965)
) Her a-agik kiime ayn1 zamanda bir yari-agik kiimedir. (Noiri, 1984)
d) Her a-agik kiime ayn1 zamanda bir 6n-acik kiimedir. (Noiri, 1984)

e) Her yar1 agik kiime ayni zamanda B-agik kiimedir.
(Abd EI-Monsef ve digerleri, 1983)
f) Her 6n agik kiime ayn1 zamanda B-ag¢ik kiimedir.

(Abd EI-Monsef ve digerleri, 1983)

Tanim 2.2: (X,T) topolojik uzay olsun.
a) a-acik kiimenin tiimleyenine a-kapali kiime denir.

(Mashour ve digerleri,1983)
b) Yari-agik kiimenin tiimleyenine yari-kapali kiime denir.

(Crossley ve Hildebrand,1971)



¢) On-agik kiimenin tiimleyenine én-kapali kiime denir.
(El-Deeb ve digerleri, 1983)
d) B-acik kiimenin tiimleyenine B-kapali kiime denir.
(Abd EI-Monsef ve digerleri,1983)

Tammm 2.3: (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay ve f: (X,7) — (Y,0) bir

fonksiyon olsun.

a) Her V€o igin f~1(V) € X o-acik ise f fonksiyonuna oc-siireklidir denir.
(Mashhour ve digerleri, 1983)
b) Her V€o icin f~1(V) C X yari-agik ise f fonksiyonuna yari-siireklidir denir.
(Levine, 1963)
¢) Her V€ igin f~1(V) € X 6n-acik ise f fonksiyonuna 6n-siireklidir denir.
(Mashhour ve digerleri, 1982)
d) Her V€o igin f~1(V) € X B-agik ise f fonksiyonuna B-siireklidir denir.
(Abd El-Monsef ve digerleri, 1983)



3 GRILL YARDIMI iLE URETILEN TOPOLOJIi

Tammm 3.1: X in altkiimelerinin bostan farkli bir G ailesi asagidaki kosullar

sagliyor ise G ye X lizerinde bir grill denir.

i. @¢gdir.
ii. ABSXveAUBEGiseA € GveyaB € g dir.
iii. AegGveAcSBCcXiseBegdir.
(Choquet,1947)

Ornek 3.1: X ={a,b,c} kiimesi iizerindeki G; = {{b},{a,b},{b,c},X} ve
G, = {{a}, {b},{a, b}, {a,c}, X} ailelerini diisiinelim. G;, X ftizerinde grilldir. Fakat
{b} € G, ve {b} c {b,c} iken {b,c} & G, oldugundan G,, X iizerinde bir grill
degildir.

Ornek 3.2: X=R olmak iizere G = {F S R|F sayilamaz} ailesi X iizerinde bir
grilldir.
(Roy ve Mukherjee,2007)

Tamim 3.2: (X,7") bir topolojik uzay ve G, X iizerinde bir grill olsun. ASX

i¢in
O (A T) ={x€X|herU € U(x) icinAnU € G}

olarak tanimlanan @: P (X) — P(X) doniisiimiine T ve G ye bagh operator denir ve
kisaca ®¢(A) veya ®(A) ile gosterilir.
(Roy ve Mukherjee,2007)

Onerme 3.1: (X, T) bir topolojik uzay; G ailesi X iizerinde bir grill ve A,B €
X olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler saglanir.

(@A S Bise ®(A) € ®(B) dir.



(b)A ¢ G ise ®(A) = @ dir.
(c)®(AUB) = ®(A) U ®(B)
(d)P(P(A)) € P(A) = cl(P(A)) < cl(A)
(Roy ve Mukherjee,2007)

ispat:

(@A < B ve x & ®(B) olsun. Buradan UN B & G olacak sekilde x noktasini
igeren bir U acik kiimesi vardir. UNACS UNB oldugu icin UNBg¢gG ise
UNA ¢ Gdir. Ohalde x ¢ ®(A) elde edilir.

(b)A ¢ G ve XeX olsun. Buradan x noktasini i¢eren bir U agig1icin ANU € A
tir. O halde AN U ¢ G dir. Boylece x € ®(A) oldugu goriiliir. O halde ®(A) = @ dir.

(c)A< AUB ve BS AUB oldugu igin (a) sikkindan ®(A) € (AU B) ve
®(B) € ®(A U B) elde edilir. Buradan ®(A) U ®(B) € ®(A U B) dir. ®(AUB)
®(A) U D(B) yi ispatlamak i¢in x & ®(A) U P(B) oldugunu varsayalim. Buradan
x & ®(A) ve x € ®(B) dir. x ¢ ®(A) oldugundan x noktasini igeren dyle bir U agig1
icin ANU & G ve x ¢ ®(B) oldugundan x noktasini i¢eren Oyle bir V agig1 i¢in
BNnVvegg dir. H=UNV olsun. Bu durumda HNASUNA ve HhBSVNB
oldugu icin HNA & G ve HN B & G bulunur. G bir grill olduguna goére x noktasini
iceren bir H agig1 igin (HNA)UHNB)=HN(AUB) ¢ G dir. O halde x ¢
®(A U B) oldugu elde edilir.

(d)ilk olarak ®(A) € cl(A) oldugunu gosterelim. x & cl(A) olsun. Buradan x
noktasini igeren her U agig1 icin UN A =@ dir. O halde AnU ¢ G dir. Boylece
X & ®(A) olur. Dolayisiyla, @(P(A)) S cl(P(A)) bulunur.

®(A) =cl(P(A)) oldugunu gosterelim. P(A) S cl(P(A)) daima dogru
oldugu i¢in cl(®(A)) € P(A) oldugunu ispatlamamiz yeterli olacaktir. x € cl(P(A))
oldugunu varsayalim. Bu durumda x noktasini igeren her U agig1 icin U N ®(A) # @
dir. y € UNn ®(A) olsun. Buradan U kiimesi ayni zamanda y noktasini i¢eren bir
acik ve y € ®(A) oldugundan U N A € G dir. Boylece x € ®(A) dir.

Asagidaki 6rnek sirasiyla Onerme 3.1 in (a) ve (d) kosullarinin terslerinin her

zaman dogru olmadigini gosterir.



Ornek 3.3:

a) X = {a, b, ¢, d} kiimesi tizerindeki topoloji ve grill sirasiyla, T = {{a}, {b},
{c}.{a,c},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d}, @, X} ve G = {{a},{b},{a,b},{a c},{a d},
{b, c},{b,d}, {a,b, c},{a,c,d},{a b,d}, {b,c,d}, X} olsun. A={b,d} ve
B={a,b}kiimeleri i¢in ®(A) = {b,d} c ®(B) = {a, b, d} olmasina kars1 A & B dir.

b) X = {a, b, c, d} kiimesi tizerindeki topoloji ve grill sirasiyla, T = {{a}, {b},
{c}.{a,c},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d},8,X} ve G = {{b}, {d}, {a, b}, {b,c}, {b,d},
{a,d}, {c,d},{a,b,d},{a,c,d},{a,b,c},{b,c d}, X} olsun. A = {a, c} kiimesi i¢in
cl(A) = {a,c,d} £ ®(A) = @ dir.

Onerme 3.2: (X,7") bir topolojik uzay; G ailesi X iizerinde bir grill ve A, B € X
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

a) Aacckve ANB & G ise An ®(B) = @ dir.

b) A kapaliise ®(A) € A dir.

ispat:

a) A acik bir kiime ve AN B & G olsun. AN ®(B) # @ oldugunu varsayalim.
Bu durumda x € A N ®(B) olacak sekilde bir x€X vardir. x € ®(B) oldugundan x
noktasini igeren her U acig1 i¢in U N B € G dir. A kiimesi acik ve x € A oldugu i¢in
A N B € G olur. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde A n ®(B) = @ dir.

b) A kiimesi kapali olsun. Buradan Onerme3.1 (d) yoluyla ®(A) € cl(A) = A

bulunur.

Asagidaki 6rnek sirasiyla Onerme 3.2 nin (a) ve (b) kosullarmin terslerinin her

zaman dogru olmadigin1 gosterir.

Ornek 3.4: X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {c},
{a,c},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d}, @, X} olsun.



(a) X tizerindeki G; = {{b}, {a, b}, {b, c}, {b,d}, {a, b, c}, {a,b,d}, {b, c,d}, X}
grillini diisiinelim. A = {b, d} ve B = {a, ¢, d} kiimeleri igin A N ®¢ (B) = @ ve
AN B ={d} ¢ G; olmasina ragmen A ¢ T dur.

(b) X tizerindeki G, = {{b},{d}, {a, b}, {b, c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d},
{a,d}, {c,d},{a,c,d},X} grillini diisiinelim. C = {a, c} kiimesi i¢in @, (C) =0 cC

olmasina ragmen X — C = {b,d} € T oldugundan C kiimesi kapal1 degildir.

Onerme 3.3: (X, T) bir topolojik uzay; G, ve G, aileleri X iizerinde iki grill ve
A c X olsun. Bu durumda g; € G, ise ®¢, (A) € P, (A) dur.
(Roy ve Mukherjee,2007)

Ispat: G, € G, ve x ¢ ®;,(A) olsun. Buradan x noktasmi igeren bir U agig
icin AN U €& G, dir. Hipotezden An U & G, dir. Boylece x & ®¢ (A) bulunur.

Asagidaki 6rnek Onerme3.3 iin tersinin her zaman dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.5: X = {a,b,c,d} kiimesi {izerindeki topoloji ve iki grill sirasiyla
T = {{a}, {b}, {c}, {a,c}, {b, ¢}, {a, b}, {a,b, c}, {b, ¢, d}, ®, X}, G, = {{b},{d}, {a,b},
{b,c},{b,d},{b,a,c},{b,c,d}, {a d},{c,d},{d, a c},{d, a b}, X} ve G, = {{a}, {c},
{a,c},{a,b},{a,d}, {a,b,c},{a,b,d}, {a,c,d},{b,c},{c d},{b,c,d},X} olsun. A={ac}
kiimesi i¢in ®; (A) = @ © ¢ (A) = {a,c,d} oldugu halde G; € G, dir.

(X,T) bir topolojik uzay ve G, X iizerindeki bir grill olsun. Her A € X igin
Y: P(X) - P(X) doniisimii W(A) = AU ®(A) olarak tanimlanir.

(Roy ve Mukherjee,2007)
Teorem 3.1: ¥ doniisiimii Kuratowski kapanis aksiyomlarini saglar.

(Roy ve Mukherjee,2007)



Ispat:

(@) @ ¢ G oldugundan ® (@) = @ dir. Dolayisiyla ¥(@) = @ U ®(@) = @ olur.

(b) W doniigtimiiniin tanimi geregi her A € X i¢in A € W(A) duir.

(c) Onerme3.1(c) den her A, B € X icin ®(A U B) = ®(A) U ®(B) oldugundan
Y(AUB)=(AUB)U®(AUB) =(AUB) U (®(A) UP(B)) = ¥(A) U¥(B) dir.

(d) Her A € X i¢in ¥(¥(A)) = P(AU P(A)) = (AU P(A)) U (AU D(A))
dir. Onerme 3.1 (c) ve (d) den (AU®(A)UP(AUPA)=AUDA)U
O(P(A)) =AU D(A) = W(A) dir. Béylece ¥(W(A)) = ¥(A) oldugu gbriiliir.

Uyan 3.1: Kuratowski kapanig aksiyomlarina ek olarak ¥ doniisiimii i¢in
Y(X) =X ve ACBise W(A) € ¥(B) dir. ispatlar1 ¥ nin tanimindan ve Onerme3.1
(a)’dan agiktir.

Tamim 3.3: (X, T") bir topolojik uzay, G; X iizerinde bir grill olsun. Bu durumda

X iizerinde G ye karsilik gelen bir tek J; = {U € X|¥(X — U) = X — U} topolojisi
vardir; burada her A € X'igin W(A) = AU ®(A) = Tz — cl(A) dir.

(Roy ve Mukherjee,2007)

Ornek 3.6: X ={a,b,c,d} kiimesi iizerindeki topoloji ve grill sirasiyla,
T ={{a},{b},{a,c},{b,d},{a, b}, {a,b,d},{a,b,c},X,0} ve G = {{a},{c},{a b} {a c},
{a,d}, {b,c},{d,c},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d},X} olsun. Bu durumda T =

{{a}, {b}, {d}, {a, b}, {a,d}, {b,d}, {a c},{a,b,c},{a c d},{ab,d}, X @} olur. A = {a,b}
i¢in ®(A) = {a, c} oldugundan W(A) = AU ®(A) = T; — cl(A) = {a,b, c} dir.

Teorem 3.2: (X, T) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(@) G1 ve G,, X iizerinde iki grill olmak iizere §; € G, ise T;, € T dir.
(b)G, X lizerinde bir grill ve B € X igin B ¢ § ise B kiimesi (X, T;) de kapalidir.
(c) X in herhangi bir A altkiimesi ve X tizerindeki herhangi bir G grilli i¢in
®(A) kiimesi Jg- kapalidir.
(Roy ve Mukherjee,2007)



ispat:

(@ 616G, ve UET; olsun. Buradan X—U=¥YX-U)=(X-U)U
&g, (X—U) dur. O halde &g, (X—U) € (X— U) bulunur. Onerme3.3 ten o, (X—
U) € (X—U) elde edilir. Boylece Y(X—U)=X-U)Uud; X—-U)=X-U
olur. Bu durumda U € T;, dir.

(b) B & G olsun. Onerme3.1 (b) geregi ®(B) = @ tur. Dolayisiyla
J; — cl(B) = W(B) = BU ®(B) = B olur. Buradan B kiimesi (X, T;) de kapalidir.

(c) Onerme3.1 (d) den T — cl(P(A)) = ¥(P(A)) = P(A) U P(P(A)) =
®(A) dir. Boylece @ (A) kiimesi J;-kapalidir.

Asagida verilen Ornek sirastyla Teorem 3.2 nin (a) ve (b) kosullarinin

terslerinin her zaman dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.7:

a) X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {b, c}, X, @} topolojisi ve
iki grill sirastyla G, = {{a},{a,b},{a,c}, X} ve G, = {{b}, {b, c}, {a, b}, X} olsun.
Buradan 7 = {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, X, 0} ve
75, = {{a}, {b},{a, b}, {b,c}, X, @} bulunur. Tz, T olmasina ragmen G; & G, dir.

b) Ornek 3.6 daki topolojik uzay1 ve grilli géz éniinde bulundurdugumuzda

B= {c} kiimesi J-kapali olmasina karsin B € G dir.
Teorem 3.3: (X, 7") bir topolojik uzay ve G, X iizerinde bir grill olsun. Burada
B(G,T)={V—A[VET veA ¢ G}
ailesi J; igin bir agik bazdir.
(Roy ve Mukherjee,2007)

Ispat: U € J; ve x € U olsun. X — U kiimesi J; — kapali oldugundan ¥(X —
U) =X—-U dur. Buradan &(X—U) € X—U olur. x & ®(X—U) oldugu i¢in

9



(X—=U) NV & G olacak sekilde x noktasini igeren bir V a¢ig1 vardir. (X —U) NV =
A olsun. Bu durumda x ¢ A ve A ¢ G dir. Boylece xeV—-A=V-(X-U)cU
bulunur. V;,V, €T ve AB€ G olmak lizere V; —A,V, —B € B(G,T) olsun.
Buradan V; NV, € T ve AU B ¢ G dir. Boylece (V; —A) N (V, —B) = (V; nV,) —
(AUB) € B(G,T). Dolayisiyla , B(G,T) sonlu kesisim altinda kapalidir. O halde
B(G,T), T; icin agik bir bazdir.

Sonug 3.1: (X, T") topolojik uzay ve G, X iizerinde bir grill olmak iizere
T< BGT)CET;
dir.
(Roy ve Mukherjee,2007)

Ispat: @ & G ve Teorem3.3 den ispat agiktir.

Ornek 3.8: X = {a, b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {a, b},
{b,c}, X, 0} ve grill G = {{c}, {a, c}, {b, c}, X} olsun. Burada B(G,T) = {{a}, {b},
{c},{a,b},{a,c},{b,c}, X, 0} ve T; = {{a}, {b}, {c},{a, b}, {a, c}, {b, c}, X, @} olarak

bulunur.

Teorem 3.4: (X,T) bir topolojik uzay ve G, X iizerinde bir grill olsun. A € X
icinUeTiseUN®A) =UNndUNA) dir.

(Roy ve Mukherjee,2007)

Ispat: Onerme 3.1 (a) dan UN®(UNA) S UN®(A) dir. O halde Un
®(A) cUNPUNA) oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. x € UN ®(A) ve
x €VEU) olsun. x € ®(4) ve UNV € U(x) oldugundan (UNV)NA=(UN
A) NV € G dir. Buradan x € ®(A n U) bulunur. O halde x € Un ®(A N U) dir.
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Asagidaki o6rnek Teorem 3.4 iin tersinin her zaman dogru olmayacagini

gosterir.

Ornek 3.9: X ={a,b,c,d} kiimesi iizerindeki topoloji ve grill sirasiyla

T = {{a},{b}, {b,d},{a c},{a, b}, {a,b,c},{a,b,d}, 8,X} ve G = {{a},{c},{a, c}, {a, b},
{a,d}, {b,c},{c,d},{a,c,d},{a b,d},{b,c,d},{a,b,c},X} olsun. A={b} ve U=
{b, d, c} kiimeleri i¢in U N ®(A) = UN ®(U N A) = @ olmasma ragmen U & T dur.

Yardima Teorem 3.1: (X, 7") bir topolojik uzay,g ailesi X iizerinde bir grill ve
AcXolsun.UeTiseUNW(A) C¥YUNA) dur.

(Al-Omari ve Noiri, 2011)

Ispat: U€ T oldugu igin Teorem3.4 ten UNW(A) =Un (A U CD(A)) =
(UnA)uU (U N cb(A)) CUNA)UDPWUNA) =¥Y(UnNA) oldugu goriiliir.

Asagidaki O6rnek Yardimcr Teorem 3.1 in tersinin her zaman dogru

olmayacagini gosterir.

Ornek 3.10: X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {d}, {a, d}
,{a,c},{a,d,c},0,X} ve grill G = {{b},{a,b},{b, c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},
{b,c,d}, X} olsun. A={acd} ve U={c} kimeleri i¢cin UNW(A) = {c} =
W(U N A) olmasima ragmen U = {c} ¢ T dur.

Teorem 3.5: (X,7) topolojik uzay ve G, X iizerinde T — {@} € G kosulunu
saglayan bir grill ise her U € T i¢in U € ®(U) dur.

(Roy ve Mukherjee,2007)

Ispat: U = ¢ iken ®(U) = ®(@) = @ dir. U = X iken T — {@} € G oldugu icin
dX) =X dir. UeT —{0} iken Teorem3.4 den UN®X)=UnNdDUNX)
oldugundan U =UNX=UnN ®(U) ve U € O(U) olur.
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Asagidaki 6rnek Teorem 3.5 de U ¢ T alindiginda U € ®(U) nun her zaman

dogru olmadigin1 gdsterir.

Ornek 3.11: X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {c},
{a,c},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d}, @ X} vegrill G = {{a}, {b},{c},{a, b}, {a,c},{a,d},
{b, c},{b,d}, {c,d},{a,b,c},{a,b,d}, {b,c,d}, X} olsun. A = {d} kiimesi i¢in ®(A) =
@ dir. T — {@} S G olmasina ragmen A € ®(A) dur.

Yardimar Teorem 3.2: (X, T") bir topolojik uzay, G kiimeler ailesi X {izerinde
bir grill ve A, B € X olsun. Bu durumda ®(A) — ®(B) = ®(A — B) — ®(B) dir.

(Roy ve Mukherjee,2007)

ispat: ®(A) = ®[(A—B)U(ANB)] = ®(A—B) UD(ANB) C
®(A — B) U ®(B) dir. Buradan ®(A) — ®(B) € ®(A — B) — ®(B) olur. Ayrica
®(A —B) € ®(A) oldugundan ®(A — B) — &(B) € ®(A) — ®(B) dir. Boylece
®(A) — P(B) = (A — B) — ®(B) oldugu goriiliir.

Sonug¢ 3.2: (X, T)bir topolojik uzay, G kiimeler ailesi X tizerinde bir grill ve
A,B < Xi¢in B ¢ G olsun. Buradan ®(A U B) = ®(A) = ®(A — B) dir.

(Roy ve Mukherjee,2007)

Ispat: Onerme 3.1 (b) ve (c) den ®(A U B) = ®(A) U ®(B) = ®(A) oldugu
aciktir. Ayrica Onerme 3.1 (b) ve Yardime1 Teorem 3.1 den ®(A — B) = ®(A) dir.

Teorem 3.6: (X, T") bir topolojik uzay, G kiimeler ailesi X tizerinde bir grill ve
A kiimesi A € ®(A) olacak sekilde X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

cl(A) = T; — cl(A) = (P (A)) = d(A)
dir.
(Roy ve Mukherjee,2007)
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Ispat: 7 €T oldugundan T — cl(A) S cl(A) olur. x & T; — cl(A) olsun.
Buradan x e V—B ve (V—B)NA =0 olacak sekilde VE T ve B & G vardur.
Béylece Sonug3.2 den ®((V—B) N A) = ®((V N A) — B) = ®(V n A) oldugundan
®(VNA) =0 dir. Teorem3.4 den VN ®(A) = @ bulunur. A € ®(A) oldugu igin
VN A = @dir. O halde x ¢ cl(A) dir. Dolayisiyla cI(A) € J; — cl(A) bulunur.

Onerme 3.1 (d) den cl(®(A)) = ®(A) dir. Ayrica yine Onerme 3.1 (d) den
®(A) € cl(A) dir. Buradan cl(®(A)) < cl(cl(A)) = cl(A) bulunur. A € ®(A)
oldugundan cl(A) < cl(®(A)) elde edilir. Bdylece ®(A) = cl(P(A)) = cl(A) olur.

Sonug olarak cl(A) = T; — cl(A) = Cl(dJ(A)) = ®(A) oldugu goriiliir.
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4  GRILL ARACILIGIYLA KUME CESITLERi

Tamm 4.1: (X,7) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X

olsun.

(@) A € int(P(A)) ise A kiimesine ®-agik denir.(Hatir ve Jafari, 2010)

(b) A € int(W(intA)) ise A kiimesine G-o-agik denir. (Al Omari ve Noiri,
2011)

(c) A < int(W(A)) ise A kiimesine G-O6n-agik denir. (Hatir ve Jafari, 2010)

(d) A € ¥(intA) ise A kiimesine G-yari-agik denir. (Al Omari ve Noiri, 2011)

(e) Ac Cl(int(‘P(A))) ise A kiimesine G-B-acik denir. (Al Omari ve Noiri,
2011)

G-a-agik (sirastyla, G-On-acik, G-yari-acik, G-B-acik) kiimelerin ailesi GaO(X)
(sirastyla, GPO(X), GSO(X), GBO(X)) ile gosterilir.

Onerme 4.1: (X,7) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X

olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.

a) A kiimesi agik ise G-a-agiktir.
b) A kiimesi G-a-acik ise G-On-agik, G-yari-agik ve a-agiktir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)

Ispat:

a) A kiimesi agik oldugundan A = intA € intA U ®(intA) = WY(int(A)) dir.
Buradan A < int(W(intA)) bulunur.

b) A kiimesi G-a-agik olsun. A € int(W(intA)) € int(W¥(A)) oldugundan A
kiimesi G-O6n-agiktir. Ayrica A € int(W(intA)) € W(int(A)) oldugundan A kiimesi
G-yari-agiktir. TC€Tg oldugundan A € int(W(intA)) € int(cl(intA)) dir. O halde A

kiimesi a-agiktir.
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Onerme 4.1 deki gerektirmelerin terslerinin her zaman dogru olmadigina iliskin

asagidaki ornekler olusturulmustur.
Ornek 4.1:

(@) X ={1,2,3,4} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{3},{2,3},{2,3,4},X, @} ve
grill G = {{2},{3},{1,2},{2,3}, {2,4}{1,3}, 3.4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,4,3}, {2,3,4}, X}
olsun. A ={3,4} cX kiimesini ele alalim. A ={3,4}c int(‘P(intA)) =X
oldugundan A kiimesi G-a-agik kiime olmasina ragmen agik degildir.

(b) X = {a, b, ¢, d} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{b}, {a, d, c}, @, X} ve grill
G = {{a},{b}, {a,c}, {b,c},{a, b}, {a, d}, {b,d}, {a,b,d}, {b, c,d}, {a, c,d}, {a, b, c}, X}
olsun. B = {a, b} © X kiimesini ele alahm. B < int(¥(B)) = X oldugundan B
kiimesi bir G-06n-agik kiimedir fakat B & int(‘P(int(B))) = {b} oldugundan G-a-agik
kiime degildir.

(c) X ={a,b, ¢, d, e} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {c, d},{a, c,d},
{b,c,d},{a,b,c,d}, X, 0}, grill g = {{a},{b}.{a,c},{a,d}.{a,e}, {a,b,c},{a,b,d}.{a,b,e},

{a,c,d},{a,c.e}.{a,d,e},{a,b,c.d},{a,b,c.e}{a,b,d,e}.{a,c,d,e},{a,b},{b,c}.{b,d}.{b,e},
{b,c,d}.{b,c,e},{b,d,e}.{b,c,d,e},X} ve C = {a,e} c X olsun. C = ¥(int(C)) = {a, e}
oldugundan C kiimesi G-yari-agiktir fakat C ¢ int(¥(int(C))) = {a} oldugundan G-
a-acik degildir.

(d) X ={a, b, ¢, d, e} kiimesi tizerinde topoloji T = {{a},{e}, {b, e}, {a, e}
,{a,b,e}, X, 0} ve grill G = {{c},{a, c},{b,c},{d, c},{e,c},{a,b,c},{a,d,c},{a e c},
{b,d,c}, {b,e,c}, {d, e c}{ab,cd},{ab,ce}{acde}{bcde}X} olsun.
D= {a,b,d, e} c X kiimesi i¢in D c int(cl(int(D))) = X oldugundan bir o-agik
kiimedir fakat D & int(W(int(D))) = {a, b, €} oldugundan G-a-agik kiime degildir.

Onerme 4.2: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X
olsun. O zaman agagidaki ifadeler saglanir.
a) A kiimesi ®-agik ise G-on-agiktir.
b) A kiimesi G-6n-a¢ik ise G-B-a¢ik ve on-agiktir.
(Hatir ve Jafari, 2010; Al Omari ve Noiri, 2011)
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ispat:

a) W(A) = AU ®(A) oldugundan ispati agiktir.
b) TST; oldugu igin A kiimesi G-6n-agik ise on-agiktir. Ayrica int(W(A)) c
cl(int(¥(A))) oldugundan A kiimesi ayni zamanda G-B-agiktrr.

Asagidaki 6rnek Onerme 4.2 deki kosullarin terslerinin her zaman dogru

olmadigin1 gosterir.
Ornek 4.2:

a) Ornek 3.7 (a) da verilen X = {a, b, c} kiimesi iizerindeki 7" topolojisi ve G,
grilline gore A = {a} i¢in A = int(¥(A)) oldugundan G-6n-agik kiimedir fakat
A € int(®(A)) = 0 oldugundan ®-agik kiime degildir.

b) X ={a,b,c,d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{b, c},{a,d}, ®,X} ve grill
G = {{a}, {b},{a,b}, {a,c},{a,d}, {b,c}, {b,d},{a,b, c}, {a,b,d},{a, c,d}, {b, c,d}, X}
olsun. B = {c} kiimesi bir 6n-agik kiimedir, fakat B € int(¥(B)) = @ oldugundan B
kiimesi G-06n-acik kiime degildir.

c) X = {a,b, c,d, e} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {a, b}, {b, e},
{a,b,e}, X, 0} ve grill G = {{c},{a,c},{b,c},{d, c},{e,c},{a,b,c},{a,d,c},{a e},
{b,d,c},{b,e,c},{d e c},{ab,cd},{ab,ce}{acde}{bcd e} X} olsun.
C={a,c} € X kiimesi G-B-acik iken C & int(¥(C)) = {a} oldugundan G-6n-acik
degildir.

Onerme 4.3: (X, 7)) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X
olsun. A kiimesi G-yari-agik ise yari-agik ve G-B-aciktir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
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Ispat: A kiimesi G-yari-agik olsun. Bu durumda T S J; oldugundan A <
¥(int(A)) < cl(int(A)) € cl(int(¥(A))) dir. Buradan A kiimesi G-B-agiktir. Ayrica
¥(int(A)) < cl(int(A)) oldugu icin A kiimesi ayni zamanda yari-agiktir.

Onerme 4.3 deki gerektirmelerin terslerinin her zaman dogru olmadigina dair

ornek asagidadir.

Ornek 4.3: Omek 4.1 (d) de verilen X ={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki
topoloji ve grille gore A ={a,b,d,e},B={a,c,d} € X kiimeleri igin, AC
cl(int(A)) = X oldugundan A kiimesi yari-agiktir. Fakat A € W(intA) = {a,b, e}
oldugundan G-yari-agik degildir. Ayrica B kiimesi G-f-ag¢ik olmasina ragmen
B € W(int(B)) = {a} oldugundan G-yari-acik degildir.

Onerme 4.4: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X
olsun. A kiimesi G-p-acik ise p -aciktir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
Ispat: Ispat aciktir.

Onerme 4.4 deki gerektirmenin tersinin her zaman dogru olmadigina iliskin

asagidaki ornek olusturulmustur.

Ornek 4.4: X = {a,b,c} kiimesi tizerindeki topoloji T={{a}{b,c},d,X} ve
grill  g={{b}{a,b}{b,c} X}olsun. A ={a,c} c X kiimesini ele alallm. A cC
cl(int(cl(A))) =X  oldugundan A  kiimesi  P-agitk  kiimedir. =~ Fakat
A & cl(int(¥(A))) = {a} oldugundan G-B-ac¢ik kiime degildir.

Onerme 4.5: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

a) A kiimesi a-acik ise G-p-agiktir.

b) A kiimesi yar1 agik ise G-B-agiktir.
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ispat:

a) A kiimesi a-agik olsun. O halde A € int(cl(int(A))) dir. Ayrica A € W(A)
oldugundan

int(A) < int(¥(A))
cl(int(A)) < cl(int(‘}’(A)))

int (cl(int(A))) C int (cl (int(W(A)))) c cl(int(‘P(A)))

elde edilir. Buradan A kiimesi G-B-agiktir.

b) A kiimesi yari-agik kiime olsun. O halde A € cl(int(A)) dir. Ayrica
A € W(A) oldugundan
int(A) < int(¥Y(A))
cl(int(A)) < cl(int(¥(A)))

elde edilir. Buradan, A kiimesi G-p-agiktir.

Onerme 4.5 deki gerektirmenin tersinin her zaman dogru olmadigma iliskin

asagidaki 6rnek olusturulmustur.
Ornek 4.5:

a) X ={a,b,c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {c},{a,c}, 0, X} ve grill
G = {{a},{a,b},{a,c}, X} olmak iizere A={a,b} kiimesi A = cl(int(¥'(A))) = {a, b}
oldugundan G-B-agik kiimedir fakat A ¢ int(cl(int(A))) = {a} oldugundan o-agik
kiime degildir.

b) X= {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{b}, {a, c},{b,d},{a, b, c},
@,X} ve grill G = {{c},{a,c},{b,c},{c,d},{a cd},{a,b,c} {b,c d}, X} olmak iizere
B={b.c.d} kiimesi B C cl(int(¥(B))) =X oldugundan G-f-agtk kiimedir fakat

B & cl(int(B)) = {b, d} oldugundan yari-agik kiime degildir.
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Not 4.1:
a) Acik kiime ve ®@-agik kiime kavramlari birbirinden bagimsizdir.
(Hatir ve Jafari, 2010)
b) G-6n-acik ve yari-agik kiime kavramlari birbirinden bagimsizdir.
C) G-On-acik ve G-yari-agik kiime kavramlari birbirinden bagimsizdir.
d) G-on-acik ve a-agik kiime kavramlari birbirinden bagimsizdir.
e) G —vari-acik ve a-agik kiime kavramlari birbirinden bagimsizdir.
f) G — yari-agik ve 6n-agik kiime kavramlari birbirinden bagimsizdir.

g) G —B-agik ve dn-acik kiime kavramlari birbirlerinden bagimsizdir.

Asagidaki 6rnekler Not4.1’1 dogrulamaktadir.

Ornek 4.6:
a) X = {a,b,c,d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a},{b,c},{a,b,c}, @,X} ve
grill G = {{c},{a,c},{b,c},{c,d},{a,b,c},{a,d,c}, {b,c d}, X} olmak iizere;
i)A={ab,c}cX acik kimedir fakat A & int(®(A)) = {b,c}
oldugundan A kiimesi ®-acik kiime degildir.
i) B={c} c X i¢in B c int(®(B)) = {b, c} oldugundan B kiimesi ®-agik
kiimedir fakat agik kiime degildir.
b)
i)  X={a,b,c} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {b},{a, b}, 0, X} ve
grill G = {{a},{a, b}, {a, c},X} olmak iizere A = {a,c} c Xigin A = cl(int(A)) =
{a, c} oldugundan yari-agik kiimedir fakat A & int(‘P(A)) = {a} oldugundan G-6n-
acik kiime degildir.
i)  X= {a,b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a, c}, 0, X} ve grill
G = {{a},{a, b}, {a, c}, X} olmak ilizere A = {a} c X igin A c int(¥(A)) =X
oldugundan G-6n agik kiimedir fakat A € cl(int(A)) = @ oldugundan yari-agik kiime
degildir.
c)
i) X= {a,b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a, c}, ®, X} ve grill
G = {{a},{a, b}, {a, c}, X} olmak tizere A = {a,b} c Xi¢in A < int(¥(A)) =X
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oldugundan G-6n-agik kiimedir fakat A € W(int(A)) = @ oldugundan G-yari-agik
kiime degildir.

i)  X={a,b,c,d,e} kiimesi tlizerindeki topoloji
T = {{a}, {c,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}, @, X} ve grill G = {{a}, {b}, {a, b}, {a, c},
{a,d}, {a e}, {b,c}, {b,d}{b, e}, {a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a,c d},{a c e}{a d e}b,cd}
{b,c,e},{b,d, e}, {a,b,cd} {b,cd e} {ab,de}ab,ce}{acd e} X} olmak iizere
A={ae}cX icinA =%¥(int(A)) oldugundan G-yari-a¢ik kiimedir fakatA &
int(‘P(A)) = {a} oldugundan G-6n-a¢ik kiime degildir.

d)
i)  X={a,b,c} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a, c}, 0, X} ve grill
G = {{a},{a, b}, {a, c}, X} olmak tizere A = {a,b} c Xi¢in A c int(W(A)) =X
oldugundan G-6n-acik kiimedir fakat A & int(cl(int(A))) = @ oldugundan a-agik
kiime degildir.

i)  X={a,b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{c}, {b,c}, 0, X} ve grill
G = {{a},{a,b},{a, c}, {b},{b,c}, X} olmak iizere A = {a,c} c Xigin A C
int(cl(int(A))) = X oldugundan a-ag¢ik kiimedir fakat A & int(‘P(A)) = {c}
oldugundan G-6n-agik kiime degildir.

€)

i)  X={a,b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{c}, {a,c}, 0, X} ve grill
G = {{a},{a, b}, {a, c}, X} olmak lizere A = {b,c} c Xigin A C int(cl(int(A))) =X
oldugundan a-agik kiimedir fakat A € W(int(A)) = {c} oldugundan G-yari-agik
kiime degildir.

i)  X={a,b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {c},{a,c},0, X} ve
grill ¢ = {{a},{a, b}, {a, c}, X} olmak iizere A = {a,b} c Xi¢cin A c W(int(A)) =
{a,b} oldugundan G-yari-agik kiimedir fakat A ¢ int(cl(int(A))) = {a}oldugundan
a-acik kiime degildir.

f)

i)  Ornek 4.6 (e) (i) 6rnegine gore A = {b, c} ¢ X kiimesi a-acik

oldugundan 6n agik kiimedir fakat G-yar1 acik kiime degildir.
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ii)  Ornek 4.6 (€) (ii) 6rnegine gore ise A = {a, b} c X kiimesi G-yar1

aciktir fakat A € int(cl(A)) = {a} oldugundan 6n agik kiime degildir.
9)

i) X= {a,b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b, c}, 8, X} ve grill
G = {{a},{a, b}, {a, c}, X} olmak iizere A = {b} c X i¢in A c int(cl(A)) = {b, c}
oldugundan én-agik kiimedir fakat A & cl(int(¥(A))) = @ oldugundan G-B-acik
kiime degildir.

i)  X={a,b,c, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {c},{a, b},
{b,c},{a,c},{a,b,c},®,X} vegrill g = {{b}, {a, b}, {b,c},{b,d},{a,b,d}, {a,b, c},
{b, ¢, d}, X} olmak iizere A = {a,d} c X i¢in A = cl(int(¥(A))) oldugundan G-B-agik
kiimedir fakat A € int(cl(A)) = {a} oldugundan 6n-agik kiime degildir.

Onerme 2.1, Onerme 4.1, Onerme 4.2, Onerme 4.3, Onerme 4.4, Onerme 4.5

ve Not 4.1 yardimiyla asagidaki diagram elde edilir.

ey

> G-vari agik

Acik > G-w-aglk

a-apk J/ > Yariagk

d-agik > G-in apk | \:? Q-B—u(,‘]k/

On agik > [-apik

Teorem 4.1: (X,T") bir topolojik uzay, G ailesi X tizerinde bir grill ve A € X
olsun. A kiimesinin G-a-acik olmasit i¢in gerek ve yeter kosul G-yari-agik ve G-on-

acik olmasidir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
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Ispat: (=) Onerme 4.1 den agiktir.

(&) A kiimesi G-yari-agik ve G-on-agik olsun. Bu durumda A € int(W(A)) S
int(¥(¥(int(A)))) = int(¥(int(A))) dir. O halde A kiimesi G-a-agiktir.

Teorem 4.2: (X,T) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X

olsun. Asagidakiler saglanir.

a) A kimesinin G-yari-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul W(A) =
Y(int(A)) olmasidir.
b) A kiimesinin G-yari-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U € A € W(U)
olacak sekilde dyle bir U agiginin olmasidir.
(Al Omari ve Noiri, 2011,Mandal ve Mukherjee,2012)
Ispat:
a) (®)A kiimesi G-yari-agitk olsun. O halde W(A) € ¥ (‘P(int(A))) =
Y(int(A)) dir. Aynm1 zamanda W(int(A)) € W(A) oldugu i¢in W(int(A)) = W(A)

bulunur.
(<) Ispat aciktir.
b) (=)A kiimesi G-yari-agik olsun. U = int(A) alindiginda ispat tamamlanir.

(&)U kiimesi U € A € W(U) kosulunu saglayan bir agik kiime olsun. Bu
durumda U € int(A) ve ¥(U) € W(int(A)) oldugu i¢in A € W(int(A)) dir. O halde
A kiimesi G-yar1-agiktir.

Onerme 4.6: (X,T) bir topolojik uzay, G ailesi X {izerinde bir grill ve A € X

olsun. A kiimesi G-6n-agik kiime ise cl (int(‘P(A))) = cl(A) dir.

(Hatur ve Jafari, 2010)
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ispat:
A kiimesi G-6n-agtk bir kiime ise A € int(W(A)) dir. O halde cl(A) €
cl (int(qJ(A))) dir. W(A) € cl(A) oldugundan int(¥(A)) S W(A) € cl(A) olur.

Buradan cl(int(¥(A))) < cl(¥(A)) < cl(A) dir.

Asagida verilen 6rnek Onerme 4.6’nin tersinin her zaman dogru olmadigini

gosterir.

Ornek 4.7: X = {a, b, ¢, d} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a},{d}, {a, d},
{a,c},{a,d,c},0,X}vegrill g = {{c},{a,c},{b,c},{c,d},{a,b,c},{a,d,c},{b,c,d}, X}
olsun. A = {a, b} kiimesi igin int(¥(A)) = {a} oldugundan cl (int(¥(4))) =
{a,b,c} = cl(A) dir fakat A £ int(‘l’(A)) = {a} oldugundan A kiimesi G-6n agik
kiime degildir.

Teorem 4.3: (X,T) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A,B € X
olsun. A kiimesi G-yari-agik kiime ve A € B € W(A) ise B kiimesi G-yari-agik

kimedir.

(Al Omari ve Noiri, 2011;Mandal ve Mukherjee, 2012)

Ispat: A kiimesi G-yari-actk ve A € B € W(A) olsun. Teorem 4.2 (b) den
Uc Ac¥Y(U) olacak sekilde bir U agigi vardir. Buradan W(A) S ‘P(‘P(U)) =
WY(U) bulunur. O halde US A< B < W(A) € W(U) dur. Yine Teorem4.2 (b) yi

kullanirsak B bir G-yari-agik kiime olarak bulunur.

Onerme 4.7: (X, T) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve V,A € X

olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

(1) Ve GSO(X) ve AeGaO(X) ise VNAEGSO(X)dir.
(2) Ve gPO(X) ve AeGaO(X) ise VNAEGPO(X) dir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)
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ispat:

(1) VEGSO(X) ve A€GaO(X) olsun. Bu durumda V € W(int(V)) ve AC
int(W(int(A))) dir. int(¥(int(A))) ve int(V) agik olduklari i¢in Yardimci Teorem3.1

den
vnAcw(int(V)) nint (¥(int(A)))
c Y[int(V) N int (lP(int(A)))]

< W[int(V) n ¥(int(A))]
S W[W[int(V) N int(A)]]
C Y[int(VN A)]

olur. O halde VNA kiimesi G-yari-agiktir.

(2) Ispat (1) in ispatina benzer sekilde Yardimci Teorem 3.1 kullanilarak
yapilir.

Sonug 4.1: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X {izerinde bir grill ve V,A € X

olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(1) Ve GSO(X) ve AeT ise VNAEGSO(X) dir.
(Al Omari ve Noiri, 2011;Mandal ve Mukherjee,2012)

(2) Ve GPO(X) ve A€ T ise VNAEGPO(X) dir.
(Hatir ve Jafari,2010; Al Omari ve Noiri, 2011)

Onerme 4.8: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A,B € X

olsun. O zaman agagidaki ifadeler saglanir.

(1) A,BEGaO(X) ise ANBEGaO(X) dir.
(2) Her i€l i¢in Aj€ GoO(X) ise Uie/Ai€GaO(X) dir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
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ispat:

(1) A,.BEGaO(X) olsun. Teorem4.1 den A ve B kiimeleri G-yari-agik ve G-6n-
aciktir. Onerme 4.7 den ANB kiimesi hem G-yari-agik hem de G-on-agiktir. O halde
Teorem4.1 den ANB kiimesi G-a-agiktir.

(2) Her i€l i¢in Aj kiimesi G-a-agik olsun. Bu durumda her i€l i¢in A; S

int(¥(int(A;))) € int(¥ (int(Uie A;) ) dir. O halde UieiA; kiimesi G-a-agiktr.

Sonug 4.2: (X, T") bir topolojik uzay, G ailesi X {izerinde bir grill olsun. GaO(X)
ailesi T € GaO(X) € T kosulunu saglayan X iizerinde bir topolojidir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)

Ispat: Onerme 4.1 den T € GaO(X) € T* oldugu agiktir. Ayrica Onerme 4.1

(a) ve Onerme 4.8, GaO(X) ailesinin X iizerinde bir topoloji oldugunu kanitlar.

Sonug¢ 4.3: (X,T) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X
olsun. G = P(X) — { @} ise asagidaki ifadeler saglanir.

(1) A kiimesinin G-o-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul a-agik olmasidir.
(2) A kiimesinin G-6n-ag¢ik olmasi igin gerek ve yeter kosul 6n-agik olmasidir.
(3) A kiimesinin G-yari-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul yari-agik
olmasidir.
(4) A kiimesinin G-B-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B-acik olmasidir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)
Ispat: G=P(X)-{@}iken ®(A)=W(A)=T; —cl(A) =cl(A) oldugu i¢in

ispatlar agiktir.

Sonu¢ 4.4: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X

olsun. G={X} ise asagidaki ifadeler saglanir.
(1) A kiimesinin G-a-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul agik olmasidir.
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(2) A kiimesinin G-0n-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul agik olmasidir.
(3) A kiimesinin G-yari-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul agik olmasidir.
(4) A kiimesinin G-B-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul yari-agik olmasidir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)
Ispat: G={X} iken her A € X icin ®(A) = @ oldugundan W(A) = A olur.
Buradan 7' topolojisi X tiizerinde ayrik topolojiye karsilik geldigi icin ispatlar
aciktir.

Onerme 4.9: (X,7) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X

olsun. Bu durumda asagidakiler ifadeler saglanir.

(@) Her i€l i¢in Aje GPO(X) ise Uie/AieGPO(X) tir.
(Hatir ve Jafari,2010)

(b) Her i€l i¢in Aj€ GSO(X) ise UielAieGSO(X) dir.
(Al Omari ve Noiri, 2011;Mandal ve Mukherjee, 2012)

(c)Her i€l i¢in Aj€ GBO(X) ise Ui AiEGPO(X) dir.

Ispat:

(@) Her i€l ig¢in A;j G-On-agik kiime olsun. Buradan her i€l igin A; S

int(‘{‘(Ai)) oldugundan;

U aclJ i@ cmd ] wan =md J avem)
=i _avu (| _emop=mid ] muved J an

- int(‘P(U A)
iel

oldugu goriiliir.

(b) Her i€l i¢in A; G-yari-agik kiime olsun. Buradan her i€l igin A; S
Y(int(A;)) oldugundan A; € W(int(4;)) S W(int(UigA;)) elde edilir. Boylece
Uier A; € W(int(Ujer A;)) bulunur.
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(c) Her i€l ig¢in A; G-B-acik kiime olsun. Buradan her i€l igin A; S
Cl(lnt(W(Al))) Oldugundan, UiEIAi c UiEI cl (lnt(lp(Al))) c Cl(UiEI lnt(‘P(Al)))

olur. (a)’dan Uje A; € cl(Uierint(W(A))) € cl(int(W(Uier Ay)) oldugu goriiliir.

Sonu¢ 4.5: (X,T) bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve A € X
olsun. ®(A) = cl(int(cl(A))) ise asagidaki ifadeler saglanir.

(1) A kiimesinin G-o-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul A nin a-agik
olmasidir.

(2) A kiimesinin G-B-acik olmasi igin gerek ve yeter kosul A nin B-agik
olmasidir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
Ispat:

(1) Onerme 4.1 geregi A bir G-a-agik kiime ise A bir a-acik kiimedir. Tersine
A bir a-agik kiime ise A € int(cl(int(A))) tir. Ayrica
int(A) < cl(int(A))
int(A) <€ int(cl(int(A)))
cl(int(A)) < cl(int(cl(int(A))))
int(cl(int(A))) € cl(int(cl(int(A))))

int(cl(int(4))) € int(A) U cl (int(cl(int(A))))

int(cl(int(A))) < int (int(A) U cl (int(cl(int(A)))))
= int(int(A) U ®(int(A)))
= int(¥(int(A)))
oldugundan A € int(W(int(A))) dir. O halde A bir G-a-agik kiimedir.

(2) Onerme 4.4 geregi A bir G-p-acik kiime ise A bir B-acik kiimedir. Tersine A
kiimesi B-agik oldugundan A C cl(int(cl(A))) dir. Ayrica A € A U cl(int(cl(A))) =
W(A) olur. Onerme 3.1 (d) geregi;

cl(A) € cl(WP(A)) = ¥P(A)
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int(cl(A)) € int(¥(A))
oldugundan A < cl(int(cl(A))) < cl(int(¥(A))) elde edilir. O halde A bir G-B-agik

kiimedir.

Tammm 4.2: (X,T") bir topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve F € X
olsun. F kiimesinin tlimleyeni G-yari-acik (G-On-acik) ise F ye G-yari-kapali (G-6n-

kapal1) kiime denir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)

Teorem 4.4: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X fizerinde bir grill ve A € X
olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.
a) A kiimesi G-yari-kapali ise int(W(A)) S A dir.
(Al Omari ve Noiri, 2011;Mandal ve Mukherjee, 2012)
b) A kiimesi G-On-kapali ise W(int(A)) € A dir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)

ispat:

a) A kiimesi G-yari-kapali olsun. Bu durumda; X —A C ‘P(int(X —A)) c
c(int(X — A)) = X — int(cl(A)) € X — int(¥(A)) elde edilir. Buradan
int(W(A)) € A oldugu goriiliir.

b) A kiimesi G-On-kapali olsun. Buradan X—-AC int(‘P(X - A)) c
int(cl(X — A)) = int(X — int(A)) = X — cl(int(A)) € X — ¥(int(A)) bulunur. O
halde W(int(A)) < A dur.

Asagida verilen 6rnek Teorem 4.4 deki kosullarin ters gerektirmelerinin her

zaman dogru olmadigin1 gosterir.

Ornek 4.8: X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {a, d}, {a, b, c},
{b,c},0,X} ve grill G = {{a},{a,b},{a c},{a,d},{a,b,d},{a,c,d}, {ab,c},X} olsun.
A ={b,d} cX igin int(‘P(A)) =@ cA olmasmma ragmen X—AE lP(int(X —
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A)) = {a,d} oldugundan A kiimesi G-yari-kapali kiime degildir. Ayrica
¥(int(A)) = @ c A olmasmna ragmen X — A & int(¥(X — A)) = {a,d} oldugundan
A kiimesi G-06n-kapali kiime degildir.

Teorem4.5: (X,7") bir topolojik uzay, G ailesi X f{izerinde bir grill olsun. O

zaman asagidaki ifadeler saglanir

a) A kiimesi X in X — ¥(int(A)) = Y(int(X — A)) kosulunu saglayan bir alt
kiimesi olsun. A kiimesinin G-yari-kapali olmast i¢in gerek ve yeter kosul
int(¥(A)) € A olmasidir.

(Mandal ve Mukherjee, 2012)

b) A kiimesi X in X — ¥(int(A)) = int(¥(X — A)) kosulunu saglayan bir alt
kiimesi olsun. A kiimesinin G-on-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Y(int(A)) € A olmasidir.
ispat:

a) Teorem 4.4 (a) dan G-yari-kapali ise int(W(A)) € A dir.int(P(A)) € A
olsun. Buradan X—A <X —int(¥(A)) = ¥Y(int(X—A)) oldugundan X —A
kiimesi G-yari-agiktir. O halde A kiimesi G-yari-kapalidir.

b) Teorem 4.4 (b) den G-6n-kapali ise W(int(A)) € A dir. P(int(A)) € A
olsun. Buradan X—A < X —W¥(int(A)) = int(Y(X — A)) oldugundan X — A
kiimesi G-06n-aciktir. O halde A kiimesi G-6n-kapalidir.

Not 4.2: (X,T;) topolojik uzayinda bir kiimenin yari-agik (on-agik, a-agik,B-
acik) olmasiyla G grilli ile birlikte verilen (X, T") topolojik uzayinda bir kiimenin G-
yari-acgik (G-06n-acik,G-a-acik,G-B-acik) olmasi farkli kavramlardir.

(Mandal ve Mukherjee, 2012)
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Ornek 4.9: X = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b, c}, {b, ¢, d},
{a,b,c},0,X} ve grill G = {{b},{a, b}, {b,c},{b,d},{a b,c},{a,b,d}, {c,b,d} X}
olsun. Buradan J; = {{a}, {b}, {b, c},{a, b}, {b,d}, {a, b, c},{a, b, d}, {c, b, d}, X, @} dir.
A = {b} kiimesi (X,Tg) ye gore A < cl(int(A)) = {b, ¢, d} oldugundan yar1-agik
kiimedir fakat (X,T) uzayinda G grilline gére A € W(int(A)) = @ oldugundan G-
yari-acik kiime degildir.

30



5 GRILL ARACILIGIYLA SUREKLILiK CESITLERI

Tammm 5.1: (X,7) ve (Y,o) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
f: (X,7,G) = (Y, o) bir fonksiyon olsun.

(@) Her Ve€o icin f~1(V) kiimesi ®-agcik ise f fonksiyonuna ®-siireklidir denir.
(Hatir ve Jafari, 2010)
(b) Her VE€o igin f~1(V) kiimesi G-o-acik ise f fonksiyonuna G-o-siireklidir

denir. (Al Omari ve Noiri, 2011)
(c) Her VEo igin f~1(V)kiimesi G-yari-acik ise f fonksiyonuna G-yari-
stireklidir denir. (Al Omari ve Noiri, 2011;Mandal ve Mukherjee,2012)
(d) Her V€&o igin f~1(V)kiimesi G-6n-agik ise f fonksiyonuna G-6n-siireklidir
denir. (Hatir ve Jafari, 2010)
(e) Her V€a igin f~1(V)kiimesi G-B-agik ise f fonksiyonuna G-B-siireklidir
denir. (Al Omari ve Noiri,2013)

Onerme 5.1: (X,7) ve (Y,o) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
f: (X,7,G) = (Y,0) bir fonksiyon olsun. O zaman asagidakiler saglanir.

a) ffonksiyonu siirekli ise G-a-siireklidir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
b) f fonksiyonu G-a-siirekli ise G-On-siirekli ve G-yari-siireklidir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)

c) f fonksiyonu G-a-siirekli ise a-stireklidir.

Ispat: Ispatlar Onerme 4.1°den agiktir.

Asagidaki &rnek Onerme 5.1 in ters gerektirmelerinin her zaman dogru

olmadigini gosterir.
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Ornek 5.1:
(@) X = {1,2,3,4} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{3},{2,3},{2,3,4}, X, 8} ve
grill G = {{2},{3},{1,2},{2,3},{2,4}{1,3},{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,4,3},{2,3,4}, X},
Y={a,b} kiimesi tizerindeki topoloji 6={{a},Y,@} olsun. f(1)=f(2)=b ve f(3)=f(4)=a
olarak tanimlanan f: (X,7,G) — (Y, o) fonksiyonu G-a-siireklidir fakat {a}€c
i¢in f~1({a}) = {3,4} kiimesi agik olmadigindan siirekli degildir.
(b)
i) X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {b, c}, @, X} ve grill
G = {{a},{b},{a, c}, {b,c},{a, b}, X}, Y={1,2} kiimesi lizerindeki topoloji
o={{1},Y,0} olsun. f(a)=f(b)=1 ve f(c)=2 olarak tanimlanan f : (X,7,G) = (Y,0)
fonksiyonu G-6n-siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1})={a,b} kiimesi G-a-acik
olmadigindan G-a-siirekli degildir.
i) X =1{a,b,c,d,e} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {c,d},{a, c,d},
{b,c,d},{a,b,c,d}, X, 0} ve grill G = {{a},{b}.{a,c},{a,d}.{a,e},{a,b,c},{a,b,d},
{a,b,e}.{a,c,d}.{a,c,e},{a,d,e}.{a,b,c.d},{a,b,c.e}{a,b,d,e},{a,c,d,e},{a,b},{b,c},{b,d},
{b,e},{b,c,d},{b,c.e}.{b,d,e},{b,c,d,e}, X}, Y={1,2} kimesi tizerindeki topoloji
o={{1},{2},Y,0} olsun. f(a)=f(e)=1 ve f(b)=f(c)=f(d)=2 olarak tanimlanan f:
(X,T,G) — (Y,0) fonksiyonu G-yari-siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1}) = {a, e}

kiimesi G-a-acik olmadigindan G-a-stirekli degildir.

(c) X = {a,b, ¢, d, e} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {a, b}, X, @} ve
grill G = {{c}, {a,c},{b,c},{d,c},{ec},{ab,c}{adc}{a e c},{b,dc} {bec},
{d,e, c},{a,b,c,d},{ab,ce}{acde},{bcde} X}, Y={1,2} kiimesi tizerindeki
topoloji o={{1},Y,0} olsun. f(a)=f(b)=f(d)=1 ve f(c)=f(e)=2 olarak tanimlanan
f: (X,7,G) = (Y,0) fonksiyonu a-siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1}) = {a, b, d}

kiimesi G-a-acik olmadigindan G-a-stirekli degildir.

Teorem 5.1: (X,T") ve (Y,o) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
f: (X,T,G) = (Y,0) bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun G-a-siirekli olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul G-yari-siirekli ve G-6n-siirekli olmasidir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
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Ispat: Teorem 4.1 den ispat1 agiktir.

Teorem 5.2: (X,7") ve (Y,o) iki topolojik uzay, G ailesi X {izerinde bir grill ve
f: (X,7,6) = (Y,0) bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun G-a-siirekli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f : (X, GaO(X)) = (Y, o) nin siirekli olmasidir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)
Ispat: Sonug 4.2 den T7SGaO(X) oldugu icin ispat agiktir.

Onerme 5.2: (X,7) ve (Y,o0) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
f: (X,7,G) = (Y, o) bir fonksiyon olsun. O halde asagidakiler saglanir.

a) f fonksiyonu ®-stirekli ise G-on-siireklidir.

b) f fonksiyonu G-6n-siirekli ise 6n-siirekli ve G-B-stireklidir.

Ispat: Ispatlar Onerme 4.2 den agiktir.

Asagidaki 6rnek Onerme 5.2 deki gerektirmelerin terslerinin her zaman dogru

olmadigini gosterir.
Ornek 5.2:

a) X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki topoloji T={{a}{b,c}X,0} ve grill
G={{b}{b,c}{a,b} X}, Y={1,2} kiimesi tizerindeki topoloji c={{1},{2},Y,0}
olsun. f(a)=1 ve f(b)=f(c)=2 seklinde tanimlanan f : (X,7",G) — (Y, o) fonksiyonu G-
on-siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1}) = {a} kiimesi ®-a¢ik olmadigindan ®-
stirekli degildir.

b)

i) X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{c}, {a, b}, @, X} ve grill
G = {{c},{b}, {b, c}, {a, c}, {a, b}, X}, Y={1,2} kiimesi tizerindeki topoloji
o={{1},Y,0} olsun. f(b)=2 ve f(a)=f(c)=1 seklinde tanimlanan f: (X,T,G) —
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(Y, o) fonksiyonu &n-siireklidir fakat {1}€c igin f~1({1}) = {a, ¢} kiimesi G-6n-agik
olmadigindan G-6n siirekli degildir.

ii) X ={a,b,c,d, e} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {b}, {a, b}, X, 0}
ve grill G = P(X) — {0}, Y={1,2} kiimesi tizerindeki topoloji c={{1},Y,@} olsun.
f(b)=f(e)=2 ve f(a)=f(c)=f(d)=1 seklinde tanimlanan f : (X,T,G) — (Y, o) fonksiyonu
G-B-siireklidir fakat {1}€c igin f~1({1}) = {a, ¢, d} kiimesi G-6n-acik olmadigindan
G-0n siirekli degildir.

Onerme 5.3: (X,7) ve (Y,o) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
f: (X,7,G) = (Y, o) bir fonksiyon olsun.O zaman asagidakiler saglanir.

a) ffonksiyonu G-yari-siirekli ise yar1 -siireklidir. (Mandal ve Mukherjee,2012)
b) ffonksiyonu G-yari-siirekli ise G-B-siireklidir.

Ispat: Ispatlar Onerme 4.3 ten agiktir.

Asagidaki 6rnek Onerme 5.3 teki gerektirmelerin terslerinin her zaman dogru

olmadigini gosterir.
Ornek 5.3:

a) X = {a, b, ¢, d} kiimesi tizerindeki topoloji T = {{a}, {b},{a, b}, X, Q)} ve grill
G = {{b},{a,b},{b,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d}, {b,c,d}, X}, Y={1,2} kiimesi
iizerindeki topoloji o = {{1}, Y, @} olsun. h(a)=h(c)=h(d)=1 ve h(b)=2 seklinde
tanmli h : (X, 7,G) — (Y, o) fonksiyonu yari-siirekli fakat {1}€c igin A1 ({1}) =
{a, c, d} kiimesi G-yari-acik olmadigindan G-yari-siirekli degildir.

b) Ornek 5.1 (c) de verilen f fonksiyonu G--siireklidir fakat {1} €c igin
({1} = {a, b, d} kiimesi G-yar1-agik olmadigindan G-yari-siirekli degildir.

Onerme 5.4: (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve

f: (X,T,G6) = (Y, o) bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu G-B-siirekli ise B-siireklidir.

Ispat: Onerme 4.4 den ispat aciktir.
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Onerme 5.4 {in tersinin her zaman dogru olmadigini gdsteren 6rnek asagidadir.

Ornek 5.4: Ornek 5.2(b) (i) de verilen f fonksiyonu B-siirekli fakat {1}€c igin
f1({1}) = {a, ¢} kiimesi G-B-agik olmadigindan G-B-siirekli degildir.

Onerme 5.5: (X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
f: (X,T,G) = (Y, o) bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

a) f fonksiyonu a-siirekli ise G-B-siireklidir.

b) f fonksiyonu yari-siirekli ise G-p-stireklidir.

Ispat: Ispatlar Onerme 4.5 den agiktir.

Asagidaki 6rnek Onerme 5.5 deki gerektirmelerin terslerinin her zaman dogru

olmadigini gosterir.

Ornek 5.5:

a) X= {a, b, c} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a}, {c},{a, c}, ®, X} ve grill
G = {{a},{a,b},{a,c}, X}, Y={1,2} kiimesi tizerindeki topoloji c={{1},Y,@} olsun.
f(a)=f(b)=1 ve f(c)=2 seklinde tanimlanan f : (X, 7", G) — (Y, o) fonksiyonu G-p-
siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1}) = {a, b} kiimesi a-agik olmadigindan o-siirekli
degildir.

b) X= {a,b, ¢, d} kiimesi iizerinde T = {{b},{a, ¢}, {b,d}, {a, b, ¢}, 8, X} topoloji
ve grill G = {{c},{a, c},{b,c},{c,d}, {a,c,d},{a,b,c},{b,c,d}, X}, Y={1,2} kiimesi
tizerindeki topoloji 6={{1},Y,@} olsun. f(a)=2 ve f(b)=f(c)=f(d)=1 seklinde
tanimlanan f : (X, T, G) = (Y, o) fonksiyonu G-B-siireklidir fakat {1} €c i¢in
f1({1}) = {b, c, d} kiimesi yar1-agik olmadigindan yari-siirekli degildir.

Not 5.1: Siireklilik ve ®-siireklilik birbirlerinden bagimsiz kavramlardir.

Asagidaki 6rnek Not 5.1°1 dogrulamaktadir.

35



Ornek 5.6:

a) X = {a,b, c,d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a},{b,c},{a,b,c}, 0,X} ve
grill G = {{c},{a,c},{b,c},{c,d},{a,b,c},{a,d,c},{b,c,d}, X} , Y={1,2} kiimesi
tizerindeki topoloji  o={{1},Y,@} olsun. f(a)=f(b)=f(c)=1 ve f(d)=2 scklinde
tanimlanan f:(X,7,G)—(Y,o0) fonksiyonu siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1}) =
{a, b, c} kiimesi ®-a¢ik olmadigindan ®-siirekli degildir.

b) X = {a,b, c,d} kiimesi iizerindeki topoloji T = {{a},{b,c},{a,b,c}, 0,X} ve
grill G =P(X)—{0}, Y={1,2} kiimesi iizerindeki topoloji o={{1},Y,@} olsun.
f(a)=f(b)=f(d)=2 ve f(c)=1 seklinde tanimlanan f: (X,7°,G)—(Y,5) fonksiyonu ®-
siireklidir fakat {1}€c i¢in f~1({1}) = {c} kiimesi ac¢ik olmadifindan siirekli
degildir.

Onerme 5.1, Onerme 5.2, Onerme 5.3, Onerme 5.4, Onerme 5.5 ve Not 5.1

yardimiyla asagidaki diagram elde edilir.

Stirekli > G-ostirekli > G-van sirekli

ci-siirekli ¢ > Yar sirekli
o-siirekli > G-6n siirekli ‘ > G-B-siirekli

On siirekli > [-siirekli

Teorem 5.3: (X,T) ve (Y,o) iki topolojik uzay, G ailesi X tizerinde bir grill
olmak tizere f : (X,T,G) — (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir.

a) ffonksiyonu G-a-siireklidir,

b) Y deki her kapali kiimenin ters goriintiisii G-a-kapalidir,

c) Her xeX ve f(x) noktasini i¢eren her VE€a igin f(U)SV olacak sekilde x
noktasini i¢eren bir G-a-agik U kiimesi vardir.

(Al Omari ve Noiri, 2011)
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Ispat(a)=(b) F kiimesi Y nin kapali bir alt kiimesi olsun. f fonksiyonu G-o-
siirekli oldugu igin f~1(Y — F) = X — f1(F) kiimesi G-a-agiktir. O halde f~1(F)

kiimesi G-o-kapalidir.

(b)=(a) VEo olsun. Hipotezden f~1(Y — V) = X — f~1(V) kiimesi G-a-
kapalidir. Buradan f~1(V) kiimesi G-a-agiktir. O halde f fonksiyonu G-a-siireklidir.

(a)=(c) xeX olmak tizere V kiimesi f(x) noktasini igeren agik bir kiime olsun. f
fonksiyonu G-o-siirekli oldugu i¢in f~1(V), x noktasini igeren G-o-agik bir kiimedir.
O halde f~1(V) = U olarak alindiginda x noktasii igeren f(U)SV kosulunu

saglayan bir G-a-acik kiime elde edilmis olur.

(c)=(a) VEc ve x € f~1(V) olsun. Buradan f(x) € V € o ve hipotezden x
noktasini iceren f(U)SV olacak sekilde dyle bir U G-a-agik kiimesi vardir. O halde
x € U C int(¥ (int(V))) C int(¥(int(f~*(V)))) oldugundan f~1(V) <
int(¥(int(f~1(V)))) dir. Bu f ~1(V) kiimesinin G-a-acgik oldugunu gosterir.

Boylece, f fonksiyonu G-a-stireklidir.

Teorem 5.4: (X,7) ve (Y,o0) iki topolojik uzay, G ailesi X {izerinde bir grill
olmak tizere f : (X,T,G) — (Y, o) fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir.

(@) f fonksiyonu G-yari-siireklidir,

(b) Y icindeki her kapali kiimenin ters goriintiisii G-yari-kapalidir,

(c) Her xeX ve f(x) noktasini i¢eren her VE€o i¢in f(U)SV olacak sekilde x
noktasini iceren bir G-yari-acik U kiimesi vardir.

(Al Omari ve Noiri, 2011;Mandal ve Mukherjee,2012)

Ispat: (a)=(b) F kiimesi Y nin kapali bir alt kiimesi olsun. f fonksiyonu G-yari-
siirekli oldugu igin f~1(Y — F) = X — f~1(F) kiimesi G-yar1-agiktir. O halde
f~1(F) kiimesi G-yari-kapalidir.

(b)=(a) VEo olsun. Hipotezden f "1 (Y — V) = X — f~1(V) kiimesi G-yari-
kapalidir. Buradan f~1(V) kiimesi G-yari-aciktir. O halde f fonksiyonu G-yari-

sureklidir.
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(a)=(c) xeX olmak tizere V kiimesi f(x) noktasini i¢eren agik bir kiime olsun. f
fonksiyonu G-yari-siirekli oldugu i¢in f~1(V), x noktasini igeren G-yari-agik bir
kiimedir. O halde f~1(V) = U olarak alindiginda x noktasin iceren f(U)SV

kosulunu saglayan bir G-yari-acgik kiime elde edilmis olur.

(c)=(a) VEo ve x € f~1(V) olsun. Buradan f(x)EVEa ve hipotezden x
noktasini iceren f(U)SV olacak sekilde dyle bir U G-yari-acik kiimesi vardir. O halde
x € U S ¥(int(V)) € ¥(int(f~*(V))) oldugundan f~1(V) € ¥(int(f~1(V)))
dir. Bu f~1(V) kiimesinin G-yari-acik oldugunu gosterir. Bdylece, f fonksiyonu G-

yari-siireklidir.

Tamim 5.2: (X,7') ve (Y,0) iki topolojik uzay, G ailesi X iizerinde bir grill ve
H ailesi Y tizerinde bir grill olmak tizere f: (X,T,G) — (Y, o, H) bir fonksiyon
olsun. (Y, o, ) 1n her G-yari-acik V kiimesi igin f~1(V) kiimesi (X,T,G) nin G-yari-

acik bir kiimesi ise f fonksiyonuna grill-kararsizdir denir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)

Teorem 5.5: (X,7) ve (Y,o0) iki topolojik uzay, G ailesi X {izerinde bir grill ve
H ailesi Y iizerinde bir grill olmak tizere f : (X,T,G) = (Y, o, H) bir fonksiyon
olsun. f fonksiyonu G-yari-siirekli ve her V€o icin f~1(¥(V)) € W(f~1(V)) ise f

fonksiyonu grill-kararsizdir.
(Al Omari ve Noiri, 2011)

Ispat: A kiimesi (Y,0,) 1 G-yari-agik bir kiimesi olsun. Teorem4.2(b) den
VCACY(V) olacak sekilde dyle bir VEc vardir. Buradan f~1(V) € f~1(A4) €
YW W) c P (1)) dir. f fonksiyonu G-yari-siirekli ve VEo oldugundan
f~1(V) kiimesi G-yar1-agiktir. Boylece Teorem4.3 ten f~1(A) kiimesi (X,7,G) de G-
yart-agiktir. O halde f fonksiyonu grill kararsizdir.
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6 SONUC

Bu tezde ilk olarak grill yapisi tanimlanmig ve ¢esitli Orneklerle
pekistirilmistir. Daha sonra grill yardimiyla iiretilen topoloji tanimi verilerek
ozellikleri incelenmistir. Grill aracilifiyla tanimlanan G-a-acik kiime, G-yari-agik
kiime, G-0n-agik kiime, G-B-acik kiime ve ®-agik kiime tanimlar1 verilerek, bunlara
ait temel Ozellikler ve aralarindaki iliskiler ¢alisilmistir. Bu dogrultuda asagidaki

diagram verilmistir.

Agik > G-oack > G-yar agik
c-agk \ \l/ > Yaragk
d-agik > G-on agik ‘ 5 Q—B—aglk/
On apik > Bacik

Ayrica, diagramdaki ters gerektirmelerin her zaman dogru olmadigma dair
0zglin Orneklerle calisma desteklenmistir. Bunun yani sira, G-a siireklilik, G-yari
stireklilik, G-on stireklilik , G- siireklilik ve ®-siireklilik tanimlarina yer verilmistir.

Aralarindaki iligkiler incelenmis ve asagidaki diagram ortaya ¢ikmustir.

Siirekli > G-osiirekll > G-vari siirekli

u-slirekl \L = Yari slirekli
o-stirekli > G-t sitrekli ‘ > G-p-siirekli

On siirekli > [-sirekli
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Benzer sekilde diagramdaki ters gerektirmelerin her zaman dogru

olamayacagina dair 6rnekler verilmistir.

Bundan sonraki c¢alismalarda, griller araciligiyla farkli kiime g¢esitleri ve
stireklilik cesitleri tanimlanabilir. Hatta yeni tanimlanan kiime ve siireklilik tiirleriyle

tezde bahsedilen kiime ve siireklilik tiirleri arasinda iliskiler kurulabilir.
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