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OZET

d-CEBIRLERINDE TUREV

FIRAT, Tamer
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolumii
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Sule AYAR OZBAL
Subat 2016, 18 sayfa

Bu tez esas olarak dort béliimden olusmaktadir. Birinci bolimde tez
konusu tanitilmis ve tezi anlamada kolaylik saglayacak olan bazi temel
tanim ve ozellikler verilmistir. Ikinci boliimde d-cebirlerinde tiirev tanimi
verilerek yapilmis olan calismalarin kisa bir dzeti verilmistir. Ugiincii
bélimde d-cebirlerinde ¢arpan doniigiim tammi  verilmis ve ilgili
ozellikleri d-cebirlerinde incelenmigtir. Dordiincii bolimde simetrik ikili
¢arpan doniigiim tanimi 6nceki ¢caligmalardan esinlenerek verilmis ve ilgili

ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: d-cebri, tiirev, ¢arpan doniisiim, simetrik ikili

¢arpan déniistim.




ABSTRACT

ON DERIVATIONS OF d-ALGEBRAS

FIRAT, Tamer
MSc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Asist. Prof. Dr. Sule AYAR OZBAL

February 2016, 18 pages

This thesis mainly consists of four parts. In the first part, the thesis
subject 1s introduced and some basic definitions and characteristics that
will make it easier to understand the thesis are given. In the second part,
notions of derivation and derivation on d-algebras are given and a short
summary of the studies which until now has been made on these issues are
mentioned. In the third part, the notion of multiplier on d-algebra is given
and related properties that have been hold up to now are mentioned. In
the fourth part, the definiton of symmetric bi-multipliers on d-algebra is

given and related properties are studied in d-algebras .

Key words: d-algebras, derivation, multipliers, symmetric bi-

multipliers.
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1.GIRIS

Mantik cebirlerinin iki siifi olan BCK ve BCI cebirleri ilk olarak
Imai ve Iseki (1966) tarafindan tanimlanmistir ve pek ¢ok arastirmaci
tarafindan calisilmistir. BCK cebirleri BCI cebirleri sinifinin uygun bir alt
siifidir.  Bu kavram iki farkli konudan dogmustur. Birincisi, kiime
teorisi; ikincisi, matematiksel lojik. Kiime teorisinde Kantoroving ve
Livenson (1975) tarafindan temel ii¢ islem; kesisim, birlesim ve fark
islemleri tanimlanmis ve bu islemlerin 6zelliklerinin genellestirilmesi
yapilarak Boole cebiri kavrami ¢ahgilmistir. Birlesim ve kesisim islemleri

yardimiyla kafes kavrami ortaya ¢ikmistir.

BCK cebirlerinin bir baska genellemesi olan d-cebirleri ise Neggers
ve Kim (1999) tarafindan tamimlanmigtir. Bu ¢aligmalarinda bu cebirsel
yapinin bazi 6zellikleri incelenmigtir. Daha sonrasinda birgok aragtirmaci
bu cebirsel yapilarda ¢alismalarina devam etmistir. d-cebirlerinde tlirev
kavrami ilk olarak M. Chandramouleeswaran ve K. Kandaraj (2011)
tarafindan verilmis ve ilgili 6zellikler aymi kisiler tarafindan yapilan
caligmalarda  verilmistir. Yine bu yapida ¢arpan doniiglimii tanimi
Muhammad Anwar Chaudhry and Faisal Ali (2012) tarafindan verilmis ve

ilgili 6zelliklerine yine aymi ¢aligmada yer verilmistir.

Bu c¢alisma da d-cebirleri, d-cebirlerinde tirev ve ¢arpan
déniisiimleri iizerine bilgiler verilmis ve bu alanlarda yapilan ¢alismalarda
elde edilenlerden bahsedilmistir. Daha sonra d-cebirlerinde simetrik ikili
carpan doniigiimii tanimi verilmis, bu doniistime d-cebitlerinde 6rnek

verilmig ve bu doniigiime ait 6zellikler ¢alisiimistir.




2.0ON BILGILER

Bu béliimde, tezin okunabilirligini kolaylagtirmak i¢in bazi temel tanimlar
ile yapilacak kanitlarda ¢ok sik kullanilacak olan d-cebirlerinin bazi 6zellikleri
alindiklar1  kaynaklarla birlikte verilmigtir. Ayrica bu boliimin tamami
M.Chandramouleeswaran ve N.Kandaraj nin 2011 yilinda yaptiklar

“DERIVATIONS ON d-ALGEBRAS™ baglikh ¢aligmalarindan alimmistir.

Tanim 2.1

X, tzerinde " = " ikili iglemi, 0 (sifir) sabiti ile verilen bir kiime olsun. O
zaman her x,y,z € X i¢in asagidaki kosullar saglandiginda (X,+,0) ¢ bir BCI-
cebri denir:

@ () *(xx2))*(z+y) =0,

(@) (x+@+y)+y=0,

(iii) (x*x) =0,

(iv) (x*y)=0ve (y*x) =0isex =y dir.
(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Tamm 2.2

X, bir BCI-cebri olsun. 8: X — X bir doniisiimi her x,y, € X i¢in (x * y) =
(0(x) *y) A (x *8(y)) kosulunu sagliyor ise 8 ya X in bir (sol-sag) tiirevi denir.
Herx,y € X igin (x *y) = (x # B(y)) A (B(x) *y) kosulunu saglaniyor ise
0 ya X in bir (sag-sol) tiirevi denir. Eger 6 hem (sol-sag) hem de (sag-sol) tiirev
ise 8 ya X BCl-cebrinin bir tiirevi denir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Tanim 2.3

X, tizerinde " * " ikili islemi ve O (sifir) sabiti ile verilen bostan farkli bir
kiime olsun. Her x,y € X i¢in asagidaki kosullar saglandigmda (X,*,0) e bir d-
cebri denir:

(@ (x*x)=0,
(ii) (0xx) =0,
(iii) (x*y) =0ve (y*x) = 0isex = y dir.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)



Ornek 2.4

Reel sayilar kiimesi her x,y € R igin x *y = x(x — y) olacak gekilde
tamimh * islemi ile bir d-cebridir . (Neggers, J. And Kim, H.S., 1999)

Tamm?2.5

X bir d-cebri ve S, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger herx,y €

S iginx *y € S oluyorsa S ye X in bir alt cebri denir. (Chandramouleeswaran and
Kandaraj, 2011)

Tanim 2.6

X bir d-cebri ve [,Xin bir alt kimesi olsun. Asafidaki kosullar
saglaniyorsa [ ya X in bir ideali denir:

(i) D&l

(ii) Herx,y €liginx*y € lvey €] oldugundax € I,
(iit) Herx e Ivey € X igcinx *y € [ dir.

Tanim 2.7

(X,*,0) bir d-cebri ve x € X olsun. Eger herhangi bir x € X i¢in x * X =
{0, x} oluyorsa X e bir kenar d-cebri denir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Onerme 2.8

(X,+,0) bir kenar d-cebri ise herhangi bir x € Xi¢inx*0 = x dir.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)
Onerme 2.9

X bir kenar d-cebri olsun. O zaman her x,y € X igin (x * (x *¥)) *y = 0
dir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)




3. d-CEBRI UZERINDE TUREV

Bu boliim M.Chandramouleeswaran ve N.Kandaraj’ nin 2011 yilinda
yaptiklan “DERIVATIONS ON d-ALGEBRAS” bashkli ¢aligmasindan
alinmistir. Bu boliimde d-cebirlerinde tiirev ve 6zellikleri incelenmistir.

Bir (X,*,0) d-cebri lizerinde herhangi x, vy € X i¢cin x # y iglemi kisaca xy
seklinde yazilacaktir. X, d-cebri iizerindeki x, y elemanlari igin x A y = y(yx) ile
gosterilecektir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Tamm 3.1

X bir d-cebri olsun. 8:X — X bir doniisiimii herx,y € X i¢in 8(xy) =
(O(x)y)A(x6(y)) kosulunu sagliyor ise 8 ya X in bir (sol-sag) tilirevi denir.
Her x,y, € X i¢in 8(xy) = (xG(y)) A ((B(x)y) kosulunu saghyor ise € ya X in
bir (sag-sol) tiirev denir. Eger 6, X in bir hem (sol-sag) hem de (sag-sol) tiirev ise
6 ya X d-cebrinin bir tiirevi denir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Ornek 3.2

X ={0,1,2,3,4,5} kiimesi lizerinde bir * islemi asagidaki gibi verilsin:

* |0 1 2 3 4 5
0{0 0 0 0 0 O
I ({1 0 0 0 0 0
2412 2 0 0 0 0
313 3 1 0 0 O
414 2 1 1 0 0
5158 § 5§ 3 1 10

O zaman X bir d-cebridir. 8;:X = X ve0,: X = X

0, x = 0,1,3,5 0, x = 0,1,3
91(x)2{2x=24 ve 92("):{2;::245

olacak sekilde tammlanan iki doniigiim olsun. €, doniisiimii hem (sol-sag) hem
de (sag-sol) tiirevdir; fakat 8, (sag-sol) tiirev olup (sol-sag) tiirev degildir.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)
Tanim 3.3

X d-cebri iizerinde tanimlanan bir 8 déniisiimii i¢in 6(0) = 0 oluyorsa 6
ya regiilerdir denir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Onerme 3.4

(X,* ,0) bir d-cebri olsun. Eger 8: X — X doniisiimii bir (sol-sag) tiirev ise
8 regiilerdir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)




Sonug¢ 3.5

6, X d-cebrinin bir tirevi 1se @ regiilerdir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj,
2011)

Onerme 3.6

X bir d-cebri olsun, eger her x € X i¢in x0 = x ise her sag-sol tiirev
regiilerdir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Uyari 3.7

Bir kenar d-cebrinde her sag-sol tirev regiilerdir. (Chandramouleeswaran and
Kandaraj, 2011)

Onerme 3.8
X, her x € X igin x0 = x olacak sekilde bir kenar d-cebri olsun.
(1) Eger 6, X in bir sol-sag tiirevi ise her x € X i¢in 6(x) = 6(x) Ax dir.

(2) Eger 6, X in bir sag-sol tiirevi ise her x € X i¢in 6(x) = x A 8(x) dir.
(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Onerme 3.9

X, her x € X igin x0 = x olacak sekilde bir d-cebri ve 6, X d-cebrinin bir
tirevi olsun. O zaman her x € Xi¢in (x(x8(x)))x = (H(x)(ﬂ (x)x))x dir.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Uyar 3.10

0, X kenar d-cebrinin bir tirevi ise her x € Xigin [x(x(6(x))]x =
[6(x)(@(x)x)]x =0 dir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Tanum 3.11

X bir kenar d-cebri olsun. X {izerinde " <" bagmtist herx,y € X igin
asagidaki gibi tanimlansin:

x<yeSxy=0

O zaman (X, <) bir kismi siralt kiimedir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Onerme 3.12

X, kenar d-cebri ve 8 , X in bir tiirevi olsun. O zaman her x,y € X icin
asagidaki 6zellikler vardir:




(1) 6(x) <x,

2)6(xy) <x6(y),

(3)6(xy) < 6(x)y ,

(4) 0(x0(x)) =0,

(5)6(6(x)) <x,

(6) 671(0) = {x € X|6(x) = 0} X bir d-alt cebridir.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Onerme 3.13

X bir kenar d-cebri ve 64, 8,5, 05 ... 8, , X intirevleri olsun. O zaman
her x € X igin 6y (8- (Bnz - (6 (61 (®)))) ) Sx olur.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Tamm 3.14

0, X kenar d-cebrinin bir tiirevi olsun. X in bir I ideali i¢in 6(I) =

{6(x)| x €I} olmak iizere 6(I) S oluyor ise [ ya O-invaryant denir.
(Chandramouleeswaran and Kandaraj 201 1)

Ornek 3.15

X ={0,1,2,3,4,5} kiimesi tizerinde " * " iglemi agagidaki gibi tamimlansin:

+ |0 1 2 3 4 5
0|0 0 0 0 0 0
111 0 0 0 0 0
212 2 0 0 0 0
313 3 1 0 0 0
414 2 1 1 0 0
515 5 5 3 1 0

X kenar d-cebrinin 8 tiirev doniisiimii 8: X — X

(0 x=013
00 =1{, - 2.4

olarak verilsin.
I = {0,2} d-ideali, @-invaryantur.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)




Ornek 3.16

X =1{0,1,2,3,4,5} kiimesi tizerinde " * " iglemi asagidaki gibi tanimlansin:

+ |0 1 2 3 4 5
0jo 0 0 0 0 O
1|1 0 0 0 0 0
212 2 0 0 0 O
313 3 3 0 0 0
4 14 4 4 4 0 0
5|% 5 & & & 0

X kenar d-cebrinin @ tiirev dontisimii 8: X — X

(0 x=01,234
000 = { 5 x=5

olarak verilsin. I = {0,1,2,3,4} d-ideali, f-invaryantir.

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)

Teorem 3.17

0, X kenar d-cebrinin bir tiirevi olsun. O zaman X in her ideali 6-
invaryanttir. (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011)




4 . d-CEBIRLERINDE CARPAN
DONUSUMLER

Bu béliim Muhammad Anwar Chaudhry ve Faysal Ali’ nin 2012 yilinda
yaptiklari  “Multipler in d-algebras” isimli ¢aligmalarindan alimmistir. Bu

bélimde garpan déniigiimler incelenmigtir.

Tamm 4.1

f:X - X doniisiimii eger her x,y € X igin f(x * y) = f(x) * y kosulunu
saglhiyorsa [ ye X lizerinde bir ¢arpan doniistim denir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Ornek 4.2

X ={0,a,b} kiimesi tizerinde * ikili islemi agagidaki gibi tanimlansin:

«= [0 a b
00 0 O
ala 0 0
b|b a 0
X d-cebrinde f: X — X doniisimi;
(0, x=0,a
fix) = {a, x=bhb

seklinde tanimlansin.

f:X > X doniisimii her x,y €X i¢inf(x*y) = f(x)*y kosulunu
sagladigindan f, X lizerinde bir ¢arpan doniigiimdiir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Onerme 4.3

X bir d-cebri ve f, X iizerinde bir ¢arpan doniigiim olsun. O zaman her
x,y € X ic¢in asagidakiler saglanir.

(1 f(0)=0,

@ fx)<x,

(3)Egerx <yise f(x)<y.
(Chaudhry and Ali, 2012)
Onerme 4.4

X d-cebrinde f ve g carpan doniisiimler ise f o g bir carpan doniisiimdiir.
(Chaudhry and Ali, 2012)




Tanim 4.5

X bir d-cebri olsun. Eger herx,y,z € X igin (x*y)*z = (x*2z)*
(y * z) oluyorsa X e pozitif implikatif denir.

M(X), X iizerindeki tiim g¢arpan doniigiimlerinin kiimesi olsun. Her x € X
icin 0:X - X, 0(x) =0 ve I(x) =x olacak sekilde tanimlanan O ve [

déntistimleri M(X) kiimesinin elemanlaridir. Yani M(X) bostan farkhdir.
(Chaudhry and Ali, 2012)

Tanim 4.6

X pozitif implikatif d-cebri ve M(X), X iizerindeki tiim ¢arpan
doniisiimlerinin kiimesi olsun. M (X) kiimesi iizerinde * ikili islemi her x € X ve

her f,g € M(X) igin (f * g)(x) = f(x) * g(x) olacak sekilde tanimlanir.
(Chaudhry and Ali, 2012)

Teorem 4.7

X pozitif implikatif d-cebri olsun. O zaman (M(X)*,0) bir pozitif
implikatif d-cebridir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Onerme 4.8

f, X d-cebri iizerinde bir ¢arpan doniisiim olsun. Eger f bire-bir ise f, X
tzerinde birim déntigtimdiir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Tanim 4.9
f, X d-cebrinin bir ¢arpan doniistimii olsun. Celk(f) kiimesi,
Cek(f) = {x € X|f (x) = 0} olacak gekilde tanimlanir.

Onerme 4.10
X bir d-cebri ve f, X lizerinde taniml1 bir ¢arpan doniisiim olsun. O zaman:
(1) Cek(f), X in bir alt cebridir,
(2) Eger f bire-birise Cek(f) = {0} dir.

(Chaudhry and Ali, 2012)

Tanim 4.11

X bir d-cebri olsun. Eger x,y € X igin x * (x * y) = y * (y * x) oluyor ise
X e degismelidir, denir. (Chaudhry and Ali, 2012)




Onerme 4.12

X, her x € X igin x * 0 = 0 olacak sekilde degismeli bir d-cebri ve f, X
tizerinde bir ¢arpan déniisiim olsun. Eger x € Cek(f) vey < x ise y € Cek(f)
tir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Teorem 4.13

X, her x € X igin x * 0 = x olacak sekilde tamimli bir d-cebri ve f,X
lizerinde endomorfizma olan bir ¢arpan doniisiim olsun. O zaman Cek(f), X
in bir d-idealidir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Tamm 4.14
f, X d-cebri lizerinde bir ¢arpan doniigiim olsun.

O zaman Fix(f) = {x € X|f(x) = x} kiimesine f nin sabit noktalarinin
kiimesi denir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Onerme 4.15

f, X d-cebri lizerinde bir ¢arpan ddniigiim olsun. O zaman Fix(f), X in
bir alt cebridir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Tamm 4.16

f,X d-cebri tizerinde bir ¢arpan doniisiim olsun. Eger fof = f oluyorsa
f ye idempotentir denir. fofislemi f* seklinde gosterilir. (Chaudhry and Ali, 2012)

Teorem 4.17

X, her x € X i¢in x = 0 = x olacak sekilde pozitif imlikatif bir d-cebri ve f
, 2 ; X lizerinde idempotent carpan doniisiimler olsun. Eger f, of,= f20f, ise
f1#* f2, X lizerinde bir idempotent ¢arpan doniigiimdiir. ( Kim and Lim, 2013)

Uyan 4.18

X ve X, birer d-cebri olsun. xq,y; € X1 ve X3,¥; € X; igin, (xq,y1) *
(x2,¥2) = (xl *Xp Yq ¥ yz) olacak sekilde tanmmlanan ikili iglem ile X; X X, bir
d-cebridir. ( Kim and Lim, 2013)

Onerme 4.19

X,ve X, birer d-cebri olsun. f:X; X X, = Xy X X, doniisimii her
(x,¥) € X; X X5 elemam i¢in f(x,¥) = (x,0) olacak sekilde tanimlansin. O
zaman f, Xy X X, nin bir ¢arpan doniisiimidir. ( Kim and Lim ,2013)
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Uyar1 4.20

X bir d-cebri ve fi, f>; X tizerinde birer doniigiimler olsun. Her x € X igin,
(fi A f>)(x) = f1(x) A f,(x) olacak sekilde tanimlidir. (Kim and Lim, 2013)

Onerme 4.21

X bir pozitif implikatif d-cebri ve f;, f,; X tlizerinde birer ¢arpan
déniisiimler olsun. O zaman f; A f, de X lizerinde bir ¢arpan doéniisiimdiir. ( Kim
and Lim, 2013)

Onerme 4.22

X bir d-cebri ve f, X in bir ¢arpan déniisiimii olsun. Eger x € X ve
vy € Fix(f)ise o zamanx A y € Fix(f) tir. (Kim and Lim, 2013)
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5. d-CEBIRLERINDE SIMETRIK IKiLi CARPAN
DONUSUMLER

Bu boliimde d-cebirlerinde simetrik ikili ¢arpan déniisiimler incelenmistir.
Ayrica bu bélimde elde edilenler “Journal of Mathematical Sciences and
Applications, (2015)” dergisinde yayimlanmigtir.

Tamm 5.1
X bir d-cebri ve f(.,.):X X X = X doniisiimii her x,y € X igin f(x,y) =
f(y,x) kosulunu sagliyorsa f ye X in bir simetrik déntsiimii denir.

Tanim 5.2
X bir d-cebrive f(.,.):X X X = X doniigiimii herx,y, z € X i¢in,
fuy*2z) = f(x,y) *z

kosulunu sagliyorsa f ye X in bir simetrik ikili ¢arpan déniisiimii denir.

Ornek 5.3

X ={0,a, b} kiimesinde * ikili iglemi asagidaki gibi tanimlansin:

« [0 a b
010 0 0
ala 0 0
b|b a 0

X d-cebrinde f(.,.): X X X = X X X doniigiimii her x, y € X igin,

_fa, x=y=b
fley) = {0 " diger

seklinde tanimlansin.

f:X XX - XXX doniigiimii her x,y,z € X i¢in f(x,y *z) = f(x,y) *z
kosulunu sagladigindan f, X X X {izerinde bir simetrik ikili carpan doniistimdiir.

Onerme 5.4

X bir d-cebri ve f, X X X tzerinde bir simetrik ikili ¢arpan doniistim
olsun. O zaman her x, y € X icin agagidakiler saglanir:

1) f(0,0)=0,
(2) Her x € X igin f(0,x) < x,

(3) Egerher x,y,€ X i¢inx < yise f(0,x) < ydir.
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Kamt
X iizerinde simetrik ikili garpan doniisiimii tanimi kullamlarak:
(1)  f(0,0) = f(0,f(0,0)«0) = f(0,x) * f(0,x) = 0 bulunur.
O halde £(0,0) = 0 dur.
(2) f(0,x) < x demek f(0,x) * x = 0 dir. O zaman
0= £(0,0)=f(0,x *x) = f(0,x) * x oldugu elde edilir.

(3) x,y€Xiginx <yolsun. O halde x *y = 0 dir. O zaman f(0,x)*y =
f(0,x *y) = f£(0,0) = 0 olur. Yani f(0,x) <y dir.

Uyan 5.5

S(X), X tizerideki tiim simetrik ikili ¢arpan déniisiimlerinin kiimesi olsun.
0(,.):XxX—X her (x,y) EX XX i¢in O(x,y) =0 ve P(.,.: X XX =X
her (x,¥) € X x X igin P(x,y) = x olacak gekilde tanimlanan ddniigiimlerinin
S(X) kiimesinin elemani oldugu agiktir. Yani S(X) bostan farklidir.

Tamim 5.6

X bir pozitif implikatif d-cebri ve S(X), X tizerindeki tim ikili ¢arpan
doniigiimlerinin kiimesi olsun. S(X) kiimesi tzerinde * ikili islemi her (x,y) €

X x X igin ve her f,g € S(X) i¢in (f = g)(x,¥) = f(x,¥) * g(x,y) olacak
sekilde tanimlanir.

Teorem 5.7

X bir pozitif implikatif d-cebri olsun. O zaman (S(X),*,0) bir pozitif
implikatif d-cebridir.

Kamt

X pozitif implikatif d-cebri ve f, g € S(X) olsun. O zaman

F*()*@0)=F*9((x*zy+1)
=(glexzy )+ (fx*zy 1)
= (glx*z,y) «t) « (f(x *z,y) * t)
= ((gx*2zy)* Fx *2,y)) 1)
= (Feg){ (% xz7)) »t

bulunur. O halde f+ g € S(X) tir.

Simdi f € S(X) olsun. (x,y) € X X X igin, (0 * f)(x,y) = 0(x,y) *
fle,y) =0+ f(x,y) =0=0(x,y) olur.

O halde her f € §(X) igin O * f =0 olur.
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Simdi ise f € S(X) olsun. Her (x,y) €X X X igin (f * f)(x,y) =
flx,y) * f(x,y) =0=0(x,y) bulunur. O zaman her (x,y) EX X X i¢in
f+f =0 olur

fxg=0 ve g=*f =0 olacak sekilde f, g € S(X) olsun. Bu durumda

her (x,y) EXxXigin (f*g)(x,y) =0 ve (g+[)(x,y) =0 dir. f(x,y) *
g, y)=0 ve g(x,y)*f(x,y)=0 olur. Yani her (x,y) EX XX i¢in
f(x,y) = g(x,y) dir. Budurumda f = g dir. O halde S(X) bir d-cebridir.

Son olarak S(X) in pozitif imlikatif oldugu gosterilmelidir. f,g ve h €
S(X) olsun. Her (x,y) € X X X igin,

((f*g)* h)(x,y) = (f * g)(x, ¥) * h(x,y)
= (f(x,y) * g(x,y)) * h(x,y)
= (f(x,y) * h(x, ) * (g(x, ¥) * h(x,3))
= (f *h)(x,y) * (g * h) (x,¥)
=((f* M) * (g *W)(x,)

bulunur. O zaman her f, g ve h € S(X) i¢in (f * g) * h = (f * h) = (g * h) olur.
Boylece S(X), bir pozitif implikatif d-cebridir.

Tanim 5.8

f, X d-cebri iizerinde bir simetrik ikili ¢arpan doniisiim olsun. Cek(f)
kiimesi Cek(f) = {x € X |f(0,x) = 0} seklinde tanimlanr.

f, X d-cebri lizerinde bir simetrik ikili ¢arpan doniigiim olsun. O zaman
/ Cek(f) kiimesi X in bir alt cebridir.

f Onerme 5.9
|
|
;

Kanit

f, X d-cebri tizerinde bir simetrik ikili garpan doniisiim ve x,y € Cek(f)
olsun. O zaman f(0,x) = 0 ve f(0,y) = 0 dir.

Buradan f(0,x*y)=f(0,x)*y=0xy =0 elde edilirr O halde
x *y € Cek(f), yani Cek(f), X inbir alt cebridir.

Onerme 5.10

X, her x € X icin x * 0 = 0 olacak sekilde tamimI1 bir degismeli d-cebri ve
f, X tzerinde bir simetrik ikili ¢arpan doéniisiim olsun. Eger x € Cek(f) ve

y<xisey € Cek(f) tir.
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Kamit

x € Cek(f) ve y < x olsun.

O zaman f(0,x) = 0ve y «x = 0 dir. Buradan

f(0,y) = f(0,y*0) = f(0,y * (¥ * x))
=f(0,x * (x *y))
= f(0,x) * (x * y)
=0=*(x= y) =0

bulunur. Oyleyse y € Cek(f) tir.

Tanim 5.11

f,X d-cebri tizerinde bir simetrik ikili ¢arpan ddniisiim olsun. O zaman
Fix(f) = {x € X| f(0,x) = x} kiimesine f nin sabit noktalarmmn kiimesi denir.

Onerme 5.12

f, X d-cebri Gzerinde bir simetrik ikili garpan déniisiim olsun. O zaman
Fix(f), X in bir alt cebirdir.

Kanit
f, X d-cebri tizerinde bir simetrik ikili ¢arpan déniigiim olsun.

£(0,0) =0 oldugundan 0 € Fix(f), yani Fix(f) # @ dir. x,y € Fix(f)
olsun. O halde f(0,x) =x, f(0,y) =y olur. Buradan f(0,x * y) = f(0,x) *
y=x#*y bulunur. Yani x+*y € Fix(f) tir. O halde Fix(f), X in bir alt
cebridir.
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6. SONUC

Bu c¢alismanin amaci d-cebirlerinde simetrik ikili g¢arpan
doniistimleri i¢in yapilan ¢ahismalardaki bosluklarin kapatilmasi ve tiirevin
genellemesi olan diger tirev tamimlari ile d-cebirlerinin yapisinin
incelenmesidir. Bu ¢alismada ilk olarak tezi anlamada kolayhik saglayacak
bazi tamim, 6zellikler ve drnekler verilmistir. Ikinci boliimde d-cebirleri ve
d-cebirlerinde tiirev ozellikleri agiklanmis ve ornekler verilmistir. Ugiincii
bolimde ¢arpan doniisiimii tanimi verilmis ve ozellikleri incelenmistir.
Dérdiincti bolimde simetrik ikili ¢arpan doniisiim tanmimi verilmis ve d-
cebirlerinde bu tanim yardimiyla bazi o6zellikler bulunmus ayrica bu
ozelliklere dogrulayan 6rnekler sunulmustur.

Bundan sonra diger cebirler i¢in simetrik ikili ¢arpan déniisiimler

ve bunlarin 6zellikleri ¢alisilabilir.
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