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OZET

STURM-LIOUVILLE FARK DENKLEMLERI

Simten KAHRAMAN
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimi
Tez Damigmani: Yrd. Dog. Dr. Ahmet YANTIR
Temmuz 2016, 48 sayfa

Sturm-Liouville problemleri literatirde birgcok bilim insan1 tarafindan
cahsilmis, c¢oOzimlerinin varlklari, ¢6ziim Ozelliklerine dair bir ¢ok sonu¢ elde
edilmistir. Bu tezde p(t) [a,b + 1] = {a,a + 1, ...,b, b + 1} araliginda pozitif tanimli
bir fonksiyon, g(t) [a+ 1,b + 1] araliginda tammli bir fonksiyon olmak {izere

A(p(t —1).Ay(t— D)+ g@®.y(®) =0

y-eslenkk Sturm-Liouville fark denklemini ele alacagiz.

Anahtar Kelimeler: Lineer fark denklemi, y-eslenik problemleri, Sturm-
Liouville problemleri, Cauchy fonksiyonu



ABSTRACT

STURM-LIOUVILLE DIFFERENCE EQUATIONS

KAHRAMAN, Simten
M.Sc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Ahmet YANTIR
June 2016, 48 pages

Sturm-Liouville problem has been studied by many scientist in the literature

and the existence and properties of solutions of Sturm-Liouville problem have been
obtained.

In this thesis, we study the self adjoint Sturm-Liouville difference equation
A(p(t—1).Ay(t = 1) + g(8).y(t) = 0

Where p(t) is positive defined function defined on [a,b +1] ={a,a+1,..,b,b+
1} and p(t) is a function defined on[a + 1,b + 1]

Key words: Linear differne equations, self-adjoint problems, Sturm-Liouville
equation, Cauchy function.
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1 FARK DENKLEMLERI

Fark denklemleri diferansiyel denklemlerin niimerik ¢Oziimlerinin yanmnda; ayni
zamanda biyoloji, ekonomi, miihendislikk, savunma v.b. alanlarda ortaya c¢ikan
matematiksel modellerde de dogrudan ya da dolayh olarak yer alirlar. Fark denklemleri
daha c¢ok surekli olmayan problemleri ortaya koyar.

Bu bolimde fark denklemlerini genel hatlanyla tantacagiz ve kavramlarin
anlagilabilmesi i¢in agiklayici Ornekler verecegiz. Bu bolimde ele alman genel
kavramlar, tamm ve teoremler i¢in [1-6] kaynaklar1 incelenebilir.

1.1 Temel Kavramlar

Tamm 1.1. Bir x: N - R fonksiyonu icin A fark operatorli veya x in birinci dereceden
fark tirevi

Ax(n) = x(n+ 1) —x(n)

seklinde tammlanir. Burada N = {0,1,2, ...} dogal sayilar kiimesi ve R de reel sayilar
kimesidir [9] .

Benzer sekilde x in ikinci derece fark tirevi
22x(n) = A(A(x()) = A(x(n + 1) — x(m)) = A(x(n + 1)) — A(x(n))
=x(n+2)—x(n+ D[x(n+1) — x(n)]
=x(n+2)—2x(n+ 1) +x(n)

olarak bulunur.



Bu sekilde devam ederek x in k. dereceden fark tirevi
k _ Yk (K .
AFx(n) = T¥_o(—1)) (j>x(n+k 5 (1.1)

seklinde buluruz.

Burada k > j olmak uzere

<k> =k(k— D..(k—j+1
j 5!

ile tanimlanir.
Fark operatorii ki ya da daha ¢ok degiskenli fonksiyonlara da uygulanabilir. A
operatdriinin  sag alt kdsesine konulan bir indis, kismi fark tiirevin hangi degiskene
gore oldugunu belirtir.
Ornegin;
A,net = (n+ et —net =ef(n+1—n) =ef veya
A,net =net*! —net = net.e —n.e* = nef(e— 1)
seklindedir.
Teorem 1.2. A fark operatorii dogrusal operatordiir. Yani a ve b sabitler olmak (lizere
A((ax + by) (n)) = adx(n) + bAy(n)
seklindedir [9].
fspat:

A((ax + by) (n)) =ax(n+1) + by(n+ 1) —ax(n) — by(n)



= a(x(n +1)— x(n)) + b(y(n+ 1) —y(n))
= adx(n) + bAy(y)

Omek 1.3. x(n) = 4n? — 3n+ 1 olmak (izere

Ax(n) = A(4n? — 3n + 1) = 44(n?) — 34(n) + A(D)

=4[{(n+1)?-n?]-3(n+1—-n)
=4n’+8n+4—4n* —3n—3+ 3n
=8n+1
Tamm 1.4. E 6teleme operatrt
Ex(n) =x(n+1)
Ef¥x(n) =x(n+k)
seklinde tanmlanir [9].
Bu durumda a ve b sabitleri icin
E(ax(n) + by(n)) = aEx(n) + bEy(n)
oldugundan E operatori lineer bir operatdrddr.
A fark operatoru ve E oteleme operatorii arasimda
A=FE—1

iliskisi vardr. Burada I birim operatoridir. (Ix(n) = x(n) dir).



Sik kullanilan baz 6zel fonksiyonlarin fark tiirevleri su sekildedir;

1) x(n) =a"* = 4x(n) = (a—1)a", (n €N)

2) x(n) =sinan > Ax(n) = ZSing cosa(n +%),n EN
3) x(n) =cosan = Ax(n) = Zsing sina(n +%),nEN
4) x(n) =logan = Ax(n) =log(1 +%),n ezt

5) x(n) =logl'(n), Ax(n) =T(n) = fooo e ‘t"1dt, logn,n€ Z*
Teorem 1.5. k. dereceden
p(n) = a,n* + an*t + -+ q
polinomu igin
Ap(n) = a,. k! (1.2)

ve

A**ip(n) = 0, i>1 (1.3)
dir. (a, #0,a,, ..., a; katsayilar1 reel sabitlerdir) [9].
Ispat: p(n) = a,n* + a;n*"1 + ---+ a, polinomunun birinci basamaktan tirevi
Ap(n) = [a,(n+ D+ a;(n+ D + -+ a ]-[a,n* + an* 71+ 4+ a; ]
=a,kn*~* + derecesi k — 1 den kicik terimler ve ikinci basamaktan tlrevi

A%p(n) = ayk(k — 1)nk~2 + derecesi k — 2 den kiiguk terimler



A*p(n) = agk(k— 1) ... Ink7k
= q,k!
seklinde bulunur. Her i > 1icin A*** p(n) = 0 olur.

Omek 1.6. p(n) = 3n® — 2n + 1 polinomunun dordiincii basamaga kadar farklarini
hesaplayalim.

p(n) k. dereceden bir polinom olmak Uzere
Ap(n) = a,. k!
idi. Bu durumda
A3p(n) =3.3!=18
A*p(n) =0

Omek 1.7. p(n) =4n® — 2n + 1 polinomunun iigiincii basamaga kadar farkini

hesaplayalim.

p(n) k. dereceden bir polinom olmak Uzere

A*p(n) = ay(k!)

idi.



Bu durumda
A3p(n) =4.3!=24
olarak elde edilir.

Fark analizinde karsilagilan bir diger fonksiyon x® ile gosterilen faktoriyel polinom
veya faktoriyel kuwwetir. Bu fonksiyon x in k. faktoriyel polinomu veya faktoriyel

kuvveti olarak okunur ve tanmm asagidaki gibidir.
Tamm 1.8. x € R olmak Uzere

a) keZticin x®=x.(x—1D(x—-2)..(x— k+ 1)
b) k =0icin x@ = 1;

1 .
(x+1).(x+2)...(x=k) '

¢) keZ igin x® =

d) k¢Zicin x® = %
Omek 1.9.
) (2)7=2.-1).G-2)=2.(-1). (-9=®)
) () = g iz =
) 3@) - %2%21{@:%
elde edilir.



Burada I" fonksiyonunun

'n) =mn-1)!
n) 135 ...Z(nZn—l) i

1 (-1)".2"
F(E‘“) 35.an-D "

F1+
2

Ozellikleri kullanilmustir.

Omek 1.10.

r(4+1) _rG) _ (-1! _ 4 432116 _ 384

) —
®) 138 r(4—§+1) r2) r(§+4) - 13-2—47*/5_ 105V 1057

Su ana kadar x(n) dizileri i¢in tanmladigimiz A ve E operatorleri, strekli

fonksiyonlara da uygulanabilir. ‘Yani; strekli bir f(x),x € R, fonksiyonu igin

Af(x)=f(x+1) - f(x)

Ve

Ef(x) =f(x +1)

dir. Eger f(x) = x® ise

Ax® = (x + 1)) — x®



Ve

Ex® = (x+ 1)®

yazilabilir.

Yardime1 Teorem 1.11.

a) Ax® = x*k-D (1.4)
b) Alx® =k.(k—1)...(k =L+ Dx®D (1.5)
c) Akx® = k! (1.6)

Burada A, x’e gore fark tiirevini ifade eder.
fspat:
a) Ax® = (x+ 1P — (x)®
=(x+D.x(x-1).x—k+2)—x(x—1Dx—-2)..(x—k+2)(x—k+1)

= -Dx=-2)x=3)..(x—k+2)[(x+1)—(x —k+1)]
= k. x(kD
b) Alx@® = A (Ax ™)
= A" (k. x D)
= A2 (A(k.x kD))
= A2 (k(k — Dx*2)

=k.(k—1)..(k—1+1)x*D
c) (1.5) den! = k alnirsa,
Afx® =k (k—=1)...(k—k +1Dx® 0 = kI



elde edilir.

Bu yardme:1 teoremden, diferansiyel analizdeki x* polinomunun tirevi icin bilinen
kuvvet kuralnmn, fark analizinde ancak x® faktoriyel kuvveti i¢in gecerli oldugu

gorulmektedir.
Ormek 1.12. (1.6) A= A, veriliyor.

a) A(6x®)=4.6x® =24x® =24(x)(x—1)(x—2) (Tanm 1.8 (a) dan)
b) A(5x®)=3.5x® =15x(x — 1) (Tanm 1.8 (a) dan)

-20
(x+1)(x=2)(x-3)

c) A(10x¢?)=210xP = —20x3 = (Tanm 1.8 (c) den)

12
(x+1)(x—2)(x—-3)(x—4)

(Tanm 1.8 (a) den)

d) A(=4xCP) = (=3).(4)xP = 12x(P =



2 GENEL FARK DENKLEMLERI
2.1 Temel Bilgiler

Tamm 2.1. n € N ={0,1,2,...} bagmsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon wve
F:N x R¥*1 — R bir fonksiyon olmak iizere

F(n,x(n),x(n+ 1),...,x(n+k)) =0 (2.1)
esitligine k. mertebeden bir fark denklemi denir. (2.1) denklemi
Afx(n) = g(n,x(n), x(n+ 1),...,x(n+ k — 1)) (2.2)
yazilabiliyor ise bu forma (2.1) denkeminin normal seklinde formu denir [7, 9].
Ornek 2.2. Bir S ciimlesi {izerinde tanmh olan
Ax(n) + 5x(n) = 0 fark denkleminin esdegerini
x(n+1)—x(n)+5x(n) =0
x(n+1)+4x(n) =0
seklinde buluruz.
A?x(n) + 2Ax(n) + x(n) = 0 fark denkleminin esdegerini
x(n+2)—2x(n+1)+x(n) +2x(n+1) —2x(n) +x(n) =0
x(n—=2)=0

seklinde buluruz.
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x(n)A3x(n) = % fark denkleminin esdegerini
1
x(n).x(n+3)=3.x(n).x(n+ 2) +3x(n).x(n+1) — x%(n) = 3

seklinde buluruz.

Tamm 2.3. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun var olan en biyik ve en
kicuk argimentlerinin farkma o denklemin basamag denir [9].

Omegin; x(n +4) — 4x(n+ 2) + 5x(n + 1) = 0 denkleminin basamag
(n+4)— (n+ 1) =3 tir.
Tamm 2.4. N iizerinde tanmli bir x(n) fonksiyonu her n € N i¢in (2.1) denklemini

saghyorsa, o zaman x(n) fonksiyonuna N Uzerinde (2.1) denkleminin bir ¢dzimi
denir. k. basamaktan bir fark denkleminin

x=¢@Mn,cy,Cy e, Cr) (2.3)

seklinde ktane cy,c,, ..., c, € Rkeyfi sabit iceren ¢ozimine genel ¢ozim denir. Genel
¢cozimden elde edilen c¢oziimlerede 6zel ¢ozim denir.

Ornek 2.5. Asagidaki fark denkleminin genel ¢dziimiinii bulahm.

a) x(n+3)—7x(n+2)+16x(n+1)—12x(n) =0
b) x(n+2)+4x(n) =0

a) Cozimlerin x(n) = t™ formunda oldugunu kabul edelim.

Bu durumda
tn+3 _ 3tn+2 + 3tn+1 _ tn — 0

elde edilir.

11



Buradan
t"(t> —3t2+3t—1)=0
bulunur.
t" # 0 oldugundan
t3—3t2+3t—1=0

karakteristik ~ denklemlerini  elde ederizz  Bu denklemlerin  kokleri
t;=1, t,=1 ve t; =1 bulunur. O halde kokler tekrarh oldugundan
mertebe indirgeme yontemi ile genel ¢ozim x(n) =c¢; +c,.n + c;.n?
seklinde eclde edilir.

b) x(n+2)+4x(n) =0 fark denkleminin karakteristik denklemi
t2 +4 = 0°dir.
Bu denklemin kokleri t,, = +2i’dir
VA T\
N om T ..
i)r=2 (cos2 +lsm2)
mn mn
=2"cos—+ i 2" sin—
2 2
oldugundan genel ¢6zim

x(n) =c¢,; (2"cos (%)) +c, (2” sin (?))

seklinde bulunur.

Tanmm 2.6. a,(n),a,(n),..,a,(n) katsaylar1 ile g(n),n >n, i¢gin tammh reel

degerli fonksiyonlar ve [ng, o) = {ny,n, +1,n,+2, ...} tizerinde a,(n) # 0 olmak
Uzere

x(n+k)+amMxn+k—-1)+ -+ a,mx(n)=gn) (2.3)

bicimindeki denkleme k. mertebeden lineer fark denklemi denir. g(n) = 0ise homojen
lneer fark denklemi, difer durumlarda homojen olmayan lineer fark denklemi adim
alr [7, 9].

12



Omegin; A%x(n) + 2Ax(n) + x(n) = 0, ikinci basamaktan ve sabit katsayili lineer
homojen bir fark denklemidir.

x(n+2)+2x(n+1)+x(n) =0

formundadr.

Tanm 2.7. x,(n),x,(n), ..., x,.(n) fonksiyonlarinn W (n) ile gdsterilen Casoratyam

x,(n) x,(n) x,(n)
W(n) = det xl(n.+ 1) i (n-+ 1) a.cr(n +1)
xl(n+.r— 1) xz(n+'r—1) xr(n.-i-r— 1)

seklinde tanmlanir [7, 9].
Omek 2.8. Ugiincli basamaktan homojen
x(n+3)-3(n+2)+4x(n+1)—12x(n) =0

fark denkleminin 27", (=2)",(—=3)" ¢Ozimlerinin kimesi lineer bagmsiz kime
olusturur. Ciinkli Casoratyam

on (_Z)n (_3)71
W(n) =det | 2"! (_2)n+1 (_3)n+1
2n+2 (_2)n+2 (_3)n+2

seklinde olup n = 0 noktasmda

1 1 1
w(0) = det<2 —2 —3) =-20%0
4 4 9

drr.

13



Dogrusal fark denklemleri, ¢oziimleri ve ¢oziimlerinin Casoratyan’t hakkmnda detayh
bilgileri [1-9] kaynaklarinda bulunabilir.

Teorem 2.9.
x(n+k)+amMxn+k-1)++a,mx(n)=0 (2.4)

lineer  homojen  fark denkleminin k tane lineer bagmmsiz  ¢ozimii
x,(n),x,(n), ..., x,(n) olsun. Bu durumda fark denkleminin genel ¢dzimii

x(n) =cyx;(n) +¢, x,(n) + ...+ c,.x,.(n) (2.5)

dir, burada c,, c,, ..., ¢, keyfi sabitlerdir.

Ornek 2.10. ikinci basamaktan homojen

x(n+2)—4x(n+1)+ 4x(n) =0, n=0,1,2,..
fark denkleminin bagimsiz ¢oziimleri 2™ ve n.2™ dir.
Genel ¢6zum,
x(n) = ¢;2" + c,n. 2"
=2"(c;+nc), n=012,..

c, Ve c, keyfi sabitlerdir. Diger taraftan x(0) = 1,x(1) = 6 baslangic kosullarini
saglayan ¢oziml bulmak icin

x(n) = ¢, 2"+ ¢c,n. 2"

genel ¢6ziminde n = 0ve n = 1 yazlr.

14



n =0 i¢in
x(0) =¢,2° +¢,0.2° = ¢,
oldugundan c; = 1 bulunur.
n =1 i¢in
6 =x(1) =¢2' +¢,1.2" =2¢, +2¢, =2+ 2¢,
oldugunda c, = 2 elde edilir.
Buradan; soruda verilen baslangic deger probleminin tek ¢Oziimii
x(n)=2"(1+2n), n=0,1,2,..
dir.

Omek 2.11. x(n + 2) — x(n) = 0 fark denklemlerinin genel ¢dziimiinii yazip x(0) =
0 ve x(1) = 2 baslangig kosullarin1 saglayan 6zel ¢oziimii bulalm.

Cozim: x(n+ 2) —x(n) = 0 karakteristik denklem t2 —1 =0 dr. Kokleri ise
t,, = £1di.

O halde lineer bagmsiz ¢ozimler x,(n) = 1", x,(n) = (—=1)"dir.
Buradan x(n) = ¢, + ¢,(—1)™ genel ¢6zimi bulunur.
Baslangic kosullarma uygulanirsa

¢, +c, =0

€, —C, =2

denklemleri elde edilir. Buradan c¢; = 1 ve ¢, = —1 bulunur. O halde

15



X, =1—(—=1)" 6zel ¢ozimdr.
2.2 Birinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri

Bu boélimde birinci basamaktan lineer, homojen olmayan

x(n+1) =amx(n) + gn), n=>mn, =0, (2.6)
fark denklemi ve

x(n,) = x,

baslangic kosulunda meydana gelen baslangic deger probleminden bahsedecegiz.
Buradan a(n) katsayist ve g(n) fonksiyonlary, [n,, o) tizerinde tamml reel degerli

fonksiyonlar olup her n > n, i¢in a(n) # 0 dr.

Omek 2.12. Bir kus tiiriiniin niifisu yilda %3 oranmnda artmaktadr. Bu tiiriin
baslangictaki ve n. yildaki niifuslar1, srasiyla, x, ve x,, ise, bu durumda

Xps1 = X, +0,03x,
=1,03x,, n=20,1,2,..

yazilabilir. Bu birinci basamaktan homojen denklem olup, herhangibir yildaki ile bir
onceki yilin kus sayis1 arasmndaki iliskiyi gosterir. Baslangigta x, = 100 kus varsa, 5
yil sonraki kus sayist:

x; =1,03x, = (1,03).100 = 103

x, =1,03x;, = (1,03).103 = 106,9

x; = 1,03x, = (1,03).106,9 = 109,2727

x, = 1,03x; = (1,03).109,2727 = 112,550881

xs = 1,03x, = (1,03).112,550881 = 115,927407
16



dir.
Elde edilen sonug genellenirse genel ¢6zim

x, = (1,03)™.x,, n=17273,..
seklinde elde edilir.

Hatirlatma: Birinci basamaktan sabit katsayili (2.6) denklemi ve x(0) = x, kosulu icin
¢6zim yolu

n-1

x(n) =ax, + Z a*~"tg(r)

r=0

dir. Diger bir durumda, g bir sabit olmak Uzere g(n) = g oldugunda

n +(—an_1) +1
xm) ={¢ %"\ —1)9¢
x,+gn), a=1

olur.

Omek 2.13. n > 0 igin
1
x(n+1) =nx(n) +n!.3% x(1) = 2

problemini ¢ozelim.

x(n) = ﬁa(i) Xo + nz_l ( ﬁ a(i))g(r)

i=n, r=ny M=1+1
n—1 n-1 n—1
117, ,
x(n)=§nl+z l—ll r 3"
i=1 r=1 \i=r+1

17



=%(n— 1)!+Z(n— 113"

=(n— 1)!<%+2 3r>

T

= (n—l)!<—1+37)

elde edilir.
Omek 2.14. x(n + 1) = 4x(n) + 5, x(1) = 1 problemini ¢ozelim.

x(n+1) = ax(n) + g(n) denkleminin x(0) = x, kosulu i¢in ¢Oziimii:
n-1
x(n) =a"x, +Z a*~""tg(r)
r=0
formilu ile bulunur. O halde

n—1
x(n) =41 + Z gn-r-1gr
r=1

n-1 5 r
— 4n—1 + 471—12 (_)
4
r=1
— 5n _ 4n

bulunur.
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2.3 ikinci Basamaktan Fark Denklemleri

a, Ve a, katsaylar1 reel sabitler ve a, # 0 kosulu ile ikinci basamaktan sabit katsay1l
lineer homojen

x(n+2)+ax(n+1)+a,x(n) =0 (2.7)

fark denklemlerini ele alahm. Bu denklem i¢cin A™ seklinde bir ¢6ziim aranirsa
A +ai+a,=0 (2.8)
bulunur. Bu denklem, 2. basamaktan sabit katsayili lineer homojen fark denkleminin
karakteristik denklemidir. Bu denklemin ¢0zimii olan A, ve 4, koklerine karakteristik
kokler denir. A™ secmemizin sebebi, lineer fark denklemlerinde Ustel fonksiyon

seklinde yazlmasindan kaynaklanir.

Homojen fark denklemlerinin genel ¢ozimi A,,4, koklerine bagh olarak i¢ farkh

durumda hesaplanir.
Durum 1. 1, ve A, kokleri reel ve farkh ise;
x(n+2)+ax(n+1)+a,x(n) =0 (2.9

farkli denklemlerin genel ¢Oziimii;

x(n) = ¢, AT + c,A% (2.10)
seklindedir. c, ve c, keyfi sabitlerdir.
Durum 2. 1, = 4, = A ise mertebe indirgeme yontemi ile genel ¢tzim,

x(n) = (¢; + c,m A"

seklindedir. ¢, ve c, keyfi sabitlerdir [9].
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Durum 3. 1, =x +i.ff ve 1, =x —i.f ise (x,f € Rve # 0) fark denkleminin
genel ¢o6zimi:

x(n) = r"(c,cosn.B + c, sinn. ) (2.11)
veya
x(n) = A.r" cos(nb — B) (2.12)

seklindedir. c,,c,, A ve § keyfi sabitlerdir [9].
(r =+ a?+p?% 6 =tan! (g))

Omek 2.15. x(n+2) +5x(n+1) + 6x(n) =0 denkleminin genel ¢ozimiini
bulahm.

Karakteristik denklem A% + 51 + 6 = 0 seklinde bulunur. Bu denklemin kokleri A, =
—3 ve 4, = =2 dir. O halde (2.3) denkleminden gelen ¢6zim

x(n) = ¢, (=3)" + ¢, (-2)"
seklinde bulunur.

Omek 2.16. x(n+2) —6x(n+ 1)+ 9x(n) =0 denkleminin genel ¢ozimiini
bulahm.

Karakteristik denklem A% — 61 + 9 = 0 seklinde bulunur.
Bu denklemin kokleri 1, = 4, = 3 dr.
O halde (2.3) denkleminden genel ¢6zim

x(n) = (c; +¢,)3"

seklinde bulunur.

20



Ornek 2.17. Bir ¢ift olgun tavsan her aym sonunda bir ¢ift yavrulamakta ve bu yavrular
ki ayda olgunlasmaktadir. Buna dayanarak bir ¢ift olgun tavsanla ise baglanrsa bir
yiin sonunda kag tavsan elde edilir?

Ay 0 1 2 3 | 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

Cift 1 2 3 5 8 | 13| 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233 | 377
Sayisi

1. aym sonunda bir ¢ift olgun tavsan, bir ¢ift yavru doguracagindan, iki ¢ift tavsan
bulunur. Ikinci ay sonunda yine ilk olgun cift dogurmaya devam edeceginden ii¢ cift
tavsan elde edilir. 3. aym sonunda hem ik hem de ikinci ¢ift doguracagindan bes cift
tavsan bulunur.

Tavsan probleminin matematiksel modeli:
x(n+2)—x(n+1)—x(n) =0,x(0) =1,x(1)=2,0<n <12

dir. x(n), n. ay sonundaki tavsan ciftlerinin sayisidir. Bu baslangic deger probleminin
karakteristik denklemi A2 — 2 — 1 = 0 dir. Kokleri ise 1,4, = liz—\/gdir.

x(n) = ;AT + ¢, A%

(5°) (=)
=c|—— ] tc| ———
2 2

baslangic kosullar1 uygulanirsa;

x(0) =1denc, = %
x(1) =2denc, = _z:;f

21



elde edilir. O halde

<n<12

3+\/§> <1+\/§>n+<—3+\/§> <1—\/§>n .
25 )\ 2 25 )\ 2 '

x(n) = (

problemimizin ¢6ziminG verir.

Fibonacci dizisi ile tavsan probleminin ik 14 terimi birbirinin aym oldugundan ikisi

arasinda bir ilisgki s6z konusudur.

x(n+1)
now x(n)

=a=1,618

dir. Bu say1 altm orandrr.

Altn Oran, matematkk ve sanatta, bir biitlinlin parcalar1 arasmda gozlemlenen, uyum
acismdan en yetkin boyutlar1 verildigi samlan geometrik ve sayisal bir oran
bagmtisidir.

Eski musrr ve yunanhlar tarafindan kesedilmis, mimaride ve sanatta kullanilmustir.

A C’ B
< [eB] _ [4B] _
dogrusuna bakarsak Altm Oran; ac] = (8] = 1,618033988...

seklindedr.

Altm oran, pi (m) gbi irasyonel bir saydr ve ondalk bicinde yazlis1
1,618033988749894... tiir. Altm oranm sembolii ¢ (Fi) dir.
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2.4 k. Basamaktan Fark Denklemleri
Bu bolimde k. basamaktan lineer sabit katsayilli homojen
x(n+k)+amMxn+k-1)++a,0mx(n)=0 (2.13)
fark denklemini ele almaktayiz. Burada a,, a,, as, ..., a, reel sabitlerdir ve a, # 0 dr.
(2.13) denkleminin genel ¢ozimi igin U¢ durum sOz konusudur.
Durum 1:
+a ¥t dq, =0 (2.14)

karakteristik denkleminin k tane 1,,4,, ..., 4, kokii reel ve birbirinden farkl ise genel
¢0zim

x(n) = X ¢ A7 (2.15)
seklindedr.
Durum 2:
+a ¥l daq, =0 (2.14)

karakteristik denkleminin reel kokleri A,,4,,...,4, olsun. Ayrica bu kokler srasiyla
m,,m,, ...,m, kath olsunlar.
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Bu durumda fark denklemini E operatorli cinsinden
(E—2)™(E—2A1)™ ...(E—2.)™x(n) =0

seklinde yazabiliriz. Bu durumda genel ¢éziim

x(m) = X AT (e, +o n+ cizn2 + o Gy, ML) (2.16)
seklinde bulunur.
Durum 3:

+a ¥t dq, =0 (2.14)
karakteristik denklemlerinin bir A, =< +i. 8 kompleks koku g, kath olsun.
(2q, < k)

Bu durumda k. dereceden lineer sabit katsayili homojen fark denkleminin (2.13) 2q,

tane gercel degerli bagimsiz ¢ozimiinii
r™ cosn@,r"sinnf ; nr"® cosnf,nr" sinnb; ...;n9"1r" cosnb,n?"1r" sin nf
(2.17)
seklinde bulabiliriz.

Omek 218 x(n+3)—3xn+2)+4x(n+1)—2x(n) =0 denkleminin
¢O0zUmUnU bulalm.

Karakteristik denklem 23 — 324% + 41 — 2 = 0 dir. Denklemin kokleri ise 4, = 1,4, =
1+i,A;=1—idir.
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Bu durumda genel ¢c6zimi (2.17) denkleminden
x(n) =c, 1"+ 1”(c cosnz+c sinnz) =c, +c cosnz+ c sinnE
1 2 2 3 2 1 2 2 3 2

seklinde buluruz.

Omek 219. x(n+3)-3x(n+2)+4x(n+1)—2x(n) =0 denkleminin
cozUmiind bulahm.

Karakteristik denklem 2% — 64> + 111 —6 =0 dr. Denklemin kokleri ise A, =
1,1, = 2,1, = 3 dir.

Genel ¢6ziml ise
x(n) = ¢, 1™ 4+ ¢,2™ + 33"
seklinde bulunur.
2.5 Ikinci Basamaktan Degisken Katsayili Denklemler
Bu bolumde ikinci basamaktan degisken katsayili lineer homojen
a,(M)x(n+2)+a,(n)x(n+1) + a,(m)x(n) =0, n > n, (2.18)
fark denklemlerinin genel ¢6ziminu bulmak icin gerekli methotlar1 ele alacagiz.
(a,(n) #0,a,(n) # 0). Bunun i¢in ki yontemden s6z edecegiz. Birincisi operatoriin

carpanlara ayrilmas1 yontemi ve digeri bir ¢Oziimiin bilinmesi durumunda ¢oziim
yontemi.
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2.5.1 Operatérun Carpanlarina Ayilmasi
(2.18) denklemini E oteleme operatorii yardmiyla
(ap(ME? + a,(WE + a,(n))x(n) =0
seklinde yazabiliriz. Burada
a,(ME? + a;(n)E + a,(n)

operatérii E ye gbre carpanlarina ayrilabilirse bu durumda verilen denklem iki tane
birinci basamaktan denklem indirgenebilir.

Omek 2.20. ikinci basamaktan degisken katsayili
x(n+2)—(n+Dx(n+1)—(n+1)x(n) =0 (2.19)
fark denklemlerini ele alahm. Bu denklemin &teleme operatdrii cinsinden
(E?°—(n+1DE-—n-1x(n)=0 (2.20)
biciminde ifade edebiliriz. Bu denklemin g¢arpanlarini
(E+1D)E-—n—1Dx(n)=0 (2.21)
seklinde bulabiliriz. Buradan
(E—n—1)x(n) =z(n) (2.22)
dersek (2.21) denklemini
(E+1)z(n)=0

denklemine indirgemis oluruz.
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Bu denklemin ¢6ziminil ise
z(n) = (=) "¢, (2.23)
biciminde buluruz. (c, keyfi sabittir). (2.23) denklemini (2.22) de yerine yazarsak
(E—n—-1Dx(n) =(-D"¢, (2.24)
ya da
x(n+1) =x(n+ Dx(n) + (—1)"¢, (2.25)

i elde ederiz. Bu da birinci basamaktan homojen olmayan bir denklem olup, genel
¢Ozumunu

x(n) = (ﬁ(i + 1))62 + nz_:l < ﬁ (i+ 1))(—1)%1

r=ng M=r+1

=c,n! + Z nn—1)..r+2)(-1)"¢,

r=n,

< (D!
(r+ 1)!

r=n,

=cn!+c

(2.26)

seklinde buluruz. Burada c, keyfi sabittir. Bu durumda (2.19) denkleminin genel
¢cOzUmund (2.26) biciminde buluruz.
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2.5.2 Bir Cozimun Bilinmesi Durumu

(2.18) homojen denkleminin asikar olmayan bir ¢éziimiinii bildigimiz taktirde bununla
lineer bagmsiz olacak ikinci bir ¢éziim bulabiliriz. Bunun i¢cin Abel Yardimci
Teoremini hatrrlatp, k = 2 igin yineliyelim.

Abel Yardimer Teoremi 2.21. x,(n), x,(n), ..., x,, (n) fonksiyonlar1
x(n+k)+amMxn+k—-1)++a,0mx(n)=0 (2.27)
homojen denkleminin ¢oziimleri ve W (n) ¢oziimlerin casoratyani olsun.

Bu durumda n = n, icin W(n)
n-1

W(n) = (—1)knno) nak(i) W(ny)

i=ng,
(2.28)
esitligini saglar.

Yardimc1 Teorem 2.22. x,(n) ve x,(n), (2.18) homojen fark denkleminin [n,, o)
tizerinde tammli ki ¢o6ziimii ve W (n) ¢6ziimlerin casoratyam olsun. Bu durumda n >
n, icin W(n)

Wn+1) = %W(n) (2.29)

fark denklemini saglar.

x,(n),[n,y, ) tizerinde (2.18) in agikar olmayan bir ¢ézimi ve x,(n) de aym
denklemin diger bir ¢oziimii olsun. Acik olarak

x,(n)  x;(M)Ax,(n) — x,(n)Ax, (n)

Axl(n) a x;(M)x;(n+ 1)
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_ W)
x,(Mx,(n+1)

yazabiliriz. Esitligin her iki yanma A~ uygularsak

) n—-1 W)
xz(n) = x,() Z 4L, Ox G+ 1)

i=ng

(2.30)
esitsizligini buluruz. Bu durumda asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 2.23. (Basamagin Indirgemesi) x,(n),
a,(Mx(n+2)+ a,(Mx(n+1) + a,(n)x(n) =0, n =>n, (2.18)

denkleminin her n > n, icin sifirdan farkh bir ¢ozimi olsun a,(n) ve a,(n)
katsayilar1 [n,, o) tzerinde sifirdan farkh ise bu durumda (2.30) ifadesi (2.18)
denkleminin ikinci bagmsiz ¢ozimidir. Buradan W (n), (2.29) un agikar olmayan bir
¢OzUmud r.

Ormek 2.24.

x(n+2)—x(n+1) —

=0
n+1x(n)

denklemi verilsin. x;(n) =n+ 1 ifadesinin bu denklemi sagladigi kolaylikla
gosterilebilir. O halde Yardimci1 Teorem (2.21) den

1
W(n + 1) = —n—HW(Tl)

buluruz. Buradan
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biciminde bir ¢oziime ulasriz. (2.30) denkleminden

(-1
I+ 1D +2)

x,(n) = (n+ 1)2 .
i=0

¥ (D!
- ("H)Z (i+2)!

elde ederiz. Bdylece verilen denklemin genel ¢6zimini

x(n) =c(n+1)+c,(n+ 1)2 (f:_—l;y

Seklinde buluruz. Burada c, Ve ¢, keyfi sabitlerdir.

2.6 Homojen Olmayan Denklemler i¢cin Ozel Céziimler
Bu bolimde k. basamakta sabit katsayili lineer homojen olmayan

x(n+k)+ax(n+k—-1)+-+a,x(n) =gn) (2.31)

denklemini ele alacagiz. Buradan a,,a,, ..., a; katsaylar1 reel sabitler ve a, # 0 dur.
Bu denklemin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak i¢cin Once belirsiz katsayilar yontemini ve
devammnda operator yontemini kullanacagiz. Daha sonrada en genel method sayilan
parametrelerin degisimi yontemini ele alacagiz.

2.6.1 BelirsizKatsayilar Yontemi

Belirsiz katsayillar yontemine gore oncelikle (2.31) denkleminin homojen denkleminin
genel ¢Oziminu buluruz.

x(n+k)+ax(n+k—-1)+-+a,x(n) =0 (2.32)

Daha sonra g(n) in belli durumlar1 i¢in 6zel ¢dziim olabilecek aday x,,(n) ¢ozimlerini
buluruz. Aday ¢oziimler ve genel c¢ozimdeki terimleri karsilastwririz.  Varsa
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benzerlikleri yok etmek i¢in aday ¢Oziimleri n’nin en kiicik kuvveti ile carpariz.

Boylece 6zel ¢oziim seklini kesinlestirmis oluruz.
Omek 2.25. ikinci basamaktan
x(n+2)—7x(n+1)+12x(n) + 12x(n) =1+ 6n
fark denkleminin 6zel ¢ozimiinii bulalim.
Oncelikle soruda verilen fark denkleminin bir 6zel ¢ézimini bulabilmek icin
x(n+2)—7x(n+1)+12x(n) =0
homojen denkleminin genel ¢6zimini buluruz.
Karakteristik denklem A% — 71 + 12 = 0 drr ve kokleri ise 1, = 4,1, = 3 dr.
Buradan x,(n) = ¢;3™ + c,4™ dir.
g(n) = 1+ 6n fonksiyonu 1. dereceden bir polinom oldugundan bir aday 6zel ¢oziimii
x,(n) =4,+4,(n)
seklindedir. Burada A, ve A, belirlememiz gereken sabitlerdir. x,(n) ile x,(n) nin
terimleri arasnda bir benzerlik bulunmadigindan kesin olarak x,(n) = 4, + A;(n)
sekinde bir 6zel ¢ozimumuz var demektir. A, ve A,sabitlerini belirleyebilmemiz igin
x,(n) = A, + A;(n) verilen denklemde yerine yazlirsa
6A, — 54, + 6A,n =1+ 6n
Ozdesligi elde edilir. Buradan A; =1 ve A, = 1 olup

x,(n)=1+n

bulunur.
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Boylece sorudaki fark denkleminin genel ¢dzumiind
x(n) = x,(n) + xp(n)
=c¢,3"+c,4"+1+n
olarak bulunur.
2.6.2 L(E) Operatoru Yontemi
(2.31) denklemi E Oteleme operatoru cinsinden
L(E)x(n) = g(n) (2.33)
seklinde yazabiliriz. Buradan L(E) operatori
L(E)=E*+aE*¥*' + .- +q, (2.34)
seklindedir. Buradan (2.33) veya (2.34) denkleminin bir 6zel ¢oziminu
x(n) = L7 (E)g(n) (2.35)
seklinde buluruz.
Teorem 2.26. L(A) = 0 ve
L(E)=(E —a)™h(E), h(a)# 0
olsun Bu durumda

L gn=2_"1 (2.36)

L(E) h(a)m!

dir.
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fspat:

n

LY(E)a" = (E — @) "™h-Y(E)a" = (E — a)~™ —

()
=@ (aE—a)™(1) = ) (E-1"™(1)
am—n .
= A™™(m)
_ am—n.nm
" h(a)m!

seklindedir.
Ornek 2.27. (E — 3)3x(n) = 3"
Denkleminin bir 6zel ¢éziimiinii bulahm.

L(E)=(E—3)%icin L(3)=0 olur. m =3 ve h(E) =1 dir. Bu durumda Teorem
2.26. den bir 6zel ¢cozim yazarsak bu ¢ozim
1
J— n
xp(n) = —(E T 3
3n—3.n3

- T 13l

3".n3

162

seklinde bulunur.

Lineer fark denklemleri, genel tamim ve teoremleri, ¢ozim yontemleri ve detayl
bilgiler icin okuyucular, [1-8] nolu kaynaklari inceleyebilirler.
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3 IKINCIi DERECEDEN OZESLENIK LINEER FARK
DENKLEMLERI

Bu bolimde 2. mertebeden 0z-eslenik fark denklemlerini ele alacagiz. Hangi tiirde 2.
mertebeden 0z-eslenik formda yayilabilecegini gosterecegiz ve 6z-eslenik denklemleri
ile ilgili bazi yararh 6zdeslikleri elde edecegiz.

p(x), [c,d] aralgmda poztif ve Q(x) [c, d] arahginda siirekli olmak tizere

(P()7'(0) Q(x)Z(x) = 0 (3.1)

Oz-eslenik denklemleri uygulamali matematigin en onemli denklemlerinden biridir.
Oncelikle (3.1) denkleminin 6z-eslenik fark denklemi ile iliskili oldugunu gorelim

h=%i@in
Z,(x)zZ(x)—Z(x—h)
h
‘dir. O halde
ooy L(Px+h)[z(x+h) —z(x)] P(x)[z(x) —z(x—h)
(P(x)z(x))zﬁ{ x [z:;l z(x)] x[thzx ]}
ve dolayisiyla

(P(x)z’(x))’ ~ %{P(x +h)z(x+ h) — (P(x + h) + P(x))z(x) + P(x)z(x — h)}

elde edilir. x ayrik degisken olmak tizere
x=c+th
doniigiimiinii yapalm. z(t), (3.1) denkleminin ¢6zimi olmak (izere

y(t) = z(c + th)
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doniigimi ile
P(c+ (t+ Dh)z(c+ (t+ 1)h)
—[P(c+ (t + 1)h) + P(c + th)]z(c + th)
+P(c+th)z(c+ (t —1)h) + h?Q(c + th)z(c + th) = 0

elde edilir. Srasiyla 1 <t<nwvwl1l<t<n-1
icin

p(t—1) = P(c + th)

q(t) = h*Q(c +th)
secersek

p®y(t+1)— (p(®) +p(t — D)y + p(t — Dyt — 1) + q(®y(t) = 0
bulunur. Son olarak yukaridaki esitlik
A(p(t— DAy(t—1) + q®y(t) = 0
formunda yazlabilir.
Lineer 2. mertebeden ozeslenik fark denklemi
A(p(t — DAy(t— 1)) + q(Oy() = 0 (3.2)

ile verilir.

Buradan p(t) [a,b +1] = {a,a+1,...,b + 1} lizerinde tanmli, poztif ve p(t) [a +
1, b + 1] lizerinde tanml fonksiyonlardir. (3.2) denklemi

py(t+ 1D +c@®y®) +p(t—Dy(t—-1)=0 (3-3)
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seklinde yazlabilir 6yle kit € [a+ 1,b + 1] icin
c(®) =q@®) —p@® —pt—-1) (3.4)
dir.
(3.3) denklemi y(t + 1) igin tek tiirli ¢oziilebildiginden (3.3) denkleminin
y(t)) =4
y(t,+1) =B
baslangic kosullar1 ile tek ¢oziimii vardir.

(3.3) formunda verilen herhangi bir denklem eger [a, b + 1] lzerinde p(x) > 0 sartini
saghyorsa (3.2) 6z-eslenik formunda yazlabilir. Bunun i¢in

q(®) = c(© + p(®) +p(t+) (3.5)
secmeliyiz.

Omek 3.1. 2ty(t + 1) + (sint — 3.2 )y(t) + 28" 1y(t — 1) = 0 denklemini 6z-
eslenik formda yazalim.

p(t) = 2% ¢(t) =sint —3.2t71
dir. (3.5) denkleminden q(t) = sint bulunur. O halde
A(Zt‘lAy(t + 1)) + sinty(t) =0
yukaridaki fark denkleminin 6z-eslenik halidir.

Genel olarak [a, b + 1] Uzerinde a(t) > 0 ve [a+ 1,b + 1] Uzerinde y(t) > 0 olmak
Uzere

a@®y(t+ 1D +pOy®) +y@®y(t—-1)=0 (3.6)
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formundaki bir fark denklemi 6z-eslenik hale getirilbilir. Bunu gdstermek icin (3.6)
denklemini pozitif bir h(t) fonksiyonu ile carpalm:

a(Oh®)y(t+ 1)+ OOy +y(Oh(Dy(E—-1) =0

Bu denklemin 6z-eslenik olabilmesi i¢in

a(t)h(t) = p(t)

y(®h(t) = p(t—1)

olmaldir. Yani

a(t)h(t) = y(t+1Dh(t+1)

elde edilir. Buradan

a(t)
y(t+1)

h(t+1) = h(t)

lineer 1. mertebe fark denklemi elde edilir.

COzimi ise

-1 «(s)
h(t) =4 l:a[ y(s+ 1)

seklindedir.

p(® = aa®) | | y(‘;‘(j)l)

secersek (3.5) denkleminden
q® = pORE) +p(©) +p(t—1)
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seklinde bulunur ve (3.6) denklemi (3.2) formunda yayilmis olur.

Ormek 3.2.

t2
r(e-1)

(t =Dyt + D+ (= —t) yO +y(t—1) =0

fark denklemini 0z-eslenik formda yazahm.
t—-1
h(t) = 1_[(5 1) =(t-2)!=T(t=1)
s=2

secersek bu durumda
p(t) = (t—DI(t—1)=T()

Ve

q(t) = (ﬁ _ 1) F(t— 1)+ (0 + Tt + 1)

=t —trt+ 1)+ (t—Drt—-1)+rt—-1)
= t2
bulunur. Bu durumda (3.7) denkleminin 6z-eslenik formu
A(T(t— DAy(t—1)) +t2y(®) = 0
seklindedir.

y(t) ve z(t)[a, b + 2] araliginda denkleminin ¢6ziimii olsunlar.

w =201 =[50 1P
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[JO O
Ay(t) Az(t)

idi. [a, b + 2] lizerinde tammh y(t) fonksiyonlar1 kiimesi tizerinde L operatorini
Ly(t) = A(p(t — DAy(t— 1)) + q(0)y(8)
ile tanmlayalim.
Teorem 3.3. (Lagrenge 6zdesligi)
y(t) ve z(t) [a, b + 2] lizerinde tammh fonksiyonlar ise t € [a+ 1,b + 1] icin
2(OLy (1) — y(OLz(t) = A[p(t — D.wlz(t - 1),y(t — 1)]]
0zdesligi dogrudur.

Ispat: [7] Lagrange &zdesliginin her iki tarafini a + 1 den b + 1’e kadar toplarsak
asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1. [7] (Green Teoremi) y(t) ve z(t) [a,b + 2] lizerinde tanimli fonksiyonlar
olsunlar.

Bu durumda
b+1 b+1 t = b + 1
> 2@y® - Y L) = pOWEOYD)
t=a+1 t=a+1 t=a

esitligi dogrudur.
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Sonug 2. [7] (Liouville Formili) y(t) ve z(t) (3.2) denkleminin ¢6zimi olsunlar. Bu
durumda t € [a, b + 1] ve c sabit olmak Uzere

wly(x),z(H)] = %

dir.
Ispat: Lagrange 6zdesliginden t € [a + 1,b + 1] igin

Ap(t — Dwly(t —1),z2(t—-1)] =0
elde edilir. Buradan

p(t—Dwly(t-1,z(t—- D] =c
bulunur. t =t — 1 seklinde Oteleme yaparsak

c
wly(®),z(t)] = m

bulunur.

Sonug 2’den ) y(t) ve z(t) (3.2) denkleminin c¢dzimleri ise ya

i wly(®),z(®)]=0 vt € [a,b + 1]
ya da
. wly(t),z(t)] Vvt € [a,b + 1] igin aym isaretlidir.

I. durumunda y(t) ve z(t) ¢dzimleri [a,b + 2] araliginda lineer bagmli ii. durumunda
ise lineer bagimsizdir [7, Teorem 3.4.].

Teorem 3.4. (Polya Faktoérizasyonu) z(t) (3.2) denkleminin bir ¢6zimi olsun ve
[a, b+ 2] aralginda z(t) > 0 olsun. Bu durumda i = 1,2 icin [a, b + 2] araliginda
g,(t) >0ve [a+ 1,b+ 2] araliginda g,(t) > 0 olacak sekilde g;(t) fonksiyonlar1
vardrr Oyle ki t € [a+ 1,b+ 1] icin [a, b + 2] tlizerinde tammh herhangi bir y(t)
fonksiyonu igin
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Ly(®) = g,(0a|g,(0 (g, (e - D)y(e - )|
dir.[7]

Ispat: z(t) (3.2)'nin poztif ¢oziimii oldugundan Lagrange dzdesliginden

Ly(©) = %A[pa Dl - Dy D]

dir. O halde

A y(t—1) B z(t— DAy(t—1) —y(t— 1DAz(t - 1)
{ z(t— 1)} B z(t—1)z(t)

_wiz(t - 1),y(t = D]
B z(t — 1)z(t)

bulunur [7, Teorem 2.1. (e)].

Bu durumda

Ly(® = =8 [p(e-DaGe- Dy -Da(F5)] 69

bulunur. g,(t) = 0,

1>
g, () =p(t—1)z(t —1)z(t) > 0, (t€la+1,b+ 2]
secersek
Ly(®) = g,(0a|g,(0 (g, ¢t~ Dy(e - 1))
esitligini sagladig1 goriiliir.

Ormek 3.5.
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y(t+1)—6y() +8y(t—1)=0 (3.9
denklemi i¢in Polya Faktorizasyonunu elde edelim. Agikga goriilebilir ki z(t) = 2° ve

y(t) = 4" (3.9) denkleminin c¢ozimleridir. (3.9) denklemini 6z-eslenkk formda
t
yazilirsa p(t) = (%) elde edilir.

Bu durumda (3.8) denkleminden Polya Faktorizasyonu

Cea [T e, YE= D]
27tA [(g) 2t 12tAm =0
ya da
A[27tAQ2 ty(t—1))] =0

formundadr.

Tamm 3.6. [7]a<t<b+2vea+1<s<b+1olmak iizere her sabitlenmis s €
[a+ 1,b+ 1] icin (3.2) denklemini, y(s,s) =0 ve y(s+1,s) = ﬁ kosullarint

saglayan y(t,s) fonksiyonuna Cauchy Fonksiyonu denir.

Omek 3.7. A[p(t — 1)Ay(t — 1)] = 0 denkleminin ¢ > s icin Cauchy Fonksiyonunu
bulahm.

y(t, s) denklemin ¢6ziimii oldugundan
Alp(t—1),8y(t—=1)]=0
drr. O halde
p(t—1) Ay(t —1,5) = a(s)
elde edilir. t =s+ 1icin a(s) = 1 bulunur.

t =t + 1 yazarsak
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Ay(t,s) = %

elde ederiz. t > s oldugunu kabul eder ve s’den t — 1’e kadar toplama gecersek

y(t,s) —y(s,s) = Zz%

bulunur. O halde Cauchy Fonksiyonu

t-1 "
y(t,s) = Zm

olarak bulunur.

Ozel olarak A%y(t—1) =0 denkleminin Cauchy Fonksiyonu y(t,s) =t—s

formundadr.

Teorem 3.8. u,(t) ve u,(t) (3.2) denkleminin lineer bagmsiz ¢ozimleri ise (3.2)
denkleminin Cauchy Fonksiyonu

[ul(s) Uz (s)
y(t,s) = ()[”1(“ 0 (3.10)
p(s

uy(s) Uy (s)
Uy (s+1) u,(s+1)

a<t<b+1la+1<s<b+1
ile verilir.
Ispat: [7]
Omek 3.9. A(p(t — 1), Ay(t — 1)) = 0 denkleminin Cauchy Fonksiyonunu bulahm.

u () =1 ve u,(t) = t-1 _L_ denklemin lineer bagmsiz ¢ozimleridir. O halde

T=a p(1)

Teorem 3.8.’den
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s—1 1
b 78

L 2= “p(r)

1 ¥
p(s)
1 ¥

y(t,s) =
J= “p(r)

J= “p(r)

t—1 1
= _ , t > sicin
;p(r) ( ¢in)

Simdi ise Cauchy Fonksiyonunun homojen olmayan denklemlerin ¢6ziimiinde nasil

kullanild1gim1  gorelim.

Teorem 3.10. (Parametrelerin Degisimi Formiilii)

Ly(t) = h(t)
y(a) =0
ya+1)=0

baslangic deger probleminin ¢oziimii

Y(t) = Xs—g41Y(t,S)h(s) (3.11)

ile verilir. Burada y(t,s) Ly(t) = 0’m Cauchy Fonksiyonudur.

Ispat: [7]
Sonug 3. Ly(t) = h(t) t €la+ 1],[b+ 1]
y(a) = A
y(a+1)=B8B
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baslangic deger probleminin ¢oziimii

y(t) =u(t) + Z y(t,s) h(s)

s=a+1

ile verilir. Burada y(t,s),Ly(t) = 0’'m Cauchy Fonksiyonu ve u(t) de homojen
denklemin homojen ¢ozimadur.

Ispat: [7]
Ornek 3.11.
Ay(t—1) =t
y(0)=y(1) =0
Baglangig deger problemlerini parametrelerin degisimi yontemi ile ¢ozelim.

Teorem 3.10.’dan ¢6ziim

s=1
t t
DY
s=1 s=1

Faktoriyel kuwvetler cinsinden ¢6zim

y(t) = tisl—i [si+sl]

s=1

t+1 2qt+1

SE S§+S
=t|— —_ |— —_
2 L 3 2
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D2 e+ 12 (e+1)2
R S

1 1 1 1 1 1
—t3 —t2> — <—t3 —t) - (—tz —t)
(2 +2 3 * 3 2 +2

(1t3+1t)
6 6

olarak bulunur.
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