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FONKSIYONLARLA ILGILI OLIMPIYAT PROBLEMLERININ
COZUM YONTEMLERI

UZUN, Murat
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolumii
Danisman: Prof. Dr. Refail ALIZADE
Aralik 2017

Bu calismada fonksiyonlar konusu lise diizeyinden bagslanarak ele alinmis. Fonksiy-
onel Denklemlerin genel ve 6zel ¢oziimleri incelenmis, bazi 6zel fonksiyonel denklemler de-
taylica anlatilmistir. Ayrica Ulusal ve Uluslararas1 Matematik Olimpiyatlarinda Fonksiyon-
lar ve Fonksiyonel Denklemlerle ilgili ¢ikmig sorular ve ¢oziimlerine 6rnekler verilmistir. Bu
calismanin Matematik Olimpiyatlarina ilgi duyan 0grenci ve 6gretmenler icin faydali olacagi

diisiiniilmektedir.

il



ABSTRACT

SOLUTION METHODS OF OLIMPIADS PROBLEMS ON
FUNCTIONS

UZUN, Murat
Msc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Refail ALIZADE
December 2017

In this study functions are discussed starting from the high scool level. The general and
private solutions of functional equations are investigated. Some spesific functional equations
are described in detail. Besides questions and solutions about functional equations which asked
before in National and International Mathematical Olimpiads are given.

We hope that this thesis will be helpfull for high school students that take part in the

mathematical olympiads.
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1. GIRIS

1.1. Fonksiyon Nedir?

Fonksiyonlar verilen girdilere essiz ¢iktilar atayan matematiksel varliklardir.!

Verilen girdilerin nitelik ve niceliklerinin sonuglari nasil etkiledigi ya da birbirine bagli,
birbirini etkileyen olaylari, dolayisiyla hayatin kendisini anlama yolunda en biiyiik yardimci
kavramlarindan biridir fonksiyonlar.

17. yy’dan itibaren,

e Galile, Kepler ve Newton hareketleri arastirirken zaman ile yol arasindaki iligkiyi ortaya

koymuslar.
e Robert Boyle gazlarin; sicaklik, basin¢ ve hacimleri arasindaki iligkiyi ortaya koymus,

e 19. yy’da akim, direng¢ ve voltaj arasindaki iliski de goriildiikten sonra denilebilir ki bi-

limde en 6nemli kavramlardan biri de degiskenler arasindaki iligkilerdir.

Bu calismada; 6nce en temelden baglanarak, sirali ikili, kiime, kartezyen ¢carpim ve baginti
tanimlar1 ve ozellikleri incelenerek fonksiyona bir altyap1 olusturulmustur.

Daha sonra tanimi, cesitleri islem ve 6zellikleriyle elementer fonksiyona genisce yer ve-
rilmistir.

Dordiincii boliimde ise Ulusal ve Uluslararast Matematik olimpiyatlarinda 6nemli bir yere
sahip olan Fonksiyonel Denklemler konusu ele alinmistir.

Fonksiyonel denklem tanimi, ¢esitleri, ¢coziim yontemleri, ¢coziim yontemlerinde kolaylik
saglayacak temel Ozellikler incelenmis, bazen 6zel bir kosul altindaki 6zel ¢oziimler incelen-
mistir. Bazen genel ¢oziimler bulunmusg bazen ise ¢oziimii olmayan fonksiyonel denklemlerin
cozimsiizliigi kanitlanmagtir.

Son boliimde ise fonksiyonel denklem 6rnekleri ¢oziimleriyle birlikte verilmistir.

Bu calismada kaynagi acikca kaynagi belirtilmeyen tanim ve kavramlar icin “Thomas

Kalkiiliis 12. Baski” ya bakilabilir.

'Khan Academy



2. KUME-KARTEZYEN CARPIM-BAGINTI

Sirah Ikili: Sira 6nemli olmak sartiyla iki tane elemanin aralarina virgiil konularak (a, b) sek-

linde parantez i¢cinde yazilmasina sirali ikili denir.

(x,y) (3,4) (m,n) gibi

Not: iki sirali ikilinin birbirine esit olmasinin sart1 birinci bilesen, birinci bilesene, ikinci

bilesenin ikinci bilegene esit olmasidir. (a,b) = (¢, d) ise a = ¢ ve b = d olmalidir.
Ornek 2.1 (22 —5,17) = (11,3y — 1) ise v - y =?

Coziim: 2x —5 =1lisex = 8,3y — 1 = 17ise y = 6 bulunur. Buradan z -y = 8 - 6 = 48

bulunur.

2.1. Kartezyen Carpim

A ve B bos olmayan iki kiime olmak iizere, birinci elemanlar A kiimesinden, ikinci ele-
manlar B kiimesinden alinarak olusturulan tiim sirali ikililerin kiimesine A ile B nin kartezyen
carpim kiimesi denir. A x B ile gosterilir.

A = {a,b} ve B ={1,2,3} ise

Ax B ={(a1),(a2),(a3),(b1),2),(b3)
B x A={(1,a),(1b),(2a),(25b),(3,a),(3,b)

dir. Goriildiigii gibi A x B # B x A dr.

2.1.1. Kartezyen Carpimin Eleman Sayisi

s(A) =mves(B) =nise s(Ax B)=m-nves(BxA)=m-ndir.
Ozellikler

1. A# Bise A x B+# B x Aolur.

2. AX T =0 x A=



2.2. Baginti

A # J, B # ¢ olmak tizere A x B tanimli ise A x B nin her alt kiimesine A’dan B’ye
bir baginti denir. A 5B veya  : A — B seklinde gosterilir.

2.2.1. Baginti Sayisi

s(A) = mve s(B) = niken s(A x B) = m - n oldugundan A’dan B’ye tanimlanabilen

bagint1 sayis1 2™ olur.

2.2.2. Bagintimin Grafigi

xr € A, y € B olmak iizere tim (x,y) € A x B lere diizlemde karsilik gelen noktalarin

kiimesine /3 bagintisinin grafigi denir.

Ornek 2.2 8 = {(v,y)| 2 < |z| + |yl < 6 =,y € R} bagintusimn grafigini ¢izip 3’nin

belirledigi bolgenin alanini bulalim.

Coziim:

(6/2)2 — (2v/2)2 = 72 — 8 = 64 br?

2.2.3. Bagmtmm Ozellikleri

Yansima: A kiimesinde her bir = elemani i¢in bagintinin i¢inde (x, z) elemani varsa /3 bagin-

tisina “yanstyandir” denir.



A = {a, b, c} kiimesi iizerinde tanimlanan bir bagitinin yansiyan olmasi i¢in mutlaka (a, a),

(b, b), (c,c) elemanlarin1 bulundurmasi gerekir.

Simetri: V(z,y) € § icin (y,z) € § olmaldir. Yani bagintida bulunan her (x,y) elemaninin

simetrigi de bagintinin i¢cinde bulunmalidir.

Ters Simetri: = # y ve V(x,y) € B iken (y,z) ¢ B olmalhdir. 5’nin higbir (z,y) elemaninin
simetrigi bagintida bulunmalidir.

e Bir tek elemanin simetrigi bulunursa Ters Simetri bozulur.
e (z,x),(y,y) seklindeki sirali ikililerin bulunmasi ters simetriyi bozmaz.

e Bir bagint1 “Simetrik degilse ters simetriktir, ters simetrik degilse simetriktir” diye-
meyiz. Hem simetrik hem de ters simetrik olmayan bagmtilar vardir. Ornegin

B ={(z,y),(y,x), (z, z)} bagintis1 simetrik de degildir, ters simetrik de degildir.
Gecisme: V(x,y) € 5 ve (y, z) € §iken (z, z) € [ ise [ bagintisina gegiskendir denir.

e Bu 6zellik 5’nin her bir elemant icin ayri ayri saglanmalidir. Bir tek eleman igin

saglanmazsa (3 gecisken olmaz.

e (x,y) € Biken (y,z) ¢ [ ise (y ile baglayan bir sirali ikili yoksa) (x, z) aranmayip
bagintinin ge¢isken oldugu sdylenir.

2.2.4. Bagmti Cesitleri
Denklik Bagintis1: Bir § bagintis1 yansima, simetri ve gegisme 6zelliklerini ayn1 anda saglh-
yorsa bu bagintiya denklik bagintis1 denir.

Siralama Bagintisi: Bir /5 bagintis1 yansima, ters simetri ve gecisme Ozelliklerini ayn1 anda

sagliyorsa bu bagintiya siralama bagintisi denir.



3. FONKSIYON

3.1. Tanim

A kiimesinin her elemanin1 B kiimesinin bir ve sadece bir elemant ile esleyen 6zel bagin-

tiya fonksiyon denir.

A B Yandaki gibi gosterilir. Burada
A tanim kiimesi,
B deger kiimesi,

f@) =y f(A) = y goriintii kiimesidir.

Ornek 3.1 A = {1,2,3,4}, f : A — B, f(z) = 2z + 3 fonksiyonu icin B goriintii kiimesi
f()=5 f(2) =7 f(3)=9 f(4) = 11 oldugundan

B = {57,911}

seklindedir.

3.2. Fonksiyonlarla islemler

Fonksiyonlarin kurallar cebirsel ifadelerle verilmisse; nasil ki cebirsel ifadeler toplanir,
¢ikarilir, carpilir ve boliiniirse aym seyler fonksiyonlar igin de gegerlidir. Ornegin f(x) = 32+7

ve g(x) = 4z + 6 olsun. O zaman

5. f(z) =15z + 35
f(z) +g(x) =Te + 13

(f-g)(x) = Bz +7) - (4x + 6) = 1227 + 462 + 42
olur.

e Fonksiyonlar liste yontemiyle verilmigse; sadece birinci bileseni ayni olan elemanlar
arasinda iglemler yapilabilir. Birinci bileseni ayn1 olan elemanlarin ikinci bilesenleri

toplanir, ¢ikarilir, carpilir, boliiniir veya baska bir reel say1 ile carpilabilir.

5



Ornek 3.2

f = {(_67 10)? (_5> 9)7 (_27 6)7 (_17 4)? (07 3)7 <1v 2)7 (27 1)7 (37 0)}
9= {<_77 4)7 (_57 2)7 (_47 3)7 ((_27 5)7 (07 8)7 (27 6)7 (57 7>}

seklinde verilmisse 2 - f, f + g ve f - g’yi bulunuz.

Coziim:
= {(=6,20),(=5,18),(-2,12),(-1,8),(0,6),(1,4),(2,2), (3,0)}
f+g={(-59+2),(-2,6+5),(0,3+8),(2,1+6)}
= {(=5,11),(=2,11),(0,11),(2,7)}
={(-5,9-2),(—2,6-5),(0,3-8),(2,1-6)}
= {(—5,18),(—2,30),(0,24), (2,6)}
olur.

3.3. Fonksiyon Cesitleri

3.4. Sabit Fonksiyon

f : A — B bir fonksiyon olsun. A’nin her x elemani i¢in f(z) = ¢ olacak sekilde bir
¢ € B varsa f(x) fonksiyonuna sabit fonksiyon denir.

A B

§§

ar +b
+d

Sabit bir fonksiyon rasyonel sekilde ifade edilmisse, yani f(x) = fonksiyonunun sabit

olmasi i¢in e_? olmalidir.
c d

2ax® — 4z + 10
1222 + 62 — 3b

Ornek 3.3 f(z) =

fonksiyonu sabit fonksiyonsa a - b =7



2 —4 10
Coziim: 1—; =T ise a = —4 ve b = 5 bulunur. Buradan a - b = —20 ¢ikar.

3.5. Sifir Fonksiyonu

f(x) = 0 seklinde 0 a esit olan fonksiyondur.

3.6. Birebir Fonksiyon

Vi, x9 € Aigin x1 # x9 iken f(z1) # f(x2) ise f fonksiyonuna 1-1 fonksiyon denir.

Ornek 3.4 f(x) = 2z + 3 fonksiyonu 1-1 iken f(x) = x> — 6x + 14 fonksiyonu 11 degildir.

3.7. Orten Fonksiyon

Vy € Bigin f(x) = y olacak sekilde 3z € A varsa f orten fonksiyondur.

Ornek 3.5 f: R — R, f(z) = 22 + 3 drten fonksiyon iken, f : N — R, f(x) = 2z + 3 orten
degildir.

3.8. Icine Fonksiyon

Orten olmayan fonksiyona icine fonksiyon denir.

3.9. 1-1 Icine Fonksiyon

Bir fonksiyon hem 1-1 hem de icineyse bu fonksiyona 1-1 i¢ine fonksiyon denir.



3.10. 1-1 Orten Fonksiyon

Bir fonksiyon hem 1-1 hem de 6rtense buna 1-1 6rten fonksiyon denir.

e Bir fonksiyonun tersinin var olabilmesinin sart1 o fonksiyonun 1-1 ve orten olmasidir.

3.11. Ters Fonksiyon

f:A— B, f(z) = y fonksiyonu tammlanms ise f~! : B — A, f~!(y) = x fonksiyo-

nuna f fonksiyonunun tersi denir.

\ y s T—6 . 2w+4. . —Br+d
Ornek 3.6 f(z) =4x +6ise f~'(z) = T flz) = 515 5 fz) = M dir.
3.12. Bileske Fonksiyon

fog

A kiimesindeki = elemanin1 alip, C' kiimesindeki z elemanina gotiiren f[g(x)] = z fonk-

siyonuna f ile g nin bileske fonksiyonu denir. f o g seklinde gosterilir.

3.13. Ters ve Bileske Fonksiyonun Ozellikleri

LU=



2. fofTt=fTof=1(x)

3. Bilegke fonksiyonunun degisme 6zelligi yoktur. Genelde f o g # g o f dir.

4. (fog) ' =g o fdir

3.14. Fonksiyonlarin Grafikleri

Fonksiyonun elemanlarina analitik diizlemde karsilik gelen noktalarin goriintiisiine fonk-

siyonun grafigi denir. Ornegin

o) = \ |/

f(z) =sinz

3.14.1. Dogru Testleri

Diisey Dogru Testi: Bir bagintinin fonksiyon olup olmadigint anlamak i¢in kullanilir. Diigey

(dikey) ¢izilen dogru eger grafigi birden ¢cok noktada keserse bu baginti fonksiyon degildir.

f(z) = 2?

RN L/
NEDY

Cizilen diisey dogru 2% + y* = 9 un grafigini iki noktada kestiginden fonksiyon degildir.



Yatay Dogru Testi: Fonksiyonun 1-1 olup olmadigini anlamaya yarar. = eksenine paralel

cizilen dogrular grafigi birden ¢ok noktada keserse fonksiyon 1-1 olmaz.

f@) = a? f(@) =7

|/ /

/

Sekilde goriildiigii gibi y = 2 fonksiyonu 1-1 degil, y = 2 fonksiyonu 1-1 dir.

3.15. Permiitasyon Fonksiyonu

Tanim kiimesi {izerinde 1-1 ve orten olan her fonksiyona permiitasyon fonksiyon denir.

Ornek 3.7 A ={1,2,3,4}ise f: A — A

1 2 3 4
2 314

fonksiyonu f(1) =2, f(2) =3, f~1(3) = 2 vb. seklinde okunur.

3.16. Cift ve Tek Fonksiyonlar

f(—z) = f(x) esitligini saglayan fonksiyonlara ¢ift fonksiyonlar denir. Ornek olarak
f(x) = 2 ve f(x) = cos z verilebilir. Bu tiir fonksiyonlarin grafikleri y eksenine gore simetrik-
tir.

f(—z) = — f(z) esitligini saglayan fonksiyonlara da tek fonksiyonlar denir. Ornek olarak
f(x) = 2® ve f(x) = sin z verilebilir. Bu fonksiyonlarin grafikleri de orijine gore simetriktir.
Not: Ilerde daha detayli gorecegimiz iizere fonksiyonel denklemlerin ¢oziimiinde fonksiyonun

tekligi ya da ciftligi onemli bir kriterdir.

10



3.17. Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Artan Fonksiyon: Vz € R i¢in z; < 25 iken f(x1) < f(z3) oluyorsa f artan fonksiyon-

dur. Ornek olarak f(x) = 2z + 3 verilebilir. Asagidaki grafikler artan fonksiyon grafiklerine

N

ornektir.

Azalan Fonksiyon: Vz € R icin z; < x5 iken f(x;) > f(x2) oluyorsa f azalan
fonksiyondur. Ornek olarak f(x) = —2z + 3 verilebilir. Asagidaki grafikler azalan fonksiyon

grafiklerine ornektir.

— |

3.18. Polinom Fonksiyon

ai,as,...,a, € R, P: R — R ven e N olmak iizere

1

P(z) = apa™ + ap_2" "+ + as7? + ayzt + ag

seklindeki ifadelere x e bagli n. dereceden polinom fonksiyon denir.

11



3.19. Ustel Fonksiyon

a € R* ve a # 1 olmak sartiyla
f:R—>R" f(x) =a"
seklindeki fonksiyonlara iistel fonksiyon denir.

e Vr e Rigin a® > 0 dir.
e 0 < a < 1 ise fonksiyon azalandir.

e a > 1 ise fonksiyon artandir.

e lim (1 + l) = e dir.
n—o0 n
3.20. Logaritma Fonksiyonu

1-1 ve orten olan iistel fonksiyonun tersine logaritma fonksiyonu denir. f(z) = log,

fonksiyonunun tanimli olabilmesi i¢in
e >0
e a>0
e a#1

olmalidir.

3.21. Cok Degiskenli Fonksiyonlar

e R? = {(z,y) : x,y € R} kiimesi iizerinde tanimli y = f(x) seklindeki fonksiyonlara

tek degiskenli fonksiyon,

o R3={(x,y,2) : =x,y,2 € R} kiimesi iizerinde tamml z = f(x,y) seklindeki fonksiy-

onlara iki degiskenli fonksiyon,

12



o R = {(x1,29,...,%p,Tns1) :© T1,T2,...,Tpn, Tnr1 € R} kilmesi iizerinde tammli

Tpi1 = f(x1,29,...,x,) seklindeki fonksiyonlara n degiskenli fonksiyon

denir.

3.22. Periyodik Fonksiyon

f A — B bir fonksiyon, Vx € Ave 1T € R icin

flx+T) = f(x)

esitligini saglayan fonskiyona periyodik fonksiyon, bu esitlikteki pozitif 7" sayilarinin en kiigiigiine

fonksiyonun periyodu denir.

3.23. Smrh Fonksiyon

Tanim kiimesindeki Vx € R igin f(z) < N olacak sekilde bir N € R sayis1 varsa bu N
sayisina bu fonksiyonun {ist sinir1, f fonksiyonuna da iistten sinirli fonksiyon denir.

Vo € Rig¢in M < f(x) olacak sekilde bir M € R sayis1 varsa bu M sayisina bu fonksi-
yonun alt sinir1, f fonksiyonuna da alttan sinirli fonksiyon denir.

Alttan ve uistten sinirli fonksiyonlara sinirli fonksiyonlar denir.

3.24. Siirekli Fonksiyonlar

f A — B tamiml bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun z = a noktasinda limiti var
ve bu limit degeri fonksiyonun o noktadaki degerine esitse bu fonksiyon z = a noktasinda

suireklidir denir.

lim f(x) = lim f(x) = f(a)

T—a~ z—at
ise fonksiyona = = a noktasinda siireklidir denir.

Va € R icin siirekli olan fonksiyona R’de siireklidir denir.
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4. FONKSIYONEL DENKLEMLER

4.1. Fonksiyonel Denklem Nedir?

Nasil ki en az bir cebirsel ifade iceren denklemlere cebirsel denklem, koklii ifade iceren
denklemlere koklii denklem, grafigi dogrular olan denklemlere dogrusal denklem diyorsak,
fonksiyonlar iceren ve ¢oziimleri de fonksiyonlar olan denklemlere “fonksiyonel denklem”
denir.

Bir fonksiyonel denklemi ¢6zmek demek, bazen o denklemi saglayan tiim fonksiyonlar

ailesini bulmak, bazense o ailenin 6zel bir sayiya karsilik gelen 6zel bir ferdini bulmak demektir.

4.2. Fonksiyonel Denklem Cesitleri

Sadece tam sayilar ve rasyonel sayilar kiimesinde tanimlanan fonksiyonel denklemler
bulundugu gibi reel sayilar kiimesinde de tanimlanan veya aslinda sadece Z ve Q da taniml
oldugu halde fonksiyonun siirekliligi ve limit yardimiyla “buldu§umuz ¢dziim tiim reel sayilar
icin gecerlidir” diyebilecegimiz fonksiyonel denklemler de vardir.

Bunlardan ayrica polinom fonksiyon olarak verilmis, polinom ve fonksiyon ozellikleri
kullanilarak ¢oziimii yapilabilen fonksiyonel denklemler de vardir.

Fonksiyonel denklemlerin ¢oziimii i¢in bazen fonksiyonun periyodik ya da monoton ol-
masi, tekligi, ciftligi, artan ya da azalanlig, siirekli, sinirli ya da diferansiyellenebilir olmast
isimizi kolaylagtirabilir.

Ya da 6nceden ¢oziimii bildigimiz Cauchy, Jensen, Pexider vb. 6zel denklemlerin ¢oziim-
lerinden yararlanarak yeni denklemlerin ¢oziimlerine ulasilabilir.

Bu yolculuk her zaman mutlu sonla bitmeyebilir. Bazen bir denklemin genel ya da 6zel
coziimlerine ulasirken bazen de ¢coziimii olmayan bir denklemle karsilasabiliriz. Bu durumda
problemimiz artik bu denklemi ¢6zmek degil, ¢coziimsiizligiinii ya da boyle bir fonksiyonun

mevcut olamayacagini ispatlamak olur.
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4.3. Fonksiyonel Denklemlerin Coziim Yontemleri

Gerek genel ¢oziimler icin gerekse 6zel ¢oziimler i¢in bazi yontem ve kavramlardan yarar-
lanabiliriz.
Bu yontemlerden en basiti dogru degerleri yerine yazmak anlaminda “yerine koyma yon-

temi” denilebilir.
4.3.1. Yerine Koyma Yontemi ile Coziilebilen Denklem Ornekleri

Ornek 4.1 = +# 0, 1 olmak iizere

f)+ 1 (1%) £

esitligi saglandigina gore f(2) kactir?
Coziim:
1 1 1
z =3 icin f(§)—i—f(2)=§

x=—1 igin f(—1)+f( =-—1

N | —
N~

2

r=2 i¢in f(2)+ f(-1)
. 7
Ikinci denklem eksi ile garpilip her ii¢ denklem toplanirsa f(2) = 1 bulunur.
Ornek4.2 f:R - R, f(k+1)= f(k) +kve f(1) = 3ise f(41) kagtr?

Coziim:

k=1 igin f(2)=f(1)+1
k=2 igin f(3)=f(2)+2

k=40 icin f(41) = £(40) + 40

Taraf tarafa toplarsak

L2+ LB+ -+ fHAO) + f(41) = f(1) + L2+ + fAO) + 1+ 2+ - + 40
40 - 41
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bulunur.

Ornek 4.3 (Kanada 1989) n sayisimin rakamlart toplamum f(n) ile gosterelim. Buna gire

F(F(F(f (1989"%9)))) nedir?
Coziim: 198999 < (10000)"*® dir. En biiyiik rakam 9 oldugundan
£ (1989%) < 91989 - 4 = 71604 < 99999
olur. Buradan f (f (1989'%9)) < 45 bulunur. Buradan f (f (f (1989'9%9))) < 18 diyebiliriz.
£ (F (198999)))) < 9
olur. 1989’un tiim kuvvetleri 9’a boliineceginden
F(F(F (F (1989%)))) =9
olur.

Ornek 4.4 f(m,n) : [R —{0}] x [R — {0}] — Rve f (m, f(n,k)) = f(m,n) - k ve
f(im,m) = Ligin f(m,12) = 24 ise m kactir?

Coziim: m = n = k alirsak

f(m7f<m7m)) :f<m7m)'m
1

f(m,1) =m
bulunur. Ayrica sadece k yerine n yazarsak

f(maf(n7n)) :f<m7n)'n

—
—_—
m = f(m,n)-n
% :f(m’n)

den f(m,12) = % = 24 ten m = 288 bulunur.

Ornek 4.5 (Cin M.0.2002) [ : R — R, f(1) = 1 ve Vm € R igin f(m +5) = f(m) + 5,
f(m+1) < f(m) + 1 esitsizlikleri saglanmaktadir. g(m) = f(m) + 1 —m ise g(2002) kagtir?
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Coziim: Verilen bilgilerden kolayca

fm)+5< f(m+5) < f(m+4)+1
flm+3) +
< f(m+2)+
f(m)+5 yazlabilir.

Buradan f(m + 1) = f(m) + 1 olur.

m =1 icin  f2] = f(1)+1
m =2 icin 8] = f2)+1

m =2001 igin f(2002) = £(2001 + 1

+

£(2002) = £(1) + 2001 = 2002

den ¢(2002) = f(2002) + 1 — 2002 = 2002 + 1 — 2002 = 1 bulunur.

Ornek 4.6 (AIME 1984) f:7Z — 7,

t—3 t > 999
FOFE+5) <1000

seklinde tamimlandigina gore f(84) kagtir?
Coziim:

£(1004) = 1001

(
£(1003) = 1000
£(1002) = 999
£(1001) = 998
£(1000) = 997
£(999) = £[£(1004)] = f(1001) = 998
£(998) = £[£(1003)] = f(1000) = 997
£(997) = F£(1002)] = £(999) = 998

olur. ¢ < 1001 igin ¢ tek ise sonug 998, ¢ ¢ift ise sonug¢ 997 oldugundan f(84) = 997 olur.

17



4.4. Dogrusal Fonksiyonlar

f(z) = ax + b seklindeki fonksiyonlara lineer (dogrusal) fonksiyon denir. Bir fonksiyo-

nun dogrusallig1 bazen ¢oziimde isimizi kolaylastirabilir.

Ornek 4.7 41 tane f fonksiyonunun bileskesinden olusan fonksiyon

U f@) =702 +1
—

41 tane

ise f(x) =7

Coziim: f(f(f...f(z))) =™z + 1 esitliginin sag tarafi dogrusal oldugundan sol tarafi da

dogrusaldir. f(x) = az + b formundadir.

f(z) =ax+0b
f(f(x)) = alaz +b) + b= a’*z + bla + 1)

f(f(f(@) =a(a’s+bla+1)) +b=da’z+ba®+a+1)

fUF(f o f@) =a"z+b(a+a* +-- +a+1)

—_—
41 tane
41 1
=a''z+b- =7 .r+1
a—1
a' —1 6
oldugundana = 7 ve b- T~ 1 olur. Buradan b = ] bulunur. Yani aranan fonksiyon
a — [—
6
f([[‘) =Txr+ ﬁ olur.

4.5. Fonksiyonel Denklemlerin Coziimiiniin Varhgi

Fonksiyonel denklemlerin ¢6ziimii i¢in ¢ciktigimiz bu yolda bazen yazilan denklemi saglayan
bir fonksiyon bulamayiz. O zaman da bize diisen bu imkansizlig1 kanitlamak olur.
Bunun i¢in genellikle fonksiyonun artan ya da azalanlig, siirekli ya da periyodik olmast,

tekligi ya da ciftligi gibi kabullerle yola cikip, bir ¢eligki bulmaya ¢calismaktir.
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Ornek 4.8 (Municipal 1998) Vz € R icin
i) f+ f(z)=1-x
ii) f(f(z)) =
esitliklerini saglayan f : R — R fonksiyonunun bulunmadigini gosteriniz.

Coziim: Kabul edelim ki i ve ii 6zelliklerini saglayan f vardir. O zaman

flf(1+ f(z))] = f(1 — z) olur. Buradan 1 + f(z) = f(1 — «) bulunur.

r=0 i¢in 1+ f(0)= f(1)
r=1 i¢in 1+ f(1)= f(0)

dir. Son iki ifade taraf tarafa toplanirsa 2 = 0 bulunur ki bu bir celigkidir. Demek ki istenen

ozelliklere uygun f fonksiyonu yoktur.

Ornek 4.9 ¢ € (—1,1) olmak iizere Yx € R icin f(cx) = f(x) kosulunu saglayan ve v = 0

noktasinda siirekli olan tiim fonksiyonlart bulunuz.

Coziim: f(z) = f(cx)ise
f(z) = flex) = f(&) = -~ = f(c"a)

alabiliriz. Fonksiyon x = 0 noktasinda siirekli ve lim ¢"z = 0 oldugundan
n—a0

f(0)=f <lim c"m) = lim f(c"z) = lim f(z) = f(x)

n—o0 n—0o0 n—0o0

olur yani f(cz) = f(x) esitligini saglayan tek fonksiyon f(z) = 0 fonksiyonudur.

4.6. Tiirev Yardimiyla Coziilebilen Fonksiyonel Denklemler

Bir fonksiyonun tiirevlenebilir olmasi ¢éziimii kolaylastiran 6zelliklerden biridir.
Ornek 4.10 Yz, y € R icin
flx+y) = flx—y)=2-f(y)

olmak iizere tiim tiirevlenebilir f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.
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Coziim: f(x +y)— f(x —y) = 2 f(y) ifadesinde her iki tarafin = e gore tiirevini alirsak;
f(x+y)—f'(z—y) = 0, y ye gore tiirevini alirsak; f'(x+y)+ f'(x—y) = 2f'(y) bulunur. Taraf
taraf toplarsak 2f'(x +y) = 2 f'(y) den f'(z +y) = f'(y) bulunur. y = 0 i¢in f'(z) = f'(0)
ve f'(0) = x € Rdersek f'(z) = xise f(x) = ax + b bulunur.

Ornek 4.11 P(2k) = P'(k) - P"(k) esitligini saglayan tim P(k) polinomlarint bulunuz.

Coziim: P(k) = ak™ + --- formatinda n. dereceden bir polinom olsun. O halde P’, (n — 1).
dereceden, P”, (n — 2). dereceden olur. P(2k) = P'(k) - P"(k) esitliini derece yoniinden
incelersek n = (n — 1) + (n — 2) yani n = 3 bulunur. O halde P(k) = ak® + bk* + ck + d
seklindedir. P'(k) = 3ak® + 2bk + ¢, P"(k) = 6ak + 2b olur.

P(2k) = P'(k) - P"(k)

8ak® + 4bk® + 2ck + d = (3ak® + 20k + c) - (6ak + 2b)

4
esitliginin saglanmast i¢in 8¢ = 18a? ve b = ¢ = d = 0 olmalidir. Buradan a = 9 bulunur.

4
Dolayistyla verilen esitligi saglayan tek polinom P (k) = §k3 polinomudur.

4.7. Polinom

Ornek 4.12 (Kanada 1975) n € Z*, (P(x))" = P (P(x)) esitligini saglayan tiim reel kat-

sayuli polinomlart bulunuz.

Cozim: P(z) = ax™+--- ve (P(z))" = a™-2™"+- .- seklinde olurlar. (P(z))" = P(P(x))

yani

. 2
an.xmn+...:am+1.xm +

oldugundan m = n ve a = 1 bulunur. Bu durumda (P(z))" = P(P(z)) + Q(z) esitliginin
saglanmasi igin Q(x) = 0 olmalidir. O halde bu esitligi saglayan tiim polinomlar P(x) = x™

seklindedir.

Ornek 4.13 (Slovenya 1999) V. y € Ricin f(x — f(y)) = 1 — « — y fonksiyonel denklemini

saglayan tiim f : R — R tamumli fonksiyonlar: bulunuz.

Cozim: f(xr — f(y)) =1 — 2 — y denkleminde z = 0, y = 1 igin

flx—fy) =0
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Yine orijinal denklemde y = — f(1) alirsak

fle=f(=f(@)) =1—-2+ f(1)
0

fle)=1+f(1) -2
bulunur. 1 + f(1) = cdersek f(z) = ¢ — z olur.
fle=fy) =1-x—y
c—z+ fly)=1-z—y
c—x+c—y=1-x—y

1 1
den ¢ = 3 bulunur. O halde aranan fonksiyon f(x) = 3~ x fonksiyonudur.

Ornek 4.14 (Kanada MOCP 2001) Asagidaki kosullar: saglayan f : 7V — R fonksiyonunu

bulunuz.
i) f(4) =4
ii) L + ! + L + + ! = f)
FfE2) - F2)f3)  fB)f(4) f)fn+1)  fln+1)

Coziim: Eger;
fin+1) =f(n) = =[f03) = f(2) = f(2) - (1) =1

ise aranan fonksiyon f(z) = x fonksiyonu olabilir.
f(z) = x fonksiyonunun f(4) = 4 sartin1 sagladig1 asikardir.

i1) i¢in de

1 n f(n)

oldugundan f(x) = x istenen kosullar1 saglayan bir fonksiyondur.

Ornek 4.15 (IMO 1977) f(x) : Z* — Z* tanumli bir fonksiyon ve Vx € 7" icin
flx+1) > f(f(x))ise Yz igin f(x) = x oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Vr € Z" icin f(x) = f(x+1)olsun. f(z) = f(z+1) > f(f(z)) olur. Ancak m =1
icin 1 > f(1) olmaz. Bu ¢eliski dolaysiyla f(z) < f(x + 1) olur bu ise f artan demektir.
Vz € Z" igin f(z) > wiken f(z) = z+1olur. f artan oldugundan f [f(x)] = f(x+1) bulunur,
bu ise problemin sart1 ile ¢eligir. O halde f(z) < z olmalidir. Vo € Z7 i¢in f(z) < f(z + 1) ve

f(z) < x oldugundan f(z) = = olmak zorundadir.

4.8. Siireklilik Yardimiyla Coziilebilen Fonksiyonel Denklemler

Ornek 4.16 f : R — R siirekli bir fonksiyon ve f (\@m) = 2 f(x) esitligini saglasin. Yx € R

icin f(x + 1) = f(z) + 2z + 1 denklemini saglayan tiim fonksiyonlart bulunuz.

Coziim: f(z) = z* + p(w) ifadesinde periyodu 1 olan her periyodik fonksiyon i¢in p(x)’in
genel ¢oziimii asikardir. p(v/2x) = 2 - p(z) oldugunu biliyoruz. Ancak bu ifade ne p(z) = 0
oldugunu ne de p’nin sinirh oldugunu gosterir. Ancak f siirekli oldugundan p(z) de siireklidir.
Her periyodik siirekli fonksiyon sinirli oldugundan Vz € R igin p(z) = 0 dir. Boylece tek

¢oziim Vz € R i¢in f(z) = 22 dir.
Ornek 4.17 f : R — R siirekli

fla+y) = f@)+ fly) + zy(z + y)(@® + 2y + v°)

esitligini saglayan fonksiyonlari bulalim.

5
Coziim: Kabul edelimki g(z) = f(x) — % fonksiyonu tanimli olsun. g(z +vy) = g(x) + g(y)

5
ve g(r) = ax yazarsak denklemin ¢oziimii olarak f(x) = % + ax olur.

Ornek 4.18 f : R — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere Yz, y € R icin
fle+ f(y)] =y + f(x + 1) denklemini saglayan tiim fonksiyonlari bulalim.

Cozim: f[x+ f(y)] =y + f(x + 1) i¢in

PO,y +1—f(1)= ffly+1) - f(D)]=y+1
Ply—f(), fly+1—=f(1)=fly—f)+[f(fly+1-f(1))
= fly+1—f)]+ fly+1-f(1))
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olur. Buradan

fle+y+1—f1)=fly+1-fO)]+ fz+1—f(1))

ozaman g(z) = flz + 1 — f(1)] ve g(z +y) = g(x) + g(y) fonksiyonlarinin siirekliliginden
g(x) = azx ve f(x) = z[x + f(1) — 1] oldugundan f(z) = ax + b formunda iki adet ¢dziim

Vo e Rigin f(z) = 1+ x ve f(z) = 1 — xp olarak bulunur.

4.9. Smirhhik Yardimiyla Coziilebilen Fonksiyonel Denklemler

Ornek 4.19 f : Roy — Ro tamml [0, 1] araliginda sinirl bir fonksiyon ve her bir negatif
x,y ¢ifti icin
2 Y 2 Z
f@ -ty <a® £ (5)+o* £ (5)

2
2

esitligi saglaniyorsa Vx € R~ igin f(z) < % oldugunu géosterelim.

Coziim: Verilen esitsizlikte = y alinirsa

22 f(3) = U@F
_ 2- f(x) .. x 2 z 2n ’
bulunur. g(z) = > i¢in g(3) = g()° olur. Buradan g(57) > g(z)*" bulunur. Bazi u’lar
x

on

icin g(u) = a > 1 oldugunu varsayarsak, g (i) > a?" olur ve f (ﬂ) > u? a bulunur.

omn on 22n+1
Son esitlikte n — oo igin limit alimirsa f sinirsiz ¢ikar ki bu bir celiskidir. Oyleyse Vx € R icin

g(z) < 1dir. Yani f(z) < % bulunur.

4.10. Monotonluk Yardimyla Coziilebilen Denklemler

Ornek 4.20 f: R™ — R ye siirekli, monoton azalan bir f (x) fonksiyonu;

Vo,ye RT  icin f(:v+y)=f(f(ﬂf)+f(y))=f[f(x+f(y))+f(y+f(l’))]

esitligini Vo € R icin f(f(z)) = x oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: f : R" — R™, f(z) siirekli ve monoton ise f(z) = z denkleminin a > 0 olan bir

kokii vardir. y = a degerini fonksiyonel denklemde yerine yazarsak;
f(o+a)+ f(F@) +a) = f(f(e+a) + F(f(z) +a))
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olur. Buradan f(x + a) + f(f(z) + a),

f(z) = x in kokiidiir. Boylece; « yerine f(x) yazarsak bu denklemi elde ederiz;

fl@+a)+ f(f(f(2) +a) =a

Bu yiizden f(f(f(x)) +a) = f(x + a) i¢ine fonksiyonu (monoton azalan) f(f(x)) = x olur.

Buna ornek verirsek; f(z) = é icin agikardir.

Ornek 4.21 (Romanya 2011-Grade IV) f:[0,1] — R,
2=y < |f@) = f@)| < lo -y

esitsizligini saglayan tiim fonksiyonlari bulunuz.

Coziim: Vz,yigin |z —y|? < ‘f(x) — f(y)‘ < |z — y| denkleminde y = x alirsak f siireklidir.
Eger f(a) = f(b)ise x = avey = bigin (a — b)* < 0 ve a = bigin f, 1-1, siirekli ve
monotondur. f(0) = 0 ve f artan oldugundan f(z) + ¢ ve ¢ — f(x) birer ¢oziimdiir. = 1,
y = Oigin f(1) = 1 bulunur. f(z) € [0,1] ve x = z,

y=0icin f(z) < z. x =z,

y=1li¢inl — f(x) <1—zburadan f(z) = xtir. Ve € Rigin f(z) =x +ave f(x) =a—=x
olmak sartiyla 3 a € R vardir.

T

3+ 9%

1 2 3 1995
f(@%f(%)*f(w)*“”(w)

toplamini hesaplayiniz.

Ornek 4.22 (Kanada 1995) f(z) = olduguna gore,

9z 91—z
b ziim: 1— ) —
Coziim: f(x)+ f(1—x) 5o + 5

: 2 3 1995
/ (%) +f (@) / (@) to At f (@) = 997 + f(1/2) = 1995/2 bulunur.

— = 1 oldugundan
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Ornek 4.23 (AIME 1994) f(z) fonksiyonu her = € R icin, f(z) + f(x — 1) = 2? kosulunu
saglamaktadwr. f(19) = 94 ise, f(94) degerinin son ii¢ rakami kagtir?

Coziim: f(94) = 942 — f(93) esitliginde, f(93) = 93* — f(92) yazalim ve bu iglemi siirdiire-
lim. Buna gore,
f(94) = 942 — £(93) = (94% — 93%) + £(92)
= (947 — 93%) + 927 — f(91)
= (947 — 93%) + (92 — 91%) + £(90)

= (94 — 93%) + (927 — 91%) + - - - + (22% — 21%) + 20* — f(19)
elde edilir. Buradan,
f(94) =94 +93+92+91 + -+ + 22 + 21 + 400 — 94 = 4561
elde edilir. Yanit 561 olur.

Ornek 4.24 (AIME 1985) f : R — R fonksiyonu her x reel sayist icin, f(0) = 0,
f2+x) = f(2—2x)ve f(T+x) = f(T— x) esitliklerini sagladigina gore |x| < 1000 ve

f(x) = 0 olacak sekildeki x sayilarinin miimkiin olan en kiigiik sayist kactir?

Coziim: f(0) =0, f(2+z) = f(2—x) ve f(T+ z) = f(7 — x) esitliklerine gore,
f(2+z) = f(2— x)esitliginde x = x — 2 yazarsak, f(z) = f(4 —z), f(T+x) = f(T—x)
esitliginde x = x — 7 yazarsak f(z) = f(14 — x) olur. Buna gore,

r=0ise f(4) = f(14) =0 x =4ise f(0) = f(10) =0

r=10ise f(—6) = f(4) =0 r = —6ise f(10) = f(20)

x =20ise f(—16) = f(—6) x = —161se f(—20) = f(30)

seklinde devam edilirse goriiliir ki, n bir tam say1 olmak iizere
r=10nvexr =4 —10n

oldugunda f(z) = 0 olmaktadir. 2000/10 = 200 oldugundan 200 -2 + 1 = 401 tane say1 vardur.
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Ornek 4.25 (Harvard MIT Math. Tournament 2002) a, b ve n pozitif tam sayilar olmak iizere,
a+b=2"ve f(a) + f(b) = n? esitlikleri saglaniyorsa, f(2002) kactir?

Coziim: a+0b = 2" ve f(a) + f(b) = n? esitliklerine gore f(a) = n? — f(2" — a) yazabiliriz.

Buna gore,

£(2002) = 11% — f(2'" —2002) = 121 — f(46)
=121 — (6% — f(2° — 46)) = 85 + f(18)
=85+ 5% — f(2° — 18) = 110 — f(14)
=110 — (42 + f(2* — 14)) = 94 + f(2)
elde edilir. Diger taraftan, f(2) = 22 — f(2? — 2) esitliginden, 2f(2) = 4 ve f(2) = 2 bulunur.

Boylece f(2002) = 96 olur.

4.11. Birinci Cauchy Fonksiyonel Denklemi

Ornek 4.26 Cok bilinen klasik bir fonksiyonel denklem

flx+y) = flx) + f(y) (1)

Oncelikle ek varsayimlara gerek kalmadan (1) denkleminden miimkiin oldugunca daha fazla

bilgi almaya ¢alisryoruz. y = 0, f(x) = f(z) + f(0) 1 saglar,

yani,
£(0) = 0. @)
y = —wicin, 0 = f(z) + f(—=),
yani,
f(=z) = =f(z) (3)
elde edilir.
Simdi kabuliimiizii * > 0 icin sturlayalim. y = x icin, f(2x) = 2f(x), tiimevarimla,
YneN, f(nz)=nf(z) 4
elde edilir.
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T = % rasyoneli icin, yani, n -z =m - 1, (4) ile
fn-z) = f(m-1),
nf(x) =m- f(1), ve
- f(1) ()

bulunur.

Eger f(1) = c alirsak, o zaman, (2), (3), (5) ile rasyonel x icin f(x) = cx elde ederiz.
Ek varsayimlar olmadan elde edebilecegimiz tek sey budur.

a) f siirekli ise: f in siirekli oldugunu kabul edelim. Eger x irrasyonel ise o zaman limit

x ile x,, rasyonel dizisini secelim. f in siirekliliginden

f(z) = lim f(z,) = lim ¢, = ¢,

Tp—x Tp—T

olur. O zaman her z igin f(x) = cx elde edilir.
b) f monoton artan ise: f monoton artan olsun. Eger x irrasyonel ise, o zaman rasyonel

sayilarin x’e yakinsayan artan ve azalan birer r,, ve R,, dizileri bulunabilir. O zaman

Cr, = [(rn) < f(@) < f(Rn) = cRy

olur. n — o igin, c,, ve cR, dizilerinin ikisi de c,’e yakinsar. Bu yiizden her x icin
f(z) = ca’dir.
¢) f simwrly veya periyodik ise: f, [a,b| kapali araliginda tammlansin, yani, her
€ [a,b],|f(z)| < M olsun. f in ayrica [0,b — a] araliginda sinirli oldugunu gorelim. Eger

z € [0,b— a] ise 0 zaman x + a € [a,b] dir. f(x) = f(x + a) — f(a) olusundan,
[f(2)] < 2M

elde edilir.
f(d)

Eger b — a = d alirsak, o zaman f, |0,d| araliginda stmrlidir. ¢ = e

g(x) = f(x) — cx olsun. O zaman
g9z +y) = g(x) + 9(y).
Dahast, g(d) = f(d) — ed = 0 ve
g(x +d) = g(x) + g(d) = g(x),

yani, g(x) fonksiyonu, d periyoduyla periyodiktir. Iki sinirlt fonksiyonun farkindan dolayt g(z),

ayni zamanda [0, d| araliginda simirlidir. Periyodik dzellikten dolayt g(x), tiim sayt dogrusunda
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stmrlidir: g(xo) # 0 olacak sekilde bir xq oldugunu kabul edelim. O zaman g(nzgy) = ng(xg)
olur. n’i yeterince biiyiik secerek, |ng(xg)|’t istedigimiz kadar biiyiitebiliriz. Bu ise g(x) in

stirliliuyla celisir. Bu yiizden her x icin, g(x) = 0, yani,
Yz icin f(x) = cx.

1905 de G. Hamel hi¢bir yerde sunirli olmayan ve f(x +y) = f(x) + f(y) fonksiyonel
denklemini saglayan “wild” fonksiyonlarinit kesfetmistir. “tame” sonuglari kesfetmek icin ¢cali-
styoruz. Eger tiim rasyoneller icin bir ¢oziim bulmay: basarirsak, o zaman o ¢oziimii siireklilikle

veya monotonlukla tiim reellere genisletebiliriz.

4.12. Ikinci Cauchy Fonksiyonel Denklemi

Ornek 4.27 Diger bilinen bir denklem

[l +y) = flx)- fy) (1)

dir.
Eger f(a) = 0 olacak sekilde bir « varsa, o zaman her x icin f(z+«) = f(x)- f(a) =0

t
dir, yani, f birim stfirdir. Diger tiim ¢éziimler icin, her yerde f(x) # 0 olur. x = y = 3 icin,

Ft) = 12 (%) >0,

Aradigumiz ¢éziim her yerde pozitiftir. y = 0 icin, (1) den f(x) = f(x) - f(0), yani, f(0) =1

elde edilir. x = vy icin, f(2x) = f*(x), ve tiimevarimla

f(nz) = f*(x) (2)

bulunur.

T = (m,n e N), yani, n - x = m - 1 olsun. (2) yardimyla,

flnz) = f(m-1) = f*(x) = f"(1)
= flx) = (1)

bulunur. f(1) = « alirsak, o zaman



yani, rasyonel x icin f(x) = o” elde edilir. Zayif ek kosullar (siireklilik, monotonluk, sinirlilik)
yardimiyla, her x igin, f(x) = o oldugunu gorebiliriz.
Daha basit olan bir sonraki adimda her x icin f(x) > 0 oldugundan (1) de logaritma

almirsa,
Inof(x +y) =Inof(x) +1nof(y)

elde edilir.
Simdilnof = g olsun. O zaman g(x + y) = g(x) + g(y) esitliginden

In f(z) = g(z) = g(z) = cx

= Inof(z) = cx

ve

elde edilir.

4.13. Uciincii Cauchy Fonksiyonel Denklemi

Ornek 4.28
flay) = fl2) + fy) 1)
denklemini ele alalim.

Sonuglardan biri olan her x i¢in f(x) = 0’1 tahmin etmek kolaydir. x = 0 icin tamimlanan
tek ¢oziimdiir. Eger x = 0 f’in tanim kiimesine aitse, o zaman (1) de y = 0 koyarak, her x icin
f(x) = 0’1t saglayan f(0) = f(x) + f(0)’1 elde ederiz. f’in tanum kiimesinde v = 1 olsun.
x=y=1lile, f(1) =2f(1), veya

f(1)=0 (2)

Eger 1 ve —1 ikisi birden tanim kiimesine aitse, o zaman f ¢ift fonksiyondur, yani her x

icin f(—x) = f(x)’dir. Ispatlamak icin (1) de x = y = —1 alalim, ve (2) ile birlikte

f(1)=2f(1)=0= f(-1) =0

elde ederiz.
(1) dey = —1 alarak, f(—z) = f(x)+ f(—1) ve buradan her x icin f(x) = f(—x) elde

edilir.
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x > 0icin f’in diferansiyellenebilir oldugunu kabul edelim. y’nin sabit oldugunu ve x’in

degisken oldugunu alalim. O zaman yf'(zy) = f'(x) elde ederiz. x = 1 icin, yf'(y) = f'(1)
_ '@

, buradan

elde edilir. Notasyon degisimiyle f'(x)

f(z) = f @dt =f(1)Inz

bulunur. Eger fonksiyon x < 0 icinde tanimliysa, o zaman f(x) = f'(1) In|z| olur.

4.14. Dordiincii Cauchy Fonksiyonel Denklemi

Ornek 4.29 Vz.y e R x,y = 0igin,
flx-y) = f(x) - f(y) esitligini saglayan tiim siirekli f : R* U{0} — R fonksiyonlarim
bulalim.

Bu esitligi saglayan fonksiyonel denkleme 4. Cauchy Fonksiyonel Denklemi denir.

Coziim: Vx € Rigin f(z) = 0 oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornegin v = y = \/a alirsak

fla) = f(Wa)- f(+a)
fla) = [f(\/a)]2 oldugundan

Vz € Rigin f(z) = 0 dir.
f(z-y) = f(x)- f(y) esitliginde her iki tarafin In ini alirsak;
In[f(z-y)] =In f(x) + In f(y) bulunur.
In f(z) = h(x) alinirsa;
Buradan; karsimiza 3. Cauchy denklemi olan
h(z -y) = h(x) + h(y) ¢ikar ki
bu denklemin ¢6ziimiiniin A(xz) = 0 veya h(z) = ¢ - Inz oldugunu biliyoruz.

h(z) = In f(z) oldugundan

Inf(z) =0 Inf(z)=c-lnx
fla)=é =1 fla) = e

esitligini saglayan fonksiyonlar f(z) = 0, f(x) = 1 ve f(x) = z° bulunur.
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4.15. Jensen Fonksiyonel Denklemi

Ornek 4.30

F (x—zky) _ f(=) -QF fy)

Jensen’s fonksiyonel denklemini ele alalim. f(0) = a ve y = 0 olsun. O zaman

f <§> = W olur. Buradan

(D

f(x) + fy) r+y\  fle+y)+a
9 :f( 9 )Z 9

flx+y)=f(x)+ fly) —a

elde edilir. g(x) = f(x) — a yardimyla, g(x + y) = g(z) + g(y) yardimiyla
g(x) = cx ve

flz)=cr+a

elde edilir.
Ornek 4.31 Daha karisik bir érnek alalum.

fla+y)+ flx—y) =2f(x) - f(y) ey
(1) in siirekli ¢coziimiinii bulmak istiyoruz. Oncelikle her x icin f(x) = 0 bariz ¢oziimdiir.
Simdi
y=0=2f(z) = 2f()f(0) = f(0) = 1,
r=0=f(y) + f(=y) = 2f(0)f(y) = f(=y) = f(y)

vani, [ ¢ift fonksiyondur. x = ny icin

flin+ Dyl =2f(y) - f(ny) — fl(n—1)y] (2)

elde edilir.
y = z icin, f(2z) + f(0) = 2f*(z) olur. Buradan t = 2x icin

o (T f(t)+1
/ <§>—T 3)

buluruz.
cos ve cosh fonksiyonlart ile (2) ve (3) saglamr. f(0) = 1 ve f siirekli oldugundan,

yeterince kiiciik a > 0 icin [—a, a] araliginda f(x) > 0 elde edilir. Buradan f(a) > 0 olur.
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(a) Ik olarak 0 < f(a) < 1 durumunu alalim. O zaman 0 < ¢ < 5 araliginda bir c olmalidur.
Bu yiizden f(a) = cosc olur. x = (%) a bicimindeki herhangi bir sayt icin,

C

f(z) = cos -z 4)

a

oldugunu gostermek istiyoruz.

C e, a . .
x = a i¢in ¢’nin tammundan agiktir. ©x = 5 icin (3) den

e <g> _ fla)+1  cosc+1 o ©
2 2 2 2

olmalidir.

f <g> > 0, cosg > 0 oldugundan

a c
f (—) = Cos > (5)
elde edilir.

(5) denkleminin x = 2% icin dogru oldugunu kabul edelim. O zaman (3) denklemi

veya

f(Qn?Jrl) - OS<2nf+1>

saglar. f(a/2™) = cos(c/2™) esitligi, her m dogal sayist i¢in saglamr. n = 2 icin (2)

den

() =) -2 (2 ) -1 ()

= 2cos 2_m COS 2m—1 — COS 2_m = COS 2—mC

(4) ten z = [(n —1)/2™] a ve x = (n/2™)a degerlerini, (2) den de x = [(n — 1)/2™]a

ve x = (n/2™)a ile birlikte diisiinecek olursak;

n+1 n+1
f -a | = cos - c
2m 2m

bulunur. Sonug olarak

f(%-a)zcos%-c n,me{0,1,...} icin
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esitligine ulasiriz. f siirekli oldugundan da her x i¢in

f(z) = cos 2:6

bulunur. Ayrica eger f(a) > 1 iken ¢ > 0 vardir ve
f(a) = coshe

dir.

Her x icin bunu tek sekilde gosterebiliriz:

f(z) = cosh e

a

Béylece (1) fonksiyonel denklemini iceren siirekli ¢iziimler
f(z) =0, f(z) = cos bz, f(z) = cosh bx
f(x) =1 (b = 0igin) sabitiyle listelenir.

(b) (1)’in tiirevlenebilir tiim ¢dziimlerini bulmak istiyoruz. Tiirevienebilen siirekli iissel fonksiy-
onlart alacak olursak f(x +y) + f(x —y) = 2f(z) f(y) denklemini tiim ¢oziimler icin

kullanabiliriz. Iki kez tiirevini alip x ve y degiskenlerini tanimlarsak

v=f"x+y)+ f(x—y) =2f"(x) fly)
y=f"r+y) + f(x—y)=2f(z) f'(y)

bu iki denklemi birlikte diisiindiigiimiizde

_ ) _ W)
@)~ 7

c=—w?= f(r) = acoswz + bsinwz,

== @) = f()

(@) fly) = fx)- ' (y)

c=w?= f(z) = acoshwz + bsinh wz.
f(0) =1ve f(—x) = f(x) igcin ¢oziimler sirasiyla

f(z) =coswz ve f(x)=coshwez, bulunur.

Cauchy’nin denklemlerini bu kadar detayli konustuktan sonra; diger popiiler denklem-

lerin ifadeleri ile yetinelim.
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Cauchy’nin Fonksiyonel Denklemleri

Jensen Fonksiyonel Denklemi

f(x)=cx+a

f <x +y> G ; f()

Pexider Fonksiyonel Denklemleri

f(z) = cx + h(0) + g(0)
flet+y)=g@) +hy)  g(z) = cx+g(0)
h(z) = cx + h(0)

g
. flo+y) =g(zx)- h(y) g(xr) =g

. flx-y) =g(x) + h(y) g(x) =c-Inx + g(1)

Z.. Daroczy Fonksiyonel Denklemi

a-A#0 flax+y) = f(Az) + fly) VkeZ" [(d'z) = A" f(x)
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5. OLIMPIYAT PROBLEMLERI VE COZUMLERI
1. z € Rigin fi(x) = 2*> — 2x ve n > 1 igin

fria (@) = filfulz))

baglantilartyla f1, fa, fs, ... fonksiyonlar1 tanimlaniyor. fi99¢ fonksiyonu [0, 2] kapal

aralifinda alabilecegi en kii¢iik ve en biiyiik degerler nedir?

fr996([0,2]) = [-1,3] = —1 ve 3.

2.
f(@)f(y)
flx+y) = "~
D= 1)
fonksiyonel denklemini saglayan tiim siirekli f fonksiyonlarini bulunuz.
1 f(x) + fy) 1 1

Comtim 91) = 36y =9 =G T @ T w0 )

=g(x) =cx = f(r) = p bulunur.
3. Her z,y € Rigin
zf(z) +2zf(—x) = -1
esitligini saglayan tiim f : R — R siirekli fonksiyonlarini bulunuz.

Cozim: r > —x = —xf(—x) — 2zf(z) = —1; 2ile carpildiginda = —2zf(—x) —
4z f(r) = —2, bu da ilk denklemle toplandiginda

1
—3-x- f(z) = —3ise f(z) = — bulunur.

x

denkleminin kag farkli gercel ¢oziimii vardir?

a)3 b) 2 c)0 d) Sonsuz ¢oklukta e) Hicbiri
1 1 1 1 1
Coziim: 2 > 0 = 6 = 2° - 337 +—3-3x3 22\/xg-313-—'3$3 :2’\/39”3+973 =
x P

2V3-2V T 6 = Hepsi esitlik olmak zorunda =
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1
2% = — = 2 = 1 = Tek ¢oziim bulunur.
T

. Her z,y € R icin asagidaki esitligi saglayan tim f : R — R siirekli fonksiyonlarini
bulunuz.

fl@+y) = fl@)+ fly) -2
Coziim: ¢(z) = f(x) — 2 alinrsa,
gle+y) =fla+y)—2=f2)+ fly) —2-2=g(x) +9(y)
bulunur. Buradan g(z) = cx = f(x) = cz + 2 olur.

. Her z,y € R icin asagidaki esitligi saglayan tim f : R — R siirekli fonksiyonlarini
bulunuz.

fa+y) = (1+2) ) + (1 + g) )

Coziim: Denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(x+y)flx) (e+y)fly)  fle+y)  flx)  [fly)

+y) = + = +
f(x y) T Y ~ r+y z Y
AC) r _
olur. g(x) = —— almwsa, g(z +y) = g(z) + g(y) = ¢g(x) = cx olur ve buradan
T

f(x) = cz? bulunur.

. Herz,y € Rigin f(z+y)+ f(x—y) = 2[f(x) + f(y)] esitligini saglayan tim f : R — R

stirekli fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: = =y = 0 alinwrsa f(0) = 0 bulunur.

f(=x) = f(z) vey = zise f(2x) = 4f () bulunur. Tiimevarimla,

f(kx) = K2 f(z) = flkx + 2) + f(kx —2) = 2f (kx) + 2f ()
= f((k+1)x) = 2k*f(x) + 2f (x) — (k = 1)*f(2)
= (K> +2k+ 1) f(z) = (k+ 1)*f(z)

bulunur.

f(l)y=c= f(k) =ck® dir. z = % € Q alimirsa a = bx ve buradan

fa) = f(br) = V*f(2) = f(x) = % = Cbiz = ca?

bulunur.
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8.

10.

a sabit bir say1 olmak iizere her z i¢in f(z + a) = esitliini saglayan f fonksi-

yonunun periyodik oldugunu kanitlayiniz.

Cozim: f(x+a) = —1 t ?Eg

esitlifinde x yerine x + a yazarsak,

flz +2a) = = 1—fla)—1—f(z)  f(z)

()
1+ f(z+a) 1—f(x) 1—=f(x)+1+ f(o) 1
1—f(zx+a) 1_1+f(a:)

(2)

bulunur. O zaman,

f(x+4a)=—m=——1=f($)

dir.

. Pozitif gercel sayilar iizerinde tanimli, f(1) = 1 kosulu ile tiim z, y gergel sayilari i¢in

f(z*y?) = f(z* + y*) kosulunu saglayan kag f fonksiyonu vardir?

Coziim: z =y = lise f(2) = f(1)dir. Her 2 € R" i¢in 0 < z < 1 ise 2%y = 2 ve

x* + y* = 2 olacak sekilde x, y vardir. Buradan

f(2) = f(=*?) = fa' +y") = f(2) =1
bulunur.

2z = 2ise 2%y? = 1, 2* + y* = 2 olacak sekilde x, y vardir. Buradan

bulunur.

1 <z < 2ise 2%y? = 2z ve 2* + y* = 2 olacak sekilde z, y vardir. Buradan

f2)=fat+y") =1
bulunur.

flx +vy) = f(z) + f(y) + f(z)f(y) fonksiyonel denkleminin tiim siirekli ¢ziimlerini

bulunuz.
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Coziim: ¢(z) = f(x) + 1 alinirsa

gx+y)=flx+y)+1=f(x)+ fly) + flx)fly) +1
= (f(z) + 1)+ fly) (f(z) + 1)
= (f(z) + D(f(y) + 1)

= g(z)g(y)

bulunur. Buradan g(z) = a” oldugu ¢ikar. O zaman f(x) = g(z) — 1 = a® — 1 olur.

1
Ly =Alx?+ 1999 esitligini saglayan kag (x, y) rasyonel say1 ikilisi vardir?

1
Coziim: 3> = 22 + 1099 ise (y —z)(y +z) =

dur.

1999

1
k=1,2,...iciny—x = vey+x = T denklemlerinin ¢6ziimii oldugundan sonsuz

1999
sayida (z,y) ikilisi vardir.

. [ fonksiyonu, her x # 1 gergel sayisi i¢in,

f(x)+f(ﬁ)

esitligini sagliyorsa, f(—1) nedir?

1 1
Coziim: f(x)+ f (\3/1—_7) = 2 esitliginde x yerine = yazilirsa
1 V1— a3 1
o)+ /(=5 -
V1 —a3 — 1—a
V1 — a3
bulunur. x yerine —— yazilirsa
—x
1 — 3 1— 73
() g o
—x x
bulunur. Bu denklemlerden
1 1—a?
2 =% - —

denklemi elde edilir. O zaman

bulunur.
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13.

14.

15.

a,b, c,d gergel sayilar ve f(z) = z* + ax + b, g(x) = 2* + cx + d olmak liizere,
f(x) +g(x) =0, f(x) — (g9(x))® = 0 denklem sisteminin birden ¢ok gercel kokii varsa,
f(z)g(z) = 0 denkleminin en ¢ok kag farkli gercel kokii olabilir?

A)0 B)1 C)2 D)3 E)
Coziim: f(z) = —g(z) ise kokleri aynidir ve
9(z) + (9(2))* = 0 = g()[1 + (9(2))*] = 0 = g(z) = 0

dir. O halde g(z) = 0 1n 2 kokii vardir. Buradan

denkleminin de 2 kokii oldugu anlasilir.
sinx = % denkleminin gercel ¢coziimlerinin sayist nedir?

x
Cozim: y =sinx vey = 22 denklemlerinin grafiklerinin tam 15 tane kesisim noktasi

bulunur.

f(z) = 2% + 12x + 30, ise asagidaki denklemi ¢oziiniiz:

FUUT(F()))) = 0.

Coziim: z? + 12z + 30 = (z + 6)? — 6 esitligini kullanirsak

FU(f((z +6)* = 6)))
F(F(f((z +6)" = 6)))

)

)

—_—

f(f((z+6)°—06)
f((z+6)°—6

0=
0=
0=
0=

bulunur.
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16. R* pozitif gercel sayilar kiimesi olmak iizere, her x,y € R* i¢in

17.

18.

19.

y* - f(x) =f(§>

esitligini saglayan tiim f : R™ — R* fonksiyonlarini bulunuz.

1 1 1

Cozim: x = lisey’f(1) = f <—> -z = — dir. Buradan f(z) = —; bulunur. O zaman
) Y z

her f(1) = a € R" saglanr.

R* pozitif gercel sayilar kiimesi olmak iizere, her x,y € R i¢in

1 1
f@)- fly) = flay) + -+~
r Yy
esitligini saglayan tiim f : R™ — R* fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: z =y = lise f(1)> — f(1) — 2 = 0 dir. Buradan f(1) = —1 veya f(—1) =2
bulunur.

1

y=1lise f(z)f(1) = f(x)+§+1dir. Buradan f(x) = ~ <x + i) veya f(z) = §+1

1 1 1
bulunur. f(x) = ~3 (:r + —> esitligi saglamaz, f(z) = — + 1 esitligi saglar.
x x

f(0) = 1 ve her n tam say1s1 igin

f(f(n))=n ve [f(f(n+2)+2)=n

esitliklerini gercekleyen tiim f : Z — Z fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: f(n) = (f(n+2)+2)ise f(n) = f(f(f(n+2)+2)) = f(n+2)+2dir
Buradan f(n +2) = f(n) — 2 bulunur. f(1) = f(f(0)) = 0 dir. Tiimevarimla

f(n)=1-n
bulunur.

Negatif olmayan gercel sayilar kiimesinde tanimli, negatif olmayan gercgel say1 degeri

alan ve her negatif olmayan z, y gercel sayilar1 i¢in

z-fly) +y-flx) = flx)- fly)- (@) + f(y)
esitligini saglayan tiim f fonksiyonlarini bulunuz.
Coziim: z =y = 1ise 2f(1) = 2f(1)? bulunur. O zaman
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20.

21.

22.

(@) f(1) =1veya
®) f(1)=0

dir.

@ y=Tlisex + f(z) = f(2)(f(z) + 1) = f(z) = V.

(b) y =1lise f(x) = 0.

Her z, y gercel sayilari i¢in

yf(x) +zf(y) = (z+y)flz +y)

esitligini saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.
Coziim: = = 0ise yf(0) = yf(y) dir. Buradan f(y) = f(0) = ¢ bulunur.

Her x, y pozitif gercel sayilari i¢in

F@)f(y) = flay) + 2005 G + é + 2004>

esitligini saglayan tiim f : (0, +00) — R fonksiyonlarini bulunuz.

1
Coziim: y = lise f(z)- f(1) = f(x) + 2005 - (— + 2005) dir. Buradan
T
f(1)? = f(1) + 2005 - 2006 bulunur. O zaman f(1) = —2005 veya f(1) = 2006 dur.

2005 (1
1) = —2005 i =" Z49 51 .
f(1) 005 ise f(z) 5006 <x + 005> saglamaz

1
f(1) = 2006 ise f(r) = — + 2005 saglar.
x

f(z) = ax + b fonksiyonu her z € R i¢in f2°°%(z) = x esitligini saliyorsa, a, b sayilarini

bulunuz.

Cozim: z = f2°2(x) = a(a(... (ax+b)+...+b)+b)+b = a®?2+a*b+- - - +ab+b

2002

dir. Buradan a =1 = a = 1 bulunur.

@a=1@"+ - +a+1)b=0=0=0= f(r) ==

M a=-1;@""+.- - +a+1)b=0=0-b=0= f(r)=-x+b, beR
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