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GULLU, Ali Can
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolumii
Danisman: Prof. Dr. Refail ALIZADE
Aralik 2017

Bu calismada; Diyofant denklemlerinin genel ve 6zel ¢6ziim yontemleri ele alinmisg, bazi
0zel diyofant denklemlerinin ¢oziimleri verilmistir. Ayrica ulusal ve uluslararast matematik
olimpiyatlarinda diyofant denklemler ile ilgili ¢ikmis sorular ve ¢oziimleri verilmistir. Tezin
matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grenciler ve bunlari ¢alistiracak 6gretmenler i¢in faydal
olacagi diisliniilmektedir.
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ABSTRACT

DIOPHANTINE EQUATION

GULLU, Ali Can
Msc in Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Refail ALIZADE
December 2017

In this thesis solution methods of general and localized diophantine equations are consid-
ered. Some special diophantine equations are solved. Also solution ways of selected problems
from national and international mathematics olympiads are worked out.

We hope that this thesis will be helpfull for high school students that take part in the
mathematical olympiads.

Keywords: Diophantine Equation, Pell Equation, pythagorean triples, Fermat’s Theorem,
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1. GIRIS

Cebirin babasi olarak tanimlanan Iskenderiyeli Diophantus (Diyofant), cebir denklem-
leri ve sayilar teorisi iizerine yazdig1 Arithmetika adli eserle bilinen Yunan matematikgidir.
Degiskenleri tam say1 olan denklemler iizerine ¢alismalar yapmistir. Bu tarz denklemler kendi
adiyla “diyofant denklemler” olarak anilir. Diophantus’un hayati hakkinda maalesef oldukca
az bilgi mevcuttur. Hangi donemde yasadifiyla ilgili yapilan ¢ikarimlar ancak 500 yillik bir
doneme indirgenebilmistir. Kendisinin Poligon sayilarla ilgili calismasinda, M.O. 2. yiizyilda
yasamis olan Iskenderiyeli Hypsicles’ten bahsetmis olmasinin yanmi sira, M.S. 4. yiizyilda
yasamis olan Iskenderiyeli Theon’un da Diophantus’tan alint1 yapmis olmasi, Diophantus’un
M.O. 2. yiizyilla M.S. 4. yiizyil arasinda bir donemde yasamis oldugunu diisiindiirmiistiir.

Diophantus her ne kadar cebirin babasi olarak tanimlansa da Diophantus’un yasadigi
donemdeki Yunan Matematikgiler, Antik Misir cebirinden haberdardilar. Tek bilinmeyenli cebir
problemleri ve ¢oziimleri M.O. 1650 yilinda yazilmis olan Rhind Papiriisii’'nde de ge¢cmekte-
dir. Dolayisiyla Diophantus’un en 6nemli katkisi, kendisinden once gelen matematikcilerin
calismalarini bir arada toplayip, bunlarin uygulama alanlarin1 genisletmesidir. Ayrica bir diger
katkis1 da matematiksel gosterimleri sadece semboller yardimiyla yapmis olmasidir. Calig-
malarin1 Arithmetika adli eserinde toplamistir.

Arithmetika, Diophantus’un 13 cilten olusan ve sadece 6 cildinin giiniimiize ulagabildigi
degerli eseridir. 19. yiizyilda yasamis olan Matematik tarih¢isi Hankel’in tanimlamasina gore,
"Arithmetika 5 farkli katagoride 130 problemi igerir." Hankel ayrica bu problemleri ¢oziim-
leniglerine gore iki gruba ayirir: Tek ¢oziimii olanlar (Determinate) ve genel ¢oziimii olanlar
(Indeterminate).

1. cilt tek ¢oziimlii cebir problemlerini icerirken, 2, 3, 4 ve 5. ciltler genel ¢oziimlii
cebir problemlerini igerir. 6. cilt ise dik iliggenle ilgili aritmetik problemleri icerir. Diophan-
tus Arithmetika’daki problemleri analitik bir sekilde, degiskenleri ve bilinmeyenleri semboller
yardimiyla ifade etmistir. Diophantus’un 6liimiinden sonra Arithmetika ve diger ¢alismalari bati
diinyasinda (Avrupa’nin Karanlik Cag’a girmesinden dolay1) unutulmustur. Arithmetika’nin
biiyiik boliimiiniin bugiine ulasabilmesinin sebebi, Arap alimlerin bu eser {izerinde tafsilatl bir
sekilde caligmasidir. Arithmetika’nin Latince’ye ilk ¢evirisi Bombelli tarafindan 1570 yilinda
yapilmig fakat basilmamistir. Bununla birlikte Bombelli, Diophontos’un c¢alismasinin bir kis-
mint kendi cebir calismasinda kullanmistir. Arithmetika’nin en bilinen Latince ¢evirisi ise Ba-

chet tarafindan 1621 yilinda yapilmistir. Arithmetika’nin 1621 baskisi, Fermat’in meshur Son



Teorem’ini yazmasindan sonra daha da bir 6nem kazanmustir.

Diophantus’un kag yilinda yasagidigi kesin olarak bilinmese de ka¢ yasinda 6ldiigii bil-
gisine ilgili M.S. 5. yiizyilda yasamis olan Metodorus’un, cesitli matematik bilmecelerini
derledigi, Yunan Antolojisi adl1 eserinde ge¢cmektedir. Bu eserde Diophantus’un 6ldigii yas

ile ilgili bilmece soyledir:

e Diophantus hayatinin 1/6’inde yetigkin olmustur.

Hayatinin 1/12’sini daha tamamladiginda sakal birakmaya baglamisgtir.

Hayatinin 1/7’sini daha tamamladiginda evlenmistir.

5 yil sonra bir oglu olmustur.

Oglu, Diophantus’un hayatinin yaris1 kadar yasamustir.

e Oglunun 6liimiinden 4 y1l sonra da Diophantus 6lmiistiir.

Bu bilmece de Diophantus’un 6ldiigii yas1 D ile gosterelim. Bu bilmecenden asagidaki denklem
elde edilir;

D=(1/6+1/12+1/7)D+5+ (1/2)D + 4

Bu denklemin ¢oziimiine gore Diophantus’un 84 yi1l yasamustir.

Diyofant denklemler matematigi her alaninda goriilebilen bir konudur. Bu tezde bu alan-
lardan ancak bir kismi ele alinabilmistir. Bu tezin 2. boliimiinde diyofant denklemlerin ¢oziimiinde
kullamlabilecek boliinebilme 6zellikleri, Oklid algoritmasi ve temel esitsizlikler verildi. 3.
boliimde lineer diyofant denklemler ele alindi. 4.bolimde carpanlara ayirma yontemi, esit-
sizlik yontemi, parametrik yontemi, modiiler aritmetik yontemi, Fermat’in sonsuz indirgeme
yontemi ve bunun 6zel bir sekli olan vieta jumping ile tiimevarim yontemi gibi genel yon-
temler ile simetri yontemi, 6zel ¢coziimden genel ¢6ziime ulagma, bilinmeyenlerin sinirlandiril-
masi, diskriminant yontemi ve quadratik rezidii yontemleri gibi 6zel yontemler ele alinmistir.
5. boliimde Pisagor iicliileri ve Fermat teoremi,Pell denklemleri ve ¢oziim yontemleri ile bazi
ozel Pell denklemlerine yer verilmigtir. 6. boliimde ise diyofant denklemleri ile ulusal matem-
atik olimpiyat1 ve diinyanin farkli yerlerinde yapilan matematik olimpiyatlarinda ¢ikmig bir
cok problem ve ¢oziimii verilmistir. Bu tezde belirtilmeyen tanim ve kavramlar i¢in (Callialp

F.,2009) kitabindan yararlanilmustir.



2. ON BILGILER

2.1. Boliinebilme ve Temel Ozellikler

Bu boliimde diyofant denklem ¢oziimlerinde kullanilacak temel boliinebilme 6zellikleri
ve kanitlant verilecektir. Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} tam sayilar kiimesi iizerinde a ve b
sayilart i¢in temel dort islem a + b, a — b, a - b ve a : b seklinde gosterilecektir.

x ve y tam sayilari icin y = k - x esitligini saglayan k tam sayisi varsa y sayisi, z’in tam
katidir ve x sayisi y sayisini boler. Bu z | y seklinde ifade edilir, aksi durum ise z { y seklinde

gosterilir.

2.1.1. Ozellikler

x, y ve z tam sayidir. Buna gore asagidaki ozellikler saglanir.

p—

. x| x, (Yansima Ozelligi)

N

x| yvey| zisex |z, (Gegisme Ozelligi)

98]

x|y vey #Oise |z <y,

=

z|yvex | zisex | axr + bz olacak sekilde a ve b tam sayilari vardir,

9,

.x|yver|ytzisex |z,

a

r|yvey|xise x| = [y,

\1

.xlyvey #0ise ? |y,

oo

.x|yvez#£0isexz | yz.

Ispat 1) 2 = 1 -z oldugundan z | 2’tir.
x|yvey|zisey =x-ky ve z =1y - ky olacak sekilde k; ve ko tam sayilar1 vardir. O
halde z = z - ky - ko olur ve k; - ks = k3 € Z oldugundan z = z - k3 elde edilir. O halde x | z’dir.
3z |yvey #Oise |k| > 1, k € Zigin |y| = |k| - || oldugundan |z| < |y| dir.



4yxr |yvex | zisey = x-avez = x-bolacak sekilde a ve b tam sayilar1 vardir.
y+z=z-a+x-bisey+z=2xz(a+b)vea+b=c € Zoldugundan y + z = z - ¢’'dir. O
halde z | y + 2’dir.

S)z|yvex |ytzisey=x-k vey+z=ux-koolacak sekilde ky, ko € Z vardir. O

halde z = = - ks £ y ve 2 = wky — xky = x(ke — ky) oldugundan z | 2’dir.
——

€z
6) 3. ozellikten x | y ve y | zise || < |y| ve |y| < |z

tir. Buradan |z| = |y| dir.

Ty x| yisey = x - k, olacak sekilde k € Z vardir. O halde £ = % =kdiry=2x-k
oldugundan ¥ | 5dir.

8) x| yise y = x - k olacak sekilde k € Z vardir. z # 0 iginy - z = x - z - k oldugundan

-z |y-2dir

2.2. OKlid Algoritmasi

Bu béliimde diyofant denklem ¢oziimiinde ¢ok onemli bir yeri olan Oklid Algoritmasi
ve Ebob-Ekok ile ilgili birka¢ temel 6zellik verilecektir. Bundan sonraki boliimlerde a ve b
sayilaarinin en biiyiik ortak boleni (a, b), en kiiciik ortak kat1 ise [a, b] seklinde gosterilecektir.

a > b > 0 tam sayilarina bolme algoritmasi1 uygulandiginda boliim ¢;, kalan r; olmak

uzere
a=bqg +r, 0<r <b

olur. 11 = Oise b | a olur ve (a,b) = bdir. r; # 0ise b, r ¢iftine bolme algoritmasi uygulanirsa
b=rigeg+1e, 019 <1]

elde edilir. Eger r, = 0 ise islem sona erer ve a, b tam say1 c¢iftinin en biiyiik ortak bolenini
bulma iglemi b, ; ¢iftinin en biilyiik ortak bolenini bulma islemine indirgenir.

ro # 0 ise r1, ry ¢iftine bolme algoritmasi uygulanir.
Ty =roqz+713, 0<r3<m

elde edilir. Yukaridaki islem sistematik olarak kalan sifir olana kadar siirdiiriiliir.



b > ry > ry > rs > ...seklinde negatif olmayan tam sayilarin azalan bir dizisi elde

edilir. Bu dizi sonludur. Yani uygun bir £ adimdan sonra r;,; = 0 olur.

a = bgy + 1y
b:T1QQ+7’2

T :7“2(]3—|—T3

T3 = Tp—2Qk—1 + Tk—1
Th—2 = Tk—1qk + Tk

Th—1 = Tk(r+1 + 0

seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Sifirdan farkli olan son kalan r; sayist a ve b tam
sayilarinin en biiyiik ortak bolenidir.

Soyle ki; son denklemden 7, | r;_1, bir onceki denklemden r | ry_o ve bdyle devam
edilerek ikinci ve ilk denklemlerden de sirasiyla 4 | b, 7 | @ oldugu goriliir. ¢ | a, ¢ | bise
yukaridaki esitliklerden ¢ | 7y, ikinci denklemden ¢ | ro, ... ve son denklemden ¢ | r; oldugu

goriiliir. O halde (a,b) = 7y, elde edilir.
Ornek 2.1 1547 ve 560 sayilarinin en biiyiik ortak bélenini bulunuz.
Coziim:

1547 =2 - 560 + 427
260 =1-427 4 133
427 = 3-133 + 28
133 =4-28+21
28=1-2147

21=7-3+0
olup (1547,560) = 7 bulunur.

Ornek 2.2 1428 ve 1207 tam sayilarinn en biiyiik ortak bélenini bulunuz.



Coziim:

1428 = 1-1207 4 221
1207 =5 - 221 + 102
221 =2-102+4 17

102=17-6+0

olup (1428, 1207) = 17 dir. Oklid algoritmasinda takip edilen yontem geregince (1428, 1207) =
(1207,221) = (221,102) = (102,17) = 17 dir.
(1428,1207) = 17 oldugundan 17 = 1428z + 1207y olacak sekilde x ve y tam sayilari

bulunabilir. Yukaridaki tigiincii esitlikten geriye dogru gidilirse;
17 =221 -2-102
=221 —2- (1207 — 5-221)
=11-221—-2-1207
=11-(1428 — 1-1207) — 2- 1207
=11-1428 — 13- 1207
olarak yazilabilir. Buradan
17 = 1428 - 11 + 1207 - (—13)

seklinde diizenlendiginde x = 11 ve y = —13 oldugu goriiliir. Ancak bu esitligi saglayan = ve

y tam sayilarinin tek olmadigna dikkat edilmelidir. (a,b) = d = ax + by yazilisinda

d= (x+k~g)a+(y—k~§>b

seklindeki yazilabilecegi dikkate alinirsa her £ € Z icin bir deger bulunabileceginden sonsuz

coklukta x, y tam sayilar1 bulunabilir.
2.2.1. Ozellikler

1. a ve b tam sayilar ve k € Z olsun. Buna gére (a,b) = (a,b — a - k) esitligi vardir.

2. a ve b tam sayilar olsun.

(a,b) - [a,b] =a-b

6



dir.
3. a ve b tam sayilari i¢in ax + by = (a, b) olacak sekilde x ve y tam sayilart vardur.

Ornek 2.3 4n — 7 ve n — 2 tam sayilarinin en biiyiik ortak bolenini bulalim.

Coziim: (a,b) = (a,b—a- k), k € Z zelligini kullanalim.
(An—T7Tn—-2)=M4n—-T7—4(n—2),n—2)
= (15,n —2)
Bu durumda bu sayilarinn ebob’u 15’in bolenidir. 15,5,3 veya 1°dir. Ornegin n = 17 igin

eboblar1 15, n = 7 i¢in eboblar1 5’tir.

Ornek 2.4 gn i

kesrinin hangi n degerleri icin sadelegsebilir bir kesir oldugunu bulalim.
n —

Coziim: Bu iki say1y1 bolebilen en biiyiik say1y1 bulmaya ¢aligalim.
(Tn+8,5n — 3) = (2n + 11,5n — 3) = (2n + 11,n — 25)
= (—66,n — 25) = (66,n — 25)
oldugundan bu sayilarin sadelesebilmesi ig¢in n — 25 | 66 olmalidir. n — 25 | 6, n — 25 | 11 ve

n — 25| 66 i¢in n = 6k + 25, n = 11k + 25 ve n = 66k + 25 olabilir (k € Z).

Ornek 2.5 n sayisimin m sayisina boliimiinden kalan r ise o — 1 sayisimin o™ — 1 sayisina

boliimiinden kalan a” — 1 dir. (a > 1)

Coziim: o™ = 1 (mod a™ — 1) yazilabilir. n sayisinin m’ye boliimiinden kalna r ise n =
m - q + r olacak sekilde g € Z vardir.
a"—1=a"""—-1= (") a"—1=a"—1 (mod a™—1) oldugundan a" — 1 sayisinin

a™ — 1 sayisina boliimiinden kalan " — 1 dir.
Ornek 2.6 (o —1,a" — 1) = o™~ oldugunu gisteriniz.

Coziim: Oklid algoritmasindan;

a®—1=(@"-1)-g+a* -1 m=mn-qy+1m
a*—1=(a"—=1)-¢+a? -1 m=ry-q + 7o
a' —1=(a"—1) g, +a’—1 Th—1 =Tn"q+T0o



Buradan (¢™ — 1,a" — 1) = a™ — 1 elde edilir.

Ornek 2.7 (220 — 1,23 — 1) = 25 — 1 oldugunu gosteriniz.

Coziim:
2% _1=02"~-1)- ¢ +2¥ —1 35 =20-qo+ 15
20 _1=02%-1) . +2° -1 20=15-¢; +5
2 —1=(2-1)-u+0 15=5-q+0

Oklid algoritmasinda sifirdan dnceki son kalan bu sayilarin ebob’unun vereceginden (220 —

1,2% — 1) = 25 — 1 dir. Kisaca 6rnek 2.6 dan (220 — 1,2%° — 1) = 2° — 1 dir.
Ornek 2.8 <322017_1 — 1,321 1) = x ise x kagtir?

Coziim: Ornek 2.6 daki pratik kullanilirsa,
(322017_1 _ 17321006_1 _ 1) _ 3(22017_1721006_1) AP 32(2017,1006)_1 1= 321_1 1=

31 —1=2dir.
Burada 2017 asal oldugundan (2017, 1006) = 1 dir. O halde z = 2 dir.

2.3. Esitsizlikler

Diyofant denklemlerin ¢oziimlerinde bir ¢ok esitsizlik kullanilabilir ancak biz bu calis-

mada en ¢ok kullanilan ortalama esitsizlikleri ile Couchy Schwarz esitsizlikleri verilecektir.
2.3.1. Ortalama Esitsizlikleri

Her z reel sayisi i¢in asagidaki esitsizlikler yazilabilir.
z® >0,

i 2 > 0.
i=1



Burada z yerine (a — b) yazilirsa,

b
a2+b222ab<:>2(a2+b2)2(a+b)2<:>%+522

1 b 24 p2
@9:+—22,a:>0(:>—a+ < ot
T 2 2

elde edilir. Buradan a ve b yerine v/a, v/b yazarsak

b
at+b>2vab e 0 > Vab e Vab >

2ab
2 a+

b

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler tek satirda yazilirsa

2ab 240
min(a, b) < ® < Vab < a4 —2|— < max(a, b)
elde edilir.

Tanmm 2.1 ay,as,as3,...,a, € RY icin

a1+a2+-~-—i—an
n

ifadesine Aritmetik Ortalama (A.O) denir.

Tamm 2.2 ay,as,as,...,a, € RT icin

,{L/al.a2.a3-..an
ifadesine Geometrik Ortalama (G.O) denir.

Tanmm 2.3 ay,as,as,...,a, € RT icin

(af1+a51+a§1+---+anl)_l
n

ifadesine Harmonik Ortalama (H.O) denir.

Tanmm 2.4 ay,as,as,...,a, € RT icin

\/a%+a§+a§+-~+ag
n

ifadesine Karesel Ortalama (K.O) denir.



Teorem 2.1 (Kuvvet (Power Mean) Esitsizligi) a,, as,as,...,a, >0

M(aq,az,as,...,a,)(0) = /a1 - az - az---an

(af+a§’+a§+-~-+aﬁ )%
n

M (ay,as,as,...,a,)(p) =
ve (p # 0). Bu esitsizlige Kuvvet (Power Mean) Egsitsizligi denir. Bu esitsizlik A.O, G.O, H.O
ve K.O’ min genel bir halidir.

Yukaridaki esitsizlikten;

p = licin Aritmetik Ortalama

p = 2icin Karesel Ortalama

p = 0icin Geometrik Ortalama

p = —licin Harmonik Ortalama elde edilir.

Yani M (1) = A.O

M(2)=K.O

M(-1)=H.O

M(0) = G.O elde edilir.

Ayrica2 > 1 > 0 > —1 oldugundan M(2) > M (1) > M(0) > M(—1) esitsizligi elde
edilirve K.O > A.O > G.O > H.O yazlabilir.

2.3.2. Cauchy-Schwarz Esitsizligi

Teorem 2.2 aq,as,as,...,a, ve by, by, b, ..., b, reel sayilar olsun.
(a] +a3+a3+ - +a2) (b +b5+b5+ - +b2) > (arby + agba + -+ + aby)’
esitsizligine Cauchy-Schwarz Egitsizligi denir.
Bu esitsizlik asagidaki gibi farkl sekillerde ifade edilebilir.

2
a4 a2 .. an > (adetan)”
L. b1 + ba + + bn, = aiby+--+anbn

a4 ., 4 G > 1wy Gy 4 Gn)2
2. b§+ +b%—a1+a2+---+an (b1+b2+ + )

3. V(a1 +az+ - +an)(by + -+ by) > Varhy + -+ Vanb,

2 2
9 4 ... G > (aatetan)?
4. bl + + bn - b1++bn

10



5. ay,as,asz,...,a,,01,b2,b3,...,b, € R,z €[0,1]i¢in
n n n 2
i=1 i<j i=1 i<j i=1 i<j
6. Lagrange 6zdesligi
n n n 2
St S (Sen) - T n-an
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n
7. Cauchy-Schwarz Esitsizligi, kompleks sayilarda;

n n
D lail® [l >
k=1 k=1

2

n
E arby
=1

11



3. LINEER DiYOFANT DENKLEMLER

Tanmm 3.1 a2, +asws + - - - +a,x, = b,a1,as,...,a,,b € Z bicimindeki denklemlere Lineer

Diyofant Denklemler denir. n > 1 ve ay,as, . .., a, sifirdan farklidir.
Tanmm 3.2 a,b,c,z,y, 2, m € Z olmak iizere
ar +by +cz=m

seklindeki bir denklem 3 bilinmeyenli lineer diyofant denklemdir. Lineer diyofant denklemler

bilinmeyen sayisina gore isimlendirilir.

Teorem 3.1 Tamsayilar kiimesinde ax +by+ cz = n denkleminin ¢oziimiiniin olmast icin gerek

ve yeter sart a, b ve c nin en biiyiik ortak boleninin n yi bolmesidir.
Ispat o, yo, 2o tam sayilar1 ax + by + cz = n denkleminin ¢6ziimii olsun. O zaman,
axo+ by +czo=n

denklemi saglanir. (a,b,c¢) = d olsun. O zaman, a, b, ¢ sayilari a = dq;, b = dgo, ¢ =
dqs seklinde yazilabilir. axy + byy + czp = n denkleminde a, b, c sayilar1 yerlerine sirasiyla
dqi, dqo, dgs alinirsa d (q1xo + q2yo + g3z0) = n olur. Dolayisiyla d | n dir.

Simdi de varsayalim (a,b,c¢) = d ve d | n olsun. O zaman n = dq olur. Bezout Teo-
remi’inden' dolayr Aa + Bb + Cc = d denklemini saglayacak sekilde A, B, C tam sayilari

bulunabilir. Son denklemin her iki tarafini g ile ¢arparsak,
(qA)a+ (¢B)b+ (qC)c=qd =n
elde edilir. Dolayisiyla xq = qA, yo = ¢B, zop = qC tam sayilar1 bu denklemin ¢6ztimiidiir.

Not 3.1 (z,y0) saylart ax + by = c lineer diyofant denkleminin bir dzel ¢oziimii isex =
xo + bk, y = yo — ak (k € Z) denklemin genel ¢oziimiidiir. Ger¢cekten de axy + byy = c ise
a(xg + bk) + b(yo — ak) = c dir.

Ornek 3.1 6z + 9y = 2018 denklemini saglayan tiim (x,y) tam say ikilileri kag tanedir?

Coziim: (6,9) = 3 ve 3 12018 oldugundan denklemi saglayan (x,y) tam sayi ikilisi yoktur.

Ornek 3.2 3z + 5y = 100 denklemini saglayan kag tane (x,y) pozitif tam sayt ikilisi vardir?

Ip(x) polinomunun (z — ) ile boliinebilmesi igin gerek ve yeter kosul p(z¢) = 0 durumudur.

12



Coziim: (3,5) = 1 | 100 oldugundan denklemi saglayan (x, y) tam say1 ikilisi vardir. (5,100) =
5 oldugundan 3z = 5k olmalidir. O halde (0, 20) 6zel bir ¢oziimdiir. z = 0 + 5k, y = 20 — 3k,
k € Z genel ¢oztimiidiir. 55 > 0 ve 20 — 3k > 0 olmasi i¢in 0 < k£ < 7 olmalidir. O halde

denklemi saglayan 6 tane (z, y) pozitif tam say1 ikilisi vardir.
Ornek 3.3 12z + Ty = 3 denkleminin tiim tam sayt ¢oziimlerini bulunuz.

Coziim: (7,12) = 1 ve 1 | 3 oldugundan denklemin tam sayilarda ¢oziimii vardir. Oklid

algoritmasindan,
12=1-745
7T=1-5+42
5=2-2+1
Bu esitlikleri tersten yazalim.
1=5-2-2

1=5—-2.-(7T-5)=-2-T+3-5
1=-2-743-(12—-7)=3-12-5-7
120+ 7y =1

12-3+4+7-(=5) =1

esitliklerinden xy = 3 ve yy = —5 denklemin bir 6zel ¢oziimiidiir. O halde tiim ¢oziimleri
r=3+Tk (keZ)
y=—5—12k (keZ)

denklemin genel ¢coziimiidiir.

Ornek 3.4 3z + 4y = 10 denkleminin tam sayilarda genel ¢oziimiinii bulunuz.

10—4y

5. =3—y+ 1%’ oldugundan 1_Ty € Z olmalidir. 2% = 2 € Z olsun. O

Coziim: x = =7

halde y = 1 — 3z olur. Buradan

104y 10—4(1—32) 64122

=244 7
3 3 3 +4z €

T

olur. O halde x = 42 4+ 2 ve y = 1 — 3z denklemin genel ¢6ziimiidiir.

13



Ornek 3.5 Bir kirtasiyedeki iiriinler ve fiyatlart asagida verilmistir.

Defter | 5 lira

Kalem 1 lira

A4 kagidr | 5 kr

Bu iiriinlerin her birinden en az bir tane almak sartiyla 100 tane alip 100 lira ddeyen bir kisinin

her bir iiriinden kagar tane aldigini bulunuz.

Coziim: Defter — z, kalem — y, A4 kagidi — z olsun. z+y+ 2z = 100 ve 5z +y + o5 = 100
denklemlerinin tam say1 ¢oziimlerini bulalim.

r+y+z=50+y+ 45 =>4dr= 129—OZVC 19z = 80z’tir. z =80k ve x = 19k’dir. k =1
icinz =19,y = 1ve z =80. k = 2i¢in 160 > 100 oldugundan 19 defter, 1 kalem ve 80 tane
A4 kagidr almagtir.

Ornek 3.6 3z + 2y + 52 = 10 denkleminin tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.

Coziim: (3,2,5) | 10 oldugundan denklemin genel ¢oziimii vardir. 3z + 2y = 5(2 — z) = 5k

kez
oldugundan x = y = k denklemin bir ¢oziimiidiir.

10 — 5z = bkise z = 2 — k elde edilir. O halde z = k, y = k ve 2 = 2 — k denklemin

bir genel ¢coziimiidiir.
Ornek 3.7 2z + 3y — 2 = 5ve x + y + 2 = 6 denklem sistemini ¢éziiniiz.

Coziim: 3 bilinmeyenli bir denklem sisteminde 2 denklem verildigi i¢in reel sayilarda sonsuz

coziim vardir. z = k icin,

2¢r+3y=k+5 ve z4+y=6-—=~%

3k —17
elde edilir. 22 +3y —2(x +vy) =k+5—-2(6—k) = by =3k —Tvey = elde
. . k-7 ) 37 — 8k -
edilir. 2. denklemde yerine yazilirsa,  + +k=061isex = elde edilir. O halde
37—8k 3k —7
(x,y,2) = ( T E ,k) elde edilir.
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4. DIYOFANT DENKLEM COZUM YONTEMLERI

Lineer ve lineer olmayan diyofant denklemlerin ¢6ziimiinde boliinebilme 6zellikleri, carpan-
lara ayirma, tiimevarim, modiiler aritmetik gibi bircok yontem kullanilabilir. Bu bdliimde en

cok kullanilan elementer yontemler ele alinacaktir.

4.1. Carpanlara Ayirma Yontemi

(fi(x) —x1) - (falz) —23) - ... - (fu(x) —2,) = 0 seklinde carpanlarna ayrilmig bir
ifadenin tiim tam say1 ¢6ziimlerini bulmak icin her bir carpan1 0 yapan degerler hesaplanir ve

¢Oziim kiimesine alinir.
Ornek 4.1 23y — 222 + zy — 5 = 0 denkleminin tam sayi ¢éziimlerini bulunuz.

Coziim: Verilen ifade gruplandirarak carpanlarina ayrilabilir.

2*(zy —2)+ (zy —2) =3 =0

(zy —2)(z*+1) =3
z,y € Z oldugundan (zy — 2) € Z ve (z* + 1) € Z’dir.

(zy —2)(2* +1)=3
3 1
1 3

2? +1 > 1 oldugundan 1 ya da 3’tiir. O halde 2?> +1 = 1 ve z = 0’dir. « = 0 igin y degeri

bulunamadigindan denklemin tam sayilarda ¢oziimii yoktur. (x2+1 —3isex = +v2 ¢ Z’dir.)

Ornek 4.2 (Titu Andreescu) (22 + 1) (y? + 1) +2(z — y)(1 — 2y) = 4(1 + xy) denkleminin

tam sayilardaki ¢oziimlerini bulunuz.
Coziim: ifade carpanlarma ayrilirsa;

2y = 2zy+ 1+ 27 +y° — 20y + 2(x —y)(1 — zy) = 4,
(zy =1+ (z —y)* —2(z —y)(zy — 1) = 4.
[y —1— (z—y))* =4,

(+1)(y—1)=F2
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elde edilir. Buradan olabilecek tiim durumlar agagidaki yazilabilir.

r+1=2, r+1=-2
y—1=1, y—1=1,
r+1=1, r+1=-1,
y—1=2, {y = —2,
r+1=2, r+1= -2,
y—1=-1, {yll,
r+1=1, r+1=-1,
y—1=2, y—1=2,

Bu denklemleri saglayan tam sayilar (1,0), (—3,2), (0, —1), (=2, 3) olarak bulunur.

Ornek 4.3 p ve q asal sayilart icin
1 1 1

Ty D
denklemini saglayan kag (z,vy) tam sayt ikilisi vardir?

Coziim: Verilen ifadede paydalar esitlenir ve denklem diizenlenirse

(z — pq)(y — pq) = P°¢°

elde edilir. Burada p ve ¢ asal say1 oldugu icin,

r—pg=1, T —pqg=p, T —pq=q,
y —pq = ¢, Yy —pq = pg’, y —pq = p°¢,
T —pq=p’, T — pq = pq, T —pq = pg’,
Y —pq = q*, Yy — pq = pq, Yy —pq =D,
r —pq = p*q, r—pg = ¢, r —pq = p*¢,
Yy —pq = q, y —pq = p°, y—pg=1,

durumlar elde edilir. Buradan tiim ¢oziimler

(1+pq,pq(1 +pq), (@1 +q),pe(1+q), (¢(1+p),pq(1+p),
(p(p+a).ap+q), (2pq,2pq), (pg(1+q),p(1+q),
(rg(1+p),q(1+p), (¢p+aq),plp+q), (Pel+pg),l+pq)
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olarak bulunur.

Ornek 4.4 (UMO-2004) n nin asagidaki degerlerinden hangisi icin a®>+ab—6b> = n egitligini
saglayan a, b tam sayilart bulunur?
A) 17 B) 19 O) 29 D) 31 E) 37

Coziim: (a + 3b)(a — 2b) = n asal oldugundan a + 3b = £+n; a — 2b = +1 olmak zorunda.
Ormnegina+3b= —n;a—2b=—1=5=-n+1=n=1 (mod 5). Diger ii¢ durumda da
n =1 (mod 5) = oldugundan sadece n = 31 denklemi saglar. (13,6), (—13, —6), (19, —6), (—19, 6).

Ornek 4.5 (UMO-2004) 212+ 5y = xy— 1 egitligini saglayan kag (x,y) tam sayu ikilisi vardir?

Cozim: 2z —zy+5y—10=-11= (z—-5)(y—2) =11 =2-5=—-11,-1,1,11
(x,y) = (—6,1),(4,-9), (6,13), (16, 3); yani 4 adet ikili vardir.

Ornek 4.6 z* = y? + 71 denkleminin tam sayi ¢oziimlerinin sayisini bulunuz.

Coziim: 2! — y? = Tlise, (22 — y)(z% +y) = 71 ve 71 asal say1 oldugundan,

2 —y=1
P +y="11

sisteminden, 22% = 72 ve buradan, x = £6, y = 35 olur.

22—y ="71
?+y=1
sisteminden, 222 = 72 ve buradan, z = £6, y = —35,
22 —y=-1 2 —y=-T1
ve
w2 +y=-T1 P +y=-1
denklem sistemleri igin, 22* = —72 olacagindan ¢dziim yoktur. O halde, denklemin tam say1

¢oziimleri, (—6, 35), (—6,—35), (6, 35), (6, —35) olarak bulunur. Denklemi saglayan 4 tane tam

say1 ikilisi vardir.

Ornek 4.7 22 — 2y?> — 2y + x — 2y = 2 denklemini tam sayilar kiimesinde ¢éziiniiz.
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Coziim: Verilen ifade ¢arpanlarina ayrilirsa (z — 2y)(x + y + 1) = 2 elde edilir. O halde

r—2y=1 T —2y =2 r—2y=—1 r—2y=-2

r+y+1=2 r+y+1=1 r+y+1=-2 r+y+1=-1
denklemleri elde edilir. Buradan (z, y) tam say1 ikilisinin sadece (1, 0) oldugu elde edilir.

Ornek 4.8 26 = > + 60 denklemini saglayan kag tane (x,y) tam say: ¢ifti vardur?

Coziim: z° — y? = 60 ise, (2® — y)(z® + y) = 60 yazlabilir. (z3 — y) ve (23 + y) sayilarinin
her ikisi de ya tek ya da ¢ifttir. Buna gore, 60 = 22 - 3 - 5 oldugundan, ¢arpanlardan biri =10 ve
digeri +6 olmalidir.

22 —y=10 2 —y=-10

ise, r = 2,y = —2; ise, v = -2,y = 2;
I3+y:6 x3+y:—6
373— :6 :CS— :—6
. ! ise, r =2,y =2; ) Y ise, v = -2,y = —2;
2?4y =10 B4 y=-10

olacak sekilde denklemin 4 tam say1 ¢oziimii vardir.

4.2. Esitsizlik Yontemi

Esitsizlikler yardimiyla diyofant denklemlerin ¢6ziim araliklar1 daraltilip, bu araliktaki
tam sayilara ulagilir. Bu yontem daha ¢ok sinirli sayida tam say1 ¢6ziimii olan denklemler i¢in

kullanilir.
Ornek 4.9 z° + 1% = (x + y)? denklemini saglayan tiim (x,y) tam sayt ikililerini bulunuz.
Coziim: Verilen ifadeyi 6nce ¢arpanlarina ayiralim.

(z+y)(a® —zy+y°) = (x+y)(@+y)

r +y = 0 i¢in (z, —r) denklemin ¢dziimiidiir. Diger durumda (2% — xy + y*) = (z + y) igin

ifadeyi diizenleyelim.

(x—y)P+ (@ -1+ (y—-1)°=2

(z—10*<1 ve (y—12%<1
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oldugundan z ve y sayilari [0, 2] araligindadir. O halde tiim ¢oziimler (0, 1), (1,0), (1,2), (2,1),
(2,2) olarak bulunur.

Ornek 4.10 z° — * = 2y + 61 denkleminin pozitif tam sayilarda ka¢ tane kokii vardir?
Coziim: Denklemi (x — y)(2? + zy + y*) — xy = 61 veya

(x —y) ((x—y)2 +3xy) —xy = 61

olarak yazabiliriz. * — y = u diyelim. Sag taraf pozitif oldugundan, v = x —y > 0 dir. v = 2y

yazalim. Yine, xy = v > 0 dir. Bu degiskenlerle denklemi yeniden yazarsak, v, v > 0 i¢in
u® +v(3u—1) =61

elde edilir. Boylece, u® < 61 ise, u = 1, 2 veya 3 sonucu ¢ikar. Ayrica,

61 — u?
v =
3u—1

oldugu da goz 6niine alinirsa, u = 1 igin, v = 30, u = 2 i¢in v = 53/5 ve u = 3 igin v = 17/4
olur. Boylece u = 1 ve v = 30 esitliklerinden, x — y = 1 ve xy = 30 denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerin ¢oziimlerinden de x = 6 ve y = 5 bulunur.

.. 1 1
Ornek 4.11 — — — = 3 denkleminin pozitif tam sayilarda kag tane ¢oziimii vardir?
Ty

Coziim: Denklem diizenlenirse, 3y — 3z = xy esitliginden,

3y _3y+9-9 ., 9
Tr = = == _—
y+3 y+3 y+3

elde edilir. Buradan, y + 3 = 9 ve y = 6 olabilir ki bu durumda = = 2 elde edilir. Yani

denklemin sadece 1 ¢oztimii vardir ve bu ¢dziim (2, 6) dir.

Ornek 4.12 (ROMO)
1 1 1 3

xr Yy z D

denklemini saglayan tiim (x,y, z) pozitif tam sayt iicliilerini bulunuz.
Coziim: z, y ve z pozitif oldugundan
2<x<y<z

dir. Buradan % > % ve x € {2,3,4,5} elde edilir.
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= 2ise, 1+ 1 = 5 vey € {11,12,...,20} olur. Buradan z = 10 + 1% ve

x
(y — 10) | 100 elde edilir. Demek ki ¢oziimler

(2,11, 110), (2, 12, 60), (2, 14, 35), (2, 15, 30), (2, 20, 20)
olarak bulunur.
o v =3ise, ; + = 55 vey € {4,5} bulunur. Buradan ¢tziim (4, 4, 10) olur.

o v =5ise, , + 1 = 2 vey =z =5 bulunur. Buradan ¢éziim (5,5, 5) olur.

4.3. Parametrik Yontemi

Baz1 diyofant denklemlerin ¢oziim sayisi sonlu olmayabilir. Bu durumda tiim genel

cOziimleri parametrik olarak bulunup ifade edilebilir.

Ornek 4.13 (Townament Of Towns) z° + v° + 2% = 22 + v + 22 denklemini saglayan sonsuz

sayida (z,y, z) tam say ti¢liisii oldugunu kanitlaymniz.

Coziim: z = —y icin 2 = 22 + 2y? denklemi elde edilir. y = mz, m € Z igin 23 =

r? + 2m?z? ve x = 1 + m? elde edilir. O halde genel ¢oziim z = 2m? + 1, y = m(2m? + 1)
ve z = —m(2m? + 1) olarak bulunur.

Ornek 4.14 z,y ve z tam saylar icin i + E = % denklemini saglayan sonsuz sayida (x,y, )
ticliisti oldugunu gosteriniz. !

Coziim: Paydalar esitlenip denklem diizenlenirse z = ;—é elde edilir. (z,y) = d olsun. O
halde = dm ve y = dn ve (m,n) = 1 olacak sekilde m ve n tam sayilar1 vardir. O halde,

z = dmn elde edilir. Buradan (m,n) | d, d = k(mn, m+n) olmahdir (k € Z). v = km(m+n),

m-+n

y = kn(m + n) ve z = kmn denklemin genel ¢oztimiidiir.
Ornek 4.15 22 = y3+2° denkleminin pozitif tam sayilarda sonsuz ¢éziimii oldugunu gosteriniz.
Coziim: n € Z" i¢in z, = n'%(n + 1)%, y, = n"(n + 1)° ve 2z, = n*(n + 1)3 esitlikleri bu

denklemi saglar.
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4.4. Modiiler Aritmetik Yontemi

Derecesi 1’den biiyiik olan diyofant denklemlerin ¢oziimiiniin olup-olmadig: arastirilir-
ken ¢ogunlukla modiiler aritmetik yontemi kullanilir. Bunun yani sira lineer diyofant denklem-
lerinde de modiiler aritmetik kullanilmasi ¢6ziimii olduk¢a kolaylastiracaktir.

Asagidaki esitliklerin bilinmesi bir ¢ok problemin ¢oziimiinde kolaylik saglayacaktir. n,

pozitif bir tam say1 olmak sartiyla;

n?=0,1 (mod 3) | n®*=0,1,—1 (mod 7)
n?=0,1 (mod 4) | n>=0,1,—1 (mod 11)

Ornek 4.16 o > 1 pozitif bir tam say: olmak iizere
a®+(a+1)°+---+ (a+n)* = 201820182018
olacak sekilde a ve n pozitif tam sayilarimin olmadigini gosteriniz.
Cozim:
A+ (@+1°+ -+ (a+n’=(T+2°+ -+ (a+n)?’) = (1P+2°+-- + (a = 1)*)

veE

P42+ pn=(1+2+ - +n)?

oldugundan,

201820182018 = [}3+23+---+(a+n)?1] - [}3+23+---+(a—1)3

J/

NV TV
p? q>

ve p?,¢*> = 0,1 (mod 4) oldugundan p* — ¢*> = 0,1 (mod 4) olmaldir.
201820182018 = 2 (mod 4) oldugundan denklemin tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.

Ornek 4.17 (BALMO) 2° — 4> = 4 denkleminin tam sayilarda coziimii olmadigim kanit-

layiniz.

Coziim: z° =0,1,—1 (mod 11) ve y*> = 0,1,3,4,5,9 (mod 11) oldugundan, x° — y* # 4

(mod 11) oldugundan denklemin tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.
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Ornek 4.18 (GEMO) =z ve y tam sayi, p asal sayidur.

p+1=22"

P41 =2y
denkleminin tiim ¢coziimlerini bulunuz.

Coziim: p + 1 = 222 oldugundan p # 2°dir. 22? = 2y*> = 1 (mod p) oldugundan z = Fy
(mod p)’dir. p* +1 > p + 1 oldugundan z < y < p’dir. O halde z + y = p olur. Bu durumda
pP?+1=2(p—2)>=2p?> —4px +p+ 1olur. O halde p = 42 — 1,22> = 4z ve v = 0 veya
x = 2°dir. p = —1 ya da p = 7’dir. p asal oldugundan 7 olmaldir.(x, y) = (2, 5) elde edilir.

4.5. Fermat Yontemi (Sonsuz Indirgeme)

Negatif olmayan tam sayilarla ilgili bir P 6zelligini alalim. P(n), n > 0 Onermeler
dizisi P(n) " P ozelligini saglar" seklinde olsun. P(n)’in yeterince biiyiik n sayilart igin yanlig
oldugu gosterilerek bu yontem kullamilabilir. % negatif olmayan bir tam say1 olsun. Oyleki
P(k) onermesi yanligtir. m > k igcin P(m) dogru ise P(j) dogru olacak sekilde daha biiyiik
bir j bulunabilir. m > j > k Bu durumda tim n > k i¢in P(n) yanlistir. Bu yonteme ¢ogu
zaman sonlu indirgeme yontemi denir. Fermat’in sonsuz indirgeme yontemi asagidaki bigcimde
verilebilir.

k negatif olmayan bir tam say1 olsun ve asagidaki kosul saglansin.m > k i¢in P(m) dogru
ise P(j)’nin dogru olmasini saglayan daha kiigiik bir j sayisi bulunabilir. O halde her n > k
icin P(n) yanlistir.

Ozetle; P(n)’in dogru oldugu bir n varsa k dan biiyiik olan sayilardan olusan n > n; >

ns... sonsuz dizisi bulunabilir. Fakat negatif olmayan tam sayilar i¢in boyle bir dizi bulunamaz.

Ornek 4.19 (Kurschak Mathematical Competition) > + 3y° 4+ 92° — 3zyz = 0 denklemini

saglayan tiim pozitif (x,y, z) iicliilerini bulunuz.

Coziim: Esitlik (mod 3) te diisiiniiliirse 22 = 0 (mod 3) olmalidir. z bir tam say1 oldugun-
dan x = 3z, olacak sekilde z; € Z* vardir. O halde 2723 + 3y + 92° — 92,y2 = 0 elde edilir.
Bu denklem, tekrar (mod 3) te incelenirse 923 + y* + 323 — 32,92 = 0 oldugundan y = 3y,
olacak sekilde y;, € Z vardir. y yerine 3y, yazilirsa, 923 + 27y + 32% — 92,9, 2 = 0 elde edilir.
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Benzer sekilde z = 32z, elde edilir. Daha sonra x1 = 34, y; = 3y» ve 21 = 325 elde edilir. Bu

sekilde
n—oo x=3"r, y=3"y;, ve z=3"n

elde edilir. Ancak hi¢bir x,y, z icin = | 3", y | 3" ve z | 3" tam sayilar1 yoktur. O halde

denklemin pozitif tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.

Ornek 4.20 (Korean Mathematical Olympiad) z2 + y> + 22 = 2xyz denklemini saglayan

tiim (x,y, z) tam sayt ii¢liilerini bulunuz.

Coziim: r = y = z = 0 denklemin bir ¢oziimiidiir. x, y ve 2z nin {i¢ii birden tek say1 olamaz.
Ciinkii o durumda 2% + y? + 22 ifadesi tek, 22y~ ifadesi ¢ift olurdu.
x, y ve z den biri tek ikisi ¢ift olamaz. O halde ya ikisi tek biri ¢ift, ya da ligii de cifttir.
Uciiniin de ¢ift oldugu durumda = = 2z, y = 2y, ve z = 22, olacak sekilde z, ¥, z; €

Z vardir. Bu durumda
472 + 4y? + 422 = 16x1y121 veya a3 + 47 + 22 = 4wy

esitligi elde edilir. Bu denklem ilk denklem ile aynidir. Benzer sekilde xy = 2z, y; = 2y ve
21 = 22y yazilirsa x5+y5+ 232 = 8Tyy»25 dir. Bu sekilde devam edildiginde z = 2"z,,, y = 2"y,
ve z = 2"z, ve n — oo oldugunda 2" sayisin1 (sonsuzu) bolebilecek x € Z olmayacagi i¢in
¢cOziim yoktur.

Ikisinin tek, birinin cift oldugu durumu inceleyelim. x = 2z + 1,y = 2y; + 1, 2 = 22

olacak sekilde x1, vy, 21 tam sayilar1 vardir. Denklemde yerine yazilirsa,
(221 + 1%+ (251 + 1)* 4+ (221)% = 2(221 + 1)(2y1 + 1)(221)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafi (mod 4) te 2 ye esittir. Ancak sag tarafi (mod 4) de sifira

esittir. Bu yiizden ¢oziim yoktur. O halde denklemin tek ¢6ziimii (0, 0, 0) dir.

Ornek 4.21 222 + 3> = 384 olacak sekilde tiim (x,y) pozitif tam sayi ikililerini bulunuz.

Coziim: 222 + y? = 384 esitligine gore, y sayist ¢ift olmalidir. y = 2n diyelim. Yerine
yazarsak, r° + 2n? = 192 elde edilir. Bu denkleme gore de, x ¢ift olmalidir. z = 2m yazalim.
Bu durumda, 2m? + n? = 96 olur.

Benzer diisiince ile, n = 2k yazilirsa m? + 2k* = 48, m = 2s yazilirsa 2s% + k? = 24,

k = 2p yazilirsa s? + 2p® = 12, s = 2q yazilirsa 2¢® + p?> = 6 ve son olarak p = 2t yazilirsa
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q® + 2t* = 3 elde edilir. Son denkleme gére ¢ = t = 1 olmalidir. Boylece v = 2% = 8 ve
y = 2* = 16 bulunur.

Ornek 4.22 2° + 2y° = 42° denkleminin (0,0,0) iicliisiinden baska pozitif tam sayilarda

coziimii olmadigini gosteriniz.

Coziim: 73 = 423 — 213 oldugundan z ¢ifttir. = 2z, olsun. O halde 823 + 2> = 423 ve
4341y = 223 olur. O halde y = 2y, olmalidir. Bu durumda 423 +8y3 = 223 ve 23 = 223 + 443
oldugundan z = 2z olacak sekilde z; € Z vardir. Bu durumda ise 423 + 8y? = 827 ve
223 + 4y} = 422 yani ilk durum elde edilir. z = 235, yo = 273, ... seklinde devam edildiginde
x=2" -z, y=2" -y, vez = 2"z, durumu elde edilir. Ancak n — oo iken x sayis1 2"

sayisini bolemeyecegi i¢in denklemin pozitif tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.

Ornek 4.23 /2’nin irrasyonel bir sayr oldugunu Fermat'in Sonsuz Indirgeme yontemini kul-

lanarak gosteriniz.

Coziim: z,y € Zigin V2 = § olacak sekilde x, y tam sayilarinin bulunmadigin1 gosterelim.
V2 = 2 ise 2% = 2y*dir. O halde + = 2z, olacak sekilde z; € Z vardir. © = 2z
icin 422 = 2y ve y*> = 2z? olduundan y = 2y; olacak sekilde y; € Z vardir. O halde
227 = 4y? ve 2y? = 2? yani ilk durum elde edilir. O halde > z; > zo > x3 > ... ve
Y>y > Y >ys > ...lginy =2" -z, vey = 2" -y, elde edilir. n — oo iken = ve y,
2" sayisina boliinecek sekilde  ve y tam sayilar1 olamayacag icin 22 = 2y denkleminin tam

sayilarda ¢6ziimii yoktur.
4.5.1. Vieta Jumping Yontemi

Fermat’in sonsuz indirgeme yonteminin 6zel bir halidir. Verilen denklemi saglayan en
biiytik x,, sayisinin varlig1 kullanilarak, bu denklemi saglayan ve x,, sayisindan biiyiik olan z,, 1
sayisinin var oldugunu Vieta formiilleri kullanilarak gosterildiginde celiski elde edilir. Benzer
sekilde denklemi saglayan en kiiciik x,,, sayist i¢in, x,, den kiiciik bir z,,, 1 sayisinin denklemi
sagladig1 gosterilirse ¢eligki yontemi ile ispat yardimiyla denklemin ¢oziimiiniin olmadig1 gos-

terilmis olur.
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Ornek 4.24 (IMO-1988) « ve b pozitif tam sayilart icin ab+ 1 sayist a®>+ b sayisin boliiyorsa,

a? + b? y L
b1 sayistmin tam kare oldugunu gosteriniz.
a
a® + b?
Coziim: ab + 1 | a® + b* ise T k olacak sekilde k € Z vardir. Tersini, yani bir a, b
a

ikilisi icin & 'nin tam kare olmadigini varsayalim. a + b ifadesini minumum yapan a, b degeri
icin, (a > b olsun). 22 — bkx + b*> — k = 0 denkleminin bir kokii a dir. 7, = a igin x5 = bk — a

olur. Vieta formiiliinden z; + zo = bk ve 1 = a oldugundan x5 = bk — a dir. Benzer sekilde
2

T1-To = Cigina-wy = b%> — k oldugundan z, = elde edilir. k bir tam kare olmadigindan

a
v —k b —k
< a elde edilir. Ciinkii a > b i¢in x; =

xo degeri 0 olamaz. zo = bk — a = ve
SN—— a
€z

2 2
ab+ 1
< aelde edilir. 25 = bk — a ve x5 + b < a + b igin (x5, b) bu denklemi saglar. Bu

=k € Z* olur. O halde b*> — k < a?

b < aigin b* < a? dir. a, b pozitif oldugundan
b —k

a
durumda @ + b nin en kii¢iik degeri icin denklemi saglayan daha kiiciik bir deger bulunur. O

ve

halde bu bir ¢eliskidir. Denklemi saglayan a, b pozitif tam sayilari1 yoktur.

Ornek 4.25 (IMO-2007) a ve b pozitif tam sayilardir. 4ab — 1 | (4a* — 1)2 ise a = b oldugunu

gosteriniz.

Coziim: 4ab — 1| v*(4a® — 1)* — (4ab — 1)(4a®b — 2ab + a®) = a® — 2ab + V* = (a — b)%.

Buradan a ve b pozitif tam sayilari igin 4ab — 1 | (a — b)? ifadesi elde edilir.

—b)?
Ela b )1 = k olsun. (k > 0 dir.) Bu esitligi saglayan a ve b ikilisi i¢in a + b ifadesini en
a J—
kiiciik yapan (A, B) ikilisini alalim. Bu ikili A > B i¢in (A, B) olsun.
— B)2
—Ele )1 = kise 1> — (2B + 4kB)x + B®> + k # 0 elde edilir. z; = A ve 75 =
:L‘ J—
B?+k
2B +4kB — A = i dir. (Vieta formiillerinden) O halde (z5, b) ikilisi de bu denklemi

saglar. (A, B) ikilisi minimum 6zelliginden =5 + B > A + B dolayisiyla zo > A elde edilir.

B2+ k A — B)?
+ > A’dir. Buradan k£ > A% — B2 dir. ﬁ = k > a* — B? oldugundan

A— B> (a+b)(4AB —1) > A+ B elde edilir. Celiski. Bu yiizden a = b olmak zorundadr.

Yani

. y . 2, a4 Ty 41 3
Ornek 4.26 x ve y pozitif tam sayilart icin xy | x* + y* + 1 ise —————— = 3 oldugunu
Y
kanitlayiniz.
2,2
1
Coziim: rry Al k olsun. (k € Z i¢in k = 3 oldugunu kanitlayalim.)

Ty
Bu esitligi saglayan tiim (X, ') ikilileri i¢in z+y yi en kii¢iik yapan (X, V') ikilisi alinirsa,
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. 2X%+1 .. 1 o
X =Y icin Xz = ke Zigink =2+ X € Z olmahdir. X € Z* oldugundan
X =Y =1vek = 3 elde edilir.
t2 + Y2 + 1 . 2 2 3 111
X > Y olsun. — 5 - kiset* — kY -t +Y“+ 1 = 0 denklemi elde edilir. Bu
Y241
denklemde t; = X vety, = kY — X = i (Vieta formiillerinden) elde edilir. X > Y > 1
Y241

icin ty = < X tir. Ancak bu bir celigkidir. O halde X =Y dir ve k = 3 tiir.

4.6. Tiimevarim Yontemi

Negatif olmayan tam sayilar iizerinde P(n) 6nermesi i¢in;
1. n = 0i¢in P(n) dogrudur.
2. Herhangi bir n = k i¢in P(k) 6nermesinin dogru oldugunu kabul edelim.

3. n =k + 1igin P(k 4 1)’in dogru oldugu gosterilirse negatif olmayan her n tam sayisi

icin P(n) 6nermesinin dogru oldugu gosterilmis olur.

Ornek 4.27 BUMO) n > 3 icin 72> 4 y> = 2" denklemini saglayan x ve vy tek sayilarimin

oldugunu gosteriniz.

Coziim: n > 3 icin z,, ve y, sayilari 722 + y2? = 2" esitligini saglasin.
x? 1t y2 = 2n+1 esitliginin saglandigim gosterelim.

WU\ (Tea £y’
7(%) +<%) o (a2 4 2) = 2

ve
2 2

ifadesi tek sayidir. Bundan dolay1 z,,,1 =

olur. Tn tY tek 1seu:3xn—l—

sayilarindan biri tektir. Ciinkii

5 VeUnt1 = — o5 olmalidur.

elde edilir. Bundan dolay1 z,,+; =

Tn — Yn

= 3z, + [0 = 4l

2
seklinde yazilabilir. Bu yiizden 722 + 3? = 2" denklemini saglayan = ve

Eger

y tek sayilart vardir.
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4.7. Ozel Yontemler

Baz1 6zel diyofant denklemlerin ¢oziimii i¢in koklerin sinirlandirilmasi, simetriden yarar-

lanma ya da 6zel koklerden genel ¢oziime ulasma gibi yontemler kullanilabilir.
4.7.1. Simetri Yontemi

Bilinmeyenlerin kat sayilarinin ayn1 oldugu durumlarda simetri yonteminden faydalanila-

bilir.

Ornek 4.28 (Balkan Junior) a® + b® 4 ¢ = 2001 denklemini saglayan kag tane (a,b, c) tam

sayt ticliisii vardir?

Coziim: a > b > colsun. 13* = 2197 > 2001 oldugundan a,b, c < 13’tiir. 8 + 8% 4 8 =
1536 < 2001 oldugundan a = 9,10, 11 ya da 12’dir.

a = 9igin b® + ¢ = 1272, b = ¢ = 8 i¢in 8 + &8 = 1024 < 1272 oldugundan b = 9
olmalidir. O halde ¢ = 543, ¢ ¢ Z’dir.

a = 10 igin, b* + ¢* = 1001’dir. b = 10 igin ¢ = 1 ve b = 9 i¢in ¢ ¢ Z’dir. b = 8 i¢gin
c3 = 489 < 512 ¢oziim yoktur. b < 8 icin ¢ > b oldugundan bagka ¢oziim yoktur.

a = 12 i¢in, b = 6 ve b = 5 alinirsa ¢6ziim olmadig1 goriiliir. Denklemin tek ¢oziimii
(10,10, 1)’dir.  Simetri kullanildig1 i¢in (10,1, 10) ve (1,10, 10)’da denklemin ¢dziimleridir.

Denklemin 3 tane ¢oziimii vardir.

e 1 1 1 4

Ornek 4.29 — + — + — = R denklemini saglayan kag tane (x,y, z) pozitif tam sayt ii¢liisii
x Yy oz

vardir?

Coziim: Denklem simetrik oldugundan 1 < x <y < zolsun. 1 > % oldugundan x > 1’dir.
r<y< zoldugundan%—i—i—i—%: 2 <3 =4 <3,750lur. Ohalde z = 2 veya z = 3
olmalidir.
10y

r = 2 i¢in, i + % = % = 2= 305 2 2’dir. y > 7i¢in z < 7 olacagindan y < z sarti
saglanmaz. y € {4, 5,6} i¢in z = {20, 10, £} oldugundan ¢oziimler (2, 4, 20) ve (2,5, 10)’dur.

Simetriden 2 - 3! = 12 tane ¢6ziim vardr.
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15y
Ty—15

r=3ic¢in, L+ = =52 = > tiir. Ty — 15 > 0igin y > 3’tiir. y > 5 icin
z < 4 olacagindan y < z sart1 saglanmaz. O halde y € {3,4} icin z ¢ Z olur ve ¢6ziim yoktur.

Denklemin 12 tane ¢6ziimii vardir.
Ornek 4.30 (Asya Pasifik) m, n ve k pozitif tam sayilar icin
(36m +n) - (m + 36n) = 2

denkleminin ¢oziimiiniin olmadigini gosteriniz.

Coziim: Denklem simetrik oldugundan m < n olsun. Denklemi saglayan z € Z* oldugunu
kabul edelim. Denklemi saglayan en kiigiik m, n ve z igin, (36m + n) - (m + 36n) = 2* olmasi
icin 36m + n ve m + 36n sayilariin ikisinde 2’nin kuvveti olmalidir. O halde 4 | n ve 4 | m
olmalidir. Dolayis1 ile m/2 ve n/2 sayilart da denklemin ¢oziimiidiir. 7 < m oldugundan ve
denklemin en kiigiik ¢6ziimii (m, n, ) oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde denklemi saglayan

(m,n, z) pozitif tam say1 ticliisii yoktur.
4.7.2. Ozel Coziimden Genel Coziime Ulasma

Genellikle sonsuz sayida ¢6ziimii olan diyofant denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir. Den-

klemin bir ¢dziimii tahmin ya da deneme yanilma ile bulunup, bu ¢6ziim genellestirilir.

Ornek 4.31 (CAMO) Sifirdan farkls .y, = tam sayilart icin x> + vy° = 2* denkleminin sonsuz

sayida ¢oziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim: (3, —1,2) denklemin 6zel bir ¢oziimiidiir. (2,5, 3) = 30 oldugundan (3%, —k° 2k1°)
denklemin genel ¢oziimiidiir. Gergekten de (3k'%)° + (—k6)” = 8k%0 = (2k1°)*dur.

Ornek 4.32 22 4 3> = 2%°%% denklemini saglayan kag tane (x,v, z) pozitif tam sayt iicliisii

vardir?

Coziim: 3% + 4% = 5? denkleminin her iki tarafim 520°¢ . k2008 jle carpalim.

32 . 52006 , 12008 4 42 52006, 12008 _ 52008 , 12008
VvV TV TV

(3-51003.£1004)2 (4-51003.1;1004)2 (5k)2008

elde edilir. Denklemin genel ¢oziimii £ € Z i¢in
(,y,2) = (51903 3. 1004 51003 4. 1004 51
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olur. O halde denklemin sonsuz ¢oziimii vardir.

4.7.3. Bilinmeyenlerin Smirlandirilmasi Yontemi

Diyofant denklemin sonlu sayida ¢6ziimii varsa, bu koklerin en kiiciik ve en biiyilik degeri
bulunup aradaki sayilar denenerek ¢oziime ulagilabilir. Coziim kiimesi ¢ok elemanli ya da son-

suz elemanli denklemler i¢in uygun olmayan bir yontemdir.

Ornek 4.33 229 —y = 2018 denklemini saglayan kag tane (x, 1) pozitif tam sayu ikilisi vardir?

Coziim: x = 1 icin y negatif oldugundan z > 1’dir. > 1 i¢in y’nin degeri 10’dan kiictiktiir.
Ciinkii 2 - 219 — 10 = 2038 > 2018’dir. O halde y € {1,2,3,...,9} olmahdir. 22 ve 2018 gift
oldugundan y ¢ift sayidir. Bu durumda y = 2,4, 6 ve 8 i¢in alt durumlar incelenebilir.

y=2icin 22?2 — 2 =12018 = z = /1010 ¢ Z,

y =4icin 2z —4 = 2018 = z = V1011 ¢ Z,

y = 6icin  22% — 6 = 2018 = x = V/1012 ¢ Z,

y=8igin 2z% —8=2018 = z = v/1026 ¢ Z.
O halde denklemi saglayan pozitif (z, y) ikilisi yoktur.

Ornek 4.34 (4 —2)** 4 (5 —2)°* 410 = 4 + 5% denklemini saglayan tiim x tam sayilarun

bulunuz.

Coziim: x < 0 olmas1 durumunda esitligin sol tarafi tam say1 iken sag taraf 1 den kii¢iik pozitif
bir sayidir ve esitligin saglanmasi miimkiin degildir. x > 5 olmasi durumunda ise sol taraf 10
dan kiiciik iken sag taraf 4000 den biiyiik olacaktir. O halde, x sayis1 0 ile 5 arasinda olabilir.
Kontrol edilirse, x = 2 i¢in

2°+3*+10=16+25
oldugundan, denklemin tek tam say1 ¢oziimii x = 2 bulunur.

Ornek 4.35 (Estonya M.O. 1999) a? + b = b'%° denklemini saglayan kag tane (a,b) tam sayt

ikilisi vardir?

Coziim: a? = b(b'9®—1) yazalim. b > 2i¢in b ve b'%® —1 sayilar1 aralarinda asal olacagindan,
bu sayilarin her ikisi de tam kare olmahidir. Fakat, b'%%® sayis1 zaten bir tam kare oldugundan,

b19% _ 1 sayis1 tam kare olamaz. Dolayisiyla, b < 1 olmalidr.
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b=1isea=0,b=01isea=0veb=—1isea =0

olur. b < —2 olamaz ¢iinkii bu durumda a* < 0 olur. O halde denklemin sadece 3 ¢oziimii

vardir.

Ornek 4.36 ¥ = y* Y denklemini saglayan kag tane (xz,y) pozitif tam sayt ikilisi vardur?

a)3 b) 4 )0 d) Sonsuz sayida e) Hicbiri

Coziim: Y = y" Y ise x > y olur. Buna gore x — y > y esitsizliginden x > 2y elde edilir.

obeb(z,y) = d olsun. Yani x = md ve y = dn olsun. Bu durumda m > 2n olur. Boylece
(dm)dn — (dn)dm—dn

esitliginden m" = ndm=2dn . gdm=2dn e]de edilir. n > 1 olursa n sayisinin asal carpanlar1 m
say1sin1 bolecektir ve ortaya celiski ¢ikacaktir. Bu durumda n = 1 ve m? = d%™24 olacagindan
m = d™ 2 elde edilir.

i) m = 3i¢in d = 3 olur ve (m,n) = (9, 3) bir ¢éziimdiir.

ii) m = 4 i¢in d = 2 olur ve (m, n) = 8, 2 bir ¢6ziimdiir.

iii) m > 4 i¢in d > 1 olur. Fakat dm — 2 > 2m — 2 > m celigkisi elde edilir.

O halde, m > 4 i¢in ¢oziim yoktur. Boylece denklemin sadece 2 ¢oziimii oldugu bulunur.

4.7.4. Diskriminant Yontemi

2. dereceden lineer diyofant denklemler icin ya da 2. dereceden lineer diyofant denklem-
lere doniistiiriilebilen denklemler i¢in kullanilabilen bir yontemdir. Diskriminant hesaplanip,
kok olmast igin A > 0 olmasina dayanan bir yontemdir. Bu sayede kokler belirli bir araliga

sinirlandirilip denklem ¢oziilebilir.

Ornek 4.37 n? + 3n + 5 = 121m denklemini saglayan kag tane (n, m) pozitif tam sayt ikilisi

vardir?

Coziim: n? + 3n +5 — 121m = 0 denkleminde A = 11(44m — 1) oldugundan n =

“3F /T1(ddm — 1
i 2( =D i 11 (4dm — 1)

44m—1=11-t* (t € Z) olmasi miimkiin degildir. O halde denklemi saglayan (n, m) pozitif

ifadesini tam kare yapan bir m sayis1 yoktur. Ciinkii

tam say1 ikilisi yoktur.
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Ornek 4.38 22 — & — k = 0 denkleminin tam sayi kokii olacak sekilde, 100’den kiiciik kag

pozitif tam sayi vardir?

Coziim: 2° — v — k = 0 denkleminin kokleri, (1 & /1 + 4k)/2’dir. Bu koklerin tam say1
olmast igin, 1 + /1 + 4k ifadesi ¢ift say1, dolayisiyla da v/1 + 4k tek say1 olmalidir. 1 + 4k
tek say1 oldugundan, 1 + 4k bir tek sayinin cift kuvveti olmasi gerekir. O halde, 1 + 4k sayis1
bir tek sayinin ¢ift kuvveti olacak sekilde kac tane 100’den kii¢iik & sayis1 oldugunu bulmaliyiz.
4-100 + 1 = 401 oldugundan, 1 + 4k < 192 olabilir. 19’dan kiiciik olan tiim pozitif tek
sayilarin karesi igin bir k pozitif tam sayis1 bulabiliriz. Buna gore, 1 + 4k sayis1 32,52, ..., 192

degerlerini alabilir. O halde 9 tane istenen sekilde k& sayis1 vardir.

4.7.5. Kare ve Kiip Kalanlar

2. dereceden, 3. dereceden ya da daha yiiksek dereceli diyofant denklemlerin ¢ziimiinde
modiiler aritmetik yonteminin kullanilis1 boliim 4°te anlatilmisti. Bu boliimde olimpiyat prob-
lemlerinde ¢ok sik karsilagilan tam kare ve tam kiip sorularinin 6zel durumlar1 incelenecektir.
Bir tam sayimin karesinin, kiipiiniin ya da n > 4 icin n. kuvvetinin bazi 6zel modlarda sinirl

sayida farkli kalan1 oldugu incelenecektir.

e mod 3
x| 2% | 23
0010
1711
21112

Yukaridaki tablo incelendiginde bir tam sayinin karesinin (mod 3)’teki degerinin 0 ya da 1

olacad1 (2 olamayacagi) goriiliir. Ancak kiip icin belirgin bir 6zellik yoktur.

Ornek 4.39 = bir tam sayt ise x> + (v + 1)? + (v + 2)? = 2019 denkleminin ¢iziimiiniin

olmadiginmi gosteriniz.

Coziim: z° + (2° +2x + 1) + (22 + 42 +4) = 322 + 62 + 5= 2 (mod 3), ancak 2019 = 0
(mod 3) oldugundan denklemi saglayan = € Z yoktur.

e mod 4
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x| 2| 23
0] 01 O
1]1 1
2,101] 0
311 ] -1

Yukaridaki tablodan bir tam sayinin karesinin (mod 4)’teki degerinin 0 ya da 1 olacag goriiliir.

Kiipiin ise 0, 1 ya da 3 oldugu (2 olamayacag1) goriiliir.

e mod 5
x| 2?
0 0
1] 1
2| —1
3|1
41 1

Buradan bir tam sayinin karesinin mod 5 teki degerinin 0, 1 ya da 4 olabilecegi yani 2 ve 3
olamayacag1 goriiliir.
Bir tam saymun karesi ve kiipii ile ilgili asagida verilen sonuglara, modiiler aritmetik yon-

temi ile ulagilabilir.

e Bir tam sayimin karesinin birler basamaginin 2, 3, 7 ve 8 olamaz. Bu, tiim rakamlamlarin
kareleri alinarak gosterilebilir.

e Bir saymin karesinin birler basamagi sifir ise , son iki basamag sifirdir.
> a sayisi 0 ile bitiyorsa, 10k seklindedir. a? sayisimin karesi 100k? oldugu igin son iki
basamagi sifirdir.

e Bir saymin karesinin birler basamag 5 ise , son iki basamagi 25’tir.
> a sayis1 10k + 5 seklinde ise a? sayis1 100k% 4+ 100k + 25 oldugundan son iki basamagi
sifirdir. <

e Bir saymin karesinin 3’e boliimiinden kalan 1 veya 0’dir.
>a = 1,2 (mod 3) ise a> = 1 (mod 3) ve a = 0 (mod 3) ise > = 0 (mod 3)

oldugundan kalan 0 ya da 1 dir.<
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e Bir saymin karesinin 4’e boliimiinden kalan 1, veya 0’dr.

> Say1 ¢ift ise 2k seklindedir. Karesi 4k seklindedir ve 4 ise boliimiinden kalan O dir.
Sayi tek ise 2k + 1 seklindedir ve karesi 4k? + 4k + 1 seklindedir ve 4 e boliimiinden

kalan 1 dir. <

e Bir sayinin karesinin 8’e boliimiinden kalan 0, 1 veya 4 ’tiir.

Ornek 4.40 1111...1 sayistmn n’nin hangi degerleri icin bir tam kare oldugunu bulalim.
—_—

ntane
Coziim: n = 1icin 12 = 1’dir.
n > 2i¢in, bu sayinin 4 ile boliimiinden kalan 3’tiir. Ancak , bir tam karenin 4 ile boliimiinden

kalan 3 olamaz.( 0 ya da 1 olabilir.) Bu yiizden sadece n = 1 i¢in tamkaredir.

Ornek 4.41 =, Y,z birer tam sayidir.

2?2 + 9% + 22 = 847 denklemini saglayan kag tane (x,y,z) iicliisii vardir?

Coziim: Bir saymnin karesinin 8 ile boliimiinden kalanlar1 bulalim.

0,1 ya da 4’tiir. 847’nin 8 ile boliimiinden kalan 7°dir. O halde 2 + 3? + 2% = 8k + 7 olamaz.

Ornek 4.42 a ve b birer tam sayidir:

8a® — 13b3 = 2027 denklemini saglayan kag tane (a, b) ikilisi vardir?

Coziim: 7 ile boliimiinden kalanlar1 inceleyelim.
8a® — a®, —13b> — b*, 2027 — 4
a®+b% = 7k+4 olamaz. Ciinkii bir saymin kiipiiniin 7 ile béliimiinden kalan 0,1 veya 6 olabilir.

Bunlarin ikisinin toplami 4 olamaz. O halde bu denklemi saglayan (a, b) ikilisi yoktur.

Ornek 4.43 1000 basamakli bir sayida bir tanesi disinda tiim basamaklar 5° tir. Bu saymmin

hichbir tam sayun karesi olamayacagini kanitlayiniz.

Coziim: Son rakam 5 ise, bir onceki 2 olmak zorundadir. Ancak bir sayinin rakamlar1 toplami
s =2 (mod 3) olamayacagindan tamkare olamaz.

Son rakam 1 veya 9 ise say1 = 3 (mod 4)olamayacagindan tamkare olamaz. Say1 tek
sifirla bitemez. Son rakam 4 ise, say1 = 2 (mod 4).
Son rakam 6 ise, s = 6 (mod 9) olamayacagindan (¢iinkii say1 3” e boliiniip, 9” a boliinmiiyor)

tamkare olamaz.
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Ornek 4.44 (UMO-2003) Asagidaki n tam sayilarindan hangisi icin %> = —1 (mod n) den-

kligini saglayan en az bir x tam sayist vardir?

A) 97 B) 98 C) 99 D) 100 E) Higbiri

Coziim: 22 = —1 (mod p) (p asal) denkliginin kokii sadece p = 1 (mod 4) durumunda

vardir. O halde;
97 =1 (mod 4) 22 = —1 (mod 97)" nin kokii var (28, 22 veya 2!2).

a’> = —1 (mod 98) olsaydi, a*> = —1 (mod 7). Bu miimkiin degil, ¢iinkii 7 = 3
(mod 4).

a’> = —1 (mod 99) = a?> = —1 (mod 11). Bu da miimkiin degil, ¢iinkii 11 = 3
(mod 4).

a’> = —1 (mod 100) = a* = —1 (mod 4). Olamaz. Cevap E

Ornek 4.45 (UMO-2014) Asagidaki sayilardan hangisi x ve y tam sayilar olmak iizere, x> +1°

biciminde yazilamaz?
a) 59170 b) 59149 c) 59130 d) 59121 e) 59012

Coziim: Esitligi (mod 11) de inceleyelim. z? = 0,1,3,4,5,9 (mod 11) ve 4°> = 0,1,10
(mod 11) oldugundan z* + 3° = 0,1,2,3,4,5,6,8,9, 10 olabilir. Bu yiizden 7 olmaz. Ancak;

59121 = 7 (mod 11) oldugundan, 59121 sayis1 x* + 3° formunda yazilamaz. Cevap D

Ornek 4.46 (UMO-2002) 3n? + 3n + 7 saywsinin tam kiip olmasini saglayan kag n pozitif tam

sayisi vardir?
A)O B) 1 O3 D)7 E) Sonsuz Coklukta
Coziim:

e n=0 (mod 3) ise, 3n® +3n+7 =7 (mod 9) = tam kiip olamaz.

e n=1 (mod 3)ise, 3n(n+ 1) +7 =4 (mod 9) = tam kiip olamaz.

e n=2 (mod 3)ise,3n(n+1)+7 =7 (mod 9) = tam kiip olamaz. O halde 3n?+3n+7

ifadesini tam kiip yapam n pozitif tam sayis1 yoktur.

Cevap A
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Ornek 4.47 3" + 163 sayisinn, bir tam sayumn karesine egit olmasini saglayan tiim n pozitif

tam sayuarint bulunuz.

Coziim: Denklemi (mod 4) "te inceleyelim. (—1)" +3 = 2 (mod 4) elde edilir. Bir sayiin
karesinin 4 ile boliimiinden kalan O ya da 1’dir. Bu yiizden n ¢ift sayidir. & tam sayis1 i¢in
n = 2k alalim. 163 = (z — 3%)(z + 3*) ve 163 asal say1 oldugundan x — 3* = 1,z + 3* = 163

elde edilir. Buradan 3* = 81,k = 4, n = 8 elde edilir. n’'nin tek degeri vardir.

Ornek 4.48 Rakamlart toplami 2016 olan bir tam kare bulunuz.

Ipucu: Rakamlart toplami 2016 olan (10" — 1)? seklinde bir sayt araymniz.

Coziim: (10" —1)2=10"-2-10"+1=99...9800...1 dir. Bu sayimin rakamlar1 toplamt;
n—1
9(n — 1) + 8+ 1 = 2016 ise n = 224 elde dilir. Gergektende; (99...9)? sayisinin rakamlari

224
toplam1 2016’dr.

*#% Bir cok say1 bulunabilecegine dikkat ediniz.

35



5. OZEL DIYOFANT DENKLEMLER

5.1. Pisagor Ucliileri

“Kareli ve Kiiplii Seylerin Tarihi” isimli kitapta, yaklasik 4000 y1l once yani Pisagor’dan
2000 y1l dncesine ait kil tabletlerde 2. dereceden bir ¢ok denklemin ¢oziimiiniin yazili oldugu

belirtilmektedir. Hatta ¢ivi yazisi ile yazilmig Pisagor ticliileri yer almaktadir.

Pisagor Teoremi

22+ y? = 22

Ancak Pisagor zamaninda tizerinde daha ¢ok durulmug, matematiksel kanit1 yapilmig ve bir¢ok
Pisagor iicliisii bulunmus ve birbirinin kat1 olmayan Pisagor {i¢liilerinin sonsuz sayida oldugu
kanitlanmigtir. 72 + y? = 22 esitligini saglayan pozitif (z,y, 2) tam say1 iigliisiine Pisagor

iicliisii denir.

Ornek 5.1 22 + y? = 22 denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim: z° + y? = 2% ise 2% — y? = z%dir. O halde (z — y)(z + y) = 2 elde edilir.
1. Durum: 7 asal say1 olsun. (z — y)(z +y) = 1- 2% olacafindan (z —y = z + y = x i¢in

. o v ae o 297 _ z241 _z2-1
y = 0 olacagindan ¢6ziim yoktur) z —y = 1 ve z + x = x*’dir. Buradan z = == ve y = %5

2 0 2

Gergcektende x = 3,5,7,9,...icin (3 —4 —5), (5 — 12 — 13), (7 — 24 — 25), (19 — 40 — 41),

elde edilir. O halde <x, - m2+1> , > 1 ve x tek tam sayilan i¢in bir Pisagor iicliistidiir.

... Ucliileri temel Pisagor {ii¢liileridir. Asal sayilar sonsuz elemanli oldugundan bu {iiclii bize

Pisagor ti¢liilerinin (birbirinin kati olmayan) sonsuz sayida oldugunu kanitlar.

36



2. Durum: z* = v - v olacak sekilde u,v € Zolsun. (z —y)(z+y) =u-visez = L vey =

“5* bu denklemi saglar. O halde, (\/uv, =, “;”) bir Pisagor ti¢liisiidiir. Bunu diizenlersek,
u = a®, v = b?igin (a > b) (2ab,a® — b2, a® + b?) iigliisii bir Pisagor licliisiidiir. Gergekten de

a=4veb=3igin (24 — 7 — 25) bir Pisagor ticlistdiir.

5.2. Fermat Teoremi

2" + y" = 2" denklemi n = 2 i¢in Pisagor teoremidir. Fermat, n > 2 icin bu denklemi
saglayan z, y ve z tam sayilarinin bulunmadi81 ortaya atmis ve bunun kanitinin not defterinin
kenarina sigmayacagini not etmisti. Yaklagik 300 y1l boyunca her matematik¢inin ilgisini ¢eken
bu teorem 1993 yilinda kiiciik bir eksikle ve 1995 yilinda eksiksiz olarak Andrew Wiles tarafin-
dan ¢oziilmiistiir.

n = 2 i¢in sonsuz ¢dziim oldugu bir 6nceki kisimda gosterilmisti. Burada n = 4 igin

denklemin tam sayilarda ¢oziimiiniin olmadig1 gosterilecektir.

Ornek 5.2 Simdi de Fermat’in son teoreminin 3. kuvvet icin elementer bir ispatint yapalim. Bu
coziim J. Browkin tarafindan R.D. Carmichael’in fikrine dayanarak yapilnustir.

r,y, 2 sayllarimn z° + y3 = 2 denkligini sagladigim varsayalim. Ayrica |vyz| # 0
sartiyla miimkiin olan en kiiciik sayilar olsun. Acik bir sekilde x, vy, z sayilart ikiserli olarak
aralarinda asaldwr. Ciinkii aralarinda asal olmasalardi bile d > 1 ortak carpani igin x> + 3° =
2% denkliginde her iki taraf d*’e boliinerek daha coziimlere ulasilabilirdi.

Buradan hareketle hepsi tek sayir olamayacagi gibi sadece bir tanesi ¢ift sayr olabilir.
Varsayalim z ¢ift, x;y tek olasun. Boylece x + y ve x — y de ¢ift olur.

Buradan
T +y=2u, T —y = 2w.

r=u+w y=u—walnabilir (z,y) = 1 oldugundan (u,w) = 1’dir ve v # w
(mod 2).

Denklem tekrar diizenlendiginde 2u(u® + 3w?) = 23 elde edilir.

Eger (u,3) = 1ise (2u, u® + 3w?) = 1 olur. Bu yiizden 2ut?, u? + 3w?* = 5 denkliginde
5 tek sayidir ve (u,w) = 1 dir. Bu denklik icin u = o* — 9a3* ¢éziim olacagindan 3 = 2u =

2a - (v — 30) - (a + 3P) esitligine kavusulur.
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Buradan 2o, o — 38 ve o + 33 min aralarinda asal oldugu anlagsilir.

Sonug olarak 200 = o3, a — 38 = 72 ve a + 33 = € olur ki bu da
S

esitligini verir.

Fakat eot|® = |t3]| = |2u| = |z +y|-0ve |z +y| < |zyz| < |zyz|® durumu varsayimimiz
olan |xyz| nin minimal olmasu ile ¢elismektedir.

Eger 3 | uve u = 3v ise denklem 18v(3v* + w?) = 23 olacaknr. Yani 3v # (mod 2) ve
(3v,w) = 1 oldugundan (18v, 3v? + w?) = 1’i buradan da 18v = 3, 3v3 + w? = 53, 5 tektir
ve (v,m) = 1i elde ederiz.

v = 3Ba? — 383 esitliginden t* = 18v = 27 - 2B8(a + ) - (o — B) olur. Burada 243,
a + B ve a — B’dan herhangi ikilisinin aralarinda asal oldugu kolaylikla anlagilabilir. Boylece
20=0% a+ B =13vea— =€ dur T = 03 + € olur. Fakat bu durum
= [34] = 3ot = gl o1 20

1
43 2 =
27 3"

leoT|® = ‘

1
ve §\x +y| < |xyz| < |xyz|? olmast nedeniyle varsayumimiz olan |xyz| nin minimal olmasiyla
celismektedir. Boylece x® + vy = 23 denkleminin tam sayilarda ¢oziim olmadigi ispatlanmg

olur.

Ornek 5.3 z* + y* = 2* denkleminin her biri sifirdan farkli x, y ve z tam sayilari icin

coziimiiniin olmadigini gosteriniz.

Coziim: 5.1 de a® + b? = ¢* denkleminin ¢6ziimleri bulunmustu. Burada a, b ve ¢’nin tam say1

olmasi gerektigi gbz Oniine alinirsa m ve n tam sayilari i¢in

+a =m?—n? +b=2mn, +c=m>+n?

esitlikleri yazilabilir.

z* +y* = 2* denkleminin sifirdan farkli bir ¢oziimii varsa (v, y, 2°) igliisii
2yt =2

denklemini saglar. x,y,t tam sayilarinin pozitif ve obeb(z,y,t) = 1 oldugunu varsayalim.
Dogal sayilardaki en kiigiik eleman secebilme 6zelligini kullanip degeri en kiigiik olan bir
coziim alinirsa

2 =m?—n? y =2mn, t=m?+n’
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olur. Buradan 22 + n? = m? elde edilir ve Pisagor iicliileri kural1 tekrar uygulanirsa
r=a>—b% n=2ab, m=d+V

elde edilir. O halde y? = 4ab(a® + V) olmasi gerekir. y = 2k olsun, o zaman k* = ab(a?® + b?)
olacakuir. a, b, a? + b? aralarinda asal olduklar1 ve ¢arpimlar1 da tam kare oldugu icin her biri

kare olmalidir.

a=c, b=d* a*+b =772

Buradan ¢! + d* = €% ama e < t dir. Bu ¢ nin en kiiciik olma ozelligi ile celisir. O halde

x* 4+ y* = 2* denkleminin sifirdan farkli 2, y ve z i¢in ¢ziimii yoktur.

5.3. Pell Denklemi

1611-1674 yillar1 arasinda yasayan John Pell, Pierre De Fermat(1601-1665) ile ayn1 donemde
yasamistir. X2 — dY? = N tipindeki denklemlerin tam say1 ¢oziimleri ile ugrasmistir. Ozel
bir diyofant denklemi olan bu denklem daha sonra Fermat tarafindan Pell Denklemi olarak
adlandirilmistir. Ozellikle X2 — dY? = 1 tipindeki denklemlerin ¢oziimii ¢ok nemli yer tu-
tar. Ciinkii bu tip denklerin ¢coziimiinde siirekli kesirler yardimiyla genel ¢oziime ulagsma ve bu
sayede koklii ifadelerin yaklagik degerlerin hesaplanabilmesi, 1600’lii yillar i¢in ¢cok dnemlidir.
Fermat, Pell Denklemi sayesinde (/5) ifadesinin degerinin virgiilden sonraki 4. basamagina

kadar hatasiz olarak kolay bir bicimde hesaplamistir.

Pierre De Fermat John Pell

5.3.1. Pell Denklemine Doniistiiriilebilen Denklemler

Her Pell Denklemi tam sayilarda ¢oziilemeyebilir. Ancak karmasik denklemleri Pell Den-

klemine doniistiirmek, bilinen yontemler sayesinde denklemi ¢cozmekte kolaylik saglayacaktir.
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Ornek 5.4 (Berkeley Math Circle) 22> —6zy+3y? = —1 denklemini Pell Denklemi biciminde

yaziniz.

Coziim: Verilen ifade diizenlenirse, 72 —3(y—x)? = 1 elde edilir. Burada X =z ve Y = y—=x

doniisiimii yapilirsa X2 — 3Y? = 1 Pell denklemi elde edilir.
5.3.2. X? — dY? = +1 Tipindeki Denklemlerin Coziimii

22 —dy? = 1 denkleminin genel ¢dziimii bulunurken esitligin her iki tarafinin karesi alinir.

x* — 2dz*y? + d*y* = 1 elde edilir. Bu ifade tam kareye tamamlanirsa,

(x2 4 dy2)2 — 4da*y? =1

(® + dy2)2 —d(2zy)? =1

elde edilir. 22 + dy? = A ve 2xy = B igin bu denklem A? — dB? = 1 formuna doniigiir. O
halde bu Pell Denkleminin bir ¢dziimii (g, yo) ise (z3 + dy?, 2xoyo) ikilisi de bir ¢dziimdiir. Bu
durumda denklemin bir ¢oziimii deneme yanilma ile bulunursa, bu ¢éziimler kullanilarak den-
klemin bir ¢ok ¢6ziimii daha bulunmug olur. Bu da denklemin sonsuz sayida ¢6ziimii oldugunu

gosterir.

Ornek 5.5 22 — 3y? = 1 denklemini tam sayilarda ¢éziiniiz.

Coziim: y = 1i¢in x = 2 denklemin 6zel bir ¢oziimudiir. Benzer bicimde (—2,1), (-2, —1)
ve (2, —1) ikilileri de ¢oziimdiir.

2? — 3y? = 1 denkleminin iki tarafimin karesi almirsa 2* — 62%y% + 9y? = 1 elde edilir.
Esitligin sol tarafi tam kareye tamamlanirsa, (22 + 3y2)” — 1222y2 = 1 elde edilir. ifade diizen-
lenirse (22 + 3y2%)° — 3(2zy)? = 1 esitliginde 2% + 3y* = A ve 2zy = B doniisiimii yapilirsa
denklem A?—3B? = 1 sekline doniisiir. O halde (z, y) bir ¢dziim ise (z* + 3y?, 2zy) ¢dziimdiir.

r=2vey=1igin (7,4),

r =T7vey =4igin (97,56), ...
seklinde devam edilirse denklemin tiim ¢oziimleri bulunmaz ancak sonsuz sayida ¢oziimii oldugu

elde edilir.

Ornek 5.6 /3 sayisun yaklasik degerini Pell Denklemi yardimiyla hesaplayumz.
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Coziim: 2 — 3y? = 1 denklemini kullanalim. Bu esitlikten;

32 =22 —1ve V3 = @ elde edilir. Burada z > 1 olmas1 gerektigi agiktir. = tam
say1s1 i¢in 2% — 1 say1sim1 tam kare yapan 1’den biiyiik tam say1 degeri olmadigindan /22 — 1 ir-
rasyonel sayidir. O halde v/3 = @ esitliginden /3 sayisinin degerinin irrasyonel oldugunu
soylenebilir. X’in biiyiik degerleri icin v/22 — 1 ifadesinin degeri x’e cok yakindir. O halde
\/§z§’dir.

2?2 — 3y? = 1 denkleminin birkag ¢oziimii incelenerek /3 sayisimn yaklagik degeri su

sekilde hesaplanabilir;

z y z/y

2 1 2

7 4 1,75

98 56 1,732142857
18817 10864 1,73205081
708158977 | 408855776 | 1, 732050808

Hesap makinesi yardimiyla v/3 degeri hesaplanildiginda 1, 732050808 . . . oldugu gériiliir.
Birkag bolme islemi yardimiyla virgiilden sonraki 8 basamaga kadar hesaplanabildigi g6z 6niine

alindiginda mitkemmel bir yontem oldugu (yaklasik 400 y1l 6nce) sOylenebilir.

Ornek 5.7 z2 — 2y?> = +1 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Cozim: (x;y) — (¢ + 2y; = + y) doniisimiiniin denklemin genel ¢6ziimii oldugu tam kare
yardimiyla bulunabilir. Ger¢ekten de;
(x+2y)* —2(x+y)* =2 + 4oy + 49* — 2 (332 + 2xy + yQ)
— 2y2 _1,2 — _ (xQ _ 2y2)

oldugundan bu déniisiim denklemin genel ¢oziimiidiir. (x,y) = (1,0) bu denklemi sagladigin-

dan asagidaki gibi yeni degerler bulunabilir.

x 1|1 [3] 7 |17] 41|99 239
y 0| 1 2] 5 [12]29 |70/ 169
22— 1| =11 =1]1]-1]1]-1

Bu sayede /2 nin degerini hesaplanabildigi gibi asagidaki esitlikler yardimiyla da den-

klemin yeni kokleri bulunabilir.
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2

(1+v2) =1+2v2+2=3+2V2,

(1+v2)  =1+3v2+3-2+2/2=7+5V2,

(1+v2)' = (1+v2)" (1+v2) = (T+5v2) (1 +V2) = 17+ 12V2,
(1+v2)" = 2, + yaV2,

(1+vD)™ = 1+ V)" (1+V2) = (@0 +1v2) (14+V2) = 2utpavT+a,v/2+

24 = (Tn + 2yn) + (Tn + Yn) V2,
Benzer sekilde
(1-v2)" =3-2v2
(1-v2)'=7-5v2
(1-v2)' = 17— 122,
(1= VD) =5, — 1V

esitlikleri kullanilabilir.

Ornek 5.8 22 — 2y? = 7 denklemini tam sayilarda ¢éziiniiz.

Coziim: (x;y) — (32 + 4y; 2x + 3y) doniisiimiiniin denklemin bir ¢6ziimii oldugunu gostere-
lim.
(3x + 4y)? — 2(2z + 3y)? = 92 + 24y + 16> — 822 — 24wy — 18y* = x? — 2y? oldugundan
bu doniisiin denklemin bir ¢oziimiidiir.

(x;y) = (3;1) denklemin bir 6zel ¢oziimiidiir. O halde (13, 9) denklemin bir ¢6ziimuidiir.
Bu deger yerine yazilarak sonsuz sayida ¢6ziim bulunabilir.

(3:1) = (13,9) — (75:53) — ...,
Ornek 5.9 22 — zy — 4> = +1 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim: Denklem 4 ile carpilirsa 422 — 4xy — 4y? = +4 denklemi elde edilir. Ifadeler tam
kareye tamamlanirsa (22 — y)? — 5y? = +4 esitligine ulagilir. Bu durumda; (z,y) = (22 —y, )
i¢in 22 — 5y? = 44 denkleminin ilk birka¢ ¢6ziimii tablodaki gibidir.

x O (1] 1 (2| 3 |5] 8 [13]21
Y 170 1 (12 3| 5 |8 13
2 —ay—y? |11 | =11 -1 |1|—-1]1]|-1

Burada z degerleri Fibonacci dizisinin terimleri oldugundan

wo=0,p1 =1ve pnia=pn+ Oni1

42



g02:O+1,903:1—|—1:2,g04:1—|—2:3,305:2+3:5,Q06:3+5:8,

w7 = 5+ 8 = 13 elde edilir. Ve denklemin sonsuz ¢6ziim oldugu elde edilir.

5.3.3. Coziimlii Pell Denklemleri

.. 1
Ornek 5.10 (Dorin Andrica) @ ifadesini tam kare yapan tiim n pozitif tam sayilarini
bulunuz.

-~ n(n+1) 2 : 2 2 2 2
Coziim: — 3 = y* olacak sekilde y € Z* alimirsa n* + n = 3y* ve 4n* + 4n = 12y

elde edilir. Bu denklemi Pell denklemine déniistiiriiliirse, (2n + 1)? — 12y? = 1 elde edilir.
2n + 1 = x i¢in, 22 — 12y? = 1 Pell Denklemini ¢ozelim.

x = 7 ve y = 2 denklemin 6zel bir ¢oziimiidiir.
% (7+2v12)" + (7-2vD2)"]

w_ % (7+ 2\/E)m ~(7- Nﬁ)m}

Tm —

oldugundan,
1 2m 2m
x:2n—|—1:§ [(2—1—\/3) —1—(2—\/5) }
m m 2
(2+v3) —(2-v3)
Ny, =
2v/3
1
m > 0 seklindeki tiim n sayilar % ifadesini tam kare yapar.

Ornek 5.11 Aralarinda asal a ve ¢ sayilart icin a* +b* — ¢ denklemini saglayan sonsuz sayida

(a, b, c) tam sayu iicliisii oldugunu gosteriniz.

Coziim: »® = * — a* oldugundan b* = (¢ — a?)(c + a?) olarak yazilabilir. Burda ¢ + a* = m?

ve ¢ — a® = n? olacak sekilde m ve n tam sayilar1 vardir. Ciinkii a ve ¢ sayilari aralarinda
asaldur.
m? +n? , m?—n?
c=——vea = ———
2 2

m=k+1ven=Fk—1igina® — 3k* = 1 elde edilir. (2,1), a® — 3k? = 1 Pell Denkleminin
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ozel bir ¢oziimiidiir. a; = 2 ve k; = 1 i¢in genel ¢oziim,

a2y -]
k= 2\/_[<2+\/_) (2 \/5)]] i=1,23 ...

O halde (a, b, ¢) igliisii (aj, k2 — 1,k% +3k;), j =1,2,3,... olarak bulunur.
Ornek 5.12 2% — 4xy + y? = 1 denklemini pozitif tam sayiarda coziiniiz.

Coziim: u = y — 2z doniigiimii yapilirsa u> — 32® = 1 denklemi elde edilir. Bu denklemi

(Ornek 5.5 te gozmilstiik. Tkinci yol olarak genel gozimden,

Uy + 2V/3 = (2 +v3)"
M (2+v3)" - (2-v3) ]
m=5[(2+8)"+ (2-v8)]

L =

elde edilir.

= g () )’

denklemin genel ¢coziimiidiir.

Ornek 5.13 22 — 5y> = 1 denklemini tam sayilarda ¢éziiniiz.

Coziim: (21,y;) = (9,4) denklemin 6zel ¢oziimiidiir. @, + y,V5 = (21 4+ u1 \/g)n oldugun-
dan, x,, + y,\/5 = (9 + 4\/3)n esitligi yazilabilir. Bu esitlikten n = 1, 2, . .. i¢in sonsuz sayida

¢Oziim bulunabilir.
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6. DIYOFANT DENKLEM SORULARI

Sorul

5x + 13y = 50 denklemini saylayan kag farkli (x,y) negatif olmayan tamsayi ikilisi vardir?

Coziim: Bu denklem (mod 5) veya (mod 13) de incelenebilir. (mod 5) te incelenirse
3y=0 (mod 5) =y=0 (mod 5).y=0=2=10,y=5=2= -3
O halde tek ¢oziim vardir.

Soru 2

112z + 17y = 298 denkleminin tiim pozitif ¢6ziim ikililerini bulunuz.

Coziim: Denklem (mod 17)’de incelenirse

11z =9 (mod 17) = 22z = 18 (mod 17) = 5z = 1 (mod 17) = 20z = 4 (mod 17) =
3r =4 (mod 17) = 182 =24 (mod 17) = 2 =7 (mod 17). x =7T=y =13,z =24 =
y = 2dir. (7,13) ve (24, 2) dir.

e a ve b tam sayilarinin En Biiyiik Ortak Boleni d olsun. (a,b) = d. ax + by = ¢ denklem-

inin tam sayilardaki ¢oziimii i¢in;
i) d{c = ¢oziim yoktur.
ii) d | ¢ = ¢oziim kiimesi sonsuz elemanlidir. Modiiler aritmetik ya da deneme-
yanilma ile (zg, yo) ¢oziimii bulunur.

T =T+ % SN, Y = Yo — % -n,n € Z, denklemin genel ¢coziimiidiir.

Soru 3

dx + Ty = 25 denkleminin tam sayilardaki genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: (5,7) = 1 | 25 oldugundan denklemin ¢6ziimii vardir. Goriilecegi iizere x = 5 ve
y = 0 denklemi saglar. O halde (z,yo) = (5,0)’dur.

r=5+71-nvey=0-—2.ngenel ¢oziimdir. (n € Z). (z,y) = (5+ Tn, —5n)’dir.

Soru 4 (UMO-1995)

n"+1=(n+1)(2n + 1) esitliginin tam sayilar kiimesinde ka¢ ¢oziimii vardir?

Cozim: n"+1=2n>+3n+1,n#0=>n"!t'=2n+3 =>nn"?-2)=3=nc¢

{1,—1,3,—3}. Bunlardan n = —1 ve n = 3 denklemi saglar.
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e En cok kullanilan yontemlerden biri de ¢carpanlara ayirma yontemidir. Bu sayede verilen
carpanlarin alabilecegi degerler teker teker incelenir ve ¢oziime ulasilir.
Soru 5 (UMO-2004)
n nin asagidaki degerlerinden hangisi i¢in a® + ab — 6b* = n esitligini saglayan a, b tam sayilari

bulunur?
a) 17 b) 19 c) 29 d) 31 e) 37

Coziim: (a + 3b)(a — 2b) = n asal oldugundan a + 3b = £n; a — 20 = %1 olmak zorunda.
Omegina+3b=-n;a—2b=—1 =5b=-n+1

= n =1 (mod 5). Diger ii¢ durumda dan = 1 (mod 5) = sadece n = 31 denklemi saglar:
(13,6), (—13,—6), (19, —6), (—19,6).

Soru 6 (UMO-2004)

2x + by = xy — 1 esitligini saglayan kag (x, y) tam sayi ikilisi vardir?

Coziim: 27 — 2y + 5y — 10 = —11 = (z —5)(y — 2) = 11 =
r—5=—-11, -1, 1, 11 (z,y) = (—6,1), (4,-9), (6,13), (16, 3);
yani 4 adet ikili vardir.

Soru 7 (UMO-2012)

dmn(m +n — 1) = (m? + 1)(n? + 1) esitligini saglayan kag (m, n) tam sayi ikilisi vardir?
a)5 b) 4 c)3 d)2 e)l

Coziim: (m*+1)(n*+1) = m*n*+m?+n*+1 > m?n*+2mn = dm+4n—4 > mn+2 =
(m—4)(n —4) < 0m > nkabul edelim. = n < 7 esitligini (mod 4) te inceleyelim. m ve n
tek say1 olmalidir. Tiim durumlar inceleyelim.

n=1ise,4m?> =2m>+2=>m =1,

n = 3ise, 12m? + 24m = 10m? + 10, ¢dziim yok.

n = 5ise, 20m? + 80m = 26m? + 26 = 3m? —40m + 13 = 3m —1)(m - 13) =0 =
m = 13,

n = Tise, 28m? + 168m = 50m? + 50 = 11m? — 84m + 25 = 0, ¢dziim yok.

Tiim ¢oziimler (1, 1), (5, 13), (13, 5).

Cevap C

Soru 8 (UMO-2012)
o3 — 13y® = 1453 esitligini saglayan (x,y) tam sayi sirali ikililerinin sayis1 asagidakilerden

hangisine boliinemez?
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a)2 b) 3 c)5 d)7 e) Higbiri

Coziim: Denklemi (mod 13) te inceleyelim.

1453 = 10 (mod 13) olup higbir sayinin kiipii 13 modunda 10’a denk degildir.

Cevap E
Soru 9 (UMO-1999)
x,Y, 2 tam sayilar,
r—3y+2z=1
20 +y—952="T7
denklem sistemini saglayan z asagidakilerden hangisi olabilir?
a) 3t b) 4111 c) 5t d) 61! e) Higbiri

Coziim:

r—3y+2z=1

20 4+y—5z=17

denklem sisteminde y’ler yok edilirse 7x — 13z = 22 esitligi elde edilir.
z = 1 (mod 7)’dir ve aym sekilde z’ler yok edilirse 7y — 9z = 5 esitliginde z = 1
(mod 7)’dir.
43 =1 (mod 7) = 411 (433" =1 (mod 7)’dir.
Cevap B
Soru 10 (UMO-1993)
2?2+ (x + 1)? + (x + 2)? = y? denkleminin x,y tam sayi1 olacak sekilde kag tane (x,y) ¢6ziim

takimu vardir?
a) Sonsuz b) 12 c)2 d)O0 e)3

Coziim: 2>+ (z+1)>+ (x+2)? =y*> =322+ 62+ 5 = y*’dir.32* + 62+ 5 = y* = 5 = 3
(mod 3) olur. Tam sayilarda, tam kare bir ifade mod 3’e gore 0 veya 1’e denk olacagindan,
2 = 3? (mod 3) denkliginin tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.

Cevap D
Soru 11 (UMO-2010)
m nin agagidaki degerlerinden hangisi i¢in 3z* + 4y* — 522 = m esitligini saglayan (v, z)

pozitif tam sayi iicliisii yoktur?
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a) 16 b) 14 c) 12 d) 10 e)8

Coziim: m = 16 icin (8,1, 6)

m = 14 icin (2,1, 2)

m = 12 i¢in (4,6, 6)

m = 10 i¢in 3% + 4y? — 52% = 10 = x veya y 5 ile boliiniir. Bu da 52|10 demektir ki
celiski elde edilir.Ikilisi de 5 ile bolinmezse 322 + 4y* # 0 (mod 5) olur.

Cevap D
Soru 12 (UMO-2001)
m,n, k tam sayilart 221m + 247Tn + 323k = 2001 esitligini sagliyorsa, k’nin alabilecegi 100
den biiyiik en kiiciik degeri kactir?

a) 124 b) 111 c) 107 d) 101 e) Higbiri
Coziim:

221=13-7

247=13-9

323 =17-19

2001 = 3 - 667

221 -m + 247 -n+ 323 - k= 2001 esitligi 13- 17m +13-19 - n+17-19 - k = 3 - 667
seklinde yazilabilir. Bu esitlik (mod 13) e gore diizenlendiginde

323 = —2 (mod 13)

2001 = —1 (mod 13)

—2k = —1 (mod 13) = k=7 (mod 13) O halde, k = 13t + 7(t € Z") dir.

t = 8 i¢in, aranan durum saglanir ve k£ = 13.8 + 7 = 111 bulunur.

Cevap B
Soru 13
2011y* = 2010z + 3 esitligini saglayan kag (x,y) tam sayi ikilisi vardir?
a)3 b) 2 )1 d)0 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim: 2011y* = 2010z + 3 olup > = 3 (mod 5) oldugundan 2011y? = 2010z + 3 den-

kleminin tam sayilarda ¢6ziimii yoktur.
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( x x?
0 0
1 1
(mod 5) =
2 4
3 4
4 1
\

Cevap D
Soru 14 (UMO-2001)

2™ + 65 sayisinin, bir tam sayinin karesine esit olmasini saglayan en biiyiik n tam sayisi kagtir?
A) 2014 B) 268 O 10 D)4 E) Higbiri

Coziim: n =1 (mod 4) = 2" 4 65 =2 (mod 5) = tamkare olamaz.
n =3 (mod 4) = 2" 4+ 65 = 3 (mod 5) = tamkare olamaz.
n =2k ve 2" + 65 = 2% ise (v — 2¥)(x + 2*) =65 =5-13 = 1 - 65.

e —2"=524+2"=13=k=2=n=4

ez —-2"=1.242"=65=k=5=>n=10

Cevap C
Soru 15
ry = 4(y* + z) esitligini saglayan kag tane (x,vy) tam sayi ikilisi vardir?
a)0 b)3 c)7 d) 14 e) Higbiri

Coziim: zy = 4(y* + x) = 4y* = x(y — 4) olup,

. 4y Ay —64464 A(yP—16)+64 4y —4)(y+4) N 64
oy —4 y—4 B y—4 B y—4 y—4

4y +4) +

1 olup

64 = 2° oldugundan 2° sayisinin 7 tane pozitif tam say1 boleni olup 14 tanede tam say1

boleni vardir.

Cevap D
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Soru 16
222 +ky? = 2% (mod 32) denkliginin, z, v, z tek tam sayilar olmak iizere, en az bir ¢éziimiiniin

bulunmasini saglayan k tam sayilarinin kiimesi asagidakilerden hangisidir?

a)k: k=7 (mod 8) b) Higbiri ) k:k=7 (mod 16) d)k: k=7 (mod 32)
e)k: k=7 (mod 4)

Coziim:  €1,3,5,7,...,29,31,22 = 1,9,17,25 (mod 32),22 = 2,18 (mod 32)
22% = 2i¢in ky? = k, 9k, 17k veya 25k (mod 32) dir. ky? = 31,7,15 veya 23 (mod 32) dir.

222 = 2icin

2+ k-y* =2 (mod 32)

24+ k-y2=1=k=0917,25

222 = 18 icin

184+ k-y*=2* (mod 32)

— k=1,9,17,25

Sonug olarak £ = 7 (mod 8) bulunur.

Cevap A
Soru 17
a®b + ab* = 2009201020092010 esitligini saglayan kag (a,b) tam sayz ikilisi vardir?
a)4 b)3 o1 d)0 e) Hicbiri

Coziim: a?b+ab® = 2009201020092010 ise 2009201020092010 = 1 (mod 9) olduguna gore,
2009201020092010 = 1 (mod 3) olup 3 { a ve 3 1 b dir. a?b + ab* = ab(a + b) olup a ile b nin
3 modunda kalanlar1 aymdir. (Diger durumda 3 | a + b)

Durum 1: ¢ = 3k + 1 ve b = 3t + 1 ise, a + b = 31 + 2 elde edilir. Bu durumda, ab(a +b) = 2
(mod 3) olur ve buradan ¢dziim gelmez.

Durum 2: o = 3k +2ve b = 3t +2ise, a + b = 31 + 4 elde edilir. Bu durumda, ab(a +b) = 7
(mod 9) olur ve buradan da ¢6ziim gelmez.

Yani a?b + ab? = 2009201020092010 esitligini saglayan (a, b) tam say1 ikilisi yoktur.
Cevap D
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Soru 18
m nin hangi degeri igin, 3z> — 10zy — 8y?> = m'? esitligini saglayan hi¢bir (x,y) tam sayi

ikilisi yoktur?

a)7 b)6 c)5 d) 4 e)3

1

Coziim: 3z? — 10zy — 8y*> — m'® = 0 denklemini x degiskenine gore, 2. dereceden bir

bilinmeyenli denklem olarak cozersek,
10y £ VA o 10y £ /100 + y? + 96y> + 4m !
3 b 2-3

T12 = ve

10y £ /(14y)% + 4m*®

T12 =

elde edilir. Buna gore, (14y)? + 4m'? = t? ve t € Z olmaldir.

(t — 14y)(t + 14y) = 4m! tiir. m = 4 i¢in

(t — 14y)(t + 14y) = 240 ve y # 0 (mod 3) sayety = 0 (mod 3) ise 32> — 10zy — 8y> = 0
(mod 3) oysam =4 i¢ginm' =1 (mod 3) tiir.

Buna gore, t — 14y = 2% ve t + 14y = 2° dir.

20 — 28 = 28y, B+ o = 40 ise 3 — « cift olup

buradan 2° = 2% (mod 3) ve 28y = 0 (mod 3) yani y = 0 (mod 3) geliski.

Cevap D
Soru 19

3m?n = n® + A denkleminin dogal sayilarda asagidaki A degerlerinden hangisi icin ¢6ziimii

vardir?

a) 301 b) 403 c) 415 d) 427 e) 481

Coziim:

301=7-43=1

403=13-31=1

( )

( )
415=5-83=1 (mod 3)
21=7-61=1 ( )
( )

481 =13-37=1
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3m*n =n3+ A = n(3m* —n?) = A = n | A. Tiim seceneklerde

A=1 (mod3)=nBm?>—-n*)=1 (mod 3)

—n3=1 (mod 3)

n®= -1 (mod 3)

oldugundan A nin mod 3 te —1 olan bir ¢arpani olmalidir. Bu durumu saglayan sadece 415

tir. A = 415 i¢in (n,m) = (5, 6) ¢6ziimii vardur.

Cevap C
Soru 20

a, b, c; 1 den biiyiik tam sayilar olmak iizere, a! = blc! denkleminin ka¢ ¢oziimii vardir?

a)l b)2 c)6 d) 8 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim: b! = z olsun. b! = zise (zr — 1)! = ¢! igin (x — 1)!z = z! olacagindan a = z! olur.
Ornegin, b! = 3! = 6 ise ¢ = 5! oldugundan 5!6 = 6! = a! olacaktir. O halde bu denklemi

saglayan sonsuz ¢oklukta (a, b, ¢) iigliisii vardir.

Cevap E
Soru 21
a,b,c tam sayr olmak iizere, v = a (mod 14),z = b (mod 15),z = ¢ (mod 16) denklik
sistemini ve 0 < z < 2000 kosulunu saglayan x tam sayilarinin sayisi asagidakilerden hangisi

olamaz?

a)0 b) 1 c)?2 d)3 e) Higbiri
Coziim 1:

Ek.0.k.(14,15,16) = 1680 oldugundan k,¢ € N olmak iizere, z = 1680.k + ¢ formundadir.
(t bu sart1 saglayan ilk dogal sayidir.) ¢ bulunamazsa O tane x, ¢ bulunursa o zaman k£ = 0 ve
duruma gore £ = 1 i¢in 1 veya 2 tane x degeri bulunabilir. Bu durum A, B ve C' segeneklerini
miimkiin kilar fakat 3 tane x degeri bulunamaz.

Coziim 2:

a tek, c ¢ift olursa ¢oziim olmaz. Yani x tam sayilarinin sayist 0 olur. E.k.o.k.(14,15,16) =
1680 oldugundan 1, x5 kok ise 2o —x; = 16807 i¢in 1 veya 2 kok gelir. Bu da x tam say1ilarinin

sayisinin 3 olamayacag1 demektir.
Cevap D
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Soru 22

13+ = 22yz + xy’z + 2 esitligini saglayan kag (x, vy, z) tam sayi ii¢liisii vardir?
a)s b)4 c)3 d)2 e)l

Coziim: (r + y)(2* — ry + y* — ryz(z + y) — 2) = 0 denkleminde z + y = 0 olamaz. Buna
gore,

(x + y)[z? — 2y + y* — xyz] = 2 oldugundan = + y | 2 olmalhdir. Yani, x + 3y = k olsun,
buradan k = —2, —1, 1, 2 olabilir.

1. z cift, y ¢iftise (z + y)[2? — 2y + y* — zy2] ifadesi C.C olacagindan ifade 4 iin kat1 olur

fakat 4 1 2 oldugundan ¢oziim gelmez.

2. x ¢ift, y tek ise, (v + y)[z? — 2y + y? — xyz] ifadesi T.T olacagindan ifade birden biiyiik

tek say1 olur fakat tek say1 4 1 2 oldugundan ¢6ziim gelmez.

3. wtek, y ¢iftise, (r + y)[z* — zy + y* — xyz| ifadesi T.T olacagindan ifade birden biiyiik

tek say1 olur fakat tek say1 2 oldugundan ¢6ziim gelmez.

4. xtek, y tekise, x + y # 1, —1 olamaz. x + y = 2, —2 olabilir.
r+y = 2igcin, (z+vy)? — xy(3+2) = 3 denkleminden (3, —1, —4), (—1,3, —1),(1,1,0)
¢Oziimleri gelir.
r+y = —2igin, (r +y)? — 2y(3 + z) = 1 denkleminden zy(3 + z) = 5 denkleminden

(—1,—1,2) ¢oziimii gelir.Bu da dort tane ¢6ziim demektir.

Cevap B
Soru 23
23 — 522 — 222 + 56 = 0 (mod p) denkliginin kag p asal sayist i¢in 0 < z < p olmak iizere ii¢

farkli tam say1 kokii yoktur?
a)l b)2 c)3 d) 4 e) Hicbiri

Coziim: z°—522—222+56 = 0 (mod p) ifadesi z = 2 i¢in sifira esit oldugunda ¢arpanlardan
biri x — 2 dir. Buna gore ifadeyi ¢arpanlarina ayirdigimizda;

23 — 5% — 220 4+ 56 = (v — 2)(z — 7)(z + 4) = 0 (mod p) elde edilir. Buradan denklemin
kokleri x = 2 (mod p) veya x = 7 (mod p) veya x = —4 (mod p) elde edilir. Denklemin
0 < z < p olmak {lizere, farkli {i¢ tam say1 kokiiniin olmamasi icin, bu koklerden en az ikisi
birbirine esit olmalidir.

Buise p = 2,p = 5 ve p = 11 icin saglanur.
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Cevap C
Soru 24

a! + b = 18 + 3 egitligini saglayan kag (a, b, c) pozitif tam sayi iiliisii vardir?
a) 4 b) 3 c)2 d) 1 e) 0

Coziim: a = 1 veya 2ise b® — ¢3 = 17 veya 16.

c>2ise® = > (c+ 12— =3¢ +3c+1>19.

c = 1 i¢inde ¢6ziim yoktur.

a>3ise3|b® — 3.

b# c (mod 3)ise 31 b?+bc+c®> = b=c (mod 3) = 3| b*+bc+c? =9 |b3—c* = a>6.
a>Tise, 7|18+ -0¥22=0,4 (mod7) = -0 #3 (mod 7) =>a=6= -1 =
702=2-3 13> c=3=c—b=3k= k(3k2 +cb) =2-3- 13

Soru 25 (UMO-2014)

mn +n + 14 = (m — 1)? esitligini saglayan kag (m, n) tam say ikilisi vardir?

a) 16 b) 12 c)8 d)6 e)2
m? —2m — 13 10

oziim: 14 =(m-—1)2isen = en=mn-—3-—
C mn +n + (m —1)%ise n o] ven =n o

O halde m + 1 | 10 olmalidir. Bu durumda m tane saymnin 8 farkli degeri vardir. m €

{-1,-2,-5,-10,1,2,5,10}, yani 8 farkl1 (m, n) ikilisi vardir.

dir.

Cevap C
Soru 26 (UMO-2015)
3(m3n 4+ n? 4+ 1) = m(n® + 9m + n) denklemini saglayan kag farkli (m,n) tam sayz ikilisi

vardir?
a)0 b)2 c)4 d) 8 e) Sonsuz ¢oklukta
Coziim: Denklem diizenlenirse,

mn(3m?* —n? —1) = 9m* — 3n* — 3

elde edilir. O halde mn = 3 veya 3m? — n*> — 1 = 0 olmalidir. mn = 3 i¢in (1,3), (3, 1),
(—3,-1), (—1,3) olmak iizere 4 ¢oziim vardir. 3(3m? —n? — 1) = 0ise 3m* —n? = 1
(mod 3) ve n? = 2 (mod 3) olmahdir. Ancak n> = 2 (mod 3) denkleminin tam sayilarda

¢6ziimii olmadigindan 4 tane (m, n) ikilisi vardir.
Cevap C
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Soru 27 (UMO-2014)

Asagidaki sayilardan hangisi x ve y tam sayilar olmak iizere, 2 + y° biciminde yazilamaz?

a) 59170 b) 59149 c) 59130 d) 59121 e) 59012

Coziim: Denklemi (mod 11) de inceleyelim.

2,y = 0,1, £2, £3, £4, +5(mod11) "dir.

2 = —2,0,1,3,4,5(mod11) ve 5 = 0,41(mod11) iken y®> = 0, +1(mod11) olur. O
halde z% + y° = 0,41, 4+2, 43,4, +5(mod11) olur.=x2+y5=0,4+1,42,43,4,4+-5(mod11) yani
22 + 1° sayisinin 11 ile boliimiinden kalan 7 olamaz.

Seceneklerden 59121 = 11k + 759121 = 11k + 7 oldugundan, istenilen bicimde yazila-

mayan bir sayidir.

Cevap D
Soru 28

m3 —n3 = 9% + 123 esitligini saglayan kag (m,n, k) negatif olmayan tam say1 ii¢liisii vardir?

a)l b) 2 c)3 d)4 e) Higbiri

Coziim: 9% 4 123 sayis1 her k icin pozitiftir. m = n + a esitligini denklmede yerine yazalim.
(n+a)* —n®=9"+123

3an? + 3na? + a® = 32" + 3 - 41 oldugundan « sayis1 3’e tam boliinmelidir. « = 3a; icin
9ayn? + 27na? + 27a3 = 9% + 123 olur. Denklemin sol taraf 9’un kat1 ancak sag tarafi 9% + 6

3

formundadir. Bu yiizden k = 0 diginda ¢6ziim yoktur. k = 0 igin m® — n® = 124 ve m = 5,

n = 1 bulunur. O halde (m,n, k) = (5,1,0) disinda ¢oziim yoktur.

Cevap A
Soru 29 (UMO-2005)

k sayisinin asagidaki degerlerinden hangisi i¢cin x> — y* = k esitligini saglayan (z,y) tam say1

ikilisi yoktur?

a) 2005 b) 2006 c) 2007 d) 2008 e) 2009
_— .. k+1 R

Coziim: kteksex —y = 1, x+y = k denklemlerinin z = 5 Y= gibi kokii vardir.

k = 2008 ise, x —y = 2, x + y = 1004 iin kokii vardir.
r—y=x+y (mod2)=>k=(r—-y)(r+y) =0,1 (mod 4) = k = 2006 =2 (mod 4)

durumunda ¢6ziim yoktur.
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Cevap B
Soru 30 (UMO-2004)
i,0,p,t,y € {0,1,2,....,9} olmak iizere, top* = iyitop ise, y — i kagtir?

Coziim: top? = 1000 - iyi + top = top(top — 1) = 1000 - ii (top,top — 1) = 1 = bunlardan
biri tektir ve 5%’e béliiniir, digeri 23’e béliiniir, 5’e boliinmez. 125, 375, 625, 875 sayilarindan

komsusu 8’e boliinen sadece 375 ve 625°tir. 625 - 624 = 390000; |376 - 375 = 141000 =

y—1=3.
Soru 31 (UMO-2005)
ryz = 510510 ve 2%y + y?z + 2%z = xy® + y2?® + 22 esitliklerini saglayan kag (v, 2)

pozitif tam sayi iicliisii vardir?

Coziim: zy>=2-3-5-7-11-13-17= (z,y) = (y,2) = (x,2) = L y(2* — 2%) + z2(2 —
)+ y¥z—2)=0= —-2)r+y*—yr—y2) =0z —2)z—y)lz—y) =0 =
z=x =1, y=>510510;
z=y=1, 2 =>510510;

r=y =1, z=>510510.
Yani verilen denklemleri saglayan ii¢ tane (x, y, z) tliisii vardir.

Soru 32 (PSS131.15)

p? — 2¢* = 1 esitligini saglayan tiim p, q asal sayilarini bulunuz.

Coziim: 2¢°> = (p— 1)(p + 1) sayis1 4’e boliinir = 2 | ¢ = ¢=2, p = 3.
Soru 33

p asal ve n pozitif tam say1 olmak iizere,

(L+p)" =1+pn+n”
esitligini saglayan kag (p,n) sirali ikilisi vardir?
Coziim: 1+ np+ Z PP +p =1+ pn+nP =

p{(g)p+...+pnll =nP=>n=pmvep" <n? = pP" < (pm)P = p" 1 <m=m<

2m=1 = (]2?) + . "2 =pr? = p=2.m=2 = p=2saglamaz.
Soru 34 (PSS132.43)

2? + y? = 2%y? denkleminin x = y = 0 diginda tam say1 ¢Oziimiiniin bulunmadigin1 kanit-

layiniz.
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Coziim: z,y tekse, sol taraf ¢ift, sag taraf tek olur. = Celigki.

x,1y’den biri tek digeri ¢iftse, sol taraf tek, sag taraf ¢ift olur. = Celiski.

=ax =211, y=2y = 23+y’ =422y = 11 = 219, Y1 = 22 V.S.

= hernicin2" |z,y =z =y=0.

Soru 35 (UMO-1994)

Bir ciftlikteki tavsanlarin sayist Mart ayinda bir tam karedir. Tavsanlarin sayist Nisan ayinda
100 adet artarak bir tam kareden bir fazla hale gelir. Mayis ayinda, tavsan sayisi, yine 100

adetlik bir artistan sonra yeniden tam kare olur. Tavsanlarin Mart ayindaki sayisi nedir?

Coziim: mg = 2% Njgan = m+100 = y2 +1; Smayss = N+ 100 = 22 2 +14+100 =22 =
(z—y)(z+y) =101 =z2—y=1;24+y=101=2=51,y=50 =m=92+1-100 =
502 — 10041 = (50 — 1)? = 492,

Soru 36 (UMO-1994)

b pozitif bir tam say1 ve (), sayilarin b tabanina gére gésterimi olmak iizere
(12)y - (15)y - (16), = (3146),
ise, (12), + (15)p + (16), sayisinin 10 tabanindaki kargiligi nedir?

Coziim: (b+2)(b+5)(b+6) = 36>+ b2 +4b+6 = b° — 6b® — 24b— 27 = 0.b > 6 ve
b|27 = b=09saghyor. = (12)g + (15)9 + (16)9 = 40.
Soru 37 (UMO-1996)

x ve y tam say1 olmak iizere, x* — y? = 1996 esitligini saglayan kag (x,y) sirali ikilisi vardir?

Cozim: (x —y)(z+y) =199 =z —y=x+y=0( (mod 2))
rv—y=x2,v+y==22-49 veyaxr —y =+499 -2, x 4y = £2
= dort tane ¢oziim vardir.

Soru 38
Kag p asal sayist igin, 2° — v + 2 = (v — r)*(z — s) (mod p) denkliginin tiim z tam sayilari

tarafindan gerceklesmesini saglayan r, s tam sayilari bulunabilir?
a)0 b) 1 c)2 d)3 e) Higbiri
Cozim: z° —z+2=2%— (2r + s)z® + (r* + 2rs)z — r%s (mod p) olduguna gore;

1. 2r+s=0 (mod p)
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2. 12+ 2rs = —1 (mod p)
3. r%’s = —2 (mod p) olmalidur.

s = —2r (mod p) = 3r? = 1 (mod p) ve r’s = —2 (mod p) denk-liginden 213 = 2
(mod p) olur.

p=2=2"—z+2=z(z—1)(z+1) = (x—1)*(z —0) (mod p)

p#2=r>=1 (mod p) = 3r* =3 (mod p) = (3r?).r =3 (mod p) olup,3r? = 1
(mod p) oldugundan r = 3 (mod p) olur.

r =3 (mod p) = 3> =1 (mod p) = 26 = 0 (mod p) olur ve buradan p = 13 elde
edilir.(x — 3)%(x — 7) = (22 — 62+ 9)(z — 7) = 2® — 132% + 51z — 63 = 2° — x + 2(mod 13)

Cevap C
Soru 39 (UMO-1999)
Asagidakilerden hangisi, m ve n tam sayilar olmak iizere, m> + 3mn — 4n? seklinde ifade
edilemez?
a) 69 b) 76 c) 91 d) 94 e) Hicbiri
Coziim: m? + 3mn — 4n*> = (m —n)(m + 4n). (m + 4n) — (m — n) = 5n = carpanlarin
farki 5’e boliiniir. 69 =23-3; 76 =76-1; 91 =91 -1; 94 =47 -2 = yamt E sikkidir.
Soru 40 (UMO-2000)

302 —2y? — 422 +54=0
52 — 3y — 7224+ 74=0

sistemini saglayan kag (x,y, z) pozitif tam say1 sirali iigliisii vardir?

Coziim: (—5)/ 322 —2y> —422+54=0
(3)) Ba? =3y —T22+74=0

y? — 22 =48
vey—z=y+2=0 (mod 2) =

lLy—z=2y+2=24 =y=13,2=11,2 =16
20 y—z=4y+2=12 =y =8, z =4, xr = £/46 = ¢oziim degil
3.y—2=6,y+z2=8 =y="72=12=4
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= iki ¢Oziim vardir.

Soru 41 (UMO-2001)
(2a + b)(2b+ a) = 2¢ esitligini saglayan kag (a, b, ¢) pozitif tam say1 sirali ti¢liisii vardir?

Cozim: 2a+b=2%2b+a=2%a,b>1 =d>0,e>0 =

b, a gifttir. a = 2ay, b = 2b; = (2a1 + b1)(2by + a;) = 2°72.
Benzer sekilde a; = 2as, by = 2by v.s. her ni¢in 2" | a, b = Celigki.
= Coziim yoktur.

Soru 42 (JMO1)

2" 412" +2011" sayisinin bir tam kare olmasini saglayan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.

Coziim: n = 1 saglar: 2+12+2011 = 45%. Bunu saglayan baska bir n say1simin bulunmadigim
kanitlayalim. n > 2 olsun. n tekse A = 2" + 12" + 2011" = 3 (mod 4), dolayisiyla A tam
kare olamaz. n ¢iftse A = 2" + 12" +2011" = 1 + 1 = 2 (mod 3), dolayisiyla A tam kare
olamaz.

n’nin ¢ift oldugu durum s6yle de kamitlanabilir: n = 2k olsun. (2011%)? < 2% 4+ 122k 4
2011%% = 4% + 144% + 2011%% < 1+ 2-2011% +2011%% = (2011* + 1)2. O halde A say1s1 iki
ardigik tam karenin arasinda oldugundan tam kare olamaz.
Soru 43 (UMO-2004)
2x + by = xy — 1 esitligini saglayan kag (x, y) tamsayi ikilisi vardir?

Cozim: 2z —2y+5y—10=—-11= (z—-5)(y —2) =11 =

r—5=—-11, -1, 1, 11 (z,y) = (=6, 1), (4,-9), (6,13), (16, 3);

yani 4 adet ikili vardir.

Soru 44 (UMO-2004)

n nin asagidaki degerlerinden hangisi i¢in a® + ab — 6b* = n esitligini saglayan a, b tam sayilari

bulunur?
a) 17 b) 19 ¢) 29 d) 31 e) 37

Coziim: (a + 3b)(a — 2b) = n asal oldugundan a + 3b = £n; a — 2b = %1 olmak zorunda.
Omegina+3b=-n;a—2b=—-1 =5b=-n+1

= n =1 (mod 5). Diger ii¢ durumdadan =1 (mod 5) =

Sadece n = 31 denklemi saglar: (13,6), (—13,—6), (19, —6), (—19,6).
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Soru 45 (UMO-1993) rz—yt=1

rt+4yz =3

denklem ¢iftinin x,y, z, t negatif olmayan tam sayilar olmak iizere kag tane (z,vy, z,t) ¢Oziim

takimi vardir?

Cozim: 2t +4yz =3 = yz=0,2t =3. 2z =00lursa, yt = —1 = Celigki. = y=0 =
r=z=1=t=3 = (x,y,2,t,) =(1,0,1,3)
= tek ¢ozlim.

Soru 46 (PSS134.98)

1 1 1
— 4+ — = — denkleminin aralarinda asal olan ¢6ziimlerini bulunuz.
r Yy z

T +y

1
Coziim: = — = z(z +y) = xy. Esitligin sol tarafi z’ye boliiniir
7

ve(z,z)=(z,y)=1l=z=F+l=2r+y=dry=y=z(fy—1) =
1
r==x1=0==lveyay = i§ = (Coziim yoktur.

Soru 47 (Kangroo-2013)

x ve y tam sayilari, x° — y* = 84 esitligini saglyor. % + y* 'nin kag farkl degeri vardir?
a) 1 b) 2 ¢)3 d) 5 e) 6

Coziim: 22 —y? = (v —y)(x +y) = 84 olmalidir. O halde x — y ve x + y sayilar ¢ift say1dir.

rT—y=2 x—y =42 rT—y=—2 r—y=—42
T4y =42 rt+y=2 r+y=—42 r+y= -2
x =22 T =22 xr=—22 x=—22
y =20 y=—20 y=—20 y =20
Bu esitliklerden 22 + y? = 202 + 222 olur ve bir tek degeri vardir. Cevap A

Soru 48 (UMO-2007)
¢, a ve b nin pozitif ortak katlarinin en kii¢iigiinii ve d de, ortak bolenlerinin en biiyiigiinii
gostermek iizere, L + ¢ + L + % = 1 esitligini saglayan kag tane (a,b) pozitif tam say1 ikilisi

vardir?
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a)6 b) 5 c)4 d) 3 e) 2

Coziim: « ve b sayilarinin en biiyiik ortak boleni d ise a = dx ve b = dy olacak sekilde

aralarinda asal x ve y pozitif tam sayilar1 vardir. O halde ¢ = dxy olur. denklemde yerine

1 1 1 1 1
yazilirsa, — + — 4+ — + —— = 1 elde edilir. Buradand = 1 + Tyt

>Udirz=y=1
de dy x dxy xy he=y

1 1
icind =4tir. 1 <z <yolsun. d = 1+ — + — + — esitlifinde = 1 ve y = 2 i¢in en biiyiik
r 'y xy
degeri alir. x = 1vey = 2i¢ind = 3 olur. O halde d < 3 tiir. d = 3icinx = 1 ve y = 2 dir.
(a,b) = (3,6) ve (6,3) olur. d = 2iginz = 2 ve y = 3olur. (a,b) = (4,6) ve (6,4) elde edilir.

Toplam 5 tane (a, b) ikilisi vardir.

Cevap B
Soru 49 (UMO-2007)
15 den kiigiik kag p asal sayisi igin,
m+n+k=0 (mod p)
mn+mk+nk=1 (mod p)
mnk =2 (mod p)
sistemini saglayan (m,n, k) tam sayi ii¢liisii vardir?
a) 2 b) 3 c)4 d)5 e)6

Coziim: m,n, k sayilan 3. dereceden 2® — bx? + cx — d = 0 (mod p) denkliginin kokleri
olarak diigiiniilebilir. Vieta teoreminden b = 0 (mod p), ¢ = 1 (mod p) ve d = 2 (mod p)
olur. 3 4+ z — 2 = 0 denkleminin bir kokii = 1 oldugundan x — 1 ¢arpani bulunur. Polinom
bolmesiile 22+ —2 = (x —1)(2? + 2+ 2) yazlabilir. k = 1 (mod p) alabiliriz. m, n sayilari
2?2 +2x+2 =0 (mod p) denkliginin kokleridir. Bu denkligi 4 ile genisletirsek (2z +1)* = —7
(mod p) seklinde diizenleyebiliriz. Simdi p ye degerler verelim.

p = 2igin (2x +1)> = —7 = 1 (mod 2) olup 1 sayisi, mod 2 de bir kare kalandr.
(Yani ¢oziim vardir, bu ¢oziimlerin x = 0,1 (mod 2) oldugunu gormek zor degildir).

p =3i¢in (2z+1)> = =7 =2 (mod 3) olup 2 sayis1, mod 3 de bir kare kalan degildir,
¢Ozliim yoktur.

p ="5ig¢in (2z+1)> = —7 =3 (mod 5) olup 3 sayis;, mod 5 de bir kare kalan degildir,
¢Oziim yoktur.

p = Tigin (2x +1)> = —7 = 0 (mod 2) olup 0 sayisi, mod 7 de bir kare kalandur.

Yani ¢oziim vardir ve x = 3 (mod 7) ¢oziimdiir. m = n = 3 alinabilir.
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p = 11igin (22 + 1)> = —7 = 4 (mod 2) olup 4 sayisi, mod 7 de bir kare kalandur.
Coziim vardir .

p = 13i¢in (2z + 1)> = —7 = 5 (mod 2) olup 5 sayisi, mod 13 de bir kare kalan
degildir. mod 13 de kare kalanlar 0, 1, 3,4, 9, 10, 12 dir.

Sonug olarak p € {2,7,11} elde edilir.

Cevap B
Soru 50 (UMO-2008)
3m?n = n® + A denkleminin dogal sayilarda asagidaki A degerlerinden hangisi icin ¢6ziimii

vardir?

a) 301 b) 403 c) 481 d) 427 e)6

Coziim: Oncelikle seceneklerde verilen A degerlerinin 3 ile boliinemedigini gozlemleyelim.
n(3m? — n?) = A yazalim. n*> = 0,1 (mod 3) oldugundan 3m? — n? = 0,2 (mod 3)

olur. A sayisi 3 e bolinmediginden 3m?* — n? = 2 (mod 3) miimkiindiir. O halde A sayisinin

pozitif bolenlerinden biri 3k + 2 formunda olmalidir. Simdi secenekleri inceleyelim.

301 = 7 - 43 oldugundan 3k + 2 formunda boleni yoktur. A # 301

403 = 13 - 31 oldugundan 3% + 2 formunda boleni yoktur. A # 403

415 = 5 - 83 oldugundan 3k + 2 formunda boleni vardir. n(3m? — n?) = 5 - 83 esitliginde

3m? —n? =83 ve n = 5 icin m = 6 bulunur.

427 = 7 - 61 oldugundan 3k + 2 formunda boleni yoktur. A # 427

481 = 13 - 37 oldugundan 3k + 2 formunda boleni yoktur. A # 481

Cevap C
Soru 51 (UMO-2008)
/2y — T1\/x + 30 = 0 denkleminin pozitif tamsayilarda kag tane (x,y) ¢oziim ikilisi vardir?

a) 8 b) 18 c) 72 d) 2130 e) Sonsuz sayida

Coziim: /ry — 71/ + 30 = 0 denklemini /2 (71 — \/37) = 30 seklinde yazalim. Burada
hem /z, hem de 71 — ,/y carpanlarinin birer tam say1 olmasi gerekir. Aksini varsayalim,
vz = aV/b seklinde a, b pozitif tam sayilar1 bulundugunu varsayalim. b, 1 den biiyiik tam kare
carpan icermeyecek sekilde oldugunu diistinebiliriz. (BOyle sayilara free-square denir). Bu
durumda 71 — \/y = /b seklide olmasi gerekir ama Syle degildir, celiski.

O halde \/z (71 — ,/y) = 30 denklemini ¢6zmek n(71 — m) = 30 denklemini ¢6zmekle

esdegerdir. 30 un pozitif bolen sayis1 kadar, yani 8 tane ¢6ziim vardir.
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Cevap A
Soru 52 (UMO-2009)

Her 0 < < 17 icin, a; sayisi, —1,0 veya 1 olmak iizere ,
ap + 2a; + 2%as + ...+ 2Yay; = 21°

esitligini saglayan (ag, ai, ..., ay7) on sekizlisi vardir?
a)9 b) 8 )7 d)4 e)l
Coziim: Sorunun c¢oziimii igin 2'° esitini veren toplamlar1 kontrol etmemiz yeterlidir. Buna
gore,
910 _ 910
9ll _ 910 _ 910
912 _ 9ll _ 910 _ 910
918 _ 912 _ 91l _ 910 __ 910
9ld _ 913 _ 9l2 _9ll _ 910 __ 910
9ls _9ld _ 913 _ 912 _ 9ll _ 910 _ 910
916 _ 915 _9ld _ 913 _ 912 _ 9ll _ 910 __ 910

217 o 216 o 215 o 214 o 213 o 212 o 211 o 210 — 210

olacaktir. Yukaridaki esitliklere gore toplam 8 tane on sekizli vardir.
Soru 53 (UMO-2010)
y? — 2% = 2y + Tz + 4 esitligini saglayan kag (x,y) pozitif tam sayi ikilisi vardir?
a) 3 b) 2 o)1 d)0 e) Sonsuz coklukta
Coziim: Esitligin her iki tarafin1 4 ile ¢arpalim:

4y — 8y = 4a” + 28z + 16

2y —2)2 =2z +7)? - 29

2r+7)*—(2y—2)2=29

x, y pozitif olmak iizere (2x+2y+5) (22 —2y+9) = 29 = 2x+2y = 24 ve 20 —2y = —8
ise; x = 4,y = 8 denklemin tek ¢6ztiimiidiir.

Cevap C
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Soru 54 (UMO-2010)
2011y? = 2010z + 3 esitligini saglayan kag (x,y) tamsayi ikilisi vardir?
a) 3 b) 2 c)1 d)0 e) 6

Coziim: Esitligi (mod 5) de incelersek y* = 3 (mod 5) olur ki, bir tamkare 5 modunda 3

kalanin1 vermez. O halde esitligi saglayan tam sayilar yoktur.

Cevap D
Soru 55 (UMO-2010)
; _T_ - + xL%—? = 1 esitligini saglayan kag (x,y) tam sayi ikilisi vardir?
a) 18 b) 17 o) 15 d) 14 e) 11

Coziim: Ifadeyi 2 e bagh ikinci dereceden denklem olarak diizenlersek 22 — yx + 3% —
49 = 0 olur. Tam say1 ¢oziimler icin denklemin diskriminantinin tamkare olmasini saglayan y

degerlerini bulmaliyiz.
A=14% -3y =k* = 3y* = (14 — k)(14 + k)

p,q € Z ve y* = p - qicin 3p + ¢ = 28 olur. y? pozitif oldugundan p,q sayilar1 aym isaretlidir.
Bu halde sadece pozitif durumu incelemek yeterlidir.

Carpimlari tamkare olan (p, ¢) ikililerini bulalim. (p, q¢) = {(9, 1), (4, 16), (1,25), (0,28)}.
Buradan bulunan y degerlerinin kiimesi y = {—8, -5, —3,0,3, 5,7, 8} dir.

Kiimedeki O disinda ki her y degeri i¢in iki tane = degeri bulunabilmektedir. Yani toplamda
15 tane (z,y) tamsayi ikilisi bulunur.

Bu degerler ; (—5, —8), (—3,—8), (=8, —5), (3,-5), (—8,-3), (5, —3), (7,0), (—5,3),
(8,3), (—3,5), (8,5), (0,7), (7,7), (3,8), (5, 8).

Cevap C
Soru 56 (UMO-2011)
m nin hangi degeri i¢in, 3x> — 10xy — 8y* = m!? esitligini saglayan hi¢ bir (x,y) tam say1

ikilisi yoktur?
a)7 b) 6 c)5 d) 4 e)3

Coziim: Denklemi (3x + 2y)(z — 4y) = m!'® seklinde ¢arpanlara ayiralim. Bir 0 < a < 19

19—a

tam sayisi i¢in 3x + 2y = m® ver — 4y =m olmalidir. Bu denklemlerden

2ma+m19—a
r= (1)
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veE

olur. (1) ve (2) esitliklerini

Ve

y=5m*—mY"*=0 (mod 14)...(4)

biciminde yazalim. Simdi secenekleri deneyelim:

m = 7 ve a = 1 i¢in (3), (4) denkliklerinin saglandig1 aciktir. Yani denklemin ¢oziimii
vardir.

m = 6 igin (3) denkligi 2 + 6'972¢ = 0 (mod 7) olur. Ancak 19 — 2a tek say1 ve
oldugundan 6 = —1 (mod 7) oldugundan 2 + 6'°72* = 1 (mod 7) ¢eliskisi elde edilir. m = 6
icin denklemin ¢6ziimii yoktur.

Cevabi1 bulduk ancak diger secenekler de kontrol amacli denenebilir.

m = 3 i¢in ¢6ziim oldugunu gosterelim. (3) denkligi 2 + 3972 = 0 (mod 7) sekline
gelir. 31972 = 5 (mod 7) olmalidir. 3° = 5 (mod 7) oldugundan 19 — 2a = 5 secersek a = 7

tam sayis1 bulunabilir. Bu deger i¢in (4) denkligi de saglandigindan, m = 3 i¢in ¢dziim vardir.

Cevap B
Soru 57 (UMO-2012)
23 4+ 3 = 2%yz + xy?2 + 2 esitligini saglayan kag (x,y, z) tam sayi iigliisii vardir?
a)l b) 2 c)3 d)4 e)5

Coziim: Verilen ifadeyi asagidaki sekilde diizenleyebiliriz.

(z+y)(@® +y° —zy) = 2yz(zr +y) + 2= (v +y)((z +y)’wy(z = 3)) =2
r+y={1,—1,2,—2} degerlerini alabilir.
r+y=1= xy(z —3) =1 ¢oziim yoktur.
r+y=—1= xy(z — 3) = —3 ¢oziim yoktur.
r+y=2=xy(z—3)=—-3olup (3,—1,4), (—1,3,4), (1, 1,0) ti¢ ¢bziim vardur.
r+y=-2=xy(z —3) = —5olup (—1,—1, —2) tek ¢dziimii vardur.

Buna gore toplam ¢6ziim sayisi 4 tiir.
Cevap B

65



Soru 58

a! + b = 18 + ¢ egitligini saglayan kag (a, b, c) pozitif tam say1 ugliisii vardir?

a)4 b) 3 c)2 d)1 e)0
Coziim: a = 1veya2iseb®>—c® = 17veya 1l6. c > 2ise b®—c > (c+1)>—c® = 3c2+3¢c+1 >
19. ¢ = 1 iginde ¢bziim yoktur. a > 3ise 3/b% — . b # ¢ mod 3ise 310> +bc+c* = b=c
mod 3 = 3/ +bc+c? = 9/b® —c=a>6.a>Tise, 7/18 + > — b?

=04 mod7=c -0 #3 mod7T=a=6=c-0>=702=2-3-13=c=3=
c—b=3k=k(3k*+cb)=2-3-13.

Soru 59 (INMO)

(ry—T7)? = 2®+vy* denklemini saglayan tiim negatif olmayan (z, ) tam sayz ikililerini bulunuz.

Coziim: Verilen denklemi diizenlersek (zy—6)2+13 = (z+y)? veya (xy—6)*—(z+y)? = —13
denklemlerini elde ederiz. Iki kare farki biciminde olan ifadeyi diizenlersek [zy — 6 — (z +
Y)|[ry — 6 + (z + y)] = —13 olur. 13 asal bir say1 oldugundan

ry—6—(r+y)=-1 xy—6—(r+y)=-13

b

ry—6+ (x+y)=13 xy—6+(r+y) =1

sistemleri elde edilir. Bu sistemler de

r+y=7 r+y=7
Yy =6 zy =0

sistemlerine denktir. En son ¢ikan denklemleri ¢ozersek (3,4), (4,3),(0,7),(7,0) elde
edilir.
Soru 60 (POMO)

2?(y — 1) + y*(x — 1) = 1 denklemini saglayan tiim negatif (x,y) tam say1 ikililerini bulunuz.

Cozim: z = u+ 1,y = v+ 1 ve u,v € Z olarak alahm. O zaman denklem (u + 1)?v +
(v +1)?u = 1 ve buradan da uv(u 4 v) + 4uv + (u + v) = 1 olur. Son denklem diizenlenerek
w(u+v+4)+ (u+v+4) =5 veburadan da (u + v + 4)(uv + 1) = 5 elde edilir. 5 asal bir

say1 oldugundan u + v ve uv degerleri asagida verilen dort denklem sistemini saglamalidir.

ut+v=1 u+v=-9 u+v=-3 u—+v=-5

uv =10 uy = —2 uv =4 uv = —6
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Ancak ¢oziimleme yapilirsa sadece birinci ve dordiincii sistemin tam say1 ¢oziimlerinin
oldugu goriiliir. Bu ¢oziimler (0, 1), (1,0), (=6, 1), (1, —6) olur. Demek kiz = u+1,y = v+1
ise (z,y) = (1,2),(-5,2),(2,1), (2, —5) olmalidur.

Soru 61 (ROMO)

1 1 3
—+-+-= R denklemini (z,y, z) tam sayi iigliileri i¢in ¢Oziiniiz.
r oy oz
Coziim:
1 1 1 100
e Egerx = 2ise, — +— = — vey € {11,12,...,20} olur. Buradan z = 10 + ve
y oz 10 y— 10
(y — 10) | 100 elde edilir. Demek ki ¢oziimler,
(2,11, 110), (2, 12, 60), (2, 14, 35), (2, 15, 30), (2, 20, 20)
olarak bulunur.
y . v 1
e Eer x = 3ise, — + - = 'H ve y € {3,4,5,6,7} bulunur. Buradan da ¢6ziimler
y oz
(3,4,60), (3,5,15), (3,6, 10) seklinde elde edilir.
y .11
e Egerz =4ise, — + — = 50 VeV € {4,5} bulunur. Buradan ¢oziim (4, 4, 10) olur.
y oz
) 11 2
e Egerz =5ise,—+ - =—-vey =z =>5olur (5,5,5)
y 2z D
Soru 62 (CAMO)
4
e 1
it A
49
=y )
422
= 3
14422 (3)

denklem sisteminin tiim tam say1 ¢6ziimlerini bulunuz.

4 2
Coziim: 22 > 0 oldugundan ——— 1 * > 0 vey > 0 olur. Benzer bicimde x > 0 ve 2 > 0

+ da?
durumlar: da elde edilir. Buna gére (1) ve (2) ’den

42 S 4qy?
14422 = 1+ 492

yazilabilir. 1 + 422 > 0 oldugundan igler diglar ¢arpimi yapilabilir.
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4221+ y?) > 4y*(1 + 42?) ise x? > y?
olur. Demek ki # > y > z durumu vardir. x > y,(1) ve (3)’den

422(1 + 2%) > 422(1 + 42?) ve 2>

4 2
olur. Yani, z > = > y > z olur ki bu ancak x = y = z durumunda miimkiindiir. 1 +m4 5=
T

111
denklemi z = 0 i¢in saglanir. Coziimlerden birisi (0, 0,0) dir. Diger ¢oziimiin ise (5, 2 5)
oldugunu gormek zor degildir. Buna gore denklem sisteminin tam sayilarda tek ¢oziimii vardir.

Soru 63 (RUMO)
p® — ¢° = (p + q)? esitligini saglayan tiim (p, q) asal ¢iftlerini bulunuz.

Coziim: Varsayalim p ve ¢ sayilarindan herhangi biri 3’e esit olsun. Eger dyleyse,
p=1 (mod 3) veya p =2 (mod 3)

veya
g=1 (mod 3) veya p=2 (mod 3)

olur. Eger p = ¢ (mod 3) ise sol kisim 3 ile boliinebilir, ama bu sefer sag kisim boliinemez.
Eger p # ¢ (mod 3) ise sag kisim 3 ile boliinebilir, ama bu sefer sol kisim boliinemez. Eger
p = 3ise, ¢° < 27 olur ki bu durum imkansizdir. Eger ¢ = 3 ise, p* — 243 = (p + 3)? olur ki

burada tek ¢6ziim p = 7 durumudur. Demek ki tek ¢oziim (7, 3) ikilisidir.

Soru 64 (BALMO)

x5 — y? = 4 denkleminin tam sayilarda ¢6ziimiiniin olmadigin1 gésteriniz.

Coziim: Denkleme mod11 altinda bakalim. (z°)? = z'© = 0 veya 1 (mod 11) oldugundan
25 = —1,0 veya 1 (mod 11) durumu vardir. Demek ki 2° — 4 = 6,7 veya 8 (mod 11)
olacaktir. Ancak bir tam karenin (mod 11)’deki kalanlar kiimesi 0, 1, 3, 4, 5, 9 elemanlarindan

olusur. Dolayisiyla verilen denklemin tam sayilarda bir ¢oziimii yoktur.

Soru 65 (GEMO)

p+1=2z>
p2+1:2y2

sisteminin (z,y) tam say1 ¢éziimleri olmasini saglayan tiim p asallarini bulunuz.
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Coziim: Genelligini kaybetmeden varsayalim x,y > 0 olsun. Ayrica p + 1 = 2z ¢ift bir ifade
olduguna gore p # 2 olmalidir. 222 = 1 = 2y* (mod p) olduundan x = +y (mod p) olur.
Ciinkii p tek sayidir. z < y < p oldugundan x + y = p olur. Buna gére p? + 1 = 2(p — x)? =
2p® — 4px + p + 1 olur. Demek ki p = 4z — 1,22% = 4risex = O veya2 ve p = —1 veya 7
olur. p asal say1 oldugundan tabi ki 7 olmalidir. p = 7 ise (z,y) = (2,5) olur.

Soru 66 (23.IMO)

x3 — 3zy* + y* = n denkleminde eger n bir pozitif tam say1 ise denklemin (z,y) tam sayi ik-
ililerinin olacagini ve bu sekilde en az elemanli ¢6ziim kiimesinin 3 elemanli oldugu gosteriniz.

Ayrican = 2891 i¢in bir ¢6ziim bulmaya ¢alisiniz.

Coziim: Tam kiip acilimina tamamlayarak,

23 — 3xy? + 3 = 223 — 322y — 23 + 322y — 3xy® + 93

= 22% — 322y + (y — x)?

=(y—2)’ =3y — 2)(—2)* + (—=)°

olur. Buradan, eger (x, y) ikilisi bir ¢oziim ise (y — z, —x) ikilisi de bir ¢oziimdiir. iki ¢oziim
birbirinden farklidir 6yle ki y — x = = ve —z = y oldugunda z = y = 0 olur.

Benzer bicimde,

2® =3y + 9 = (—y)* = 3(—y) (@ —y)* + (x —y)°

ise (—y,x — y) denklemin ti¢iincii ¢oziimiidiir. Bu iki doniigtimii problemin ikinci kisminin
¢cOziimil i¢in kullanacagiz.

Varsayalim (z,y) bir ¢dziim olsun. 2891 sayis1 3 ile boliinemedigine gore x> + y* de 3 ile
boliinemez. Demek ki ya x ve y mod 3’de 0 haricinde ayni kalan1 verecekler veya x ve y’den
biri 3 ile boliinecektir. Bu iki durumda da —x,y,x — y sayilarindan biri 3 ile boliinebilir ve
yukaridaki doniisiimleri kullanarak 3 sayis1 3’iin bir katidir diyebiliriz. Buna gore 2° sayisi
2891 (mod 9)’a denk olacaktir. Ancak bu durum imkansizdir. Ciinkii 2891 = 2 (mod 9)’dur
ve kiibik residiiler (mod 9)’da 0, 1 ve 8 dir.

Soru 67 (AIME 1999)

n? — 19n + 99 sayist tam kare olacak sekilde tiim n pozitif tam sayilarinin toplamini bulunuz.

Coziim: m € Z igin, n? — 19n + 99 = m? olsun. Buna gore,

n?—19n+99 —m? =0
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denkleminden,

19 £ /361 — 4(99 — m?)
2

Nig2 =

olur. Bu ifadenin bir tam say1 olmas1 k£ € Z icin,
361 — 4(99 — m?) = 4m® — 35 = k?

durumunda miimkiindiir. Buradan, (2m — k)(2m + k) = 35 oldugundan,

2m—k=1 2m —k =5
veya
2m+ k=35 2m+ k=17
denklem sistemleri elde edilir. Birinci denklemden & = 17, ikinci denklemden de & = 1

bulunur. Boylece,n € {1, 18, 10,9} olabilir.

Soru 68 (250 Problem)

2 —2y* + 82 =3
denkleminin pozitif tam say1 koklerinin bulunmadigini gosteriniz.
Coziim: Denklemi z? = 2y?—82+3 seklinde yazalim. y* = 0,1,4 (mod 8) = 2y*—8z+3 =
3,5 (mod 8).
22 =0,1,4 (mod 8) = x? # (2y®> — 82+ 3) (mod 8)
Soru 69 (250 Problem)

oy —x —y =22

denkleminin pozitif tam say1 koklerinin bulunmadigini gosteriniz.

Cozim: 4dry — oz —y = 22> = 16y — 4z —4dy+1 =422 +1 = (4o — )4y — 1) =
(22)> + 1.z > 0 = 4z — 1 sayisimin p = 3 (mod 4) olmak iizere bir p asal boleni var =
(22)2 = —1 (mod p) = (22)* = 1 (mod p); (22)P"* = 1 (mod p) = (22)4r~1) =1
(mod p) = (22)? =1 (mod p) = ¢eliski.

Soru 70 (Problem Solving Strategies)

y2:$3+7

denkleminin tam sayilarla ¢6ziimiiniin bulunmadigini kanitlayiniz.

70



Coziim: y? +1=2°+8 = (v +2)(2? — 2z +4) x ¢iftse y> = 7 (mod 8) = olmaz = z tek
=12 —2r+4=(z—1)?+3=3 (mod 4) = busaymn , p = 3 (mod 4) olmak iizere bir p
asal boleni var. = y?> = —1 (mod p) =

Soru 71 (15)

PP —2¢° =1
esitligini saglayan tiim p, q asal sayilarini bulunuz.
Cozim: ¢ =3 =p>=19=Celisi¢g#3=¢=1(mod3) =p>=22+1=0

(mod 3) = p=3=q¢=2= tek Coziim : (3,2)

Soru 72 (Problem Solving Strategies)

denkleminin x = y = 0 diginda tam say1 ¢6ziimiiniin bulunmadigini kanitlayiniz.

1.Coziim. 2%y — 22 —y* +1=1= (> - 1)y - 1) =1=z=9y=0.

2.Coziim. (x,y) gibi bir ¢6ziim varsa, ikisi de ¢ift olmak zorunda = x» = 21,y = 2y; =
4a? + 4x3 = 162323 = 22 + y} = 42323, xy, v, ikisi de tek olursa 2% + y} = 2 # 0 = 4a323
(mod 4) = ikisi de ¢ifttir. 71 = 225, y; = 2y, = sonsuz devam eder = =z = y = 0.

Soru 73 (Problem Solving Strategies)

w2 =3y =17
denkleminin tiim tam sayi1 ¢6ziimlerini bulunuz.
Coziim: z? — 3y? = 17 = 2? = —1 (mod 3) = olamaz.
Soru 74 (Problem Solving Strategies)

22y + 3y* = 24
denkleminin tiim tam say1 ¢6ziimlerini bulunuz.
Coziim: y(2z+3y)=24=y |24 =

(377 y) = (17’ _21)3 (77 _6); (37 _4>§ (_3a _2)§ (3a 2); (_37 4)5 (_77 6); (_17’ 12)'
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Soru 75 (Problem Solving Strategies)
r+y=a—zy+y’
denkleminin tiim tam sayi1 ¢6ziimlerini bulunuz.

Coziim: Denklemi 2 ile carpalim. 222 — 272y + 2y? — 2z — 2y = 0 elde edilir. (2 — 2xy +
)+ (@ =204+ 1)+ (W —2y+1)=2(x—y)*+ (x —1)*+ (y — 1)*> = 2 olur. Buradan
tiim ¢oziimler; (x,y) = (0,0);(1,0); (0,1);(2,1);(2,1); (2, 2). seklindedir.
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