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DETERMINISTIK KONTROLDE MAKSIMUM PRENSIP, DINAMIK
PROGRAMLAMA VE ARALARINDAKI BAGINTI

Bakar, Durmus Ali
Yiksek Lisans, Matematik BOlumdi
Danigsman: Dog. Dr. Sahlar MEHERREM
Ocak 2017

Kontrol sistemlerini en uygun sekilde O6grenmenin iki ana aract vardir ki; ek
fonksiyonunu, Hamilton fonksiyonunu ve deger fonksiyonunu igeren Pontryagin’ in
maksimum prensibi ve Bellman’ i dinamik programlamasidir. Bu fonksiyonlar
arasindaki iligki, deterministik, sonlu boyutlu sistemler agisindan, Crandall ve Lions
tarafindan tanimlanan st tiirev ve alt tiirev kavramlarini uygulayarak bu caligmada
arastirilmistir.  Sonuglarimiz  temelde  klasik  olanlarin  diizgiin  olmayan
versiyonlaridir. Maksimum prensip ve Hamilton-Jacobi-Bellman denklemi (viskozite
anlaminda) arasindaki baglant1 yukarida bahsedilen iliskinin sonucu olarak

aciklanmaktadir.

Anahtar soézctkler: Optimal Kontrol, maksimum prensip, dinamik programlama,

vizkozite ¢ozimleri, st turev, alt tirev.



ABSTRACT

MAXIMUM PRINCIPLE, DYNAMIC PROGRAMMING, AND THEIR
CONNECTION IN DETERMINISTIC CONTROL

Bakar, Durmus Ali
Msc, in Mathematics
Advisor: Assoc. Prof. Sahlar MEHERREM
January 2017

There are two methods to study optimal control problems. One of them is
Pontragian's maximum principle and second one is Bellman dynamic equation. Both
of these method involve the adjoint function, Hamiltonian function and the Value
function. There is relationship between this method in the deterministic case. But in
this thesis we will try to investigate connecting between these principle in the
supperdifferantial and subdifferantial means. Mainly, connecting between maximum
principle and Hamilton-Jacobi-Bellman equation is given in this thesis.

Keywords: Optimal control, maximum principle, dynamic programming, viscosity
solutions, superdifferantial, subdifferantial.
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BOLUM BIR
GIRIS

(s,y)€[0,1]xR® ikilisi verildiginde, R® > de asagidaki gibi optimal kontrol

problemini diislinelim;

Minimize edilen: J(s, y;u) =Jl'L(t,x(t),u(t))dt+h(x(1)), (1a)
Hedeflenen: dx(t)/d (t) = f (t,x(t),u(t)), te[s,1] olsun, (1b)
x(s)=y (1c)

Burada kabul edilebilir biitiin kontrollerin arasinda, (1a) fonksiyoneline (1b) ve (1c)

dahilinde minimumlarmi bulalim. {u() u,[s1]’ den I'* ya tammh 8lgiilebilir bir

Lebesgue fonksiyonudur } ve I' , R™ de belirlenmis keyfi bir kiimedir. (1d)

Baslangi¢ zamani s ve baglangi¢ durumu y’ nin 6nemini vurgulamak i¢in yukaridaki
problemi C_ ile gosterebiliriz. Deger fonksiyonu

V(s,y)=inf{J(s,y;u):ueU,[s1]} (2)

olarak tanimlanur.
Eger X, GeU,[s1] icin (1) in bir ¢ozimi ise ve J(s,y;0)=V(s,y) icin (1)
ifadesinin uyumlu bir ¢6ziimii olursa, (X,@) ikilisine C, probleminin optimal ikilisi
olarak adlandirilir.
Pontryagin maksimum prensibini ispatladigindan ve Bellman’ da Dinamik

programlama metodunu 6ne siirdiigiinden beri, Optimal kontrol teorisindeki birgok

arastirma bu iki yoldan biri boyunca uygulanmistir. Maksimum prensibe gore eger
(X,0), C,, problemi icin optimal ikili ise, t [s,1] icin

)
v (t,x,u,p)e[s,1]xR?xT'xR? icin H(t,x,u,p):—(p,f(t,x,u )—L(t,x,u) (4)

)
tefs,1] igin H(t,X(t),0(t),w(t))=maxH(t,X(t),u,y(t)) (5)

uel’

esitligini saglayan Oyle bir y : [S,l] — R? fonksiyonu vardur.



Bunun yami swra, Dinamik Programlamaya gore, eger deger fonksiyonu V(-,-)
stirekli tirevlenebilir ise Hamilton-Jacobi-Bellman denklemini saglar.
—oV(t,x) /at+supH(t X,U,8V (t,x)/ox) =0
uel"

(t,x)€[0,1]xR?, V(L,x)=h(x) (6)

Fakat Dinamik Programlama deger fonksiyonunun diizgiin olmasini gerektirirse,
daha en basindan saglam bir zemin olusturmaz ki bu en kolay durumlarda bile gercek

degildir. Maksimum prensip ve Dinamik programlama arasindaki iliskiye gelince
bilinen sonug¢ sudur; Vte [S,l] icin

w(t)=aVv(tx(t /ax ©)

ki bu esitlik yukaridaki ayni sebepten dolay1 genellemeden yoksundur.

Bu literatiir de onemli bir bosluktur. Son zamanlarda, lineer olmayan kismi tiirevli
lineer diferansiyel denklemleri vizkozite ¢oziimler olarak adlandiran Crandall ve
Lions bu boslugu kismen doldurmustur. Lions olduk¢a mantikli varsayimlar altinda,
deger fonksiyonu V’ in bir vizkozite ¢dziim oldugunu basarili bir sekilde gosterdi.
Bir vizkozite ¢oziimiin avantajlarindan biri varlik, teklik teoremlerinin hepsinde
gecerli olmasidir. Bu yiizden Dinamik Programlama saglam bir cercevede
kurulabilir.

Bu calismayla deterministik, sonlu boyutlu sistemler acisindan bakildiginda su

2

soruya cevap artyoruz: “ Deger fonksiyonu V(-,-)’ un siirekli tiirevliligini iddia

etmeksizin MP ve DP arasindaki iligski nedir?”. Vizkozite ¢oziimiinii ¢agristiran {ist
tirev ve alt tiirev kavramlarmi uygulayarak "y", "H", "V" fonksiyonlar1

arasindaki iliskiyi arastirtyoruz. Elbette ki V(-,-) yeterince dlzgunse, ¢0zumimiiz
(7) olarak bilinen ifadeye indirgenir. Bunlarm yam sira (t,x(t))"' de V(-,-)” inalt ve

iist tlirevlerinin ilgi c¢ekici birkag 0Ozelligi elde edilmistir. Bunlara ek olarak,

Maksimum Prensip dogrudan Dinamik Programlamadan ispatlanabilir.



BOLUM IKi
FRECHET ALT TUREVLERI

Frechet alt tiirevleri 25 yildan daha fazla bir siiredir bilinmektedir. Ilk olarak

muhtemelen (alt yar1 tiirevler ad1 altinda) sonlu boyutlarda ortaya atildi.

2.1. TANIMLAR VE TEMEL OZELLIKLER

X gercek bir Banach uzay1 olsun ve f fonksiyonunu X’ den genigletilmis bir dogruya
gotursin. O halde R =R U {+0}, ve X sonludur.

af(X)—{x*eX*:liminff(u)f(x)(x*’uX)zo} (8)

- Ju=x]

kiimesi f fonksiyonunun x noktasinda alt tiirevi (Frechet alt tiirevi) denir. Ozellikleri

bazen Frechet alt gradyanlar1 olarak tanimlanir.

(8)' de ifade edilen kiime kapali ve konvekstir. Diger iki 6nerme bir Frechet tiirevinin

konveks ¢ozlimiiniin alt tiirevlerini genelledigini gostermektedir.
Ozellik 2.1 Eger f fonksiyonu x noktasinda Vf (X) * li bir Frechet tirevi varsa,;
of (x) = {Vf (x)]
esitligi saglanir.
Ozellik 2.2 f fonksiyonu bir konveks ise;
8f(x):{x*eX*:f(u)—f(x)z(x*,u—x),VueX}. 9)

(8)' de ifade edilen kiimenin X’ de denk bir norma bagli olmadigin1 belirtebiliriz.
Ornek 2.1 (8)' de ifade edilen kiime bos olsun. f: X — B, f (u) = —|u|,u e X alalim.
of (0) = esitligi agiktir.

of (X) = ise, f fonksiyonunun X’ de bir alt tiirev oldugunu sdyleyebiliriz.
o'f(x)#=Q ise, f fonksiyonunun X’ de bir Frechet iist tiirevi oldugunu

sOyleyebiliriz.

(10)

a*f(x)_{x* eX": Iuimsupf(u)—f(||>;)_—x(”><*,u—x) SO}



(8)" de ifade edilen kiime, f fonksiyonunu alttan destekleyen dogrusal siirekli
fonksiyonlardan olusurken, (10)’ da belirtilen fonksiyoneller f fonksiyonunu iistten
destekler. Klasik bir durumun aksine; nesneler gibi iki farkli tiirevin olusumu diizgiin
olmayan bir analiz i¢in gayet dogaldir. Esasen bir fonksiyonun alttan ve iistten tiirev

ozelligi farkl olabilir.

Muhakkak ki tirevlenemeyen durumda (8) ve (10) ' da belirtilen kiimelerden en az
biri bos olmalidir.

Ozellik 2.3 Eger f fonksiyonu sadece X’ de Frechet tiirevli ise, hem (8)' de belirtilen

kiime hem de (10)' da belirtilen kiime ayn1 anda bos olamaz. Boyle bir durumda ise
; of (X) =0'f (X) = {Vf (X)} esitligini alabiliriz. Genelde asagidaki esitlik saglanir;

o(—f)(x)=-0"f (x).
Ornek 2.2 Hem (8) hem de (10)' da belirtilen kiimeler ayn1 anda bos olabilir. u 0
ve f(0)=0 icin f:X —B:f(u)=usin(l/u) alalim.
Daha sonra of (0) = of * (0) = D esitligi elde edilir.
Ornek 2.3 (8)' de ifade edilen kiimenin tekli olmasi diferansiyellenebilir oldugunu
gostermez. u=0 ve f(0)=0 icin f:X > B:f(u)= max(u sin(]/u),o) alalim.
of (0) = {O} > e sahip olsak da, f fonksiyonu sifir noktasinda tiirevli degildir.

Ornek 2.4 Frechet tiirevi dzellik (8)’ de gereklidir. Gateaux tiirev fonksiyonlari

Frechet anlaminda alt tiirevlenemez olabilir.

u, =u? icin f:X? = B,f(u;,u,)=—|u,|" +|u,|" alalim ve sonra f (u,,u,)=0" d.
Acgikgast, 8f(x):@ iken, f fonksiyonu sifir noktasinda Gateaux tiirevidir. (Sifir

noktasina esit bir tiirevle birlikte)

Ozellik 2.4 Eger f fonksiyonu Vf (x) tiireviyle, Gateaux tiirevi varsa ve Frechet alt
tiirevlenebilir ise 0 zaman of (x) = {Vf (x)} * dir.

Ornek 2.5 Ozellik 2.4 kosullar1 altinda, f fonksiyonu Frechet anlaminda hala
tlrevlenemez olabilir.

Aksi takdirde, u, =u? igin f:X* —»B,f(u,u,)= |u1|2 +|u2|2 alalim ve daha sonra

f(u,,u,)=0 esitligini alalim.

Yorum 2.1 Gateaux tiirev kavramina bagl bir Gateaux alt tlirevini tanimlamak
mumkinddr. Bu alt turev icin, 6zellik (8)-(10) benzerlikleri ve diger sonuglar

saglanir. Gateaux ve diger alt tiirev cesitlerini dikkate almak bazi uygulamalarda



faydali olabilir. Genelde, bir Gateaux alt tiirevi kiimesi bir Frechet alt tlirevinden
daha genistir.
Tanmm 2.1’ de belirtilen ifadeye gore, Frechet alt tiirevi asagidaki yontemle yeniden
dlzenlenebilir.
Ozellik 25 x eof(x) ancak ve ancak g:X-—>B fonksiyonu olustugunda
gerceklenir. Bu durumda;

(a) Her ue X icing(u)<f(u) ve g(x)=f(x),

(b) g fonksiyonu, x noktasinda ve Vg(x)=x""de Frechet tirevlidir.

Ozellik 2.5° de a sikkindaki durum, g fonksiyonunun f fonksiyonunu alttan
destekledigi anlamina gelir.

Ornek 2.5 in yeter sart kismi, dogrudan Tanim 2.1° deki ifadeden ortaya cikar.
Gerekliligi  ispatlamak igin, g(u)=min(f (u),f(x)+(x",u=x)),ueX esitligini

kurabilir. Bir defa daha tiirev alma kuralindan bahsedebiliriz. Buna, s6zde mutlak

tirev ad1 verilir.

IuiLIrX]f(u')—f(U)—’<V1;|(><)1U'—“>:0 (11)

ifadesi olustugunda, f fonksiyonu X’ de ciddi tiirev olarak adlandirilir.

Acikcasi, (11) stirekli tiirevden daha az kisithh olmasina ragmen, basit Frechet
tiirevinden daha kisitli bir kosuldur. Bu tamamen ters fonksiyon ve kapali fonksiyon

teoremi gibi klasik analiz sonuglar1 i¢cin gerekli olan mutlak tiirev 6zelligidir.
Ozellik 2.6 Eger f fonksiyonu, Vf(x)tureviyle X’de ciddi tiirevlenirse o zaman
herhangi bir £ >0 igin, dyle bir 8 >0 vardir ki;
of (u)wo'f(u)c VF(x)+eB’
kapsamas1 tiim u € By (X) icin saglansin.
Ispat.
(2.4)’ Un sonucu olarak, her bir ¢ >0i¢in 6 >0 vardir. Bu durumda;

|f (u)—F (u)—(Vf (x),u’—u>| < %”u’—u” VU, U € B,y (X). (12)

ueB;(x) ve x"edf(u)’ i alahm. Daha sonra (8) ifadesinin pozitif halinin

sonucunu alarak, pozitif 8’ < vardir. Bu durumda;

f(u')—f(u)—<x*,u’—u>2—%”u’—u” vu' e By (u). (13)



(12) ve (13) esitsizlikleri ortaya ¢ikar; Vu' € By (u) icin
<x* i (x),u’—u> <g|u'—ul

ve sonug olarak

X" —Vf(x)

<g
olusur. X" € 0°f (u) durumu benzer sekilde ele alinabilir.

of (X) x noktasmin yakminda f fonksiyonunun yerel &zelliklerini gostermektedir.
Ornegin, alt tiirevlik alt yar1 siirekliligi ifade eder.

Ozellik 2.7 Eger of (X) # (J saglanirsa o zaman f fonksiyonu, x noktasinda alt yar1
sureklidir.

Ozellik 2.8 Eger f fonksiyonu, x noktasinda alt yari siirekliyse, of (X) = 8(C| f)(x)

olur ki burada “ cl f”, f fonksiyonunun bir alt yari siirekli zarfidir.

(8) ve (9) ifadelerini karsilagtirdigimizda, bir alt tirevin Onemli o&lgiide
sadelestirildigi anlamima gelen konveks hali gorebiliriz. Boyle bir sadelestirmenin

diger bir 6rnegi, pozitif homojen fonksiyonlarla verilmektedir. Herhangi u e X ve
A>0 icin f(Au)=Af(u) ise, f fonksiyonunun pozitif homojen oldugunu

hatirlaymiz.
Ozellik 2.9 f fonksiyonu pozitif homojen olsun.
a. f(0)=0ise,
6f(0):{x* eX :f(u)z<x*,u>,Vu € X}.
b. ffonksiyonu, x noktasinda sonlu ise, herhangi bir A >0 i¢in
of (Ax) = of (x)
Asagidaki oOzellikler Frechet alt tiirevlerinin bazi basit hesaplarmin dogrudan

tanimlardan ortaya ¢iktigini gostermektedir.

Ozellik 2.10 Eger f fonksiyonunun x noktasinda yerel bir minimumu varsa bu
durumda 0 e of (x) *dur.

Ozellik 2.11 Herhangi bir A >0 icgin
o(Af)(x)=2of (x)

Ozellik 2.12 f,: X B ve f,: X —> B olmak iizere, x noktasinda alt tiirevlenebilir
fonksiyonlar olsunlar f, +f, x noktasinda bir alt tiirevdir.

o(f, +1,)(x) 2 of, (x) +f, (x). (14)



Ozellik 2.12 bir toplama kural 6rnegidir. Genellikle bu toplam kurali herhangi bir alt
tiirev hesaplamasinin ana sonucudur. Ancak 14’ deki bagint1 neredeyse gereksizdir;
yani, baslangi¢ fonksiyonlarinin alt tiirev 6geleri agisindan, toplam fonksiyonun alt

tiirev 0gelerini basamaklarina ayirmamiza izin vermez.

Sonug 2.12.1 f,:X —>B ve f,:X—>B fonksiyonlar1 x noktasinda sonlu deger
alsm ve f, +f, ve —f,’, x noktasinda alt tiirevlenebilir ve f, fonksiyonu x noktasinda
alt tirevlenebilirdir ve o zaman of, (x) > o(f, +f,)(x)—0"f,(x) saglanur.

Ozellik 2.12, Sonug 2.12.1 ve Ozellik 2.3’ ii birlestirerek asagidaki sonucu elde
ederiz.

Sonug 2.12.2 fl:X—>§ ve f, :X —>B fonksiyonlar1 x noktasinda sonlu
fonksiyonlar olsunlar ve f, fonksiyonu x noktasinda Frechet tiirevlenebilirdir ve

asagidaki ifade saglanir.
3(f, +£,)(x) = V£, (%) +f, (x). (15)
Sonug 2.12.2° de (14) esitligi saglanirsa 6nemli bir durum olusur.

Sonug 2.12.3 f: X —> B e f,: X —>B fonksiyonlar1 x noktasinda sonlu
fonksiyonlar ve f, fonksiyonu x noktasinda Frechet tiirevlenebilir olsun.

Eger f,+f, x noktasinda yerel bir minimumu varsa, o zaman —Vf, (x)c of,(x)

gerceklenir. Simdi de zincir kuralina bakalim. h fonksiyonu diger gercek Banach
uzaymdaki degerleri alarak x noktasinda bir fonksiyon olsun. Bunun x noktasinda

asagidaki esitsizligi sagladigini soyleyebiliriz.
IF (u)=F (x)]| < £Ju-x]
x noktasinin bazi komsuluklarindaki tiim u’ lar i¢in ¢ > 0" dir.

Herhangi bir y* € Y* icin, <y*, h> skaler fonksiyonu

{y".h)(u)=(y".h(u))

esitligini sagladigin diisiinelim. g:Y — B fonksiyonu y =h(x)’ de sonlu olsun.
f(u):g(h(u)),u eX

olacak sekilde bileske fonksiyonelini diisiinelim.

Ozellik 2.13 Farz edelim ki y* e 6g(y) icin, g fonksiyonu y” de alt tiirev ve <y*, h>’

de x’ de alt turevlemesi olsun. Bu durumda f fonksiyonu x’ de alt tirevlenebilir ve
of (x) > 6<y*,h>(x)' dir.



Ozellik 2.13’ iin sonucu asagidaki formda yeniden yazilabilir.
of (x)> U{a<y*,h>(x) Yy e ag(y)}

Sonug¢ 2.13.1 h fonksiyonu igin x noktasinda Frechet tiirevi oldugunu farz edelim. Bu
durumda,

of (x) = (Vh(x)) ég(h(x)) (16)
Burada (Vh(x))* :Y" — X" operatori Vh(x)’ e ek operatordur. Ters fonksiyon
teoremini dikkate aldigimizda, Sonu¢ 2.13.1° den (16)’ da ki kesin esitligini

¢ikarmak miimkiindiir.
Sonug 2.13.2 h fonksiyonu i¢in x noktasinda mutlak tiirevlenebilir ve Vh (X) in tersi

oldugunu farz edelim. Bu durumda (16) esitlige doniistir.

Sonug 2.13.3 f(u)=g(au+b),u e X olsun. Bu durumda, &f (x)=adg(ax+b) olur.

Ozellik 2.14 f fonksiyonu x noktasinda alt tiirev ve g fonksiyonu da y noktasinda iist
tirev olsun. Bu durumda <y*, h> , Y  €9°g(Yy)igin x noktasinda alt tiirevlenebilirdir.

of (x) 8<y*, h>(x)
2.13 ve 2.14’ deki 6zellikleri birlestirerek, asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonug 2.14.1 g fonksiyonunun y noktasinda Frechet tiirevi olsun. Bu durumda,
of (x) = 6<Vg(y),h>(x) > dir.

Sonug 2.14.1” in kolay bir sonucu olarak, iki skaler fonksiyonun tiirev ¢arpim ve

boliimii i¢in formiiller ¢ikarabiliriz.

Sonug 2.14.2 Farz edelim ki f,vef, fonksiyonlar1 x noktasinda sonlu ve x’ deki
durgunluk durumunu saglasmlar. o, =f; (X),i =1,2 ile gosterelim.

Eger a, # 0, esitsizligi saglaniyorsa bu durumda,

3(f, £,)(x) = 8(at,f, + a,f, ) (X)

aif—lj(x)- 0(anfy oo, )(x)

o

Ozellik 2.15 f(u) =supf, (u),u € X olsun. Burada I, f* in biitiin fonksiyonlarmin ve
iel

indekslerinin dolu bir kiimesidir ve f;, iel, x’ de sonludur. Bu durumda,

of (x)>clco | of (x),

ielo(x)



Burada |, (X) = {i el:f (X) =f (X)} ve cl co dig biikkey kapanisini gosterir.

2.2 FRECHET ALT TUREVLERI VE YONLU TUREVLER

Alt tiirevler, dual uzay elemanlaridir. Frechet alt tiirevi, herhangi bir lokal fonksiyon
yaklasimma basvurmadan dogrudan yukarida tanimlanmistir. Diizglin olmayan
fonksiyonlar1 arastirmadaki diger bir yaklasim, belli bir noktada ilk basta yonlii tiirev
olarak distiniiliir.

Bazi1 z € X limitlerini agiklayalim:

o F(xty) - (x)
df(X)(Z)_ty{I}mf :

17)

w t—+0

o f(xty) - (X)
d f(x)(z)_llvtnlnf t

w
Burada y—z; y, X’ in zayif topolojisinde z’ ye yonelik oldugu anlamma gelir.
Bunlar sirasiyla, bir alt tiirev ve z yoniinde x noktasinda f fonksiyonunun zayif bir alt
tirevi olarak adlandirihr. df (x)(-) ve d,f(x)(.), swasiyla x noktasindan
Ru {J_roo} kiimesine alttan yar1 siirekli ve X’ in zayif topolojisini iceren pozitif yonde

homojen fonksiyonlardir. d, f (x)(z)<df (x)(z) esitsizligi ze X i saglar.

Eger dimX <o ise, her iki alt tiirevde kesisir. Genel olarak, fonksiyonlar farklidir

ve bir sonraki esitsizlikte alisilmis yonli tiirevden farklidir. Eger f fonksiyonu z
yoniinde x” de diizgin tiirev ise, df (x)(z) ahsilmus diizgiin tiireve indirgenir.

Ornek 2.16 Eger f fonksiyonu x civarmda Lipschitz siirekli ise asagidaki esitlik

saglanabilir;

df (x)(2) = liminf L0 2) =T (),

t—>+0

Elbette alt tirevler x noktasinin yaninda f fonksiyonunun yerel ozelliklerini
tamimlamak igin kullanilabilir. Ornegin, df(x)(0)=0 esitligi z” de £ nin alt yar1

siirekliligini ifade eder. d,,f(x)(-) bir bakima olasi en alt yonlii tiirevdir. Bu da alt
tiirevlilikle yakindan iligkilidir.
Ornek 2.17 Asagidaki igerme bagintisi saglanir;

af(x)c{x* eX:de(x)(z)2<x*,z>VZeX}. (18)
Eger X yansiyan ise (18)° deki esitligi saglar. Ornek 2.17” deki ilk iddia, dogrudan

tamimlardan sonug ¢ikarmaktadir. Ikinci iddia da, yansiyan uzayda bir birim yuvarmn

zaylf kompakt olmasmin bir sonucudur. (18)’ in sag tarafindaki kiime bir alt tiirev



tanimi1 olarak alinabilir. Yansiyan uzay (8)' de belirtilen kiime ile uyumludur. Ancak,
genelde bu kiime (8)’ de belirtilen kiimeden daha blyuktur.

Simdi optimal kontrol sistemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan Dinamik Programlama ve
Maksimum Prensibi inceleyelim.,

Tablo 2.1 Pontryagin Prensibi' nin Ozeti

A. Problemin Ifadesi

x(t)=F(x(t),u(t),t), J:S(x(tf),tf)+.[:V(x(t),u(t),t)dt performans indeksi
olsun. Bu optimal kontrolde baslangic noktasi X(to):x0 ve bitis noktasi belli
olmayan x(t,) kosullar1 olsun.

B. Problemin C6zimi

Adim 1 Pontryagin H fonksiyonundan

H(x(t),u(t),A(t),t) =V (x(t),u(t),t)+1 (t)f(x(t),u(t),t)" dir.

Admm 2 u(t) kontroliinde H fonksiyonu minimize edilirken

(%) =0 ve u'(t)= h(X* (), (t),t) esitligi saglanmalidir.

Adim 3 Adim 1' de Adim 2' nin sonuglar1 kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

H (X7 (1),h (X7 ()7 (£, £),47 (£),£) = H (X (8), 27 (1), )
ve A'(t)= —(%}

Adim 4 Olusan diferansiyel denklem )'(*(t):-i-(%j
esitlikleri yardimiyla ¢oziiliir. Burada baslangic kosulu X, ve bitis kosulu
{H*“‘@} ot + (ﬁj -1 (t)| oOx;=0"du.

ot |, OX ). t

Adim 5 Adim 4' de elde edilen k*(t) ve X*(t) coziimleri Adim 2' de u*(t)

*

denkleminde yazilir.

Ornek 2.18 Asagida diferansiyel denklem ile ifade edilen optimal kontrol sistemini

ele alalim;

X, (t) =u (t)
Performans indeksini agagidaki sekilde alalim;
_ 1y 2
J_E LU (t)dt (20)
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Baglangic ve son sinir kosullarma bakarak optimal kontrol ve optimal durumu

bulalim;
x(0)=[1 2]. (21)
Kontrol ve durumun sinirlandirilmamis oldugunu farz edelim.

C0zUm: Tablo 2.1’ de verilen prosediirii adim adim izleyelim.
V(x(1).u(1).t) =V (u(t) =2 (1)
£ (x(1).u(0).0) =[5, ]

Burada f, = x, (t), f, =u(t)' dr.

(22)

Adim 1: Hamiltonian fonksiyonunu olugturalim:
H=H(x,(t),x,(t),u(t),A,(t)
=V(u(t))+2/(t)f (x(t),u(t))
:%uz (8)+2 (1) %, (1) +2, (t)u(t).

Admm 2: u’(t)’ i bulalim:

0

(23)

Mo (e ()-0sr (=) @

Adim 3: Adim 1’ deki Adim 2’nin sonuglarini kullanarak, H* optimalini bulalim:

Y (X0 (8), (1), (1), () = 52 (042 (0% (027 ()
1

=x;(t)x;(t)—§xj (1). (25)

Adim 4: Durum ve yardimc1 durum denklemlerini elde edelim:

- oH .

(-4 2] x(y
oHY) _ ..

o] 2

i()=— M —o

' 0X, ),

2| =500,

H
Hj
1
H
X2

0

11



Onceki denklemleri ¢ozerek, optimal durum ve yardimc: durum denklemlerine

ulasiriz:
. C C
X; (t) :?tg' —7“t2 +C,t+C,
X, (t)—&tz ~-C,t+C
2N =5 4 2 (27)
A (t)=C,
Ay (t)=-C,t+C,.
Adim 5: Optimal kontrolii bulalim: u”(t)=-2; =C;t—C, (28)

C,=1 C,=2 C,=3 ve C, =4'dir.

Tablo 2.2 Hamilton-Bellman-Jacobi Y aklasimi1 Ozeti

A. Problemin Ifadesi

x(t)=F(x(t),u(t).t), J=S(x(tf),tf)+jttfV(x(t),u(t),t)dt performans indeksi
olsun. Bu optimal kontrolde baslangi¢ noktasi X(to):x0 ve bitis noktast belli
olmayan X(t; ) kosullar1 olsun.

B. Problemin C6zimi

Adim 1 Pontryagin H fonksiyonundan
H(x(t),u(t),d,t)=V(x(t),u(t),t)+3;f(x(t),u(t),t)"dir.

Admm 2 u(t) kontroliinde H fonksiyonu minimize edilirken

(%) =0 ve u"(t)= h(X* (t),k*(t),t) esitlikleri saglanmalidir.

Adim 3 Adim 2' nin sonucu kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

H (X" (8),h (X" (£).3;,1), 35, t) = H" (X (1), 3;,t)

Adim 4 J; +H(x*(t),Jf,t):O esitligi ile Hamilton-Bellman-Jacobi denklemi ¢ozulr.
Burada J" (X" (t,),t; ) =S(x(t;).t, )" dir.

Adim 5 Adim 4' de verilen denklemde J* ifadesi yerine yazilarak J; hesaplanir.
Bulunan J; ifadeside Adim 2' de yerine yazilarak u (t)bulunur.

12



Ornek 2.19 Birinci mertebeden optimal kontrol sistemini ele alalim:

x(t)=-2x(t)+u(t) (29)
ve performans indeksi;
1 2 1 et 2 2
I=2x (tf)+§'[0 (X (1) +u?(t)]dt (30)

olsun. Optimal kontrolii bulalim.

Coziim: ilk olarak, sirastyla (29) ve (30) mevcut sistemi karsilastirirken;
1 1 1
V(x(t),u(t),t)=§u2(t)+§x2(t); S(x(tf),tf):Exz(tf)
f(x(t),u(t),t)=-2x(t)+u(t) (31)

ifadesini gdormekteyiz. Simdi tablo 2.2” de 6zetlenen prosediirii kullaniyoruz:

Adim 1: Hamiltonian su sekildedir:

H=[x"(t),d,,u"(t),t]=V(x(t),u(t),t)+3,f (x(t),u(t),1)

:%uz(t)+%x2(t)+JX(—2x(t)+u(t)). (32)
Admm 2: Her bir smirlandirilmamis kontrol ve optimizasyon icin gerekli sart
sOyledir:

oH

—=0->u(t)+J, =0 33

0o u(t)+, &2
ve su sekilde ¢ozeriz:

u(t)=-J,. (34)

Admm 3: Optimal kontrol (32) ve (34) optimal kontrolinu kullanarak, optimal H

fonksiyonunu kuralim;

1 2 2
HZE(_JX) + X7 (1) +J, (-2x(t)=J,)
1., 1,
=5 T X (0 =2x(1)), (35)

Onceki baglantilar1 kullanarak HIB denklemi asagidaki gibi olusur:

Jt—%Ji+%x2(t)—2x(t)Jx -0 (36)

13



Smir kosuluyla birlikte soyledir;
1.

J(x(tf),tf)zs(x(tf),tf)zgx (t,) (37)

Adim 4: Sinir kosuluyla (37) HIB denklemini (36) ¢bzmenin bir yolu, bir ¢ozim
varsaymak ve denklem kurup kurmadigini kontrol etmektir. Boyle basit bir durumda,
durumlar agisindan optimal kontrolii istedigimizden ve performans indeksinin
durumlarin ve kontrollerin kuadratik fonksiyonu olmasindan, asagidaki ¢Ozimu
tahmin edebiliriz.

I(x(1) = 2P0 (1) (3)
Burada belirlenecek olan, bilinmeyen fonksiyon p(t), asagidaki sinir sartina sahiptir:

(x(1) = 2% (1) = 2p(t) X" (1,) 39)
Bu bize sunu verir:

p(t;)=1. (40)

J,=p(t)x(t); J, :%p(t)xz(t) (41)

Kapali dongii optimal kontrolline (34) bakarsak;

u(t)=—p(t)x"(t). (42)
HIJB denkleminin (36) i¢inde optimal kontrolii (41) kullanarak, sunu elde ederiz;
1, 1, 1) .
=p(t)—=p°(t)-2p(t)+= =0. 43
[3p(0-25°(0)-20(1)+ ) @)

Her bir x* (t) icin, onceki bagint1 su sekildedir;

1., 1, 1
Ep(t)—Ep (t)—2p(t)+§—0, (44)

Bu siir kosuluyla ¢oziimlenerek (40) su hale gelir;

(J§—2)+(£+2){3‘ﬁ}e2@“0
p(t): 3++/5
1_{3—\/5}&\5(“0
3++/5

Adim 5: (45) bagmntisini kullanarak, kapali dongii optimal kontroliine sahip oluruz.
(45)" deki t, —> oo, p(t), p(e0)=p= V5 =2 olur. Optimal kontrol su sekildedir;

u(t)=—(v5-2)x(1). (46)

(45)

14



BOLUM UC
MAKSIMUM PRENSIBIi VE DINAMIK PROGRAMLAMA

Bu bolimde, maksimum prensibi ve dinamik programlama ifadelerini ele
aliyoruz ve ayn1 zamanda sonraki kullanima bazi yardimer lemmalar veriyoruz. lk
olarak, (1)’ deki problemde gorinen bilgi Gzerine her daim gecerli olacak

varsayimlarda bulunmaktayiz.
(A1) f(-,-,-) ve L(-,-,-) sirastyla [O,l]x RxT ’den RY ve R'’ de surekli
doniistimlerdir; ayrica “f” ve*“L”, (t, X) ‘e gOre u eI’ de dlzgln sureklidir.

(A2) (t,u)e[O,l]xF ,f(t,~,u), L(t,~,u) ve h() fonksiyonlar1 i¢in stirekli
tirevlenebilirdir ki burada h(-), R* degerlidir.

(A3) (t, u) > dan bagimsiz bir K > 0 sabit sayis1 asagidaki esitsizligi saglar:
|f (t,x,u)—f(t,y,u)|+|L(t,x,u)—L(t,y,u)|+|h(x)—h(y)|£ K|x-y|
vx,yeRY, |f (t,x,u)|+|L(t,x,u)|+|h(x)| < K(1+|x|), vx e R,

Teorem 3.1 Maksimum prensibine gore eger (X,{), C,, problemi icin optimal ise
Oyle bir “wy ek denklemini saglayan y fonksiyonu olmali ki (4) maksimum sarti

saglansin.

Yukaridaki teoremin kanit1 bilindik bir durumdur. (Pontryagin, 1962)

Lemma 3.1 Farz edelim ki (X,{), C,, problemi igin optimal olsun ve o(--) temel

matris olsun:

dy(t)/dt=£,7(t,X(t),0a(t))y(t). (47)
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O zaman agagidaki sonuglar saglanir:

i) sup |¢(t,r)| <sabit
s<r<t<l
i) Ek fonksiyon*y ” su sekilde gosterilir.
W(t):jqﬁ(r,t)l_x(r,&(r),a(r))dr+¢T (Lt)h, (X(1)) (48)

t

Ispat.
i) Ispati agiktir.
i) Bilinen temel matris 6zelliklerini kullanarak y fonksiyonunu kontrol edilir.

Tamm 3.1 Q, R"’ de agik bir kiime ve ve C(Q) olsun. v' nin (D*v(x) ile ifade
edilen) X € Q,” deki st tiirevi su sekilde tanimlanr.

fim[v(y)-v(x)-(p.y-x)]/ly-x =0

y—>X

m{...}zoﬂ.

D*v(x)= {p eR"

[Dv(x):{pe R"

Tammm 3.2 He C(Qx R x R”) Ve Ve C(Q) olsun. Bu durumda v ¢6ziimii asagidaki

dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemin vizkozite ¢oziimiidiir.

H(x,v,Dv)=0
Oyle ki,
H(x,v(x),p)so, Vx e Q,VpeD'v(x),
H(x,v,Dv)>0 VxeQ,VpeDv(x).

Bundan sonra, D:XV(-,-) T (t,x) degiskenlerinde st tiirev, her sabit t igin x
degiskeninde D;v(t,-)” i st tirev olarak gdsterebiliriz.

Teorem 3.2 V(-, ) deger fonksiyonu (6)' da ifade edilen HIB denkleminin vizkozite
¢OzUmudur.

Yorum 3.1 Ref. 3' de belirtilen (2) no' lu fonksiyon degeri tanimi, Lions' un (Refs. 5,
6)' daki tanimindan bir nebze farklidir. Buradaki fark Lions' un deger fonksiyonu
ileri HIB denklemini saglarken, bizim deger fonksiyonumuzun geri HIB denklemini

saglamasindan kaynaklanmaktadir. Ancak Teorem 3.2’ nin kanit1 Ref.5” de belirtilen
gibidir.
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3.1 ANA SONUCLAR
Ek fonksiyon * y ”, Hamiltonian fonksiyon H ve deger fonksiyonu V ,

maksimum prensibi ve dinamik programlamada bulunan en 6nemli veridir. Bu
boliimde, {iist tiirev ve alt tirev cergevesinde birbirleriyle olan iligkilerini

gosterecegiz.

Teorem 3.3. ()A(, fl) " nin C,, problemi i¢in optimal oldugunu farz edelim.

te[s1], DV(t,%(t)) = {w(t)} = D;V(t,X(t))
Ispat. zeR%igin x(z)” yi, kontrol {, baslangi¢ zamani t, ve baslangic durumu z
(1)’ in ¢bzUmi olsun.

Boylece,

/-\
\_/

=X(r)
t)+ [ {F(6.x(6;2) e))—f(e %(0),0(0))}do
—z—ﬁ(t)+jtfj(e,ﬁ(e),a(e))( (6:2)~%(0))d0+ [ 5(6;2)(x(6;2)~X(0))do,
(49)
Burada 8(9; Z) asagida belirtildigi gibidir;
£(0:2)= [ {7 (0.%(0)+a(x(6:2)-(0)),1(0)) £ (6,%(9),0(6))} do

Asagidaki ozellikler saglanir:

Ii[r(lt) €(0;2)=0, Vo e[t,1], (50a)
suple (6;2)| < sabit (50b)
ot

(49)' da belirtilen esitlikten ve sabitlerin varyasyonu formiiliinden asagidaki esitlik
elde edilir:

x(r;z)—-X(r)
= ¢(r,t)(z—)2(t))+Itr¢(r,6) e (6;2)(x(6:2)—%(0))de, (51)
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Burada ¢ fonksiyonu daha 6nce Lemma 3.1° de tanimlanmaktadir. Boylelikle,
V(t,z)-V(t,%(t))
< [{L(rx(ri2),(n)-L(r.%(1),8(r)}dr +h(x (52)) - (% ()
= [E(R& () (x(r:2) =X (r))dr + [ e (1i2)(x(riz) - %(r)) o
+h] (R(1)(x(12) =% (1)) +o(|x (L2) =% (1)])- (52)

go(+2); f,, Lyile yer degistirdiginde £(+;z)” e benzer bir yolla tamimlanmaktadur.

(51)’ nin sonucu olarak, (52)’ 1i asagidaki gibi yeniden yazabiliriz:

V(t.2)-V(tX(1))

<[ 'L (nR(n), <r>)( t)dr.(z-%(1))

+h (% 1) ) (z=%(1))+o(|z-(1))
(6))+o(jz=%(1))

Yukaridaki esitsizlik bizi asagidaki sonuca gotiiriir:
y(t)eD;V(t,%(t))

Ote yandan, pe D;V(t, X (t)) oldugunu kabul edelim. Boylelikle

—yT(1)(z-

0< lim {V(t,z)—V(t,x( (p.z=%( /|z R(

z-X(t)
< lim (y(t)-p,z—X(t)) /|z—§<(t)|.

Bu ylizden, p=(t)’ dir. Ispat tamamlanmustur.

Yorum 3.2 Teorem 3.3, (7)’ nin diizgiin olmayan bir versiyonudur. Aslinda,
egerV(t,-) turevlenebilirse, bu teorem (7)’ ye indirgenir.

Fakat genelde, D;V(t,f((t))c{\u(t)} ve {\p(t)}cD;V(t,)A((t)) kapsamalar1

mutlak olabilir, bu durumu asagidaki 6rnekle inceleyebiliriz.
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Ornek 3.1 Asagidaki C,, optimal kontrol problemini diisiinelim.

Minimize edilen: —x(1),
Hedeflenen: dx (t)/dt =x( ,a.e. te[0,1],
x(0)=0,

u(-):[0.1]—>{reR*o<r<1}.
Bu problemin optimal cifti, ()?(~),0(-))=(0,0) > dir. Ayrica asagidaki sekilde
kolayca hesaplanabilir:

V(t,x)={

—xexp(1-t), x>0 icin
—X, X <0icin
Boylelikle,
D,V(0,0)=¢, D;V(0,0)=[-¢,~1], y(0)=-1

esitlikleri goriiliir. Teorem 3.3 Hamiltonian hakkinda bir seyden bahsetmedigi i¢in
yetersizdir. Daha sonra ki ¢aligmada Hamiltonian’ n (t,)A((t)) " de V(-,-) alt tlrevi

ve st tiireviyle ilgili oldugunu gosterilecektir. D;V(t,)A((t)) " in baz1 6zelliklerini
asagida inceleyelim.
Ozellik 3.2 ()A(, l]) "nin C,, problemi igin optimal oldugunu varsayalim.
Ornegin, te[s,1], (p.q)e DfXV(t, X(t)) icin sunu aliriz:
p=H(tX(t),d(t),q)= nJgrxH(t,x(t), u,q).

Ispat. te(s,1] olsun:

D

(53)

L'Lfa(l/hﬁh{

t

f(0.%( >,a<e>>}de{f(w(o,a(t))}
L(6,%(6),0(0)) L(t,%(t),a(t))
Eger (p,q) € D, V(t,X(t)), ise te[s 1]” i sabitleyelim ve (53)’ ii saglasm.
V(R&(N)-V(LX(0)-p(r-0)~(a%(n-X(1) _ -

im Ir =t +[%(r) = (1)

Boylece,
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Bu yuzden,
p<H(t,X(t),a(t),q).
Benzer sekilde r Tt yi kabul ederek, su sonuca ulasabiliriz:
p>H(t,X(t),a(t),q).
Bu yiizden, (52) esitliginin sol tarafi saglanir.q D;V(t, f((t)) oldugundan, Teorem
3.1'den q= \p(t) > dir. (52)’ nin sag tarafi maksimum prensibinden elde edilir..

Diger yandan, (p,q)e D;’XV(t,)A((t)) oldugunu varsayalim. Sonra, yukaridaki
ispatla (52) esitliginin sol tarafin1 inceleyebiliriz. Ayrica V(-,-), HJB denkleminin
(6)' da belirtilen bir vizkozite ¢dziimii oldugu icin; —p+supH(t,X(t),0(t),q)<0

uel’
esitsizligi yazilabilir. Bu ifade (52) esitliginin sag tarafina karsilik gelir. Boylece

ispat tamamlanir.

Yorum 3.3 Ozellik 3.2’ de sunu gdrebiliriz; Eger q(t) e DtiXV(t,)A((t))X alinirsa, ki
(D;V(t,f((t)))x , DfXV(t,)?(t)) kiimesinin “x” kesmesi anlamina gelir, burada
Teorem 3.2 ile gdsterilen bos olmayan q(-) fonksiyonu hemen her yerde maksimum
kosulunu saglar. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 ile birlikte, w(-) > nin maksimum
prensibi saglayan t—)(D;V(t,)?(t)))X kiime degerli fonksiyonun siirekli se¢imi
oldugunu anlariz.

Teorem 3.5. (X,0)’ nin C_, problemi igin optimal oldugunu varsayalim. Ornegin;
te[s,1], olmak Uzere,

DLV (6X(t)) < {(H(6X (1), 0 (1), w(1)),w (1))} = DV (8.X(1)):

Ispat. Teoremin sol terimi dogrudan Ornek 3.1 ve Teorem 3.4’ iin bir sonucudur.
Simdi sag taraftaki terimi inceleyelim;

te[s,] > i sabitleyelim, bdylece (53) saglanir. t>t ile (1,z)e[s,1]xR? icin,
X(~;’C,Z) ” yi kontrol {, baslangi¢ zamani t ve baslangi¢ durumu z ile (1)’ in ¢6ziimii

kabul edelim. Bu durumda, vr e[t,1] icin,



Burada 8(';’17,2)—)0, Tt Z—>§((t) ve 8(9;‘5,2) olarak diizglin smirhdur.

Sabitlerin varyasyonu formiilii ile asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

x(r;r,z)—i(r)zd)(r,r){z—i(t)—jf(9,)“((9),0(6))d9}

r

+[6(r.0) € (0:7,2)—(x(6;7,2)— X (6))do.

Teorem 3.3’ deki ispata benzer bir yolla, asagidaki esitlige ulasiriz:

V(t,z)-V(t,X(t))

g(w(r),z—i(t)—jf(9,)?(9),0(6))d6]

jL O d9+0(|r t| |Z X )|)
t

t

[w +y(t)(t- t)+o(|r—t|),z—§<(t)—jf(6,)?(6),0(9))d6j
|_

%(6),0(0))do+o([r—t|+[z—X(1)])
=(\y(r),z—>2(t))+(r—t)H(t,§<(t),0(t),\p(t))+o(|r—t|+|z—>“<(t)|).(54)

Ayrica, t < toldugunda, benzer hesaplama (54) sonucunu ortaya ¢ikarir. Boylelikle,
istenilen sonuca ulasilir.

Yorum 3.4 Teorem 3.5’ in diizgiin versiyonunun ne oldugunu gorelim. Aslinda,
V(-,-) tirevlenebilir ise, Teorem 3.3 asagidaki esitligi ortaya ¢ikarir:

oV (t,x(t))/at =H(t,x(t),a(t),y(t))
=H(t.%(t),0(t),8V(tX(t)/ox)).  (Fleming, 1975)

Yorum 3.5 Barron ve Jensen dinamik programlama yolu ile maksimum prensibi
ispatlamigtir.(Barron, 1986) Burada, Teorem 3.5’ in sonucu olarak, dinamik

programlamay1 kullanarak bagka basit maksimum prensib ispatin1 gosterebiliriz.

Dinamik programlamada (H (t, f((t),ﬁ(t),w(t)),w(t)) eD; V(t,%(t)) oldugunda,
maksimum prensibini ortaya ¢ikaran agagidaki esitsizlige ulasilir;

—H(t,>”<(t),a(t);w(t))+suliPH(t,§<(t),u,\p(t))so.
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Ust tiirev ve alt tiirev dahil olmak lzere, vizkozite ¢oziimii, bir ¢esit diizgiin olmayan
analiz olarak bilinir. V(-, ) > in diizgiin oldugu varsayimi ortadan kalkarken, dinamik
programlama ve maksimum prensibi ile olan iliskisi vizkozite ¢oziim diliyle

yorumlanir.

Genellestirilmis gradyan olarak adlandirilan baska bir diizgiin olmayan analiz yapis1
Clarke tarafindan Onerilmistir; genellestirilmis gradyani genis kapsamda incelemek
icin Ref.10” a bakiniz.

Maksimum prensibi ve dinamik programlama bu cergevede belirtilmistir.(Clarke,
1976) Yakin zamanda Clarke ve Viner maksimum prensibi ve dinamik

programlamayi

v(t)ea,V(tx(t) (55)

yi
gostermektedir.(Clarke, 1987) Agikc¢asi, bu ¢alismadaki Teorem 3.4, (55)’ e benzer
bir sonuctur; bu maksimum prensibi, dinamik programlama ve aralarindaki iliskinin

ile iligkilendirmistir. Burada 0,V(t,-) genellestirilmis gradyan V(t,-)

viskozite ¢Ozum gergevesinde diizgun ele aliabilecegini gostermektedir.
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