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STURM LIOUVILLE
DIFERANSIYEL DENKLEMLERI VE SALINIM TEORISI
AKSEHIRLI, Hande
Yiiksek Lisans Matematik

Danisman: Dog. Dr. Ahmet YANTIR
OCAK 2018

Bu tezde, ikinci mertebeden Sturm-Liouville diferansiyel denklemi igin salinim
teorisi ele alinmistir. Diferansiyel denklemler i¢in varlik teorisi ve temel formlar
kisaca 6zetlenmis ve Sturm-Liouville kargilagtirma teoremleri ¢alisilmistir. Ayrica
bir Sturm-Liouville denklemini dogrusal olmayan bir denklem sistemine doniistiiren

Priifer doniisiimii de verilmistir.

Anahtar sézciikler; Salinim Teorisi, Sturm-Liouville Diferansiyel Denklemi, Priifer

Doniisiimii, Disconjugacy.
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ABSTRACT

STURM LIOUVILLE
DIFFERENTIAL EQUATION AND OSCILLATION THEORY
AKSEHIRLI, Hande
Msc, Mathematics
Advisor: Dog. Dr. Ahmet YANTIR
January, 2018

In this thesis, we study oscillation of second order Sturm-Liouville differential
equations. The existence and fundamental forms of differential equations are briefly
intoduced and the comparison theorems of Sturm-Liouville differential equations are
studied. Also the Priifer substitution metlod which transforms Sturm-Liouville

differential equation into a system of differential equations is examined.

Keywords: Oscillation Theory, Sturm-Liouville Differential Equation, Priifer

Substitution, Disconjugacy.
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SIMGE VE KISALTMALAR

SL Sturm Liouville

R" n boyutlu reel say1

[a, b] a, b kapali aralif

(a,b) a, b agik aralif

¥ Skaler bir fonksiyon

W Wronskian Diferansiyel Denklem
L(w) Diferansiyel Operator

L'(v) Diferansiyel Operatér Eslenigi
max Maksimum eleman

Q Tanimh Dikdértgen Bolge

L(y) Ikinci Mertebeden Lineer Homojen Diferansiyel Denklem
c%(I) Ikinci Mertebeden Siirekli I aralif
Cla, b] [a, b] stirekli fonksiyon uzay1

% y fonksiyonunun x'e gore tiirev
Q(w) Kuadratik Form

d?y

oy Ikinci Mertebeden x'e gore tiirev
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BOLUM 1
GIRIS

Sturm Liouville teorisi, Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) ve Joseph
Liouville (1809-1882) adli iki matematikg¢inin ¢aligmalarindan meydana gelmistir,

Zetl bu alanda yapilan ¢alismalart bir kitapta toplamustir. (Zetl, 2005)

ikinci mertebeden dogrusal Sturm-Liouville (SL) denklemi

d d
= [p(t) ;,%] +q()y = —Aw(t)y (1)
bigiminde ifade edilmistir. Burada y, bagimsiz degisken olan t’in bir fonksiyonudur.

Denklemde p(t),q(t) ve w(t) katsayr fonksiyonlar: sifirdan biiylik olarak
belirlenmigtir. Dolayisiyla tiim katsayilar sonlu kapali aralik [a, b] de siirekli olup,

p’nin stirekli tiirevi vardir. Yani q,w € Cla, b] ve p € C'[a, b] dir.

Eger y € C%[a,b] fonksiyonu (a,b) agik arahgnm her noktasinda (1)
denklemini saglarsa, bu fonksiyona (1) SL denkleminin bir ¢6ziimii denir. Eger (1)
denklemi olarak a ve b simir noktalarinda belli kosullar ile verilirse bu denkleme
Sturm-Lioville Smir Deger Problemi denir. y fonksiyonu, (1) denklemi ile beraber

sinir kosullarini da saglarsa SL Sinir Deger probleminin ¢oziimiidiir denir.

Sturm-Liouville denklemi 6zdeger problemi olarak da bilinir. (1)
denklemindeki A degeri denkleme karsilik gelen dogrusal operatériin 6zdegerleridir.

Bu A degerlerine karsilik gelen ¢oztimler ise bu problemin z-fonksiyonlaridir.

Bu tezde Sturm karsilastirma teoremi ve uygulamalart calisilmigtir. Ikinci
mertebeden dogrusal diferansiyel denklemler igin Sturm Karsilagtirma Teoremi,

salimmlilik, disconjugacy gibi kavramlar detaylica incelenmistir.

Sturm karsilastirma teoremi Fransiz matematik¢i Sturm tarafindan ifade
edilmistir. Bu teoremde ikinci mertebeden dogrusal denklemin katsayilar arasindaki
iliskiler kullamlarak g¢6ziimleri bilinen bir denklem yardimiyla diger diferansiyel
denklemin ¢6ziimleri hakkinda bilgiye sahip olmak miimkiindiir. Sturm karsilastirma

teoreminde, diferansiyel denkleminin herhangi bir agikar olmayan higbir ¢éziimiiniin



birden fazla sifira sahip olamayacagini da géstermektedir. Ayrica iki sifir1 arasinda en

az bir sifira sahip oldugu da anlatilmisgtir.

Ikinci mertebeden lineer denklemler igin Sturm teorisine de yer verilmistir.
Lineer homojen diferansiyel denklemini Sturm teorisine gore tek bir ¢ozlime sahip

olup asikar ¢dziimiin her kokiiniin basit oldugu yansitilmaktadir.
Bu tez asagida sunuldugu sekliyle planlannmsgtir.

e Ikinci béliimde tezin geri kalan kismu igin gerekli temel tamim ve teoremler
sunulmustur. Varlik teklik teoremleri, diferansiyel denklemler icin temel

formlar verilmistir.

o Uciincii bsliim tezin ana kismidir ve Sturm-Lioville diferansiyel denklemi ve
salinim teorisi arasindaki iligkiler incelenmis, Sturm kargilagtirma teoremi

tizerinde durulmustur.

e Dordiincili bosliimde ise Sturm Lioville denklemini bir denklem sistemine

déniistiiren Priifer doniistimii {izerinde durulmustur.

Son olarak Sonug béliimiinde, tezde ele alinan konular kisaca 6zetlenmistir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde, okuyucunun tezi kolaylkla takip edebilmesi igin tez igerisinde gegen
temel tanmim ve teoremler listelenmistir. Bu tanim ve teoremler diferansiyel denklem
teorisi igeren bir ¢ok kaynakta bulunabilir. Biz bu tezde (Cole (1968), Erkip (1992),
Hille (1969), Leighton (1970), (Hartman (1964))) kaynaklarin kullandik.

2.1.Varhk Teklik Teoremleri

Diferansiyel denklemler teorisinin en 6nemli unsurlarindan biri varlik teklik
teoremleridir. Literatiirde varlik teklik teoremleri siklikla ¢alisilmig ve halen de
calistimaya devam etmektedir. Bu boliimde Picard-Lindel6ft (Cole (1968), Hille

(1969)) varlik teklik teoremi ve dncesinde de gerekli tanimlar ifade edilmistir.
Tanmm 2.1.1, V(x,Y) , (x,Y) € Q igin,

|FGeY) = Fx V)| < Mlly -7 2.1.1)
seklinde bir esitsizligi saglayan F:R™?' — R™ fonksiyonuna, Q bolgesinde Y ye
gore Lipschitz sartint sagliyor denir. Burada M sayisina Lipschitz sabiti denir.

Norm olarak, Oklid norm kullanilabilecegi gibi calisilan uzaya gére degisen baska

normlar da kullanilabilir.

Teorem 2.1.1. (Picard-Lindelof Teoremi) a, b pozitif gergel sayilar olmak {izere

F(t,Y) fonksiyonunun,
A = [(tly)to S t S to +a,”Y_'Y(]" S b}

tizerinde siirekli oldugunu ve A dikdortgeni tizerinde (2.1.1) Lipschitz sartim

sagladigini kabul edelim. Ayrica,
K =maxepnealFE&VI ., 8 =min{a,b/ K}

olsun.



Bu durumda
Y=F(Y), Y=Y
baslangi¢ deger problemi ty <t <ty + § arah@inda bir tek Y (t) ¢dziimiine

sahiptir. (Cole (1968), Rao, (1980))

Teorem 2.1.2. F(t,Y) ve g—z i =(1,2,..,n) fonksiyonlarinmn (n+ 1) boyutlu
Oklid uzaymin bir A alt kiimesinde siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Y'(t) = F(t,Y)
Y(ty) =Y,

baslangi¢ deger probleminin A alt kiimesinde ¢oziimii vardir ve tektir.

Simdi i,j =1,2,..,n indisleri i¢in a;;(t) ve b;(t) fonksiyonlarn verilen
bir I ¢ R araligi iizerinde stirekli ve

Y(t) = ( 31(0), ¥2(), oo , Y (£) )

bilinmeyen n boyutlu bir vektdr olmak iizere birinci basamaktan dogrusal homojen
olmayan

n

e Z ai (DY (©) + bi(®), (i =12,..,n) (2.1.2)

j=1

sistemini gdézontine alalim.

n X n bigimindeki ( @;;(t) ) matrisini A(t) ve B(t) vektoriini
bi(t) = (by(t), by(t), ... ,by(t)) seklinde ifade edersek, (2.1.2) dogrusal sistemi,
Y’ = A()Y + B(£) 2.1.3)

bigiminde bir matris diferansiyel denklem olarak yazilabilir. Buradan sistem dogrusal

oldugunda Y' = F(t,Y), Y(ty) =Y, deki F, F(t,Y) = A(t)Y + B(t) seklindedir.

(2.1.3) denklemindeki B(t) =0 oldugunda denklem homojendir. Bunun aksi
miimkiin oldugunda ise homojen olmayan matris diferansiyel denklem adini alir.

Buna gére homojen matris diferansiyel denklemi,



Y' =AY (2.1.4)
seklindedir.

Herhangi bir n. mertebe dogrusal diferansiyel denklemi 1. mertebeden n X n
dogrusal denklem sistemi seklinde yazmak miimkiindiir. f skaler bir fonksiyon

olmak iizere n. mertebeden,
f® 4 a(Of D + 4 an(O)f = b(®)

diferansiyel denklemini ele alalim.

n=rFf
v, =f'
Y= f(n_I)

doéntistimleri ile yukarida verilen denklem (2.1.3) formunda yazilabilir. Burada

0 1. 0 0 w10 0
ao=|9 0 T Yvebw =
—dp —Uu-1 —Ou-2 —Qp-3 . @& b(t)

ile belirlenir.

(2.1.4) homojen matris diferansiyel denklemi ve buna iligkin Y(ty) =Y,
baslangig-kosul sartindan meydana gelen,

Y'=A(t)Y

Y(t) =Yy (2.1.5)
baslangig-deger problemini inceleyelim.

Dogrusal denklem sistemleri i¢in varlik teklik teoremi asagida verilmistir ve Teorem

2.1.2’nin bir sonucudur.

Teorem 2.1.3. A(t) matrisi, / kiimesi R’ de alt kiime olacak sekilde (tq € R)

stirekli ise, (2.1.5) probleminin [ kiimesinde gegerli bir tek ¢éziimii bulunur.

Dogrusal diferansiyel denklemlerde oldugu gibi ¢éztimlerin lineer kombinasyonunun

da ¢6ziim oldugu asagidaki teorem ile ifade edilmistir.

B)



Teorem 2.1.4. Y' = A(t)Y matris denkleminin ¢éztimlerinin lineer kombinasyonu

da bir ¢ziimdiir. (Rao (1980))

Tammm 2.1.2. Y;,Y,, .. ,Y, fonksiyonlart birer vektdér fonksiyonlart olsun.

Dolayisiyla,
Y11(t) Yi2(t) Yin(t)
Yl(t) = : -YZ(t) = : r"'-Yn(t) =
Va1 (0) Yz (8) Yan(t)
olmak tizere,
Yi1(t)  Yia(t) o Yia(0)
0(8)  You(t) .. Yau(t)

(2.1.6)

Ynl(t) Ynz(t) Ynn(t)
verilen determinanta Y,,Y,,..,Y, vektdr fonksiyonlarinin Wronskian’it denir ve

buradan W(Y;,Ys, ..., ¥,)(t) seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.5. (2.1.4) homojen matris diferansiyel denkleminin I € R kiimesinde

Yy, Yo, ..., ¥y matrislerinin n tane ¢éziimiiniin lineer bagimsizligi
W(Y,Y,, ..., %) #0 (2.1.7)
olmasi ile egdegerdir. (Rao (1980))

Sonuc 2.1.1. Homojen matris diferansiyel denkleminin I € R de n tane ¢ziimiiniin
Wronskian’i; denklemin ¢oziimleri lineer bagimhiysa 6zdes kabul edilip sifir, aksi

takdirde lineer bagimsizsa yine dzdes olarak sifirdan farklidir,
Sonug 2.1.2. fi, fo, ... , fa ler
fO +a Of "D 4t a,(Of =0

n. mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemin ¢oziimleri ise,



t
W(t) = W(to) B(I’:o —a(t)dt)

(2.1.8)
dir.

Teorem 2.1.6. i =1,2,..,n alt indisleri i¢in Yj(¢), (2.1.5) matris denkleminin
Y;(ty) = (0,0, ... ,1,... ,0) sartint saglayan herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bdoylece
ntane Y}, Y,, ... , Y, matris denklemlerinin ¢oziimleri (2.1.5)’in biitiin ¢oztimlerinin

lineer uzay1 igin birer baz olusturur. (Hartman (1964))
Tanmm 2.1.3. Daha dnce tammladiginuz (2.1.5) matris denkleminin
¥ilts) = 0,0, o Ao O | =120 oM

sartint saglayan Y;(t) ¢oziimlerinin kiimesine (2.1.5)’in temel (esas) ¢oziimler

sistemi denir.

o(t) = (Y1(0),Yo(t), ... , Y (t)) matrisi de (2.1.5)’in temel ¢Sztimleri matrisi ad:
altindadir.

Sonuc¢ 2.1.3. A(t) matrisinin elemanlar1 n X n tipinde t’nin siirekli fonksiyonlar
olan bir matris ise (2.1.5) baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii Y(t) = @(t)Y,
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.1.7. A(t) ve B(t) matrisleri, I C R kiimesinde (t, € ) de siirekli ise,
Y = A(t)Y + B(t)

matris sisteminin [ kiimesinde saglayan bir tek ¢oziimii vardir. Dolayisiyla ¢6ziim
Y = 0% + 0 [ 07 (5)B(s)ds
Lo

seklindedir.

Sonug 2.1.4. (2.1.9) matris sisteminin A(t)=A oldugunda sistemin ¢ézlimii,

t
Y(t) = e (t—to)A %+ e(t—t)A J’e_(s*tﬂ)AB(s)ds

to

bi¢imindedir.



Herhangi bir n. mertebeden dogrusal diferansiyel denklemi diferansiyel operatirlerle

ifade etmek miimkiindiir.

ko(Ou™ + ke, (U + oo+ ke, (Du = f(£)
diferansiyel denklemi,

L) = ko(Ou™ + ey (Ou®D 4 ook, (Du
lineer operatorii yardimiyla,

Lu=f
seklinde ifade edilebilir.
Tamm 2.1.4. L(w) = ko(D)u™ + ey (OulY 4 o 4k, (Du
diferansiyel operatoriiniin eslenigi,
L'(W) = (=" (ko(OV)® + (=1)" ey (OOV) D + v+ (k1 (V) + kv

seklinde tanmimhdr.

Tanmmm 2.1.5. L' = L ise L diferansiyel operatriine 6z-eslenik operator denir. Eger
L(u) = L'(u) = 0 oldugu takdirde L(u) = 0 ve L'(u) =0 o6z-eslenik denklemler
olarak isimlendirilir.

Lemma 2.1.1. (Gronwall-Lemmasi) Diyelim ki x = a noktasini kapsayan bir I agik
araliginda u siirekli pozitif bir fonksiyon olsun. Pozitif A ve B sabitleri igin,

x

Ju(t)dt

a

ux)<A+B

esitsizligi I araligindaki Vx igin kabul edilsin. Bu takdirde,
u(x) < AefG-9
dir.
Sonug 2.1.5. x = a ‘y1 kapsayan bir agik aralifinda u siirekli olsun. Bu agik aralikta

u(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Pozitif B sabiti ile I araliginda Vx € [ igin,

X

fu(t)dt

a

u(x) £B




esitsizligi verilsin. Bu durumda Vx € [ igin u, siirekli ve negatif olmayan bir

fonksiyon ise 6zdes olarak sifira esittir.

Teorem 2.1.8. g fonksiyonu (a,b) € R* noktasmin komsulugunda siirekli bir
fonksiyon belirtilsin. y fonksiyonunun,
y =gy , y@=b

birinci mertebeden baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olmasi igin gerek ve
yeter kosul y fonksiyonunun

X

y(x) =b+ fg(t,y(t))dt (2.1.10)

a

integral denkleminin saglamasidir.

2.2. Temel Formlar

Bu kisumda, I ¢ R ig¢in I kiimesinde kq(t) sifirdan farkli ve
ko(t) € C*(D), ky(t) € CX(I), ko(t) € C(I) olmak iizere,
ko (O)y" + k(DY + ka()y =0 (2.2.1)

ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklemine uygun ¢6ziimlerin duruma goére

kullanabilecegimiz 6zelliklerinin incelenmesini saglayan iki standart (temel) form

tizerinde ¢aligtimistir.

Bir [a, b] aralifinda k (t) fonksiyonu sifirdan farkl ise
ko(©)y" + ki (D)y" + k(O =0,  y(to) =0
ikinci mertebeden baslangi¢ deger problemi,

t
i J‘ ka(s)

y©) =u@®ye *Ja kO 2.2.2)

dontisiimii ile (2.2.1) denklemi ile normal forma dénistiiriilebilir. (Humi-Miller

(1988))

t
= |
Basitlik igin e a ° terimine A dersek;



A 1k, ()
Y RO)

Au

w ol o 1k 1k 1k (0N 1hy'(8)  1ho'(0)ky(t)
Y "Al“ U (_Eko_zko)”{l(ko(t)) T2k® " 2 k(D) H

elde edilir. Bu elde edilen tiirevleri (2.2.1) yerine yazdigimizda
u" + F(t)u = 0 (Normal Form) (2.2.3)

seklinde bulunan normal formuna ulasilir. Burada,

1

il 1, ;
PO = 15 [foko = ghi? =50’k ~ ko

seklinde ifade edilir.
Ustel ifade sifirdan farkh olarak bilindiginden (2.2.2) denklem déniistimii

(2.2.1) denkleminin g¢éziimiindeki koklerin sayisim etkilemez. O takdirde verilen

aralik olan [a, b] tizerinde k,(t) fonksiyonu sifirdan farkli ise (2.2.1) denklemi,

ka(s),
= Ko
h(t) ) e
verilen ifadeyle ¢arpilirsa,
POUW) +Qu=0 (2.2.4)

tipinde oz-eslenik forma doniistiiriilebilir. Buradaki P(t) = koh(t), Q(t) = k,h(t)
verilmis olan fonksiyonlardir. (Humi-Miller (1988))

Yukaridaki doniisiimlerle ilgili bir konuya deginirsek, (2.2.4) denklemi (2.2.1)
denklemine gore daha genel bir denklemdir. Yani, (2.2.1) denklemi (2.2.4)
bigimindeki bir denkleme her zaman donistiiriilebilir fakat aksinin miimkiin

olabilmesi i¢in P(t) fonskiyonunun C’([a, b]) ‘in eleman: olmasi gerekmektedir.



BOLUM 3
STURM LIOVILLE DIFERANSIYEL DENKLEMLERI

Bu béliimde, birinci ve ikinci mertebeden lineer homojen Sturm Liouville
denklemlerine yer verilecektir. Sturm Liouville denklemleri literatiirde bir ¢ok bilim
insant tarafindan ¢alisilmig  diferansiyel denklemleri, alammnm en 6nemli
denklemlerinden biridir. Ozdeger problemi olarak da bilinen bu denklemin salinim
teorisinde pek ¢ok uygulamasi mevcuttur. Salinim teorisinin mekanikten elektrige,
optikten ekonomi ve sosyal bilimlere, biyolojiden fizige bir ¢ok alanda uygulamalari
mevcuttur. Sturm Liouville denklemleri kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
¢ozlimleri i¢in de ¢ok Gnemli bir aragtir. Biz bu béliimde Sturm teorisi alaninda
yapilan arastirmalar sonucu ortaya c¢ikan ve geligtirilen bazi karsilastirma

toeremlerinin tistiinde duracagiz.

3.1. Birinci Mertebeden Denklemlerin Sturm Liouville Teorisi

Bu kisimda, birinci mertebeden diferansiyel denklemlerinin ¢éziimleri {izerinde
durulmustur., {1k olarak baslangig deger problemlerinin ¢éziimlerini inceleyecegiz.
Verilen ilk teoremin ¢6ziimlerine istinaden baslangic deger kosullari birbirine
yeterince yakin stz konusu oldugunda teoremde belirtilen bolge geregi ¢oziimleri de
birbirine yakindir. Dolayisiyla y(x, n), n' ye gore siireklidir.

Teorem 3.1.1. g(x,y) € C' fonksiyonu Q:|x —m| < a,|y —n| < B| dikdértgen

bolgesi tizerinde Lipschitz sartint saglasin. y(x, n) fonksiyonu da

y(m) =n (3.1.1)
bigiminde verilen baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
verilen € > 0 igin dyle § > 0 sayist vardir ki [n; —n,| < diken her|x—¢c|<a
igin [y(x,ny) — y(x,nz)| <e.
ispat: Teorem 2.1.8’den (3.1.1) baslangig deger problemi ile,

X

y(x,n) =n+ j glt, y(t,n)]dt (3.1.2)

m

integral denklemine esdegerdir.

11



Buradan,

X

y(x,ny) — y(eny) = (ng —ny) + j l9(t,y(t,n) — g(t,y(t,ny))] dt

m

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinir ve diizenlenirse,

ly(x,ny) — y(x,mp)| < [ny — np| +

f[g(t,y(t, ny)) — gt y(t,ny))| de

m

< |ny —nyl + f|g(t,y(t, n)) —g(ty(t,ny))|dt  (3.1.3)

m

bulunur. g fonksiyonu, Lipschitz sartim sagladigindan,

lg(x, y1) — g6, y2)| < Mlyy — sl

olacak sekilde bir M > 0 sabiti mevcuttur. Buradan yola ¢ikilarak,

X
ly(x,ny) —y(x,n)| < Iny —mp| + M fly(t, ny) = y(t,ny)|dt (3.1.4)
m

yazilabilir. Daha 6nce ifade ettiimiz Lemma (2.1.1)’den
ly(x,n1) = y(x,ny)| < §eME—m) (3.1.5)
seklinde elde edilir. Simdi § = & e ™™ olsun. V|x — m| < a igin,
ly(ang) —y(x,ng)l <«
bulunur.

Teorem 3.1.2. g(x,y) € C' fonksiyonu Q:|x —m < al|,|y —n| <f dikdsrtgen
bolgesi tizerinde smirh olsun. Dolayisiyla Lipschitz sartimi saglasm. Y’ = g(x, y)
denkleminin (xg,y,) noktasim saglayan ¢oziimii ¢ ve (X, ¥y) noktasindan gegen
¢oziimil ¢ fonksiyonlarim kabul edelim. Bir m < x <n aralif1 tizerinde ¢ ve @

fonskiyonlarimin tanimli oldugunu varsayalim. (Leighton (1970))

Boylece, Ve > 0 tekabiil eden |x —X|,|xy —Xo| ve |yo— Vol bolgelerinin &

sayisindan kii¢iik oldugunda
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m xR m< X < wigin,
lp(x) =Pl <e
olacak sekilde bir § = §(&) > 0 sayist vardir.

Sonug 3.1.1. g(x,y) € C' ve g fonksiyonlari, Lipschitz sartim sagladigindan dolayi

daha once ifade ettigimiz (3.3.1) probleminin tek bir ¢éziimii vardir,

Teorem 3.1.3. Bir A ¢ R™1 ‘de F € C’ olsun ve Lipschitz sartim saglayacak sekilde

bir F fonksiyonu verilsin. n X 1 boyutlu bir ¥ vektorii olmak tizere;

dY—FYt
dt_ (l)

denkleminin ¢éziimii olan Y (¢t, ¢;), ¢, e gore siirekli tiirevlenebilirdir.

Ornek 3.1.1. A, n X n boyutlu sabit elemanli matris ve y, n X 1 boyutlu vektor

olmak {izere,

D _a ¢
T = y+g(t)

y(to) = ¢4
baslangi¢ deger problemini inceleyelim. Sonug 2.1.4. ‘den bu problemin y(t,c;)

¢ozimil,
t
y(t c) = gt lg it fe‘“g(s)ds
to

olup y vektorii ¢, ’e gore stirekli tiirevlenebilirdir.

Ornek 3.1.2. (3.1.1) probleminde g fonksiyonu, Lipschitz sartim saglamadiginda
problemin birden fazla ¢6ziimii var olabilir.

Bunu da asagidaki bir problemle agiklayalim.
Ornegin;

1
Y' =5, y(0)=0

probleminde gerekli islemler yapildiginda y(x) = Fv4x seklinde iki ¢6ziimii oldugu

goriiliir. Diger bir ifadeyle ¢oztimlerin tekligi yeterlidir.
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Ornek 3.1.3. Verilen problem (3.1.1) eger uygun kosullarda ele alirsak baslangic
sartt maksimum & hata gelecek sekilde diistiniildtigiinde (3.1.2) denklemi, boylece

sistemin incelenmesinde olas: tiim durumlar hesaplanabilir.
Bir 6rnek verilirse;
y'=x* Iy0-1=<6 Ix*|<1
sistemi igin,
lg(x%,y1) — g%, y2)| < lys = ¥2]
verilip (3.1.5) esitsizliginden,
[Ay| = ly(x%, 1+ 8) — y(x* 1)]| < 8e*” < e

elde edili. Devaminda 1— 6 < y(0) <1+ § baslangig sartina bagh olan her
¢Ozlim;

x3 xS
es —fe <y(x)<e3 +de

verilen egitsizligi gerektiginde saglamalidir.

Teorem 3.1.4. F(x,y) fonksiyonunun, x >m aralifn i¢in Lipschitz sartini
sagladigim kabul edelim. Eger g(x) fonksiyonu, g'(x) < F(x, g(x)) diferansiyel
esitsizligini sagliyorsa,
y'=F(xy)
fm) =g(m) =¢
baslangig-deger probleminin f(x) ¢oziimii m < x igin g(x) < f(x) esitsizligini
saglar.
Ispat: Diyelim 6yle bir x; mevcut olsun ki f(x;) < g(x;) esitsizligi var olsun.
Buna gore;
S={x|(f(x) —g(x) = 0,m < x < x4}

kiimesini inceleyelim. § kiimesi bos kiimeden farklidir ¢linkii mn € § dir. Ayrica §
siirh ve kapali kiime oldugundan b = max{x € §} noktas1 vardir. Buna gbtre

(b, x1] arahig1 tizerinde r(x) = g(x) — f(x) > 0 ve r(b) = g(b) — f(b) = 0 du.

Diger yandan r(x) fonksiyonu,



() =g'(0) — f'(x) < F(x,g(0) - F(x, f(x))
< M(g(x) - f(0) = Mr(x)
esitsizligini saglar ve tammladigimiz aralik olan (b, x, | tizerinde,
0< r(x) < r(b)eME—m =

esitsizligi elde edilir. Yani r(x) fonksiyonu sifirdir. Boylece, (b, x,] aralik iizerinde

f(x) < g(x) varsayimiyla gelistiginden ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.5. (Karsilastima Teoremi) f ve g fonksiyonlar: sirasiyla verilen

baslangi¢ deger probleminin ¢éziimleri olsun. Yani,

y'=Fxy) Y =6(xy)

fm) =c g(m) = ¢
bigimindedir. F ve G fonksiyonlar1 Lipschitz sartin1 sagliyor, eger bir Q bélgesinde
G(x,y) < F(x,y) ise g(x) < f(x) dir. (Hille (1969), Swanson (1968))

Ispat: g fonksiyonu verilen y' = G(x,y) denkleminin bir ¢ziimiinii sagladigindan,

g'(x)=G6(x9) SFx9)
dir. Dolayisiyla, bir 6nceki teoremde ifade ettigimiz gibi m < x igin g(x) < f(x)
esitsizligi elde edilir.
Teorem 3.1.6. f ve g fonksiyonlar: 3.1.4 teoreminde tamimladigumz sekilde kabul
edilsin. Eger ki g(m) < f(m) ise m < x igin g(x) < f(x) dir. (Hille (1969),
Swanson (1968))

Ornek 3.1.4.

I

y' =x% y' = xy
problemlerinin (1) = 1 ve g(1) = 1 ¢oziimlerini inceleyelim,
1<x 0<y oldugunda xy < x*y dir. Teorem 3.1.5 karsilagtirma teoremi geregi
Q:{(x,y):1 <x, 0<y} Dbolgesinde ¢oziimleri g(x) < f(x) esitsizligini
saglamaktadir, Belirtilirse,

x5-1 x2-1

f)=es5 , g)=e 2

olup Q bélgesinde g(x) < f(x) dir.



3.2. ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler i¢in Sturm

Liouville Denklemleri

Bu kisimda, ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin ¢oztimleri olan iki
¢oziimiin sifirlart Gizerinde durulacaktir. Ardindan sifirlart olan bu iki denklemin
¢Oziimleri de incelenmistir. Sturm ayirma ve Sturm kargitlagtirma gibi 6nemli iki

teoreme de yer verilmisgtir.

Ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem;

L) = po(0)y” +p1(x)y" + p2(x)y = 0
biciminde tanimlansin.
I © R ‘de po(x) # 0 vepy € C2(I),p, € C'(I) ve p, € C(I) olsun.

Teorem 3.2.1. L(y) = 0 lineer homojen diferansiyel denkleminin bir asikar olmayan

¢oziimiiniin her kokii basittir. (Swanson (1968))

ispat: Diyelim ki L(y) = 0 lineer homojen diferansiyel denkleminin agikar olmayan
¢bzlimiinli x = x, noktasinda bir sifir1 kabul edelim. Buna gore baslangig-deger
noktalart y(x,) = y'(x,) = 0 dir. Daha 6nce ifade ettigimiz teorem 2.1.2 ‘e gore
problem bir tek ¢dziime sahiptir. Bu ise verilen ¢oziimde y(x) = 0 asikar ¢oziim
olup bir geliski belirtir. Dolayisiyla geliskiden L(y) = 0 ikinci mertebeden lineer

homojen diferansiyel denklemin agikar olmayan her ¢oziimtintin kokii basittir,

Teorem 3.2.2. L(y) = 0 ikinci mertebeden lineer homojen diferansiyel denklemin
bir asikar olmayan y(x) ¢oziimii, kapali aralik olan [a, b] tizerinde en fazla sonlu

sayida sifira sahiptir. (Swanson (1968))

Ispat: y(x), [a,b] aralifinda sonsuz sayida sifira sahip oldugunu kabul edelim.
Bolzano — Weierstrass teoremi geregi sinirlt her dizinin en az bir yigilma noktasi
olacagindan bu sifirlarin kiimesi verilen aralikta bir ¢ y1gilma noktas: vardir. Diger
yandan Rolle teoremine gore y'(u) = 0 olacak sekilde sonsuz sayida u € [a, b]
noktast bulunur. Bu kiimenin de yigilma noktasi ¢ dir. Béylece y(c) = y'(c) = 0 dm.
Teorem 3.2.1°den yararlanilirsa bir ¢eligki elde edilir. Bu da y(x)’in [a, b] aralig1

iizerinde en fazla sonlu sayida sifira sahip oldugunu ispatlar.
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r fonksiyonu siirekli tiirevlenebilir, p fonksiyonu siirekli ve a <x < b aralifi

{izerinde taniml iki fonksiyon olsun. r(x) > 0 igin,
[r(x)y']" + p(x)y =0 (3.2.1)
denklemini ele alahm. Gerekli islemler yapildiginda;
y'"r(x) +y'r'(x) + p(x)y = 0 denklemi meydana gelir.

Teorem 3.3.3. (Sturm Aywrma Teoremi) (3.2.1) diferansiyel denkleminin lineer
bagimsiz iki ¢oziimii y,,y, olsun. x; ve x, de y;(x)’in ardigik iki ¢dziimii kabul
edelim. Bu durumda (xq,x,) aralifinda y,(x)’in yalmz bir sifinn vardw. (Hille

(1969), Swanson (1968))

Ispat: y,,y, fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan x; veya x,, ¥,(x)’in sifir
olamaz. Kosullara uygun

_ y1(x)

)= V2 (x)

fonksiyonu tammlansin. Diyelim ki (x,, x,) aralifinda y, (x)'in bir sifirt olmasin. Bu

durumda (x4, x,) aralifinda ¢ siirekli tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla,

@(x,) = @(x,) = 0 dir. Rolle teoreminden ¢'(u) = 0 olacak sekilde u € (x4, ;)

noktasi vardir, Bu durumda ¢’ () fonksiyonu yazildiginda,

_ y2(0y1 "G — v (Wya () _

y22 (1) !

@' (W)

bulunur. Bu denklem esitliginin miimkiin olmasi i¢in y(y,,v,)(¢) = 0 denklemini
saglamas1 gerekmektedir, bu ise imkansizdir. Yani, y, fonksiyonunun (xy,x,)
araliginda en az bir sifir1 olmalidir. Diyelim ki y, fonksiyonunun (x4, x;) araliginda
iki sifirt var olsun. Bu durumda (xq,x,) aralifinda y; ’in bir sifirt olmasi
gerektiginden bu y,’in ardigik iki sifiri olmastyla geligir. Boylece, y, nin (x4, x;)

araliginda yalniz bir sifir1 olup ispat tamamlanmis olur,

(")l'l{el( 3.2.1. KN — LM # 0 olmak iizere, y" + t2y = 0 denkleminin iki lineer

bagimsiz ¢oéziimii
y1(x) = K costx + Lsintx

Vo(x) = M costx + N sintx



dir. Sturm Ayirma teoremine gore, bu iki ¢dziimden birinin iki sifirt arasinda diger

¢oziimiin bir sifir1 vardir.

Uyan 3.2.1. Sturm Ayirma teoremi, bir diferansiyel denklemin her ¢oziimiiniin bir
stfira sahip olmasini gerektirmez. Bu uyariyi, asagidaki bir 6rnekle dogrulayalim.

Ornek 3.2.2. y" —t?y =0 denklemi incelendiginde y(x) = ¢;et* + c,e™™

bigiminde bulunan denklem ¢oziimii A cos htx olup gérilldiigli tizere bir sifira sahip

olmadi@i bulunmaktadir.
Teorem 3.2.4. p ve q fonksiyonlari, [a, b] araliginda siirekli ve yine bu aralikta
q(x) < p(x) verilsin. Ayriyetten y ve y fonksiyonlart,

y' +px)y =0

' +qx)y=0 (3.2.2)

denklemlerinin asikar olmayan ¢éziimleri olsun. Béylece p = q ve y fonksiyonunda
y’nmin bir kati olmadikga [a, b] araliginda y(x)’in ardigik iki sifir1 arasinda y(x)’in

en az bir sifir1 vardir.
Uyar1 3.2.2. py(x) # 0 kabul edildigi takdirde teorem 3.2.4,

Po(X)y" + p1(x)y" + p(x)y =0 (3.2.3)

bigimindeki denklemler i¢in de kullanilmaktadir. Daha &nce bahsetmis oldugumuz
2.3 kesiminden (3.2.3) denklemi her zaman (3.2.2) bigimine kolayca doniistiiriilebilir.

Ayrica denklemin sifirlarini bu déniisiim denklemi etkilemez.

spat: y(x) ’in ardistk iki sifin x; ve x, olsun. Ayrica (xq,x,) arahifinda
y(x) fonksiyonu sifirdan farkli olsun. (3.2.3) denklemi homojen bir denkiem

oldugundan —y ve -y fonksiyonlari da birer ¢oziimdiir. Bu durumday > 0O vey > 0
denilebilir. Buradan (xq,x;) aralifinda y ve y’'nmin Wronskian fonksiyonu,

Yy, x1) = y(x)y'(x1) >0

Yy v, x2) = y()y' (x2) > 0 (3.24)
ve dolayisiyla,

Yorv.x)=yy"=y"'y=yy(p—q) 20



yazilabilir. Béylece y fonskiyonu (x4, x,) araliginda azalmayan bir fonksiyon oldugu
goriiliir, Bu ise bir ¢eliski belirtir. Sonug olarak, (x;, x,) aralifinda y(x)’in bir sifira

sahip olmasi gerektirmektedir.

Uyari 3.2.3. Eger x4, y ve y’nin bir sifirt ise y(x) fonksiyonu, y(x) fonksiyonundan
daha hizli bir salimm gergeklestirdiginde teorem 3.2.4, y nin y’dan daha &nce bir

stfirt olmasint gerekmektedir.
Sonug 3.2.1. [a, b] araliginda q(x) < 0 ise,

Y +q()y=0 (3.2.5)

denkleminin agikar olmayan ¢6ztimiintin [a, b] arahginda bulunabilecek en fazla bir

sifirt vardir,

Ispat: Verilen denklem (3.2.5)’in bir y(x) ¢dziimiiniin [a, b] araliginda iki tane sifir1
var ise teorem 3.2.4°den y"” =0 denklemin ¢dziimiiniin bu aralikta bir sifiri
olmasint gerektirdiginden bu ifade bir ¢eligki belirtip ispati tamamlamamiza yardimet

olmaktadir.

Teorem 3.2.5. (Sturm Karsilastirma Teoremi)
a < x < b arah@inda;

r(x)y” +r'(x)y' + pi(x)y =0 (3.2.6)
denkleminin bir ¢éziimii u olsun. Yine ayni aralikta verilen;

r(x)z" +r'(x)z' + p,(x)z=0 (3.2.7)

denkleminin de bir ¢6ziimii v olsun. Ayrica r(x) fonksiyonu sifirdan farkl ve pozitif
olmak tiizere r stirekli tiirevlenebilir, p,(x) > p;(x) olacak sekilde p; ve p,

fonksiyonlart siirekli fonksiyonlar olsun.

Sayet [a, b] aralifinda x;, x,’ler u’nun ardigik iki sifirt ise, x; < x < x, arahifinda
v’nin en az bir sifiri vardir. Diger yandan, x;’in v’nin bir sifir1 olmast durumunda

da gegerliligi vardir. (Hille (1969), Swanson (1968))

Ispat: Kabul edelim ki x; < x < x, aralifinda v’nin bir sifirt olmasin. Yine bu
arabkta u(x) >0 ve v(x) >0 olsun. u ve v swasiyla (3.2.6) ve (3.2.7)’nin

¢oziimleridir.
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Dolayisiyla,
[l + p(u =0
[r()v']" + p(x)v =0
yazilabilir, Birinci denklem —wv ile ikinci denklem u ile ¢arpildiginda;
—v[r@u] - vlup,(x)] = 0
ulr(x)v']" + ulvpa(x)] =0

bulunur. Devaminda taraf tarafa toplanir ve x; < x < x, aralif1 tizerinden integral

alinirsa;
r(x)u (x2)v(x) — (e )’ () v(xy) = f [p2(x) — pr (D) Julx)v(x)dx

elde edilir. Hipotez geregi 7(xy) >0 dir. x; < x < x, aralifinda u(x) >0 ve
u(x,) = 0 oldugundan da u'(x;) <0 dir x; <x <x, arahfindan v(x) >0
oldugundan v(x;) = 0 dir. Buradan 7(xp)u’(x,)v(x;) <0 ve benzer ifadeyle
r(x ) (x)v(x,) = 0 dir. Buna gore birinci taraf pozitif degildir. Diger yandan
p2(x) > p1(x) oldugundan ikinci taraf pozitif olacagindan bu bir geligki belirtir. Bu
da x; < x < x, arah@inda v’nin en az bir sifir1 oldugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

=
-

N

\

Sekil 3.2 Coziimlerin sifirlart arasindaki iligki

20



Teorem 3.2.6. p,(x) ve p,(x) fonksiyonlar [a, b] aralif1 tizerinde stirekli ve

z" +p,(x) =0

z(a) = z(b) =0 (3.2.8)
siir — deger probleminin bir agikar olmayan ¢oziimii z(x) olsun.

Ayrica,

b
f [p1(%) — P2 (0))22(¥)dx = 0 (3.2.9)

denklemini kabul edelim. Bu durumda;

y'+p(x)y=0,y(a) =0 (3.2.10)
sinir-deger probleminin agikar olmayan bir y(x) ¢ziimii,
a < x < b arahifi iizerinde bir sifira sahiptir.

Ispat: z(x) fonksiyonu (3.2.8) denkleminin ve y(x) fonksiyonu (3.2.10)

denkleminin birer ¢dziimleri oldugundan,
2" + pa(W)z(x) = 0

¥ +p1()y(x) =0

z?(x)
bi¢iminde ifade edilebilir. Birinci denklemi —z(x), ikinci denklemi de y(x) ile

carpip toplarsak;
2 [z - zy;] = [ () — p ()] (3211)

esitlik elde edilir. Buradan yola gikarak kabul edelim ki y(x) fonksiyonu sifirdan

Z
farkli olsun. (3.2.11) elde edilen esitligin sol tarafi y parantezine alinip,

%()’Z '—zy') seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinda a’dan b’ye integral

alindig takdirde;

b b
f%(yz’ —zy")dx = f[pi(x) —p2(0)]2z%(x)dx = 0 (3.2.12)

bulunur. Birinci integralde kismi integrasyon uygulandiginda,
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b
7z z

—(yz' —zy")’ ﬂsfz'——’zdx
[y()’ y)]l a( y3’)

(3.2.13)

elde edilir. ¢; bir sabit olmak tizere z(x) # ¢; y(x) oldugundan (3.2.13)

Z
esitsizliginin sag tarafi pozitif ve L' Hospital kurali geregi x = a da y orani sonlu

oldugundan sol taraf sifirdir. Bu ise bir geliski belirtir. ifade edelim ki (3.2.9)

saglantyorsa y(x) fonksiyonu, a < x < b deger aralifinda bir sifira sahiptir.

Teorem 3.2.7. 7(x) = 1 sartindan yola ¢ikilarak Teorem 3.2.5’in bir genel ifadesidir.

Diger yandan Teorem 3.2.5’in énemli bir durumu g sabit olmak tizere p,(x) = p?

oldugunda bulunmasidir. Bu takdirde (3.2.7),

f [p1(x) — Hz] sin? pu(x—a)dx =0

a

bigiminde ifade edilir. Buradan,

a+(3;)

f p1(x) sin® u (x — a)dx = gﬂ
a

seklindedir. Bu esitsizlikte ¢, = p(x — a) déniistimii uygulandifinda,

4

to i s
fpl(z + a)sin? t, dt = f“z
elde edilir.
Teorem 3.2.8. (Sturm-Picone Teorisi)

r(x)y" +r'(x)y’ +p(x)y =0

r(x)z" +r'(x)z" + p,(x)z=0

(3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.17)*

denklemleri (3.2.6) ve (3.2.7) denklemlerinin yerine alindiginda r,(x) < 1(x)

kosulu kabul edilirse; daha 6énce tanimladigumz Teorem 3.2.5°de bulunan sonuglar

da gegerlidir.
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Teorem 3.2.9. [a,b] araliginda verilen 1y (x),7,(x),p,(x) ve p,(x) denklemleri

stirekli ve 14 (x) > 0 ve 1,(x) > 0 olsun. z(x) # 0 olmak iizere,
[12(x)2'] + p2(x)z =0, z(a) = 2(b) = 0

sinir-deger probleminin ¢oziimiidiir. Sayet;

b
f [(r; = 11)(2")? + (p1 — p2)z*] dx 2 0

kosulu saglaniyorsa;
r)y" + ')y +p1(x)y =0
y(a) =0
baglangig-deger probleminin bir y(x) ¢6ziimii (a, b] araliginda bir sifira sahiptir.

Bu teoremin ispati, teorem 3.2.6’nin ispatina benzer sekildedir. Gerekli olan

baginti ise,

b b "
[ 102 =@ + Gy = pe?ax+ [ 1 [Z—Z—-J#] dx

Z
;[7'2312' —11y'7]|q

dir. Verilen bu bagmtinin adi Picone formili *diir. (3.2.12)’e benzer bigimde

bulunabilir.
Teorem 3.2.10. (Bocher-Osgood)
I:0 € x < o aralifinda p fonksiyonu siirekli ve tiirevlenebilir, p(x) > 0,p'(x) = 0
kogullarinin kabulleri {izerine,

y'+p(x)y =0 (3.2.18)
denkleminin bir ¢6ztimii y(x) olsun. $ayet a ve b y’(x)’in ardigik iki sifir1 varsa;

lv(b)] < |y(a)| olmast miimkiindiir.
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Ispat: y(x) fonksiyonu y” + p(x)y = 0 denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan

bu denklemi yazabiliriz. Eger her iki tarafim 2y’ ile ¢arpip, a’dan b’ye integral

alirsak;

2y'y" + 2y'p(x)y = 0

b b
f [0/ dx + [P GoYdx =0

b
0/ B+ [ 960 A oldx =0 (32.19)

denklem esitligi elde edilir. (3.2.19) denkleminin birinci terimdeki ifadesi sifir, yani

(¥'(x))? = 0 dm. Ikinci terime ise kismi integrasyon uygulanirsa;

b
p(b)y*(b) — p(a)y*(a) — f p' (x)y?(x)dx = 0
b
p(0)y2(b) — p(a)y*(a) = f P )y (x)dx (3.2.20)

bulunur. Diyelim ki y2(b) > y?%(a) kabul edilsin. Buradan yola ¢ikarak,

b

b
[ vy < y20) [ p@dx =2 - @

a

dir. (3.2.20) denklem esitliginden,
p(b)y?(b) — p(a)y*(a) <y*(b)[p(b) — p(a)]
dir.

Dolayistyla, p(a)y?(b) < p(a)y?*(a) olur. Bu kabuliimiize bir ¢eliski yaratir.

Béylece ispat tamamlanmis olur.

Bocher-Osgood teoremi 6z-eslenik formlar i¢in de gegerlidir, Daha oOnce

tanimladigimiz,
r(x)y") +plx)y =0 (3.2.21)

denklem incelendiginde, (x) > 0, p(x) ve r(x) € C'(I) denilebilir.
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Teorem 3.2.11. 7r(x),p(x) > 0 ve [r(x)p(x)]’ = 0 olsun. Kabul edelim ki y(x)

fonksiyonuda (r(x)y')’ + p(x)y = 0 denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Sayet

a ve 8, y'(x)’in ardigik iki sifiri ise |y(B)] < |y(a)| dir.

Ispat: (r(x)y")" + p(x)y = 0 denklemine

X

1
t= f@dx

0
déniistimii yapilirsa,

, dy w B2 1

rCy = [yl = AT

elde edilip (3.2.21) denkleminde yerine yazildig takdirde,
v+ [p()r)]y =0

bulunur. Déntisiimiin esitsizligi,

olmak tizere,
d
-(-l—t[p(x)r(x)] >0 , DLttt

sartlar geregi teoerem 3.2.9"u saglar. (3.2.23) esitsizliginden,

[p()r ()] r(x) =0

(3.2.22)

(3.2.23)

seklinde tanimlanabileceginden teorem 3.2.9 uygulanirsa ispat tamamlannisg olur,

Teorem 3.2.9°dan sayet [r(x)p(x)]’ = 0 verildiginde ise (3.2.21)’in ¢dziimleri

sinirlidir ve hatta esitsizlik yon degistirirse ¢oztimlerin sinirlt olmasini gerektirmez.

Teorem 3.2.12. Sayet, r(x) fonksiyonu pozitif ve [r(x)p(x)]’ < 0ise (3.2.21)’in

denkleminin bir ¢dziimii y(x) olmak sartiyla 7(x)p(x)y?(x) carpimi siirlidar.

Ispat: (3.2.21) denkleminin bir ¢éziimii y(x) olsun. [r(x)y’] + p(x)y =0

denkleminin her iki tarafin1 21y’ ile ¢arpip a’dan x’e integral alinirsa;

2ry' (r()y")' + 2ry'p(x)y =0
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X X

ZIT')"[‘!’(X)J"]'dx + 2 f ry'yp(x)dx = 0
a a

y)IE + f rp(y?)dx = 0

MY (T2 + 1Py = o + j PO Y2 (0 dx

esitlipi bulunur, ¢;% burada sabit terimdir. [(x)y’(x)]? ve r(x)p(x)y?(x) terimleri

¢, 2 sabit teriminden kiigiik olup ispat tamamlanmisg olur.
Ly = [n(x)y'lT + b(x)y" +p;(x)y =0 (3.2.24)
Lz = [r,(x)z'] + C(x)z' + p,(x)z=0 (3.2.25)

bigimindeki ikinci basamaktan daha genel diferansiyel denklemler igin kaynaklarda

baz1 kargilagtirma teoremlerini inceleyelim.

Burada b ve C birer (a, ) aralifinda reel degerli siirekli fonksiyonlar, diger katsay1

fonksiyonlari ise daha 6nce verdigimiz Teorem 3.2.8’de tammlandigi gibidir.

Q(w),d = (uy,u,) degiskenlerine bagh ve
Q) = 1y % — 2Cu uy + Guy? (3.2.26)
bigiminde tamimli, kuadratik formu ele alinsin. G stirekli olsun. Buradan;
A= 4C? = 41,6 <0
C%<nG
CZ
G = ; (B227)
elde edilir. Tanim geredi V(uy,u;) € R? icin Q(u) = 0 ancak ve ancak kuadratik

formu (3.2.27) kosulu adi altinda pozitif-yari-tanimlidir.

Bu kuadratik formlarin iizerinden verdigimiz agiklamalar geregi verecegimiz

teoremlerde kullanabilecegimiz iki gdsterimlerin tizerinde duralim.
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v,y fonksiyonlari (@, 8) araliginda siirekli y(a) = y(B) = 0 olmak iizere,

Fy) =1,(y")? = 2Cyy" + (G — p2)y?
taniml ve

s
Jy) = f F(y)dx (3.2.28)

(24
kuadratik fonksiyonu olsun. Buna istinaden;

B
jo) = f [1.(y")? — 2byy’ — pyy2ldx (3.2.29)

a

bigiminde bir fonksiyon ve V(y) = j(y) — J(y) olacak sekilde bir

B B
V(y) = f [r(y")? = 2byy' — p1y?ldx — f F(y)dx

fonksiyonu da var olsun. Buradan;

B
V(y) = f (=) = 2= Cyy' + Py —pr— )| dx  (32.30)

a
bi¢iminde olan fonksiyonu kabul edelim.

beC(a,p) ve C €C'(a,p) durumunda (3.2.30) fonksiyonunda kismi integral

uygulanirsa;

p
V(y) = j [y — 1))+ (b = C' +py —py — G)y?]dx (3.2.31)

ifadesi bulunur.

CZ
Teorem 3.2.13. (a, ) tizerinde G 2 T, olsun. J(y) < 0 olacak gekilde 3y # 0 var

ise (@, B) arahginda L(z) = 0'm her ¢dziimii igin 3¢ igin z(c) = 0 di.

Ispat: Diyelim ki (a,8) araliginda z # 0 olacak sekilde L(z) = 0 denkleminin bir

¢coziimii z olsun.
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L(z) = (r,(0)z' ()" + b(0)z'(x) + p2(x)z = 0

denkleminde 3z i¢in L(z) =0 ' ¢oziimi ise (a,f) arahginda z(x) # 0 ’m

tizerindedir.

Vo

4} ryz’
! 7z

bigiminde taniml iki fonksiyon olsun. Bu durumda (e, ) araligindaki her noktada,

. 1
X2 — 2CyX + Gy? + (¥2Y) = F(») + (y2 E) Lz (3.2.32)

esitligini daha agik sekilde yazarsak;
y I
w|3)]
y2

1 1
(7'2 ;) (zy' — 2'y)%— 2Cy~ (zy' —z'y) + Gy* + =) [z(ry2)" — 13(2")?]

2 I

— 2Cyz (g) +Gy* + y? (TZZZ ) =F(y) + (yzé) L(z)

1
1(v")? = 2Cyy’ + (G — py)y? + (yz ;) L(z)

denklem esitligi elde edilir. Buradan belirlenen aralik olan (a, £) araliginda L(z) = 0

oldugunda (3.2.32) denkleminin a’dan 3’a integrali alinirsa,

‘G v
Zl
) = f['er2 —2CyX + Gy*]ldx + lim lrzyz —l (3.2.33)
wv-a,f Z u
(14

bulunur. (3.2.33) denklemde ikinci yan terim sifir ve birinci yan terim hipotezden
dolayt pozitif yart tanimhdir. Dolayisiyla, bir ¢eliski belirtir, Boylece ispat

tamamlanmis olur.

CZ
Teorem 3.2.14, G = T (a,B) tizerinde olsun. J(u) < 0 olacak sekilde (a,f)
araliginin bir agik alt araliginda 6zdes y # 0 tanimli y fonskiyonu var ise
L(z) = 0’1n her ¢oziimii agagida verilen 6zelliklerden birine sahiptir.

i) (a, ) aralif1 iizerinde z en az bir sifira sahiptir.

_c . .
ii) (a, B) aralig1 iizerinde G = %, dir ve z(x) fonksiyonu, [a, ] araligida bulunan
bir x, sabiti igin,

28



¥ (X)eLo[—C(X)T}xj]dx

ifadesinin bir sabit katidir.

Ispat: (3.2.33) denklemindeki integral kareler toplami olarak yazilirsa,

g ; )
0= [t (x-(2)) + (G - (f—)) y)dx

c?
Iv)

olur. (e, B) arahginda r, pozitif ve G = — oldugundan J(y) = 0 dir. Esitlik (a, #)

2

" x= c=E s X =2 : y
arahginda 4 =~ ve U =T durumlarm saglar. 4 = ’den X yerine yazildig
2 2 T2

takdirde,
d y 1 Cy
wh=xG) =
ve ya

v g oll el
Z

CZ

elde edilir. Buradaki K sabiti sifirdan farkli ve x, birer sabit olmak tizere ¢ = Ve

z(x) de
ej:;[—(.‘(x)rz—%ﬁ]dx

fonksiyonunun bir kati olmadigt stirece J(u) >0 du. Bu durumda Lz =0

denkleminin her ¢6ziimii (a, ) arahigi tizerinde en az bir sifirt vardir.

CZ

Teorem 3.2.15. (a, ) aralifn iizerinde G = —~ olsun. Bu aralik iizerinde; V(y) > 0

2

ve y(a) = y(B) = 0 olacak sekilde Ly = 0 denkleminin asikar olmayan bir y

¢oziimii varsa, Lz = 0 denkleminin her ¢6ziimiinde en az bir sifira sahiptir.

Ispat: V(y) > 0 olsun. Bu durumda J(y) < j(y) dir. (@, B) aralif iizerinde Ly = 0
ve y(a)=y(p)=0 oldugu takdirde Green formiili  uygulamrsa,

B
f y(Ly)dx + j(¥) = [ryy' 15
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yazilabilir. j(y) = 0 oldugundan J(y) < 0 elde edilir. Teorem 3.2.13 ve hipotez

geregi bir geligki belirtir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.16. 0 < x < oo aralifinda, b ve p, ’ler stirekli fonksiyonlar ve p;(x) = 0

olsun, Sayet y ve z denklemleri sirasiyla;
y'+ by —pi(x)y >0
z' 4+ b(x)z' —pi(x)z=0

denklemlerini  saglayacak gekilde 0 < x < oo aralifinda ikinci mertebeden

tiivevlenebilir stirekli fonksiyonlar ve
y(0) = z(0) = y'(0) = 2'(0)
kosullari var ise, bu takdirde 0 < x < oo araliginda y(x) > z(x) dir.
Ispat: w = y — z doniistimii yapildiginda;
w =y -z
w'=y"—2z"
dir. w" = y" — 2" dontistimii i¢in gerekli islemler yapildiginda,
y'=z2"+ b)Y —2z) - pi()(y —2) >0
dir. Hipotezden w,
w” +b)w' —p(w >0 , w(0)=w'(0)=0 (3.2.34)

esitsizligini saglar ve bir 0 < x < x, araliginda w(x) > 0 bulunur. Diyelim ki
X > xg igin w(x) < 0 olsun. Bu takdirde w(x) bir yerel maksimumda Oyle ki
dx > 0 noktast vardi. w'(x;) =0 ve w(x;) =0 dir. Dolayisiyla (3.2.34)
denkleminden w' (x;) > 0 dir. Bu egitsizlik yerel maksimum ile gelisir. Boylece

ispat tamamlannnsg olur.

Levin , 1960 yilinda Sturm Kargilagtirtma Teoremini farkli bir yoldan

incelemistir, Izledigi yol,
y"'+pi(x)y =0 (3.2.35)
z" +py(x)z=10 (3.2.36)
. e ey E e
denklemleri sirasiyla ¥ = T =g doniisiimleriyle;
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w = w® iy () (3.237}
v =%+ py(x) (3.2.38)

Riccati diferansiyel denklemlerine doniistiirmedir. Bu “yol daha &ncelerde
Hille, Hartman ve Wintner iinlii  matematikgileri  tarafindan  diferansiyel

denklemler i¢in salimmlarinda kullanilmistir.
Teorem 3.2.17. (Levin)
y(x) ve z(a) fonksiyonlar sifirdan farkls, (3.2.35) ve (3.2.36) denklemlerinde agikar

olmayan [a, ] aralifinda birer ¢tztimleri olsun. Yx € [a, ] igin;

y'(x) ’
y(a)

z'(a)
—m + f po(t)dt

(3.2.39)

+ fpl(t)dt >

a

¢4

esitsizligi saglansin. Bu takdirde [a, #] araliginda z(x) denklemi sifirdan farkli ve

y'() |2 &)
—~ \ =X = 3.2.40
Yo |20 A eat
bigimindedir.
Ispat: y(x) fonksiyonu sifirdan farkli oldugundan [a,f] iizerinde U = —y;

fonksiyonu stirekli olup, u' = u? + p;(x) olan Riccati denklemini saglar. Bu
takdirde;

X X X

fu'(t)dt = Juz(t)dt+ fpl(t)dt
u(x) —ula) = juz(t)dt+ fpl(t)dt
u(x) = u(a) + f u?(t)dt +fp1(t)dt (3.2.41)

adimlari yapildiginda denklemi bulunur. (3.2.39) sartindan;
X

u(x) = u(a) +Jp1(t)dt

«
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u(x) = —M + fpl(t)dt >0 (3.2.42)

I

esitsizligi elde edilir. Diger yandan z(a) sifirdan farkli oldugundan v = —E;
denklemi siirekli olup, v’ = v? + p,(x) Riccati denklemini saglar. Buradan benzer

islemler yapilirsa,

v(x) = v(a) + f p,(t)dt (3.2.43)

denklemi bulunur. Burada bir [a, #] aralifi kabuldiir. Dolayisiyla @ < p < f8 olacak
sekilde dyle bir g vardir. (3.2.39) ve (3.2.43) denklemlerinden,

v(x) = v(a) + fpz(t)dt

> —u(a) — fpl(t)dt

=z=ulx) ,asx<u
olur. Dolayisiyla u(x) > —v(x) dir.
u(x) > |v(x)] (3.2.44)

oldugunu gosterelim. Burada a <x <p araliginda u(x) > v(x) oldugunu
gostermek yeterlidir. Diyelim ki v(xy) = u(xp) olsun. [, u] tizerinde bir x, noktasi

var olsun. (3.2.39) esitsizliginden x = a i¢in u(a) > |v(a)| ve [a, 1] tizerinde
u ve v’ler siirekli fonksiyon oldugundan a < x < x; i¢in u(x) > v(x) ve

v(x;) = u(x,) olacak sekilde x € (@, x,] vardir. u(x) > —v(x) esitsizligini ele

alirsak o < x < x; igin u(x) > |v(x)| yazilir ve buradan verilen aralikta

Xy Xy
fvz(t)dt<fu2(t)dt
a 14

dir. Dolayisiyla (3.2.39), (3.2.43) ve (3.2.41) denklemleri ele alinirsa,

v(x,) = v(a) + f po(t)dt +f u?(t)dt
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E=1 X1

<v(a) +f py(0)dt +f u?(t)dt = u(x,)

a [¢4

bulunur. Bu ise bir geliski belirtmis olup @ <y < f araliginda [a, i] iizerinde
(3.2.44) denklemi saglanir. Ayriyetten v fonksiyonunun tiim [, 5] ’da siirekli
oldugundan (3.2.44) denklemi bu aralikta gegerlidir. Bu durumda |v(x)| simrh

oldugundan z(x) denklemi sifirdan farkhidir. m

Teorem 3.2.18. (Levin) y(x) ve z(f) fonksiyonlari sifirdan farkli, [e, §] tizerinde
sirastyla (3.2.37) ve (3.2.38) denklemlerinin agikar olmayan ¢oziimleri olsun.

Vx € [a, ] igin,

B B
y'(B) z'(B)
) +;[P1(t)dt> 2B +afp2(t)dt (3.2.45)

esitsizligi saglansin. Bu durumda [a, 8] iizerinde z(x) sifirdan farkli ve

z'(x)
z(x)

y'(x)
y(x)

,a<x<p (3.2.46)

dir.

Bahsetmis oldugumuz Sturm Ayirma ve Karsilastirma teoremleri, denklemlerin
¢oziimii olan sifirlariin  durumunu  belirlemenin  yaninda salinimliligmi  da
incelenmesinde dnemli yer aymir. Bu salimmlihga iligkin bazi sonuglar iizerinde

duralim.

p1(x) ve py(x) fonksiyonlar, x5 = 0 i¢in xy < x < oo araliginda sifirdan
biiyiik reel degerli siirekli fonskiyonlar olsun. Bu durumda p;(x) < p,(x) olmak

lizere;
y'+pi(x)y=0 (3.2.47)
Yy +p(x)y =0 (3.2.48)
seklinde tanimli diferansiyel denklemlerini ele alalim.

Tanim 3.2.1. (xy, 0] tizerinde (3.2.47) denkleminin bir agikar olmayan ¢oziimiinde
sonsuz tane sifirt var ise, bu verilen aralikta salimmli, aksi takdirde (3.2.47)
denkleminin bir agikar olmayan ¢6ziimii [x,, o) iizerinde sonlu tane sifirlar1 var ise

verilen aralikta salinimsizdar.

33



(3.2.47) denkleminin ¢dziimleri Sturm Ayirma teoreminden ya salimmlidir ya
da salinnmsizdir, Buna gére (3.2.47) diferansiyel denkleminin her ¢6ziimii salinimh

ise denklem salinimli, aksi miimkiinse salimmsizdir.

(3.2.47) diferansiyel denkleminin kapali ve simirh [ aralift lizerinde tanimh
agikar olmayan bir ¢éziimiinde sifirlarimin sayist sonlu oldugundan, bu kapali ve

smirl aralikta diferansiyel denklemi salinimsizdir,

Sturm  Kargilagtirma teoremi  kullamlarak, karsilagtinlan iki diferansiyel
denklem ig¢in birinin salimim &zelligi bilindigi takdirde digerinin salimim 6zelligini

bilmek miimkiindiir, Ornek verecek olursak;

m

F)y =0 (3.2.49)

yll +(
bigiminde verilen diferansiyel denklemini inceledigimizde, kolaylikla ifade edilir ki

1 . i i . _ (te)
m =7 oldugunda salimmsizdir. Ayrica ¢ sifirdan biiyiik olmak {izere M = "——

oldugunda salinimsizdir.
Teorem 3.2.19. ¢ sifirdan biiyilk olmak tlizere ¥V x = x, > 0 arahifi icin sayet

pi(x) = (1+ €)$ ise (3.2.47) diferansiyel denklemi salinimlidir.

Ispat : m sifirdan biiyiik bir sabit olmak tizere y” +m?y =0 denklemi salmimh

olup x* = e* déntisimii yapilirsa,

dy dy dx* dy . . dy

— - — e =%

dx dx* dx dx* dx*
d? d d dx* d d?y dx* d ge
.):=—(* y.)= y,+x*. 2 — = x* y+(x*)2 ’y
dx? dx\" dx* dx dx* d(x*)? dx 1k A d{x*)?

dir. Tanimlanan denklemde yerine yerlestirildiginde;
d?y dy
32 ® By e
(x*) d(x*)2+x d(x*)2+m y=20

elde edilir, yine ¥ = \/i—* dontistimil yapilirsa;

d%z - 1 dz g4, 3 3
d?y _d(x*)Z‘/x_‘zﬁﬁ T (¥ —52/xt
d(x)? % (x)?
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dz
dy  dx Z

dx* \/QF a (x*)%

dir. Denklemleri ayni gekilde diferansiyel denklemde yerine yerlestirilirse;

VA

2z" +xg2 (14+m?) =0

X

"y (1+m?)

4x2 2=4

VA

seklinde kanonik formu elde edilir. Bu denklem salinimlidir ¢iinkii, daha énce ifade
ettigimiz uyart 3.2.2 ‘den déniigiimler y” 4+ m?y = 0 denkleminin sifirlarinin
sayisini etkilemez. Boylece teorem, teorem 3.2.5 ‘den,

1+4m2_1+£
4x2  Ax?

p1(x) =

£ > 0 kosulu geregi (3.2.47) diferansiyel denklemi salinimli olur.

Sonug 3.2.2. V x = x, = 0 igin,

x%p;(x) < % ise (3.2.48) diferansiyel denklemi salinimsizdur.

Sonu¢ 3.2.3. Vx = x; igin p;(x) <0 olsun. Bu takdirde (3.2.48) diferansiyel

denklemi salimmsizdir.

Teorem 3.2.20. ¢ fonksiyonu, lim,_,., ¢(x) = 0 olacak sekilde siirekli fonksiyon

olmak iizere,

'+ (1+9(x)y=0 (3.2.50)
denkleminin agikar olmayan ¢ztimii salinimhidur.
ispat : Gerekli biiyiikliikte x,'lar igin kabul geregi,

limy e @(x) =0 oldugundan x = x, i¢in |p(x)| <& >0 olacak sekilde

yazilabilir. Buradan; —e < ¢(x) < € olup her tarafina 1 eklendigi takdirde
1—e<p(x)+1<¢e+leldeedilin € = % tanimlarsak x = x igin,

142255 2

B =

n 1 . . . .
olur. ¥y" +7¥y = 0 diferansiyel denkleminin ¢éziimleri salinimli

oldugundan Teorem 3.2.5 geregi (3.2.50)’nin agikar olmayan ¢éztimleri salinimlidir.
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Teorem 3.2.21. p;(x) = m? > 0 araliginda Vx igin m gergel sabit sayis1 var ise,

(3.2.48) diferansiyel denkleminin agikar olmayan ¢6ziimleri salimmbidur.

Ispat : y” + m?y = 0 diferansiyel denkleminin salimmli oldugunu gostermistik.

Dolayisiyla teorem 3.2.5 geregi ifade kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.2.22. Sayet lim,._,, p;(x) = o0 ise, (3.2.48) diferansiyel denkleminin tiim

asikar olmayan ¢éztimleri salinimlidur.

ispat : Hipotez gerei x, dan biiyiik Vx igin p;(x) >m? > 0 oldugu kolayca
goriilii. Bu takdirde y"” +m?%y = 0 denkleminin her asikar olmayan ¢oziimil

salimmli oldugundan Teorem 3.2.5 geregi istenilen sonug elde edilir.

p1 (%) ve p,(x) fonksiyonlari;

co co

py(x) = f ACHASEY PACH

X
seklinde tammlanur,
Teorem 3.2.23. (Hille-Wintner)

0<a<o igin 0<p,(x) <p(x) olacak sekilde p,(x) ve p,(x) integral
denklemleri yakinsak kabul edilsin. Buradan p, ve p, fonksiyonlar (0, o) iizerinde
stirekli olsun. Bu durumda; (3.2.47) diferansiyel denklemi sayet salinimsiz ise
(3.2.48) diferansiyel denklemi de salimmsizdir. Aksi takdirde (3.2.47) diferansiyel

denklemi salimimli ise (3.2.47) diferansiyel denklemi de salinimlidir.

Hille tarafindan bu teorem p;(x) ve p,(x) fonksiyonlarinin pozitif olmasi
durumunda ifade edilmistir. Ancak sonralarda Wintner p; ve p, fonksiyonlarinin
iizerinde ¢alhisarak pozitiflik sartinin yanisira tiim kosullar i¢in de bulunacagini ifade

etmis ve ispatlamigtir.
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BOLUM 4
PRUFER DONUSUMU

Bu boliimde Priifer doniiglimiiniin tanimi yanisira Sturm teorisiyle olan iliskisi

hakkinda bilgi verilmistir.

4.1 Giris

Unlii matematik¢i Heinz Priifer (1896-7934) 1926 yilinda, Priifer doéniisiimii ad:
altinda Sturm Liouville diferansiyel denklemini bir dogrusal olmayan bir denklem
sistemine doniistiirlir. Bu sistemdeki denklemlerden biri dogrusal ve digeri dogrusal

olmayan denklemdir.

4.2 Priifer Doniisiimii ve Sturm Teorisi

7(x) fonksiyonu sifirdan biiyitk ve I arah@: tizerinde tanimli reel degerli kabuliinde

fonksiyonlar olmak iizere,

(r()y) +px)y =0 (4.2.1)

lineer homojen Sturm Liouville denklemini inceleyelim. r(x) =1 ve p(x)
fonksiyonu sabit terim olup (4.2.1) denklemi sabit katsayili bir lincer homojen Strum
Liouville denkleminde ¢6ziim fonksiyonlar: siniis ve kosiniistiir. Bilindigi iizere,
siniis fonksiyonunun salimmlart dik koordinat sisteminde birim ¢emberdeki ordinat
ekseni tizerinde bulunan degerler ile tammlandiginda, aym noktalarin apsisleri de
kosinils fonksiyonunda degerleridir. Ayriyetten siniis fonksiyonunun tiirevi kosiniis

fonksiyonudur. Tanimlanan bu iki fonksiyonu ele alirsak;
y = gsinf
ry’ = ocosf (4.2.2)

bagintilari ile verilen o,8 fonksiyonlart (4.2.1) denkleminin sifirlarimin incelenmesi
tiglinell boliime kiyasla daha kisa ve net ifadelerdir. Boylece, y fonksiyonu (4.2.1)
denkleminin agikar olmayan ¢oziimii oldugu takdirde (4.2.2) bagmtilarinm

yardimiyla yapilan doniistime Priifer déntigtimii denir.
(4.2.2) y = osinf bagmusimin x’e gore tiirevi alimp r ile ¢arpilirsa;

ry' =ra'sinf + r0'ocosd

37



bulunur. Daha diizenli yazildig1 takdirde;
ro'sind + raf'cosd = rcosé (4.2.3)
denklemi elde edilir.

(4.2.2) denklemindeki ikinci bagintinin da tiirevi alinip

% (ry') = o'cosd — 0'osind
(4.2.1) denkleminde yerine yazilirsa
o'cosf — g0'sinfd = —p(x)osind (4.2.4)
ifadesi elde edilir.
o' ve ' ‘e gore lineer olan (4.2.3) ve (4.2.4) denklemlerinden
a'(rsinf) + 6'(rocosf) = acosd
a'cosO + 0'(—asing) = —p(x)osind
denklem sistemi olusturulabilir. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti
|A| = —rosin®0 — rocos?6
= —ra(sin?8 + cos?*0)
= —Tg
dir. (4.2.2) bagintisindan,
o = (ry")* +y?
oldugundan, fonksiyonlarn aym anda sifir olmadipindan o(x) # 0'dir. Diyelim ki

o > 0 olsun. Determinant sifirdan farkli olup (4.2.3) ve (4.2.4) denklemlerinden

o' = G - p) o sin 8(x) cos 8(x)

1
g = ;cos2 8(x) + psin? 8(x) (4.2.5)

bigiminde denklem sistemi elde edilir.

Bu iki denkleme Priifer sistemi, o ve 0 fonksiyonlarma da (4.2.1) denklemine
istinaden Priifer fonksiyonlari denir. y fonksiyonu, (4.2.1) denkleminin ¢dziimii

oldugundan (4.2.2) bagintilari ile tanimli olan o ve 6 fonksiyonlari (4.2.5) denklem
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sistemlerini saglar. Bu ifadenin efer tersi miimkiinse yani; (o, @) Priifer sisteminin
bir ¢oziimii ise, (4.2.3) denkleminden (4.2.2) denklemindeki ilk baginti ile tanimli y
fonksiyonu ikinci bagntiyr destekleyen bir tiireve sahiptir. Bu takdirde ¢’ ve 6’
(4.2.4) denklemini sagladigindan dolayr y fonksiyonu, (4.2.1) denkleminin
¢oziimiidiir. Béylece, (4.2.5) ve (4.2.1) denklemleri denkfir.

Ayrica (4.2.5) Priifer sistemi lineer degildir. Fakat o fonksiyonu igin gegerli
degildir. Yani, ikinci denklem 8’ = F(r, @) tipindedir. Burada,

il
F(r,0) = 7—_(:032 6 + psin?@

olup Lipschitz sartin1 saglar. Buna gére bu denklem bir 6(x;) = @ baslangi¢
sartim adi altinda tek bir ¢oziime sahiptir. Bu ¢6ziim; birinci denklemde yerine

koyulursa o,

g’ = G - p) g sin 8(x) cos 6(x)

6 (1
5 = (?— = p) sin 8(x) cos 6(x)

In|o| =f(%—p(s)) sin 8(s) cos 8(s)ds

1 .
o= e[(@—p(s)) sin 8(s) cos 8(s)ds (4.2.6)

bi¢iminde integral denklemi ile bulunabilir.

Priifer déniistimleri sonrasinda bulunan ¢ ve 6 fonksiyonlart yardimu ile de (4.2.1)

denkleminin ¢éziimii rahatlikla bulunabilir.
Priifer doniisiimii asagidaki 6rnekle daha net bir sekilde anlagilabilir.

Ornek 4.2.1.

d

d
—(r@ )+ @y =0

homojen diferansiyel denkleminde; p(x) = 1,7(x) =1 kosullarm  saglayan
y' + vy = 0 diferansiyel denklemini Priifer doniistimii ile ¢ozelim.
y =0sing

y' =ocos@
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y" =0'cos@ —0'csind
Denklemlerinin y” 4+ y = 0 diferansiyel denkleminde yerine yerlestirirsek;
o'cosf —B'agsinf = —osinb
elde edilir. Buradan,

D _ 2 (osing) = o’ sind + o0’ cosd
dx—dx(asm ) =0o'sin o8’ cos

dy
dir. 77 yerine o cos 0 yazilirsa,
o'sinf + 6'gcosf = o cos
bulunur. Devaminda,
o' cos® —0'cgsinf = —asinb
og’'sinf + 0'gcosf = ocosB

esitligi vardir. Ayrica gerekli iglemler yapildigi takdirde;

ax=b x=(5) v=(Z0s0)

_[cos8 —osin8 _
_[sinE) acosﬂ]ﬁmlha

oldugundan,

bigiminde kolayca hesaplanir. Benzer gekilde 8'=1 olup 6 =x+c, dir

Dolayistyla,
y=¢;8i0% = %(x) =g snx
y' =cycosx = y;(x) =c;cosx

¢oziimleri elde edilir.



BOLUM 5
SONUCLAR

Bu tezde agirlikli olarak ikinci mertebe Sturm Liouville diferansiyel denklemi

incelenmistir.

Sturm Liouville denkleminin incelenmesinden o6nce diferansiyel denklemler
teorisinin temel tanim ve teoremleri sunulmus ve yiiksek mertebeden diferansiyel

denklemler ile sistemler arasindaki iligkilerden bahsedilmistir.

Ikinci mertebeden dogrusal Sturm-Liouville (SL) denklemi

d d
= 2]+ a0y = ~awwy

ile verilen, 6zdeger problemi olarak da bilinen adi diferansiyel denklemler teorisinin
en Onemli denklemlerinden biridir. Bu denkleme ait salinim teorisi alaninda pek ¢ok
sonig vardir, Salimm teorisi mekanikten elektrige, optikten ekonomi ve sosyal
bilimlere, biyolojiden fizife bir ¢ok alanda uygulamalart bulunan bir alandir ve
Sturm karsilastirma teoremine dayanmaktadir. Coziimleri bilinen/bulunabilen bir
denklemin katsayilari ile baska bir denklemin katsayilar1 karsilastirilarak ¢oziimleri
bilinmeyen denklemin ¢oziimlerinin sifirlarinin varligt ve yerleri konusunda fikir
sahibi olmamiz1 saglar. Dolayisiyla herhangi bir denklem ¢oziillemiyor olsa bile

¢oziimlerinin sifirlarini bilmek birgok fayda saglamaktadir.

Ayrica bu tezde Priifer doniistimii ele alinmigti. Priifer doniistimii Sturm Liouville
diferansiyel denklemini bir dogrusal olmayan bir denklem sistemine doniistiiriir. Bu
sistemdeki denklemlerden biri dogrusal ve digeri dogrusal olmayan denklemdir.
Dogrusal olmayan denklem sadece tek degisken icermektedir, Dolayisiyla

¢oziildiigtinde diger dogrusal denklemin ¢6ziimii de rahatlikla bulunabilir.
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